10. prednáška z predmetu MMPVE

Plánovanie experimentu
Najskôr uveďme motivačný príklad: 

Príklad 10.1. Súčiastka sa vyrába metódou cementácie. Jej kvalita sa meria parametrom y nazývaným opotrebovanie súčiastky (môže ísť napríklad o zmenšenie jej priemeru udávaného v milimetroch počas jej používania za dobu jedného roku). Parameter y zrejme závisí od toho, akú metódu cementácie sme pri jeho výrobe použili. Metóda cementácie je plne určená nasle-dujúcimi štyrmi faktormi:
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Pri výrobe súčiastky stojíme pred úlohou nájsť také hodnoty faktorov 
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, aby para-meter y nadobudol optimálnu (v tomto prípade minimálnu) hodnotu. Keby sme poznali závis-losť (tj. funkciu štyroch premenných) parametra y od faktorov 
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kde f je známy predpis (spĺňajúci potrebné matematické predpoklady), úlohu o optimálnej hodnote parametra y by sme riešili ako nájdenie extrému funkcie štyroch premenných tj. riešili by sme úlohu (kde 
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znamená parciálnu deriváciu funkcie f podľa premennej 
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čo predstavuje systém štyroch rovníc o štyroch neznámych 
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. V praxi však predpis 
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 obyčajne nepoznáme a preto predchádzajúcu metódu nemôžeme použiť. Čo však môžeme zistiť, sú hodnoty funkcie  f  v n bodoch (v n usporiadaných štvoriciach). Naprí-klad ak 
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, a v každom bode vykonáme po jednom meraní, pre hodnoty parametera y máme 
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Pri funkcii jednej premennej, tj. ak 
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kde táto má derivácie všetkých rádov, môžeme funkciu 
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 (za ďalších doplňujúcich podmienok) rozvinúť do Taylorovho radu v okolí ne-jakého bodu a, tj. môžeme písať
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kde 
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 je i-ta derivácia funkcie f v bode a, 
[image: image16.wmf]()

d(,)()()

iii

faxfaxa

=×-

 je i-ty diferenciál funkcie
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 v bode a, pričom pre 
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. Vši-mnime si, že pre i-ty diferenciál funkcie 
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 v bode a platí rekurentný vzorec 
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; to znamená, že 
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-vý diferenciál funkcie 
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 sa rovná dife-renciálu z i-teho diferenciálu funkcie
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. Z toho vyplýva, že ak z Taylorovho radu vezme-me len prvých 
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 sčítancov, dostaneme Taylorov polynóm v tvare
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Ak v poslednom súčte vykonáme naznačené umocňovanie a násobenie, po jednoduchej úpra-ve dostaneme 
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 Teda môžeme písať
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kde symbol 
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 znamená približnú rovnosť. Čím je stupeň s Taylorovho polynómu 
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 vyšší, tým presnejší odhad pre funkciu  f  dostaneme.


Podobne je to aj v prípade, že  f  je funkciou k premenných. Vtedy tiež platí, že funkcia sa (za ďalších doplňujúcich podmienok) rovná svojmu Taylorovmu radu, tj. platí vzťah
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kde 
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 čle-nov, dostaneme pre ňu jej Taylorov polynóm 
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čo je vlastne polynóm s-ho stupňa premenných 
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 Tiež platí približná rovnosť
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ktorá je tým presnejšia, čím je väčší stupeň Taylorovho polynómu s. Pre 
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 vyzerá Taylo-rov polynóm 3. stupňa nasledovne:

Príklad 10.2. Ak 
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potom po krátkom výpočte a úprave máme
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Podobne by sme vypočítali 
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Nakoniec by sme po roz-násobení a úprave predchádzajúcich diferenciálov dostali nasledujúci tvar Taylorovho polynó-mu tretieho stupňa funkcie dvoch premenných:
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Čísla 
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budeme stručne nazývať B-koeficienty Taylorovho polynómu funkcie dvoch premenných. 


Názov B-koeficienty budeme požívať aj v prípade Taylorovho polynómu ľubovoľného stupňa a ľubovoľného počtu premenných. 

Príklad 10.3. Nech 
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Odtiaľ
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Teda pre B-koeficienty platí
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Pretože v praxi obyčajne nepoznáme predpis pre funkciu f, nemôžeme B-koeficienty Taylorovho polynómu určiť pomocou diferenciálov, lebo nevieme vypočítať príslušné par-ciálne derivácie funkcie f. Uspokojíme sa preto s 
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-koeficientami, čo sú odhady neznámych B-koeficientov získané metódou najmenších štvorcov na základe známych nameraných čísel 
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čo sú zasa namerané hodnoty neznámej funkcie 
[image: image55.wmf]12

(,,...,)

k

fxxx

 v príslušných us-poriadaných k-ticiach z jej definičného oboru, pričom v jednej k-ci môže byť aj viac ako jed-no meranie hodnôt funkcie 
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Definícia 10.1. Uvažujme funkciu 
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 Ak v jej Taylorovom polynóme nahradí-me B-keficienty príslušnými 
[image: image58.wmf]ˆ

B

-koeficientami, dostaneme novú funkciu k premenných, ktorú nazývame regresná  funkcia funkcie 
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Teraz naplánujeme experiment, tj. určíme tie body (usporiadané k-tice) z definičného obo-ru funkcie
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Definícia 10.2. Nech definičný obor 
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 Ak takto skonštruujeme množinu M a ak v každej k-ci 
[image: image71.wmf]12

(,,...,)

k

xxxM

Î

 určíme, koľkokrát v nej bude-me merať hodnotu funkcie f, hovoríme, že sme naplánovali experiment typu 
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 Ak tieto me-rania uskutočníme, hovoríme, že sme vykonali experiment typu 
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Poznámka 10.1. Názov experiment typu 
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 pochádza z toho, že množina M obsahuje 
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Poznámka 10.2. V praxi sa najčastejšie používajú experimenty typu 
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Poznámka 10.3. Ako vieme, pre danú k-cu 
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 parametra y. Dohodneme sa, že v ďalšom budeme v každom bode robiť rovnaký počet meraní m.

Príklad 10.4. Naplánujme experiment typu 
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 Budeme me-rať  na okrajoch uvedených intervalov. Všetkých bodov bude 
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Nech počet meraní v každom bode je rovnaký, pričom 
[image: image89.wmf]3.
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Príklad 10.5. Naplánujme experiment typu 
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 Budeme me-rať  na okrajoch a v strede uvedených intervalov. Všetkých bodov bude 
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Nech počet meraní v každom bode je rovnaký, pričom 
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Príklad 10.6. Naplánujme experiment typu 
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 Budeme merať na okrajoch uvedených intervalov. Všetkých bodov bude 
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Nech počet meraní v každom bode je rovnaký, pričom 
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V ďalšom budeme uvažovať iba experiment typu 
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Definícia 10.3. Pod n-rozmerným reálnym vektorom budeme rozumieť ľubovoľnú usporia-danú n-cu reálnych čísel.

Definícia 10.4. Pod skalárnym súčinom n-rozmerných reálnych vektorov 
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Definícia 10.5. Hovoríme, že n-rozmerné reálne vektory 
[image: image105.wmf]1212

(,,...,),(,,...,)

nn

aaabbb

==

ab

 sú ortogonálne, ak sa ich skalárny súčin 
[image: image106.wmf]×

ab

rovná nule.
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čo bolo treba dokázať.

11. prednáška z predmetu MMPVE

Stanovenie regresnej funkcie
Definícia 11.1. Uvažujme funkciu 
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cov, v ktorých sa nachádzajú faktory 
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 nahradíme všetky B-koeficienty novými 
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-koeficientami, získanými metódou najmenších štvorcov, dostaneme tak funkciu 
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Poznámka 11.1. Vieme, že 
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sa ťažko numericky počíta, môžeme postupovať aj tak, že celú úlohu transformujeme pomocou vhodnej lineárnej transformácie T, čím si výpočet značne zjednodušíme. 
Definícia 11.2. Uvažujme funkciu
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 Nech T je k-rozmerná lineárna transformácia 
[image: image139.wmf]()/,1,2,....,

iiii

txsik

l

=-=

. Odtiaľ 
[image: image140.wmf],1,2,....,

iiii

xstik

l

=+=

. Potom funkciu 
[image: image141.wmf]12111222

ˆˆ

()(,,...,)(,,...,)

LTkLkkk

ftttfststst

lll

=+++

 nazývame transformovaná re-gresná funkcia lineárneho typu. Ak v experimente typu 
[image: image142.wmf]2

k

transformujeme množiny 
[image: image143.wmf]i

M

 po-mocou T, dostaneme 
[image: image144.wmf]{

}

12

(){1;1},(,,...,),(),1,...,

k

iTTkiiT

MMxxxRxMik

=-=ÎÎ=

. Expe-riment na množine 
[image: image145.wmf]T

M

sa nazýva transformovaný experiment typu 
[image: image146.wmf]2

k

.

Definícia 11.3. Ten transformovaný experiment typu 
[image: image147.wmf]2

k

, ktorého regresná funkcia je transformovaná regresná funkcia lineárneho typu 
[image: image148.wmf]12

ˆ

()(,,...,)

LTk

fttt

, nazývame transformo-vaný experiment lineárneho typu 
[image: image149.wmf]2.

k
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Poznámka 11.3. Ak nevykonáme lineárnu transformáciu T v regresnej funkcii lineárneho typu 
[image: image153.wmf]12011

ˆ

ˆˆ

(,,...,)...

Lk

fxxxBBx

=++

, potom 
[image: image154.wmf]ˆ

B

-koeficienty tejto funkcie získame metódou najmenších štvorcov. Ak však túto transformáciu T vykonáme, neurčujeme 
[image: image155.wmf]ˆ

B

-koeficienty metódou najmenších štvorcov, ale tak, že ich považujeme za premenné, ktoré lineárnou transformáciou T prejdú na 
[image: image156.wmf]ˆ

b

-koeficienty transformovanej regresnej funkcie lineárneho ty-pu
[image: image157.wmf]12

ˆ

()(,,...,)

LTk

fttt

. Až tieto 
[image: image158.wmf]ˆ

b

-koeficienty určíme metódou najmenších štvorcov. Po ich ur-čení dosadíme transformačné výrazy 
[image: image159.wmf]()/,1,2,...,

iiii

txsik

l

=-=

, do transformovanej regres-nej funkcie lineárneho typu 
[image: image160.wmf]12

ˆ

()(,,...,)

LTk

fttt

, čím dostaneme


[image: image161.wmf](

)

12111222

01111222212111222

ˆˆ

()(,,...,)()()/,()/,...()/

ˆˆˆˆ

()/()/...(()/)(()/)...

LTkLTkkk

ftttfxsxsxs

bbxsbxsbxsxs

lll

llll

=---=

=+-+-++-×-+


Po roznásobení a úprave dostaneme
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Príklad 11.1. Uvažujme plán experimentu typu 
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Poznámka 11.4. Koeficienty 
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Príklad 11.2. Uvažujme experiment typu 
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Metódou najmenších štvorcov vypočítajme neznáme 
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Poznámka 11.5. Vidíme, že ak robíme v každom bode rovnaký počet meraní (v tomto prí-pade tri merania), 
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-koeficienty môžeme vypočítať aj tak, ako keby sme v každom bode robili jedno meranie, ktorého hodnota je aritmetický priemer nameraných hodnôt v tomto bode. 

To znamená, že predchádzajúci príklad môžeme riešiť aj tak, že vypočítame príslušné arit-metické priemery
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a ak dosadíme tieto aritmetické priemery do vektora 
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Vidíme, že výpočet 
[image: image240.wmf]ˆ
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-koeficientov týmto spôsobom je podstatne výhodnejší, lebo pracujeme s maticami násobne menších rozmerov.

12. prednáška z predmetu MMPVE

Vyhodnocovanie experimentu
Princíp testovania hypotéz

Nech náhodná premenná  X má hustotu rozdelenia pravdepodobnosti 
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Ak platí, že X má hustotu 
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čoho pravdepodobnosť je (ako sme zistili) 
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Uvažujme plán experimentu typu 
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Definícia 12.1. Nech funkcia 
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Poznámka 12.1. b-koeficienty funkcie 
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Podobné hodnotenie platí zrejme aj pre ostatné 
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V praxi však hodnoty b-koeficientov nepoznáme. Poznáme však 
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Ak 
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Pojmy "malé", "veľké", "malý vplyv", "významný vplyv" sú síce intutívne jasné, ale sú pomerne vágne a je obťažné stanoviť, kedy ide ešte o "malý vplyv" a kedy už o "veľký vplyv". Preto o nich hovoríme, že ide o kvalitatívne vyjadrenie vplyvu uvažovaných faktorov. Naproti tomu kvantitatívne vyjadrenie vplyvu uvažovaných faktorov spočíva v matematickej formulácii  vplyvu týchto faktorov.


Tak napr. kvalitatívne vyjadrenie, že samostatné pôsobenie faktora 
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Kvalitatívne vyjadrenie, že samostatné pôsobenie faktora 
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 má veľký vplyv na hodnotu funkcie 
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Podobne postupujeme aj v ostatných prípadoch. Tvrdenie, že napr. 
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, je pre nás hypo-tézou, ktorej platnosť musíme otestovať. Podobne testujeme aj hypotézy pre ostatné b-ko-eficienty. Na testovanie takýchto hypotéz sa používa kritérium založené na nasledujúcom tvrdení:

Veta 12.1. Uvažujme plán transformovaného experimentu lineárneho typu 
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Nech v každom 
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-ko-eficienty sú odhady neznámych b-koeficientov získané metódou najmenších štvorcov na zá-klade nameraných hodnôt 
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Nech 
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 je pevne zvolený koeficient spomedzi 
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je náhodná premenná, pričom 
[image: image297.wmf](1)2

.

k

m

tt

-

:


Testovacie kritérium pre b-koeficienty
Predchádzajúca veta nám umožní testovať nasledujúcu dvojicu hypotéz
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Test prebieha nasledovne:
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2)  Zvolíme hladinu testu 
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Príklad 12.1. Uvažujme experiment typu 
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Metódou najmenších štvorcov určime neznáme 
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Riešenie. Použijeme skrátenú metódu výpočtu 
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Ak dosadíme tieto aritmetické priemery do vektora 
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Vypočítame teraz čísla 
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Následne 
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a) Otestujeme spoločné pôsobenie faktorov 
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Ďalej kvantil 
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, na základe testovacieho kritéria prijímame ako pravdivú hypotézu 
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čo slovami interpretujeme tak, že spoločný vplyv faktorov 
[image: image340.wmf]12

,

tt

 na hodnotu funkcie 
[image: image341.wmf]12

()(;)

LT

ftt

 nie je štatisticky významný (tj. je malý) a teda ho možno zanedbať.

b) Otestujeme samostatné pôsobenie faktora 
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, na základe testovacieho kritéria prijímame ako pravdivú hypotézu  
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 čo slovami interpretujeme tak, že samostatný vplyv faktora 
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 je štatisticky významný (tj. je veľký) a teda ho nemožno zanedbať.
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