5 Dynamika tuhého telesa

V tomto paragrafe budeme skimat’ pohyb tuhého telesa pod vplyvom von-
kajsich sil. Ohrani¢ime sa bud’ len na otacanie sa okolo nepohyblivej osi, alebo zlozi-
tejsi pohyb v rovine, ktory pozostava z postupného pohybu a z rotacie okolo osi pre-
chadzajucej cez tazisko a kolmej na rovinu, v ktorej lezia drahy vsetkych bodov tele-
sa. Je preto nutné najprv zoznamit’ sa s hladanim taziska tuhého telesa a az potom
pristupit’ k problému zaoberajicemu sa pohybom tuhého telesa.

Riesenie pohybu tuhych telies mézeme hl'adat’ dvoma sposobmi: Riesenim
prvej a druhej pohybovej rovnice alebo pomocou zakonov zachovania. V druhom
pripade treba venovat’ pozornost’ tomu, ktory zo zakonov zachovania mozno pouzit,
pretoze na rozdiel od dynamiky hmotného bodu budu zakon zachovania hybnosti a
zakon zachovania momentu hybnosti dva od seba nezavislé zakony.

Vol'bu sposobu rieSenia, ako aj postup rieSenia kazdej konkrétnej ulohy
mozno urobit’ aZ po podrobnom preskiumani podmienok ulohy, t.j. detailného rozboru
sil, ktoré posobia na jednotlivé telesa. Pritom musime brat’ do ivahy miesta pdsobenia
tychto sil.

1. Moment zotrva¢nosti hmotného bodu je dany vztahom
J=mr?,
kde I je vzdialenost hmotného bodu od osi otacania.

2. Moment zotrvacnosti tuhého telesa, ktory charakterizuje mieru zotrvacnosti tuhé-
ho telesa pri otacavom pohybe, je dany vztahom

J= J’ pridv ,
kde p je hustota tuhého telesa a r — vzdialenost’ elementu objemu dV od osi otacania

3. Steinerova veta hovori, ze ak pozname moment zotrvac¢nosti tuhého telesa voci osi

prechadzajucej cez jeho hmotny stred J,, potom moment voci paralelnej osi vo

vzdialenosti a od osi prechadzajucej cez hmotny stred vypocitame zo vztahu
J=J,+ma?,

kde M je hmotnost’ tuhého telesa.

4. Moment sily vzhl'adom na pociatok suradnic je rovny vektorovému sucinu polo-
hového vektora bodu 7, v ktorom posobi sila F , s touto silou,
M =[r x F]

5. Druhé pohybova rovnica, ktord popisuje otacavy pohyb tuhého telesa okolo osi,
ma tvar

M = E = —d(JG))
dt dt
kde L je moment hybnosti tuhého telesa.

>

6. Ked na tuhé teleso, ktoré sa otdCa okolo nehybnej osi, pdsobi stucasne viac sil,
vysledny moment sil je dany vektorovym suctom jednotlivych momentov
M=M+M,+M;+..
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7. Tuhé teleso otacavé okolo osi je v rovnovaznej polohe, ak vektorové sucty vset-
kych sil a vSetkych momentov sil, ktoré na teleso pdsobia, s rovné nule:

Z F; =0; Z M; =0
8. Vizolovanej stistave je celkovy moment hybnosti konStantny

Z L; =konst.

9.Kineticka energia tuhého telesa je rovna suctu kinetickej energie jeho postupného
pohybu a kinetickej energie jeho ota¢avého pohybu

I 5

- 1o 2
E, —Emvp +EJ w,

kde v, je postupna rychlost’ hmotného stredu tuhého telesa.
Riesené priklady

5.1. Najdite polohu hmotného stredu homogénnej mosadznej pologule o polomere
krivosti R! Vypocitajte pre R=4 cm!

Uvaha:
Zo zadania je zrejmé, Ze hustota
Zadané veli¢iny ~Hl'adané veli¢iny pologule p bude kontantna po celom obje-
p = konst. X =72 me. Zvolime si vhodne stradnicovua
R=4cm Vi=7? sustavu tak, aby sme vyuzili symetriu

telesa. Ak si zvolime osi ako je to
znazornené na obrazku 31, v dosledku symetrie bude x-ova stiradnica hmotného stre-
du rovna 0. Znamena to, ze je potrebné vypoci-

y . tat’ len y-ovl suradnicu hmotného stredu. Pou-
dV=TTxdy Zijeme vztah

K# I
. Yy | N v = ydm
.=

? ; (1
/ Yy & \ J'dm
kde dm je element hmotnosti a vzh'adom na
> X p=konst dostaneme
Obr.31 ]’py Ry ].y av
= = @)
Ip av \

kde dV je element objemu.
Riesenie:

Zvolime si vhodne element objemu tak, ako je to znadzornené na obrazku 31,
potom
dV =mx’dy a x?=R%-y?.

Dosadenim do vzorca (2) dostaneme
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Tazisko sa bude nachadzat’ vo vyske 3/8 polomeru pologule nad jej zakladiiou. Po
dosadeni ¢iselnej hodnoty bude tato vyska 1,5 cm.

5.2. Plny ocelovy valec ( 0= 7,6 g/cm3) dlhy 80 cm a hruby 20 cm ma mat na sus-

truhu 180 ot/min. Aka hnacia sila F sa musi prenaSat’ na stupiovy prevodovy kotuc,
ktorého priemer je: a) rovnaky ako priemer valca t.j. 20 cm; b) 30 cm, ked’ rozbehovy
¢as mdze trvat’ najviac 5 sekund. Aky vykon musi vyvinit’ motor sustruhu v pripade
a) a v pripade b)?

Uvaha:

Hnacia sila F potrebna na
Zadané veliciny = Hl'adané veli¢iny roztoCenie valca musi na prevodovom
valec F=2? koti¢i posobit momentom sily M
r,=0,1m Puax = ? ktory vyvola uhlové zrychlenie valca €
I=0,8m také, ze po uplynuti rozbehového Easu
p= 7,600 kgm> bude uhlova rychlost valca rovni
f=3g! pozadovanej hodnote t.j. w= 27T .
At=5s Moment sily je rovny
r=0,Im M=[rxF|, (1)
r=0,15m kde r je polohovy vektor miesta
w=0 pOsobenia sily F vzhladom na stred

prevodového kotica. Pohybova rovnica
valca ma tvar
=M, 2)
kde J je moment zotrvacnosti valca. Pretoze vektory r a F st na seba kolmé, moézeme
upravit’ rovnice (1) a (2) na skalarnu rovnicu.
F= Je 3)
r
Pretoze velkost’ sily F je konStantna, bude konstantné aj zrychlenie €. Po-
tom, ak vezmeme do uvahy, Ze pociato¢na uhlova rychlost’ bola nulova, bude platit’
w = ¢eAt a odtial
w
€ At “4)
Dosadenim rovnice (4) do rovnice (3) dostaneme vyraz pre pozadovanu silu.
Vykon sily P je definovany ako prva derivacia jej prace podla casu
p:%:@:(}r@) )
dt dt
pretoze hodnota sily je konStantna.
Vektor rychlosti v bude rovny
v=[wxr] (6)

t.j. bude mat’ ten isty smer ako sila F.
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Z rovnice (5) je zrejmé, ze maximalny vykon vyvinie hnacia sila na konci
casového useku At. Pomocou rovnic (3), (4), (5), (6) dostaneme
Pnax =F r 7
Riesenie: Moment zotrvacnosti plného valca je rovny ml‘v2 /2. Hmotnost’ valca je
rovna suCinu jeho objemu a hustoty materidlu, zktorého je valec vyrobeny,
m = pTI]‘V2 | . Dosadenim do rovnice (3) a Gipravou dostaneme

ar=ri=r,
- mlpr? 2nf _mrllpf _(3.14) {0, 1m)’ ©.8m 7,6 00°kg.m™ Bs™ _ 36N
2r, At At 5s
b) r=rn,
S L (3.14) do.im)' ©.8m 7,600°kgm™ Bs™ _ AN
2r, At r,At 0,15m5s
Dosadenim do rovnice (7) dostaneme
a) Pyax =F 27r, =36kgm.s™ 2m3s” [0,lm=67,9W
b) Pyiax =F 27, =24kg.m.s™ 213s” [0,15m=67,9W

V oboch pripadoch pozadovany vykon je rovnaky, lebo v oboch pripadoch je potreb-
né vykonat tii istt pracu (J&¥/2) v tom istom Case (3s).

5.3. Na koncoch nite prevesenej cez kladku, ktorej hmotnost’ je m,= 2 kg, visia rov-
naké zavazia kazdé hmotnosti m = 2 kg. K jednému zavaziu pridame privazok hmot-
nosti m; = 0,5 kg. Aka drahu prejdu zavazia za ¢as 1 s po uvolneni kladky, ked’ trenie
a odpor vzduchu neuvazujeme?

Uvaha:
Po uvolneni kladky bude tiazova

Zadané veli¢iny Hl'adané veli¢iny sila (m + m,)g, ktord posobi na pravy

m :72 kg s=7? koniec nite ( pozri obr.32), vi&ia ako tia-

ml: 0,5 kg zova sila mg, ktora pésobi na l'avy koniec

?12_12 kg nite a sustava sa zacne pohybovat’ tak, Ze
=1s

kladka sa otdCa v smere hodinovych ruci-
Vo=0 giek. Nech od okamziku, kedy bola uvol'ne-
na kladka, klesli zavazia m + m; o vzdiale-
nost’ s a ziskali rychlost’ v. Potom, v dosledku toho, Ze nit’ je nehmotna,
zavazie m ziska ti istd rychlost’ a posunie sa nahor o vzdialenost’ s.
Okrem toho sa bude kladka, ktorej polomer je r, otacat’ uhlovou rychlo-
stou w, pre ktora plati vztah
V=0wr, (1)
pretoze medzi nitou a kladkou nie je ziadne Smykové trenie, t.j. pdsobi
tu len sila statického trenia. Tiazové sily a tiez sila statického trenia
medzi nitou a kladkou nezavisia od Casu, a preto zrychlenie sustavy
bude konstantné. Potom drahu s mézeme vypocitat’ zo vztahu

Obr.32 s =s, +V,t +%at2 :
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V case t=0 boli Sy a V, rovné 0, a preto plati
1 _.»
=—at”. 2
2 2

Pretoze na ststavu nepdsobia disipativne sily (sily trenia), mézeme pouzit
zékon zachovania energie. Zo zakona zachovania mechanickej energie vyplyva, Ze
ubytok potencialnej energie sustavy bude rovny prirastku kinetickej energie ststavy

AE, =AE, . 3)

Potencialna energia bude funkciou drahy a kinetickd energia funkciou rych-
losti. Znamena to, Ze pomocou rovnic (2) a (3) moézeme vypocitat’ zrychlenie a drahu,
ktoru prejdu zavazia za Cas t.

RieSenie:
Vyjadrime si zmeny potencialnej a kinetickej energie ststavy zavazi a klad-
ky v ¢ase t, ked’ zavazia prejdu drahu s.
1

(m +m1)gs—mgs=%(m +m1)v2+%mv2+5J W . 4)
Pretoze kladka tvori plny disk, bude jej moment zotrvacnosti J = %mzr > a pouzitim

vzt'ahu (1) mézeme rovnicu (3) upravit’ do nasledovného tvaru
2
m,gs=V—Hn. +om + M2 (%)
2 0 2 0

Dréaha a rychlost’ si funkciami ¢asu, a preto mozeme vypocitat’ zrychlenie sustavy
derivovanim rovnice (5) podl’a ¢asu.

ds dVEm m, ds . dv . | .
mg—=v— +2m +—=[] ale — je rychlost' Va — je zrychlenie a.
9 Vg 2@ a dat 177
Po uprave dostaneme:
_ 2m,
a=———1 ¢
2m, +4m +m,

Dosadenim zrychlenia do rovnice (2) dostaneme

m,; t2 _ 0,5 kg

s= gt’ = 9,81 m.s > 0%s* = 0,446 m
2m; +4m +m, 1kg +8kg +2kg

5.4. Sustava pozostava z volnej a pevnej kladky. Tenké lanko je jednym koncom
upevnené ku stropu, druhy koniec visi volne z pevnej kladky. Medzi upevnenym
koncom lanka a pevnou kladkou sa nachadza vol'na kladka. Pevnu kladku tvori plny
disk hmotnosti 2 kg o priemere 0,2 m. Vol'na kladka ma tu isti hmotnost’ a polomer
ako pevna kladka, len jej hmotnost je prakticky cela rozdelena po obvode kladky,
pozri obr.33. Akou konstantnou silou musime pdsobit’ na volny koniec lanka, aby
sme zdvihli zavazie hmotnosti 10 kg, ktoré je upevnené na volnej kladke, do vysky
2 mza 2s?
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Uvaha:
Sila, ktorou budeme posobit’ na

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny lanko, uvedie do zrychleného pohybu nie
m=2kg F=2? len zavazie, ale aj kladky. Pretoze sila
r=0,1m poOsobiaca na lanko je konStantnd, bude
M=10kg tento pohyb rovnomerne zrychleny. Aby
s=2m sme rieSili pohyb celej sustavy, urobime
t=2s si analyzu sil a napiSeme si pohybové
rovnice pre zavazie a obe kladky. Na
SIS obrazku 33 st znazornené sily, ktoré pdsobia v naSej ststa-
ve. Je zrejmé, ze volna kladka a zavazie na nej upevnené
budu mat’ rovnaké postupné zrychlenie, a preto mdzeme

‘ napisat’
M +m)a=T,+T,-(M +m)g . (1)

Volna kladka sa bude otacat’ so zrychlenim €,. Pohybova
T ﬂ T: rovnica bude mat’ tvar
‘% Jig = (1, -T)r, ()
F — kde J,=mr.
Podobne pre pevnu kladku bude platit’ pohybova rovnica
36 =F-T,)r, 3)

Obr.33 kde J, =%mr2-

Zrychlenie zavazia mézeme zistit pomocou vztahu pre drdhu pri rovnomer-
ne zrychlenom pohybe. Ak vezmeme do tivahy pociato¢né podmienky bude platit’

2h
a=T @)

Mame Styri rovnice ale 5 neznamych Je zrejmé, Ze ak sa koniec lanka posu-
nie o vzdialenost’ 2X, potom sa vol'na kladka spolu so zavazim zdvihnu o vzdialenost’

X. Lanko je idealne t.j. nepreklzuje, a preto sa pevna kladka pooto¢i o uhol

d’0,

dt’
g, =2alr. 5)
Ostava vyriesit’ otazku o kol’ko sa pootoci vol'na kladka ak sa lanko posunie
0 2X. Vol'na kladka sa zdvihne o X a pooto¢i o uhol ¢;. Musi platit’ rovnica

¢, =2x/r . Uhlové zrychlenie pevnej kladky €, sa rovna a to sa rovna

2X = Or +X. ©)
Uhlové zrychlenie vol'nej kladky €, je druhou derivaciou rovnice (6)
g =alr, tj.g, =2¢,. @)

Maéme teraz 6 nezavislych linedrnych rovnic o 6 —tich neznamych a ich rie-
Senim zistime hl'adanti veli¢inu F.

Riesenie:

Pretoze je potrebné vypocitat’ silu F je vhodné upravit’ si rovnice (1) az (6)
tak, aby sme dostali zavislost sily F od zrychlenia, ktoré mézeme vypocitat’ z rovnice
(4). Pouzitim rovnic (5) a (7) a dosadenim momentov zotrvac¢nosti upravime rovnicu
(1), (2) a (3) do nasledovného tvaru
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(M +m)a=T,+T,-(M +m)g, ®)

ma=T, -T,, ©)
ma=F -T,. (10)
Z rovnice (10) si vyjadrime T,
T,=F-ma.
Dosadime do rovnice (9) a po Gprave dostaneme
T,=F -2ma.

Po dosadeni vyrazov pre T, a T, do rovnice (8) dostaneme
F :%[(M +4m)a+(M +m)g].
a po dosadeni z rovnice (4) za zrychlenie bude sila F rovna
1 2h O
F==iM +4m)—+M +m)g

F = % alokg +8kg) 24[22m +(10kg +2kg)®,81m.s™> §= 67,86 N
S

5.5. Na stole lezi valec hmotnosti 2,2 kg, ktory sa méze odval'ovat’ po stole. Na valec
je namotana nit. Na vol'nom konci nite, ktora je vedena cez vel'mi l'ahku kladku, je
zavesené zavazie tej istej hmotnosti ako ma valec, pozri obrazok 34. Stustava je pone-
chand sama na seba. Vypocitajte zrychlenie zdvazia a silu Smykového trenia medzi
valcom a stolom. Rieste pre pripady, ze valec je a) duty, b) plny.

Uvaha:

Stistava pozostava z dvoch me-
Zadané veli¢iny Hl'adané veli¢iny dzi sebou spojenych telies, zavazia a
m=22kg a,="? valca. (Vzhladom na zadanie predpo-
a) duty valec a,="7? kladame, ze l'ahka kladka ako aj vlakno
b) plny valec Fo.=7? st nehmotné). Preto bude urcita vdzba

Fo="7? medzi zrychlenim valca a zrychlenim

zévazia. Na zavaZie posobi tiazova sila mg a

M T .
> tahova sila vo vlakne, preto plati
O, ma, =mg+T. 1)
N F kde a; je zrychlenie zévazia. Z obrazku 34 je

> AT zrejmé, ze zavazie bude konat' len postupny
X pohyb.

Na valec pdsobi tiazova sila, ktoru ale

I::I rusi sila reakcie stola a v horizontadlnom smere

tahova sila vlakna T ( v dosledku toho, ze vlak-
vMYG no a kladka si nehmotné) a sila trenia medzi
valcom a stolom. Obe tieto sily vyvolavaju ota-
¢avé momenty voci osi valca (budeme predpo-
kladat’, ze obe sily pdsobia v jednej a tej istej
rovine, kolmej na os valca). Dosledkom toho valec vykonava v tejto rovine tak po-
stupny, ako aj rotacny pohyb, pre ktoré platia nasledovné rovnice
ma,=T+F,; Je=M; +M,, 2)
kde a, je zrychlenie t'aziska valca.

Obr.34
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Aby sme zistili vizbu medzi a,,a, a €, preskimame pohyb dvoch bodov

M a N valca. Ako bolo uvedené, valec vykondva sucasne dva pohyby, a preto rych-
lost’ jeho T'ubovolného bodu bude rovna v; =v, +u;, kde v, je postupna rychlost

taziska, uw; = [ca X ri] - rychlost’, ktora je sposobena otadanim sa valca okolo osi pre-
chadzajucej taziskom. Urobime si projekciu rychlosti bodov M a N na os X.
VMX =V0 +(.0r; VNX =V0—(.0r .
Derivaciou tychto rovnic dostaneme
aMx=a0+£r; aNxzao_Er,
kde ay aay st projekcie celkoveho zrychlenia bodov M a N na os X. V pripade, Ze
nedochadza ku Smyku valca, vy =0 a Vv, =wr. Preto plati
ag =¢€r 3)
a horizontalna zlozka vysledného zrychlenia bodu M a bude
ay, =8y +er=2a,.
V dosledku toho, ze vldkno a kladka st nehmotné (t.j. vlakno sa neroztahuje)
bude horizontalna zlozka zrychlenia bodu M valca rovna zrychleniu zavazia
a; =2a;. 4
Hl'adané veli¢iny m6Zeme najst’ rieSenim rovnic (1) a (2) s prihliadnutim na
vztahy (3) a (4). Ale rovnice (1) a (2) st vo vektorovom tvare a je ich potrebné na-
hradit’ skalarnymi, ale aby sme to mohli urobit’, potrebujeme zistit’ smer sily trenia.
Sila trenia je sila statického trenia a smeruje proti vektoru rychlosti bodu N,
ktoru by tento bod mal, ak by nebolo Smykového trenia medzi valcom a stolom.
V pripade, ze pociatocna rychlost’ je rovna nule, vy ma totozny smer ako horizontalna
zlozka vysledného zrychlenia ay, pre pripad, ked’ nie je Smykové trenie medzi valcom
a stolom. Aj v tomto pripade valec vykonava zlozity pohyb a plati
aNx = 8.0 —&r )

a, - je zrychlenie taziska valca a €- uhlové zrychlenie valca v pripade, Ze nie je

medzi nimi Smykové trenie medzi valcom a stolom. Teda smer sily Smykového trenia
mozno zistit, ak najprv preskimame tato ulohu bez pritomnosti tejto sily.

RieSenie:
Rovnice (2) v pripade, Ze nie je pritomné Smykové trenie, budii mat’ tvar
ma, =T; Je=M;. 5)
PrepiSeme si rovnice (5) do skalarneho tvaru
ma, =T; Je=Tr. (6)

NapiSeme si moment zotrva¢nosti valca v tvare J =bmr 2 (pre duty valec bude b =1

apre plny b = % ) a dosadime do rovnice (6)

a, =%; srz%m.

Pretoze b<1, potom 8, S € a ay =a, —&r<0. Ak ay =0, potom bod N valca

sa nebude Smykat’ po povrchu stola (pri 'ubovolnej hodnote T) a Smykové trenie nie
je pritomné. Ak ale ay [0, potom sila Smykoveho trenia bude mat’ smer, ktory je

znazorneny na obrazku 34.
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Zvolime si kladny smer nadol a potom plati

ma, =mg-T . @)
Rovniciam (2) zodpovedaji nasledovné skalarne rovnice
ma, =T +F; Je=Tr-Fr. ®)

Druhé rovnica vyjadruje, ze tak ako aj v pripade, ked’ Smykové trenie nie je pritomné,
valec sa bude otacat’ v smere hodinovych ruciciek.

Dosadenim vztahov (3) a (4) a vyrazu pre moment zotrvacnosti do rovnic (7) a (8)
dostaneme

ma,=mg-T; ma 1 +F,
2
bmr “a, “Tr-F,r
2r

Vydelime poslednt rovnicu polomerom r a rieSenim sustavy rovnic najdeme
a,; =4g /(5 +b), F. = mg(l —b)/(5 +b). .

Pre plny valec (b = A)
a, = %lg =713ms”; F = i mg =192 N
Pre duty valec (b = 1)
a, :%g =6,54ms>; F, =0

5.6. Horizontalna kruhova doska hmotnosti 100 kg a polomeru 1,5 m sa otac¢a okolo
zvislej osi prechadzajicej cez jej stred a robi za minutu 10 otacok. Pritom na kraji
dosky stoji ¢lovek s hmotnost'ou 70 kg. Ako sa zmeni frekvencia otacania a aku pracu
vykona ¢lovek, ked’ prejde z kraja dosky do jej stredu?

Uvaha:

Praca, ktora vykond c¢lovek bude
rovna rozdielu kinetickej energie sustavy
po prejdeni Cloveka do stredu platformy a

Zadané veli¢iny  Hladané veliiny
m; = 100 kg Af=7?

My = 70kg A=? kinetickej energie v poéiatoénom stave.
R: 1,5 r{l Pretoze ststava vykonava len rotacny
f=1/6s pohyb bude kinetickd energia vyjadrena
vztahom
Jw’
Ek = 2 ] (1)

kde J je moment zotrvacnosti sustavy a w - uhlova rychlost’ sustavy.
Potom mdzeme vyjadrit’ pracu, ktort vykonal ¢lovek nasledovnym vztahom
1 L S
A=—J,0; ——J,0. 2)
5 V2 T i
Uhlova rychlost’ «» mézeme stanovit' zo zdkona zachovania momentu hyb-
nosti, pretoze sustava doska s ¢lovekom je Ciastocne izolovana ststava. Vyplyva to
z toho, ze v horizontalnej rovine nepdsobia na sustavu ziadne vonkajsie sily a vo
zvislom smere sa podla zadania nepohybuje. Preto bude platit’
Jiw, =J,w,. 3)
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Riesenie:
Pre momenty zotrvacnosti sustavy v po¢iato¢nom a kone¢nom stave budu
platit’ vztahy

m,R?
J, = '2 +m,R? | (4)

m,R?

J, = ®)

kde R je polomer dosky, m; — hmotnost’ dosky a m, — hmotnost’ ¢loveka.
wbude rovné 271d, kde f je pocet ota¢ok za sekundu. Dosadenim rovnic (4) a (5) do

rovnice (3) dostaneme
R? R?
i em =

m,R*+2m,R* _ m, +2m,
m,R? m,

(6)

A odtial' w, = w,

Kedze w=21f
m; +2m,
m
1s”! 100kg +140kg _
6 100kg

f,=1

f, = 0,45

Af =f,-f, =04s" —ls'1 :is'1
6 30

Dosadenim do rovnice (2) vyrazov pre momenty zotrvacnosti a ked’ w, vy-
jadrime pomocou rovnice (3), dostaneme po ﬁprave vyraz pre hl'adant pracu

A= 1m, R’ Em, +2m2 1R2 +m,R?
2 2 H
A< L +2m, m_wﬁzmﬁf
2 m, 2 O 2
00 kg +140 kg 50 kg 00kg+140kg%n—15ém s
2 100 kg

A=562,5N

NerieSené priklady

5.7. Stvorcova platiia o strane 0,1 m leZi na vodorovnej podlozke. Z platne vyrezeme
rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou rovnou jednej strane dosky, pozri obr.35.
Aka musi byt vySka trojuholnika, aby doska zavesena v bode P, kde sa nachadza
vrchol trojuholnika, zostala visiet’ vo vodorovnej polohe?

[0,063 m]

5.8. Vypocitajte polohu taziska rovnorodej kruhovej dosky o polomere R = 0,5 m, v
ktorej bol urobeny $tvorcovy otvor so stranou a = R/2 vo vzdialenosti R/2 od stredu
dosky. [ 100,02 mm od stredu dosky]
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5.9.0 Tenky homogénny drét je ohnuty do tvaru polkruznice

polomeru R. N3gjdite polohu taziska vzhl'adom na stred krivosti
P a akRsarovna 30 cm! [60/Ttem]
/J/\ 5.10. Néjdite polohu faziska rovnorodého kuzel'a vysky v !
h [ Tazisko sa nachadza v 3/4 vysky od vrcholu kuzela ]
5.11. Dve castice P; a P, s hmotnost'ami m; a m, sa nachadzaju
Obr.35 vo vzdialenosti d od seba. V ¢ase t = 0 sa Castica P, zacala

pohybovat’ rychlostou v, v priamke prelozenej ich spojnicou a
vzdaluje sa od Castice P,. StiCasne Castica P; sa zacCala pohybovat’ rychlostou v,
v smere kolmom na tito spojnicu. Vysetrite, aky je pohyb taziska tejto stistavy:
a) zvol'te si vhodne ortonormalny vztazny systém a vyjadrite polohu taziska tejto
sustavy v Case t = 0;
b) vyjadrite, ako sa meni polohovy vektor taziska s Casom;
c) zistite rovnicu drahy taziska;
d) wvypocitajte rychlost taziska a jeho zrychlenie;
e) Aky pohyb vykonava tazisko?
Rieste pre hodnoty m;=2g, m,=3g,d=5cm, v;=1 cms™, vy=2 cm.s!!
[a)xr=3cm;yr=0.b)r=(3cm+1,2 cm.s” [ )i + 0,4cm.s”' [ 0.

y-= %X —lem . d) 1,26 cm.s™; 0 . e) Priamogiary, rovnomerny. ]

5.12. Sustava pozostavajica z troch Casti, hmotnosti ktorych sa m;=5g, m,=10g a

m;=15g, sa nachddza v ortonormalnom vztaznom systéme. V case t = 0 je ich poloha

urCend suradnicami, ktorych hodnoty v zatvorkdch su udané vem: P, (3,4,5),

Py(-2,4,-6) a P; (0,0,0) .

a) Najdite polohu taziska v Case t = 0;

b) najdite zrychlenie a polohu taziska v case t=10s, ak na sustavu zacala posobit’
v &ase t=0 v smere osi x konstantna silal,0 10 >N .

[a) X(0) =-0,17 cm; yy(0) = 2 cm; z(0) =-1,17 cm; b) a = 0,333 m.s'z; X(t) = 16,7 cm;

Yi(t) =2 cm; zy(t) = -1,17 cm.]

5.13. Stanovte maximélnu hodnotu momentu zotrvaénosti obdiznikovej homogénnej

dosky hmotnosti 0,6 kg s rozmermi stran 10 cm a 20 cm vzhladom na os kolmu k

rovine dosky a prechadzajucu cez dosku. [ 1 a0~ kg.m2 ]

5.14. Najdite moment zotrva¢nosti rovnorodej dosky tvaru rovnoramenného trojuhol-
nika s ramenami b a zakladiiou 2a vzhl'adom na os kolmu na zakladiiu a prechadzaju-
cu protilahlym vrcholom, ak hmotnost dosky je m ! [ (1/6)ma’ ]

5.15. Aky priemer ma kruhovy kota¢ s hmotnostou 8 kg, ktorého moment zotrvac-
nosti J = 1,69 kg.m*? [d=1,3m ]

5.16. Kovovy prstenec ma nasledovné rozmery: vonkajsi priemer 58 cm, vnatorny
priemer 50 cm, $irka 6 cm. Moment zotrva¢nosti J = 0,8058 kg.m”. Z akého materialu

moze byt prstenec zhotoveny? [p=2,7g/cm } , hlinik ]

5.17. O kol’ko treba predizit homogénnu ty¢ dizky 75 cm, aby sa jej moment zotrvag-
nosti vzhl'adom na os kolmu na ty¢ a prechadzajicu t'aziskom tyce zdvojnasobil?

[ 19,5cm ].

5.18. Moment zotrva¢nosti vzhladom na os masivneho dreveného valca s hmotnost'ou
6 kg, s priemerom 12 cm a s dizkou 1 m treba strojnasobit’ obalenim do oloveného
plasta. Aky hruby musi byt’ oloveny plast? [1,36 mm]
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5.19.7 Stanovte minimalnu hodnotu momentu zotrva¢nosti polkruhovej homogénne;j
dosky hmotnosti 2 kg s polomerom obvodu 15 cm vzhl'adom na os kolmu k rovine
dosky. [ 14,410 kg.m* ]
5.20. Karoséria auta ma hmotnost’ 300 kg, 4 kolesa, ktoré mozno povazovat za ma-
sivne kotuce, maji hmotnost’ 25 kg. Zotrvacnost' celkovej hmotnosti, ktora treba
prekonat’ pri uvedeni auta do chodu, treba zvacsit’ o urcitd hodnotu, ktord ma zohl'ad-
nit moment zotrvacnosti kolies. Kol'ko % celkovej hmotnosti treba pripocitat’™?
[12,5%]
5.21. Na jeden koniec vodorovnej ty¢e hmotnosti 3 kg dlhej 1,5 m zavesime teleso
hmotnosti 15 kg. V akej vzdialenosti od tohto konca musime ty¢ podopriet’, aby bola
v rovnovahe vo vodorovnej polohe? [ 0,125 m ]
5.22. Drevena doska je ponorena vo vode tak, Ze je jednym koncom polozena na
kamen vyc¢nievajuci nad hladinu a druhym volne spociva vo vode. Ponorena Cast’
predstavuje 35% jej dizky. Aka je hustota dreva dosky? [ 580 kgm™ ]
5.23. Zavazie hmotnosti 1 kg je zavesené na okraji
a homogénnej polgule polomeru R, hmotnosti 10 kg,
7/ ktoré je ulozena svojou vypuklou plochou na vodorov-
nej podlozke, pozri obr. 36. Pri akom uhle odklonu o
nastala rovnovaha ststavy ? [a=15°]
5.24. Kruhovy kota¢ s hmotnostou 5 kg a s priemerom
30 cm treba zo stavu pokoja za 0,5 sekundy jeden raz
otoCit. Aka sila F musi tangencidlne zaucinkovat’ na
obvode kotuca? [19N]
5.25. Aka uhlovu rychlost’ dosiahne zotrva¢nik hmot-
nosti 20 kg a s priemerom 60 cm, ked’ pocas 12 sekund
Obr.36 pohaname krutiacim momentom 6 Nm? Na zaciatku bol
zotrvaénik v pokoji. [80 s™'].
5.26. Aky je moment zotrvacnosti kotvy elektromotora, ktorej otacky v dosledku
trenia v loziskach (treci moment M = 0,819 N.m) pocas 4,5 sekundy klesnu zn; =
1500 ot/min na n, = 400 ot/min? [0,032 kg.m” ].
5.27. Leziaci hranol s hmotnostou 20 kg a dizkou 6 m treba na jednom konci zdvih-
nut’ za 1 sekundu do vysky 1 m. Aka sila je na to potrebna? [ 111 NJ.
5.28. Vypodcitajte zrychlenie a maximalnu rychlost’, ktora dosiahne plny valec, ak ho
spustime po naklonenej rovine z vysky 5 m. Hmotnost’ valca je 50 kg a jeho polomer
0,1 m. Naklonena rovina zviera s vodorovnou rovinou uhol 30°. Odpor vzduchu za-
nedbajte. Pohyb valca po naklonenej rovine uvazujte bez prekizania.
[3,27 m.s?; 8,08 ms™ ]
5.29. Vrtul’ka ventilatora sa otaca rychlostou 900 ota¢ok za minttu. Po vypnuti ven-
tilatora sa vrtulka otacala rovnomerne spomalene a do zastavenia urobila 75 otacok.
Préaca brzdiacich sil bola 44.4 J. Vypocitajte dobu za ktoru sa ventilator zastavil, mo-
ment zotrvagnosti vrtul’ky a brzdiaci moment sil. [ 10's, 0,01 kg.m?*, 0,094 kg.m2.s'2]
5.30.” Gul'a bola vrhnuta na vodorovnej rovine tak, Ze v prvom okamihu mala len
postupnt rychlost’. V désledku trenia o rovinu sa zacala otacat. Vypocitajte, aka Cast’
kinetickej energie sa spotrebovala na pracu sil trenia od zaciatku pohybu do casu, ked’
sa gul’a zacala odval'ovat’ po rovine bez preklzavania? [ 2/7 |
5.31. Zotrvacnik sa otaca konStantnou uhlovou rychlostou odpovedajucej frekvencii
10 otacok za sekundu. Jeho kineticka energia je 8000 J. Za akt dobu ota¢avy moment
sil rovny 50 Nm zvicsi jeho uhlova rychlost’ na dvojnasobnu.
[O5s]

m2

ma
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5.32. Na naklonenej rovine lezi cievka (pozri obr.37) o polomere R =0,1 m, ktorej
hmotnost’ m = 5 kg je prakticky rozlozena len na jej plasti. Na osi cievky polomeru
r = 0,05 m je navinuta nit, vedena cez
nehmotni kladku a pripevnena k volne
</ visiacemu telesu hmotnosti m; = 5 kg.
(A Vypocitajte pri akom uhle sklonu «o
d naklonenej roviny sa bude tazisko cievky
nachadzat’ v pokoji. Trenie medzi cievkou

M: | astolom je zanedbatelné. [ 53,1° ]
5.33. Hmotnost’ telesa na stole je 5 kg a

koeficient trenia medzi stolom a telie-
skom je k = 0,01. Hmotnost’ kladky, ktora

Obr.37 tvori plny disk, je 2 kg a jej polomer je
0,1 m. Hmotnost' visiaceho zavazia je 1
m m kg, pozri obr. 38. Vypocitajte pracu sil trenia od pociatku

pohybu pocas 3s!
[2,97]
5.34. Dvojstupnova kladka (pozri
obr.39) pozostava z dvoch napev-
no spojenych tenkych obrudi,
polomery, ktorych st R;=0,2 m a
Obr.38 R,=0,4 m a hmotnosti M; =2 kg a
M, = 6 kg. Na kazdy stupen klad-
ky s namotané nite na konci ktorych su upevnené zavazia o
hmotnosti m;=10 kg a m, = 6 kg. Vypocitajte zrychlenia
zdvazi m; a m, a silu, ktorou sustava pdsobi na podves.
[0,327 m.s?; 0,654m.s” ; 234,8 N ]
5.35. Rotor motora s momentom zotrva&nosti 500 g.cm’
dostane v stave pokoja pradovy impulz, ktory vyvola hnaci
impulz momentu sily, vyznacujlci sa linedrnym poklesom z IEI ITnj
pociatoénej hodnoty 2 N.cm na nulova hodnotu za ¢as 20
ms. Aku uhlovu rychlost rotor ziska? [ 4 s™ ]
5.36. Trecia spojka je tvorena dvomi koti¢mi, ktoré pri Obr.39
vzéajomnom pritlacani prenasaju trenim hnaci moment moto-
ra na pohananu sustavu. Zistite mechanicka u¢innost’ spojky za predpokladu, Ze otac-
ky motora i treci moment spojky su pocas rozbehu konstantné a moment pdsobi az
kym sa otacky oboch koti€ov vyrovnaju. [ 50% |
5.37. Homogénna kruhova doska polomeru 0,1m sa nachadza vo vertikalnej rovine a
mdze sa otacat’ okolo vodorovnej osi kolmej na dosku a vzdialenej od stredu dosky
0,03m. Dosku vychylime z rovnovaznej polohy do polohy, v ktorej je stred dosky vo
vyske osi a potom ju vol'ne pustime. Vypocitajte poCiato¢né uhlové zrychlenie dosky
a uhlovu rychlost’ pri prechode rovnovaznou polohou! Trenie na osi zanedbajte!
[€049,88 s% w105 ]
5.38. Gul'a a plny valec , ktoré maju rovnakt hmotnost’, polomer a postupnu rychlost’,
sa zacinaju pohybovat’ nahor po naklonenej rovine. Ktoré z tychto dvoch telies do-
siahne vicsiu vysku? Vypocitajte pomer vysok, ktoré dosiahnu tieto telesa. [valec
vystupi vyssie; 1,07 ]
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5.39. Ocelova trubka dizky 1,2 m a hmotnosti 2 kg je zavesena za jeden koniec. V
ktorom mieste (merané od bodu zavesu) do nej musime udriet’ kladivom hmotnosti
2 kg vo vodorovnom smere, aby sa kladivo po naraze (dokonale pruznom) neodrazilo,
ale ostalo stat’? Aku rychlost’ malo kladivo, ak sa ty¢ vychylila o uhol 0,2 rad?
[0,7 m; 0,97 m.s™ ]
5.40.7 Ocelova gula je zavesena tak, Ze kyva ako fyzikalne kyvadlo s maximalnym
kmito¢tom. Pri svojom pohybe mala vrovnovaznom bode moment hybnosti
4 kg.m’s™ a kineticku energiu 1 J. Vypo¢itajte vzdialenost bodu zavesu od taziska.
[0,05m]
P 5.41. Gulka hmotnosti 5007 kg, ktora leti rychlostou v =
800 m/s, naraza do bodu A balistického kyvadla v tvare
disku (pozri obr. 39) a zastavi sa. Vzdialenost’ bodu A od osi
otaCania je 0,5 m. Moment zotrvacnosti balistického kyvadla
PS ‘ je 0,025 kg.m2. Vypocitajte poc¢iatocnu uhlovi a postupni
rychlost’ stredu disku! Raz povazujte za absolitne nepruzny.
d | [80s';40 ms™ ]
5.42. Horizontalna kruhova doska hmotnosti 80 kg o polo-
mere 1 m sa otaca s uhlovou rychlostou 20 otaCok za mi-
Obr.39 natu. V jej strede stoji ¢lovek a v roztiahnutych rukach drzi
¢inky. Vypocitajte, aky pocet otacok za minttu bude robit’ doska, ak ¢lovek spuste-
nim rik zmensi svoj moment zotrvacnosti z 2,94 kg.m” na 0,98 kg.m*! Kol’kokrat sa
zvacsi kineticka energia dosky s clovekom? [21 ot/min, 1,05 krat]
5.43. Kruhova doska rotuje okolo dokonale hladkej osi uhlovou rychlostou 100 %™
Moment zotrva¢nosti dosky vzhladom na rotaénu os je 0,03 kg.m”. Doska sa pribli-
zuje k druhej kruhovej doske, uloZenej na tej istej osi. Moment zotrva¢nosti druhej
dosky vzhladom na os, na ktorej je ulozena, je 0,01 kg.m” a je v pokoji do tej doby,
kym na flu nenarazi prva. Po naraze, pretoze je povrch dosiek drsny, uvedie sa aj
druha do pohybu. Vypocitajte spolocnu uhlovu rychlost’ sustavy! Vypocitajte kol'ko
tepla vzniklo pri naraze!
[751s";Q 037017 ]
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