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Vektorová analýza
Reálná (skalární) funkce reálné (skalární) proměnné: ( )tff =  např. kmitavý pohyb.

Vektorová funkce reálné(skalární) proměnné je zobrazení, které reálnému číslu t ∈  R přiřadí
vektor ( )tr  v E3.

Jestli�e funkci ( )tP r=  interpretujeme jako polohu pohybujícího se bodu v čase t, pak derivace
( )tr ′  znamená vektor rychlosti tohoto bodu v čase t. Jeho směr je směr tečny ke dráze bodu. Pro

po částech hladkou křivku (která má spojité derivace v intervalu) ( )23 1; tttP ++= platí:
( )22 2;31 ttP +=′ . Jestli�e ( )2;20 =P  pak ( )2;40 =′P  a 10 =t . Například pohyb po kru�nici.

Skalární funkce vektorového argumentu je zobrazení E 3 → R. Například atmosférický tlak.
Vektorová funkce vektorového argumentu je zobrazení E 3 → E 3. Například rychlost kapaliny.
Skalární pole charakterizují koncové body radiusvektoru.
Vektorové pole charakterizují vektory připojené na radiusvektor.
Matematický model skalárního pole je funkce ( )zyxfuf ,,: = .
Matematický model vektorového pole je ( ) ( ) ( )kjiAF  ,, ,, ,,: zyxAzyxAzyxA zyx ++=

( ) ( ) ( )( )zyxAzyxAzyxA zyx ,, ;,,;,,=

Vlastnosti polí:

1) Základní
Hladina skalárního pole (ekvipotenciální) plocha je mno�ina bodů (radiusvektorů), v nich�
skalární pole nabývá té�e hodnoty. Pro dim = 2 hovoříme o izopletách skalárního pole.
Například teplotní pole = izotermy. Matematické vyjádření hladiny:

( ) Czyxf =,,  , kde C je konstanta.

Příklad 1: Určete hladinu skalárního pole 4684: 22 −−−−= yxyxuf procházející bodem
( )2;1M −= .

Ře�ení: Cyxyx =−−−− 4684 22  dosadíme bod M ⇒ C = 0
( ) ( ) 04624 22 =−+−− yyxx

( )[ ] ( )[ ] 0493114 22 =−−+−−− yx
( ) ( ) 0494314 22 =−+−+−− yx
( ) ( ) 1314 22 −=+−− yx
( ) ( ) 1

1
3

4
1
1 22

=++−− yx

Výsledek: Hladina skalárního pole procházející bodem M je hyperbola s osou rovnobě�nou

s osou y, středem ( )3;1S −= , vedlej�í poloosou 
2
1=b  a hlavní poloosou 1=a .
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2) Diferenciální
Vektorová čára (siločára) vektorového pole je orientovaná křivka v prostoru, její� tečný vektor
v ka�dém bodě charakterizuje směr vektorového pole. Diferenciální rovnice silových čar jsou:
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Siločáry = průsečnice dvou systémů ploch.

Příklad 2: Stanovte silové čáry vektorového pole kjA   : yz − a určete jejich geometrický
význam.

Ře�ení: );;0( yz −=a
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a dostáváme soustavu diferenciálních rovnic: 
y
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x dd
0 =
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−=

odtud: 10d d 0 Cxxxz =⇒=⇒= , co� jsou roviny rovnobě�né s rovinou yz

2
22

2d d 0d d d d CzyCyyzzyyzzyyzz =+⇒=+⇒=+⇒−= ∫ ∫ , co� je systém
rotačních válcových ploch s osou rotace v ose x.

Výsledek: Siločáry jsou systém kru�nic v rovinách x = C (konstantě) se středem na ose x
a poloměrem [ )∞∈ ;0r .

Hustota silových čar  je počet silových čar procházejících jednotkou nekonečně malé plochy
kolmé na siločáru vektorového pole v daném bodě a udává velikost vektoru pole v tomto bodě.

S
Q

S ∆
∆= →∆ 0limA  , kde =∆S  plo�ný obsah a =∆Q  počet siločar.

Fyzikální interpretace
Skalární pole je část prostoru, ve které je definována skalární funkce ( )tzyxf ,,,  souřadnic
a času. Ka�dému bodu je tím přiřazena v ka�dém okam�iku jistá hodnota funkce f. Nezávisí-li
funkce f na čase t, jsou její hodnoty v ka�dém místě stálé a pole se nazývá statické nebo
stacionární. V takovém poli jsou definovány tzv. ekviskalární plochy neboli hladiny pole; na
ka�dé z nich má funkce f konstantní hodnotu. Hladina, na které je == 0ff  konst. má rovnici

( ) 0,, fzyxf = .
Vektorové pole je část prostoru, v jeho� ka�dém bodě je dán jistý vektor ( )tzyx ,,,A  jeho�
slo�ky jsou funkcemi souřadnic a času. Nezávisí-li tyto slo�ky na čase, je vektorové pole časově
stálé, neproměnné (stacionární), nezávisí-li ani na souřadnicích, je vektorové pole homogenní,
jeho vektory jsou v�ude stejně velké a souhlasně rovnobě�né (vektor A je konstantní).
Příklad skalárního pole � teplotní pole.
Příklad vektorového pole � gravitační pole.
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Derivace funkce f ve směru s
Derivace funkce  ( )zyxfuf ,,: =  v bodě ( )zyx ;;M =  ve směru ( )321 ;; sss=s tzv. směrová

derivace je skalár (číslo):

( ) ( ) ( ) 2
3

2
2

2
1321  kde ,;;;;1;;MM ssssss
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Směrová derivace funkce f v bodě M ve směru vektoru s popisuje, jak rychle se mění závisle
proměnná s pohybem bodu M ve směru vektoru s. Předpokládáme, �e funkce f je
diferencovatelná v bodě M. (Funkce f je diferencovatelná v bodě M, jestli�e má spojité parciální
derivace podle v�ech proměnných v bodě M.)

Příklad 3: Určete derivaci funkce f: ( )yxu eeln +=  v bodě ( )2;1M =  ve směru ( )1;1=s .

Ře�ení:  211 =+=s
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Výsledek: Derivace funkce f ve směru s ( )
2
2M =′sf .

Operátor nabla
Operátor je zobrazení M → N, kde M, N jsou vhodné mno�iny.

Hamiltonův operátor = Operátor nabla ∇∇∇∇  je symbolický vektor o souřadnicích :

kji
zyx ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂=∇

Gradient skalárního pole
Gradient skalárního pole funkce ( )zyxf ,,  v bodě ( )zyx ;;M = je vektor:

kji
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f
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f
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fff
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂=∇= )M()M()M()M()M( grad

Předpokládáme, �e funkce f je diferencovatelná v bodě M. Gradient je vektor maximální
změny, udává tedy směr, kdy skalární funkce f nejrychleji roste. Záporný gradient (� grad f(M))
se nazývá spád funkce f, udává tedy směr, kdy funkce f nejrychleji klesá. Gradient je kolmý
k hladině a ukazuje směr, ve kterém funkce nejrychleji roste.
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Příklad 4: Vypočítejte gradient funkce f: xyzxyzzyxu e++++=  v bodě ( )2;1;0M = .
Ře�ení: )M()M( ff ∇=grad

5221     e1
M

=++→⋅++=
∂
∂ yzyz

x
u xyz

1     e1
M
→⋅++=

∂
∂ xzxz

y
u xyz

1     e1
M
→⋅++=

∂
∂ xyxz

z
u xyz

Výsledek: Gradient funkce f v bodě M ( ) kji ++== 51;1;5)M(fgrad .

Divergence vektorového pole
Divergence vektorového pole ( ) ( ) ( )kjiAF  ,, ,, ,,: zyxAzyxAzyxA zyx ++= je skalár (číslo):
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∂
=⋅∇= AAdiv

Divergence vyjadřuje tok vektorového pole objemovou jednotkou. Představuje tedy
div A(M) tok vektorového pole F vně orientovanou plochou, která uzavírá bod M a ohraničuje
nekonečně malý objem vzta�ený na jednotku tohoto objemu. Tok znamená, �e plochou S protéká
kapalina tak, �e vektor ( )zyx ,,A  udává rychlost proudění v ka�dém bodě plochy S. Divergence
div A(P) je mírou vzniku {zdroje (zřídla), div A(P) > 0} nebo zániku {odtoky (nory)
div A(P) < 0} silových čar v okolí bodu P vektorového pole F.

Vektorové pole F: A = F(r) v něm� ∀ r ∈  D(F) platí div A(r) = 0 nazýváme polem
solenoidálním {nezřídlovým (bez zřídel)}.

Divergence rychlosti proudící kapaliny udává specifickou vydatnost (vydatnost na jednotku
objemu) zřídel, ze kterých vytéká (nebo ve kterých se ztrácí) kapalina. Jestli�e A(P) udává
intenzitu gravitačního pole buzeného nějakými tělesy, potom div A(P) značí specifickou hmotu
těchto těles. Jestli�e A(P) znamená intenzitu elektrického pole, pak div A(P) dává objemovou
hustotu náboje budícího to pole.

Příklad 5: Stanovte divergenci vektorového pole A: ( )( )xxzyyx sinln;; ln 2222 +−+=a
v bodě ( )0;2;1M = .

Ře�ení: ( ) ( )MMdiv AA ⋅∇=
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Výsledek: Divergence vektorového pole A ( ) 6,0Mdiv −=A .
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Rotace vektorového pole
Rotace vektorového pole ( ) ( ) ( )kjiAF  ,, ,, ,,: zyxAzyxAzyxA zyx ++=  je vektor:
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Rotace (hustota vírů) rot A(M) udává směr osy (jako její tečný vektor), kolem které se
soustava silových čar v bodě M zakřivuje, přitom velikost tohoto vektoru udává hustotu vírů
v bodě M. Vyčerpávajícím způsobem tedy pojem �vírový� charakterizuje vektorové pole a jeho
nezávislost na volbě souřadnicového systému.

Vektorové pole ( ) ( ) ( )kjiAF  ,, ,, ,,: zyxAzyxAzyxA zyx ++=  se nazývá potenciálové na
M ⊂  E3, jestli�e existuje funkce f mající spojité parciální derivace xf ′ , yf ′ , zf ′  na M splňující
rovnosti xx Af =′ , yy Af =′ , zz Af =′ . Funkci f nazýváme potenciálovou funkcí, kmenovou
funkcí vektorového pole A. Potenciálem pak rozumíme funkci �f. Vektorové pole A je
potenciálové {nevírové (nerotační)} na M, právě kdy� rot A = o ve v�ech bodech mno�iny M.

Jestli�e A interpretujeme jako rychlostní pole proudící tekutiny, pak rot A udává hustotu
cirkulace v bodě M vzhledem k rovině takového směru, kdy je největ�í a směr rot A je kolmý na
tuto rovinu.

Příklad 6: Vypočítejte rotaci vektorového pole A: ( ) ( )kjia    2 xyzzxzyxz −+++=  v bodě
( )1;2;1P −= .

Ře�ení: ( ) ( ) =×∇= PP AArot
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Výsledek: Rotace vektorového pole A v bodě P ( ) ( )1;1;2P =Arot .
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Slo�ené operátory:
Laplaceův operátor = Operátor delta ∆∆∆∆ je divergence gradientu skalární funkce f = div (grad f)
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Laplaceova diferenciální rovnice ∆ f = 0.

Příklad 7: Stanovte divergenci gradientu skalární funkce f:
zyxxyxxyzyxu 42424232 222 −+−+−+++=  v bodě ( )1;1;1M = .

Ře�ení: )M(∆))M(div( ff =grad
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12642)M( =++=f∆
Výsledek: Divergence gradientu funkce f 12)M(∆ =f .

Nulový operátor Ô je vektorový součin Hamiltonových operátorů

∇×∇=O
)

Platí pro něho: Ô f = o a Ô A = 0, kde o = nulový vektor a 0 = nula.

Divergence rotace vektorové funkce A = div (rot A) = Ô A

( ) ( ) 0) div( =⋅=⋅∇×∇=×∇⋅∇= AAAA Orot
)

Příklad 8: Vypočítejte divergenci rotace vektorového pole A: ( ) ( )kjia xyzzxzyxz −+++= 2 
v bodě ( )1;2;1P −= .

Ře�ení: z příkladu 6 vyplývá, �e ( ) ( )1;1;2P =Arot
0000) div( =++=Arot

Výsledek: Divergence rotace vektorového pole A v bodě P 0) div( =Arot .
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Rotace gradientu skalární funkce f = rot (grad f) = Ôf

( ) ( ) o==∇×∇=∇×∇= ffff Ogradrot
)

)(

Příklad 9: Vypočítejte rotaci gradientu skalární funkce f:
zyxxyxxyzyxu 42424232 222 −+−+−+++= .

Ře�ení: Z příkladu 7 vyplývá, �e ( ) ( ) ( )kji  46224 422 −++++−+= zxyyxfgrad
( ) ( ) ( ) ( ) okji ==−+−+−= 0;0;0 22 00 00)( fgradrot

Výsledek: Rotace gradientu funkce f o=)( fgradrot .

Křivkové integrály
Orientovaná křivka � souhlasně s parametrickým vyjádřením

nesouhlasně s parametrickým vyjádřením.
Cyklicky orientovaná křivka � souhlasně s parametrickým vyjádřením

nesouhlasně s parametrickým vyjádřením.

Křivkový integrál ve skalárním poli = křivkový integrál I. druhu
Křivka L je zadána funkcí F(t): r(t) = x(t) i +  y(t) j + z(t) k, kde [ ]bat ,∈

F'(t): r'(t) = x'(t) i +  y'(t) j + z'(t) k
Křivka L je po částech hladká tzn. v ka�dém bodě intervalu [ ]ba,  existují tečné vektory
tj. ( ) 0≠′ tr . Skalární funkce ( )zyxff ,,: je spojitá v ka�dém bodě křivky a ds je délka elementu
křivky

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ttztytxtztytxftttfszyxf
b

a

b

aL

d;;d d ,, 222 ′+′+′=′⋅= ∫∫∫ FF

Aplikace křivkového integrálu ve skalárním poli:
� plo�ný obsah válcové plochy procházející křivkou L a ohraničené rovinou z = 0, plochou

( )yxfz ,: =Φ ), vytvořené přímkami rovnobě�nými s osou z protínajícími křivku L,
� jestli�e skalární funkce f = 1, pak vyjadřuje délku křivky L,
� hmotnost vlákna, jestli�e f je jeho hustota,
� statické momenty vlákna a tě�i�tě vlákna,
� pokud je ve v�ech bodech křivky síla ve směru tečny, pak výpočet práce.

Příklad 1: Stanovte křivkový integrál I. druhu ze skalární funkce f: xyzu =  podél křivky L.
Křivka L je dána těmito parametrickými rovnicemi: tx =

38
3
1 ty =

2

2
1 tz = , kde [ ]1;0∈t .

Ře�ení: ( ) 1=′ tx
( ) tty 2=′
( ) ttz =′ , kde [ ]1;0∈t
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Výsledek: Křivkový integrál I. druhu z funkce f podél křivky L ( )
143

216d ,, =∫
L

szyxf .

Křivkový integrál ve vektorovém poli = cirkulace = křivkový integrál II. druhu
Křivka L je zadána funkcí F(t): r(t) = x(t) i +  y(t) j + z(t) k, kde [ ]bat ,∈

F'(t): r'(t) = x'(t) i +  y'(t) j + z'(t) k
Křivka L je po částech hladká orientovaná křivka.
Vektorová funkce ( ) ( ) ( )kjiA  ,, ,, ,, zyxAzyxAzyxA zyx ++= a délka elementu orientované
křivky je dr. Křivkový integrál II. druhu závisí na orientaci křivky jen co do znaménka.

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ttztztytxAtytztytxAtxtztytxA

zAyAxAttt
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L

x
L L

d ;;;;;;

dddd d

∫

∫∫ ∫

′⋅+′⋅+′⋅

=++=′⋅=⋅ FFArA

Aplikace křivkového integrálu ve vektorovém poli:
� výpočet práce v silovém poli, jestli�e se hmotný bod pohybuje po orientované křivce L pod

účinkem síly, její� hodnota je v libovolném bodě M křivky daná vektorem A(M), pak tento
integrál vyjadřuje jakou práci vykoná síla, ne� přejde celou křivku. Je-li vektorové pole A
silové pole, pak tento integrál vyjadřuje práci vektoru A na křivce L (jednotkový tečný vektor t
je ve směru orientace křivky L),

� nezávislost centrálního silového pole na integrační cestě (potenciál silového pole),
� potenciál gravitačního pole,
� mno�ství tepla, které plyn při přechodu ze stavu A do stavu B pohltí (v termodynamice),
� výpočet mno�ství tepla, které pohltí grammolekula ideálního plynu, kdy� ho při stálé teplotě

necháme rozpínat z objemu V1 na objem  V2,
� gravitační potenciál hmotného oblouku,
� moment setrvačnosti hmotného oblouku.

Příklad 2: Stanovte hodnotu cirkulace vektorové funkce A: jia  x+=  podél křivky
L: 2xy = s počátečním bodem  A, kde 1A =x a koncovým bodem B, kde 2B =y .

Ře�ení: Parametrické vyjádření křivky L: tx =
2ty = , kde [ ]2;1∈t

( ) 1=′ tx
( ) tty 2=′
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Výsledek: Cirkulace vektoru A podél křivky L
3

17d∫ =⋅
L

rA .

Příklad 3: Doka�te, �e křivkový integrál vektorové funkce F nezávisí na integrační cestě, určete
její potenciál a stanovte jeho hodnotu na křivce L z bodu ( )1;0A =  do bodu

( )4;3B −= , jestli�e: jiaF   : yx += .

Ře�ení: Křivkový integrál nezávisí na integrační cestě, jestli�e oF = rot

okji

kji

kji

FF

=++

=







∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂

∂
+








∂

∂
−

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂=×∇=

 0 0 0

   
y

A
x

A
x

A
z

A
z

A
y

A

AAA
zyx

xyzxyz

zyx

rot

Křivkový integrál nezávisí na integrační cestě.

∫ += Cxxx
2

d 
2

               a           ∫ += Cyyy
2

d 
2

Kmenová funkce Cyxzf ++=
22

:
22

.

Potenciál je tedy roven Cyx +−−
22

22

.

Hodnota křivkového integrálu ( ) ( ) 1284
2
10

2
16

2
9ABd =+=−−+=−=⋅∫ ff

L

rF

Výsledek: Hodnota křivkového integrálu z bodu A do bodu B podél křivky L 12d∫ =⋅
L

rF .

Ve fyzice má význam i tento křivkový integrál II. druhu, jeho� výsledkem je vektor:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

t
tztytx

tztytxAtztytxAtztytxAt

t
z

t
y

t
x

AAA
b

a
zyx

b

a
zyx

L

d ;;;;;;d 

d
d

d
d

d
d

d ∫∫∫
′′′

==×
kjikji

rA

Například magnetická indukce od proudovodiče v počátku.
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Plo�né integrály

Plo�ný integrál ve skalárním poli = plo�ný integrál I. druhu
a) Plocha S zadaná parametricky:

Plocha S: r = x(u,v) i + y(u,v) j + z(u,v) k , kde (u,v) ∈  A (A je rovinná oblast)
Plocha S je jednoduchá hladká plocha.

Gaussovy koeficienty E, F, G na plo�e S jsou: 

vv

v

vv
G

vu
F

uu
E

rrrr

rrrr

rrrr

u

uu

′⋅′=
∂
∂⋅

∂
∂=

′⋅′=
∂
∂⋅

∂
∂=

′⋅′=
∂
∂⋅

∂
∂=

Element plochy je dS
Skalární funkce je ( )zyxfuf ,,: = , kde f je spojitá

( ) ( ) ( ) ( )[ ] vuFEGvuzvuyvuxfSzyxf
AS

d d,;,;,d ,, 2−= ∫∫∫∫

b) Plocha S zadaná explicitně, funkcí:
Plocha S:  z = g(x,y) a její průmět do roviny xy je obrazec A, funkce g a její parciální derivace

 gx' a  gy' jsou spojité na A.
Skalární funkce je  ( )zyxfuf ,,: = , f je spojitá. Element plochy je dS.

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) yxyxgyxgyxgyxfSzyxf yx
AS

d d ,,1,,,d ,, 22 ′+′+= ∫∫∫∫

Plocha S:  x = g(y,z)  a její průmět do roviny yz je obrazec A

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) zyzygzygzyzygfSzyxf zy
AS

d d ,,1,,,,d ,, 22 ′+′+= ∫∫∫∫

Plocha S:  y = g(x,z) a její průmět do roviny xz je obrazec A

( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) zxzxgzxgzzxgxfSzyxf zx
AS

d d ,,1,,,d ,, 22 ′+′+= ∫∫∫∫

Obsah plochy S je dán vzorcem:

vuFEGS
AS

d d d 2∫∫∫∫ −=  , nebo

( ) ( )( ) yxyxgyxgS
A

yx
S

d d ,,1 d 22∫∫∫∫ ′+′+=  a analogicky podle průmětu plochy S.
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Aplikace plo�ného integrálu ve skalárním poli:
� jestli�e skalární funkce ( )zyxf ,, má význam hustoty v bodě ( )zyx ;; plochy S, pak tento plo�ný

integrál vyjadřuje hmotnost plochy S. Speciálně, jestli�e ( ) 1,, =zyxf  v ka�dém bodě plochy
S, pak představuje obsah plochy S,

� moment setrvačnosti plochy při hustotě ( )zyxf ,, ,
� statické momenty hmotné plochy a tě�i�tě.

Příklad 1: Stanovte hmotnost kulové plochy S se středem v bodě ( )0;0;0=O  a poloměrem R,
R > 0, je-li hustota v ka�dém bodě rovna vzdálenosti tohoto bodu od osy z.

Ře�ení:  Parametrické vyjádření kulové plochy kjir  cos sinsin sincos vRvuRvuR ++=
kjir 0sincossinsin ++−=′ vuRvuRu

kjir  sin cossin coscos vRvuRvuRv −+=′
( ) ( )

vRvuRvuR
vuRvuRvuRvuRE uu

22222222 sinsincossinsin                     
0;sincos;sinsin0;sincos;sinsin

=+

=−⋅−=′⋅′= rr

( ) ( )
0cossinsincoscoscossinsin                  

sin;cossin;coscos0;sincos;sinsin
22 =+−

=−⋅−=′⋅′=

vuvuRvuvuR
vRvuRvuRvuRvuRF vu rr

( ) ( )
2222222222222 sincossincossincoscos                     

sin;cossin;coscossin;cossin;coscos
RvRvRvRvuRvuR

vRvuRvuRvRvuRvuRG vv

=+=++

=−⋅−=′⋅′= rr

vRvRFEG sinsin 2242 ==−
hustota je rovna vzdálenosti libovolného bodu ( )zyx ;;X = od bodu ( )z;0;0Y = na

ose z, co� je 22 yx +

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) 23
π

0

3
π

0

π2

0

3

232222222

2

π
2
2sin

2
1π2d 2cos1

2
1d

d d sind dsinsinsinsincos

d d,;,;,d ,,

RvvRvvuR

vuvRvuvRvuRvuR

vuFEGvuzvuyvuxfSzyxf

AA

AS

=



 −=−⋅

==⋅+

=−=

∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫

Výsledek: Hmotnost kulové plochy o hustotě f ( ) 23πd ,, RSzyxf
S

=∫∫ .
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Příklad 2: Vypočítejte ∫∫
S

Sxyz d , kde S je část roviny 1=++ zyx  le�ící v I. oktantu.

Ře�ení: Plocha S je zadána funkcí  yxz −−=1 , odtud

1−=
∂
∂
x
z  a 1−=

∂
∂
y
z  a 3111d =++=S

( ) ( )

( )

( )
120

3
54

3
26

3d 33
6
3

232
d 3d d3

d 1d3d d 31d 

1

0

54
3

21

0

432

1

0

1

0

2321

0

1

0

22

1

0

1

0

=







−+−=−+−

=







−−=−−

=−−=−−=

∫

∫∫ ∫

∫ ∫∫∫ ∫∫
−−

−

xxxxxxxxx

xyyyxxyyxxyxyx

yyxxyxyxyxxySxyz

xx

x

S A

Výsledek:
120

3d =∫∫
S

Sxyz .

Příklad 3: Určete plo�ný obsah plochy dané rovnicí kjir   sin cos 2uvuvu ++= , [ ]1,0∈u  a
[ ]π2,0∈v .

Ře�ení: Element plochy ( ) 2222 410 41d uuuuFEGS +=−+=−=

( )155π
6
1dd41d d d

π2

0

1

0

22 −=⋅+=−= ∫∫∫∫∫∫ vuuuvuFEGS
AS

Výsledek: Plo�ný obsah plochy je ( )155π
6
1 − .

Příklad 4: Určete plo�ný obsah plochy o rovnici 24 xz −= a 422 ≤+ yx .

Ře�ení: 
24 x

x
x
z

−
−=

∂
∂  a 0=

∂
∂
y
z

( ) ( )( )

[ ] ∫∫∫ ∫

∫∫∫∫∫∫

−

−

−−
−

−

−−

==⋅
−

=
−

=
−

+=′+′+=

2

2

4

4

2

2-
2

2

2

4

4
2

2

2
22

16d42
4
d2

4
dd2

d d 
4

1d d ,,1 d

2

2

2

2

xy
x

x
x

yx

yx
x

xyxyxgyxgS

x

x

x

x

AA

yx

S

Výsledek: Plo�ný obsah plochy je 16.



13

Plo�ný integrál ve vektorovém poli = plo�ný integrál II. druhu = tok vektoru A plochou S
a) Plocha S zadaná parametricky:

Plocha S: r = x(u,v) i + y(u,v) j + z(u,v) k (u,v) ∈  A  (A je rovinná oblast).
Plocha S je omezená (tj. lze ji obklopit koulí s konečným poloměrem) a orientovaná
jednotkovým vektorem normály 0n a je to tedy plocha dvoustranná.
Normálový vektor plochy S: vu rrn ′×′= .
Element orientované plochy je dS, element plochy je dS.
Vektorová funkce  ( ) ( ) ( )kjiA  ,, ,, ,, zyxAzyxAzyxA zyx ++= .

vuvuFEGS

vuvuS
SS S

d d d d d

d d d d d d 

2

0

n

nAn
n
nAnASA

S

=−=

⋅=⋅=⋅=⋅ ∫∫∫∫ ∫∫ ∫∫

b) Plocha S zadaná explicitně, funkcí:
Plocha S: z = g(x,y) a její průmět do roviny xy je obrazec A, funkce g a její parciální derivace

 gx' a  gy' jsou spojité na A.
Plocha S je omezená (tj. lze ji obklopit koulí s konečným poloměrem) a orientovaná

 jednotkovým vektorem normály 0n a je to tedy plocha dvoustranná.

Normálový vektor plochy S: kjikjin +′−′−=+
∂
∂−

∂
∂−= yx gg

y
g

x
g

Vektorová funkce  ( ) ( ) ( )kjiA  ,, ,, ,, zyxAzyxAzyxA zyx ++=

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] yxyxgyxAyxgyxgyxAyxgyxgyxA

yxAgAgAyxggS

A

zyyxx

A

zyyxx

A

yx

S

d d ,,,,),(,,,),(,,

d d d d d d 0

∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫
+′−′−

=+′−′−=+′−′−⋅=⋅=⋅ kjiAnASA
S

c) Plocha S zadaná implicitně, funkcí:
Plocha S: G(x,y,z) = 0

( ) AzyxGS
AS

d ,,d 0 ∫∫∫∫ ⋅=⋅ gradAnA

Pro výpočet toku vektoru A orientovanou plochou  S se pou�ívají i tyto identické zápisy:

yxAzxAzyAS z

S S

yx d d d d d d d 0 ++=⋅∫∫ ∫∫nA

Aplikace plo�ného integrálu ve vektorovém poli:
� jestli�e A je vektor rychlosti kapaliny, pak tento plo�ný integrál udává mno�ství kapaliny, které

proteče plochou za jednotku času,
� tok vektoru orientovanou plochou, například tok intenzity elektrického pole,
� gravitační potenciál plochy v bodě,
� Gaussova věta o elektrostatickém poli � pomocí ní se vypočítá kapacita kondenzátoru

tvořeného dvěma soustřednými kovovými koulemi,
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� výpočet elektromotorické síly vodiče tvaru křivky umístěného v magnetickém poli,
� výpočet síly, kterou hmotná plocha přitahuje hmotný bod, který na ní nele�í,
� výpočet celkového proudu protékajícího v elektrolytické vaně,
� výpočet mno�ství energie protékající plochou za jednotku času ve směru orientace (těleso je

v jedné části chlazeno a v druhé ohříváno).

Příklad 5: Stanovte tok vektoru ( ) ( ) ( )kjiaA  1 2 12: xzxxyy −+−+−=  vněj�í stranou horní
poloviny kulové plochy o poloměru r = 3 a se středem v počátku soustavy souřadné

Ře�ení: Parametrické vyjádření kulové plochy: kjir  cos3 sinsin3 sincos3 vvuRvu ++= ,

kde [ ]π2,2∈u  a 



∈

2
π,0v ,

( )vvvuvu

vvuvu
vuvu

cossin;sinsin;sincos9

sin3cossin3coscos3
0sincos3sinsin3

22

=
−

−=′×′=
kji

rrn vu

( )vvuvuvuuvu cossincos91;sincos6sinsincos9;1sinsin6 2 −−−=a

( )∫∫

∫∫

=−+−

=⋅

2
π

0

22242
π2

0

d sincoscossincossincos9sincossin9d9

d d 

vvuvvvvuvuuu

vu
S

nA

[ ] [ ]

π9

sin
4
π

2
1

3
sinπ

16
279d cos

4
π

2
1cossinπ

16
279 π2

0
π2

0

π2

0

3π2

0

2 =











−+








=






 −+∫ uuuuuuu

Výsledek: Tok vektoru A vněj�í stranou horní poloviny kulové plochy je π9 .

Příklad 6: Stanovte tok vektoru kjiaA    : zyx ++= orientovanou plochou S, kde S je část
paraboloidu 224 yxz −−= le�ícího nad rovinou xy orientovaného normálou vně
plochy.

Ře�ení: ( ) 224, yxyxg −−=  a ( ) xyxg x 2, −=′  a ( ) yyxg y 2, −=′  a tedy
vektor normály ( )1;2;2 yx=n

( ) ( ) ( ) ⇒++=⋅−−=⋅ ∫∫∫∫∫∫ yxyxyxyxyxyxS
AAS

d d 4d d 1;2;24;;d 2222
0nA po

transformaci do polárních souřadnic

( ) ∫∫∫ ∫ ==







+=+

π2

0

2π

0

2

0

42π2

0

2

0

2 π24d12d
42

4d 4d ϕϕρρρρρϕ

Výsledek: Tok vektoru A orientovanou plochou S je π24 .
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Integrální věty

Gauss-Ostrogradského věta
Gauss-Ostrogradského věta popisuje vztah mezi tokem vektoru A plochou S orientovanou

vněj�í normálou a trojným integrálem divergence vektoru A na tělese, jeho� hranicí je plocha S.
Nechť G je těleso, jeho� hranici tvoří uzavřená plocha S orientovaná jednotkovým vektorem 0n
vněj�í normály. Nechť je dáno vektorové pole ( ) ( ) ( )kjiA  ,, ,, ,, zyxAzyxAzyxA zyx ++= ,
přičem� div A je spojitá funkce na otevřené mno�ině (např. otevřené kouli) obsahující G a S. Pak
platí:

zyxS
GS

d d d divd 0 ∫∫∫∫∫ =⋅ AnA

Pou�ití:
Pomocí této věty lze stanovit objem VG mno�iny G pomocí plo�ného integrálu. Stačí volit

( ) xzyxAx =,, , ( ) yzyxAy =,, , ( ) zzyxAz =,, . Pak platí:

SV
S

G d 
3
1

0nA ⋅= ∫∫

Plo�ný integrál ve vektorovém poli udává mno�ství kapaliny, které proteče plochou S za
jednotku času. Toto mno�ství udává té� trojný integrál na pravé straně, který je limitou
integrálních součtů, kde se sčítají hodnoty div A v bodech mno�iny G (�uvnitř� S). V některých
bodech je div A > 0 (nazývají se zřídla), v jiných je div A < 0  (nazývají se odtoky (nory)),

případně div A = 0. Jestli�e   S
S

d 0nA ⋅∫∫ > 0, pak to znamená, �e ze zřídel vytéká více kapaliny

ne� odtéká odtoky. V případě S
S

d 0nA ⋅∫∫ < 0  je tomu naopak. V prvním případě plochou

kapalina odtéká a v druhém případě kapalina do plochy vtéká. Při interpretaci pole pak v prvním
případě vznikají v bodě siločáry (zdroj v poli), ve druhém siločáry zanikají (nora) a pokud
div A = 0 je pole solenoidální a nejsou v něm nory ani zřídla.

Fyzika pou�ívá pojem objemový integrál skalární funkce f přes objem V tělesa G, pro který
platí:

zyxfVf
GV

d d d d ∫∫∫∫ =

Jde o výpočet hmotnosti nehomogenního tělesa, kde funkce f představuje rozlo�ení hmotnosti
(funkce hustoty). Jde o jednu z aplikací trojného integrálu.

Ve fyzice má Gauss-Ostrogradského věta význam i pro skalární funkci f (například tlak
kapaliny), jejím� výsledkem je vektor:

∫∫ =
V

Vff d d gradS
S
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 Příklad 1: Pomocí věty Gauss-Ostrogradského vypočítejte tok vektoru
( )kjiaA  2 : 2 xzxyzx −++=  vněj�í stranou plochy S, co� je kvádr definovaný takto:

,10 ≤≤ x 20 ≤≤ y  a 20 ≤≤ z .

Ře�ení: xzxxzx =−+= 22diva

[ ] 2
22

d ddd d d divd 
2

0

2
2
0

1

0

1

0

2

0

2

0

2

0 =















===⋅ ∫ ∫ ∫∫∫∫∫∫ zyxzxzyxzyxS

GS

AnA

Výsledek: Tok vektoru A plochou S 2d 0 =⋅∫∫ S
S

nA .

Stokesova věta
Stokesova věta popisuje vztah mezi plo�ným integrálem ve vektorovém poli  a křivkovým

integrálem na jejím okraji u ploch s okrajem.
Nechť S je plocha s okrajem orientovaná jednotkovým vektorem 0n normály. Nechť okraj tvoří

jednoduchá po částech hladká uzavřená křivka L. Dále nechť je zadáno vektorové pole
( ) ( ) ( )kjiA  ,, ,, ,, zyxAzyxAzyxA zyx ++= , přičem� zyx AAA ,,  mají spojité parciální derivace

na otevřené mno�ině (např. otevřené kouli) obsahující S a L. Křivka L je orientovaná ve smyslu
orientace plochy S.
Pak platí:

∫∫ ∫ ⋅=⋅
S L

S rAnA dd 0rot

Pou�ití:
Výpočet plo�ného integrálu převodem na křivkový a naopak, proto�e tato věta jinými slovy

vyjadřuje, �e tok vektoru rot A plochou S je roven cirkulaci vektoru A po jejím okraji. Jestli�e je
rot A = o , pak je A potenciálové vektorové pole 0d =⋅∫

L

rA .

Stokesova věta nachází uplatnění v nauce o proudění tekutin a v nauce o elektromagnetickém
poli např. Faradayův zákon elektromagnetické indukce.

Příklad 2: Pomocí věty Stokesovy stanovte cirkulaci vektoru kjiaA  3  : ++−= xz  podél
kru�nice 422 =+ yx  a z = 1 orientovanou kladně z bodu (0; 0; 0).

Ře�ení: ( )1;1;0 −=+−=







∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂

∂
+








∂

∂
−

∂
∂

= kjkjia
y

A
x

A
x

A
z

A
z

A
y
A xyzxyzrot

( )1;0;0 −=n  a obsah kruhu je π4π 2 =r

∫∫ ∫∫ −=−=⋅
S S

SS π4dd 0nArot

Výsledek: Cirkulace vektoru A podél křivky L π4d −=⋅∫
L

rA .
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Greenova věta
Greenova věta popisuje vztah mezi křivkovým integrálem druhého druhu v rovině na

jednoduché uzavřené křivce L a dvojným integrálem na mno�ině, pro ni� je křivka L hranicí.
Uva�ujme mno�inu M ⊂  E2, její� hranici tvoří jednoduchá uzavřená po částech hladká

křivka L. Předpokládejme, �e funkce yx AA ,  a jejich parciální derivace jsou spojité na M i L.
Pak platí:

( ) ( ) yx
y

A
x

A
yyxAxyxA

M

xy
y

L
x

L

d d d ,d ,d ∫∫∫∫ 







∂
∂

−
∂

∂
=+=⋅ rA

Jestli�e A interpretujeme jako rychlostní pole proudící tekutiny, křivkový integrál ∫ ⋅
L

rA d  se

nazývá cirkulace proudění podél křivky L. Toto číslo závisí na tom, zda a nakolik se tekutina víří.
Při ustáleném proudění v nějakém potrubí se rovná nule. Tedy rot A udává hustotu cirkulace
v bodě 0M vzhledem k rovině takového směru, kdy je největ�í a směr  rot A je kolmý na tuto
rovinu. Vhodným vyu�itím je výpočet obsahu SM obrazce M pomocí křivkového integrálu
druhého druhu.

Příklad 3: U�itím věty Greenovy stanovte cirkulaci vektorového pole jiaA 22  : xyyx +−=
podél uzavřené křivky L: 222 ayx =+  le�ící v rovině z = 0, kladně orientované.

Ře�ení: 22 xy
y

A
x

A xy +=
∂
∂

−
∂

∂

( )∫∫∫ +=⋅
AL

yxyx d d d 22rA  a po transformaci do polárních souřadnic dostáváme:

2
 ππ2

4
d dd

4π2

0 0

4
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L

a

=⋅=⋅=⋅∫ ∫ ∫ ρρϕrA

Výsledek: Cirkulace vektorového pole A podél křivky L 
2
 πd

2a

L

=⋅∫ rA .

Fyzikální odvození

Gradient a potenciál
Předpokládejme, �e se nacházíme v gravitačním poli. Vektor intenzity K gravitačního pole je

určen podílem síly F, jí� gravitační pole ve zvoleném místě působí na zku�ební hmotný bod malé
hmotnosti vlo�ený do tohoto místa, a hmotnosti m' tohoto hmotného bodu. Máme-li popsat pole
pomocí potenciální energie sondy v jednotlivých místech, dostaneme toté� pole, jestli�e
k potenciálním energiím v jednotlivých místech přičteme tuté� konstantu. Pro r → ∞ ji polo�íme
rovnu 0. Aby popis pole nebyl na konkrétní sondě závislý, tak vydělíme potenciální energii sondy
její hmotností a dostáváme novou veličinu, která se nazývá gravitační potenciál, číselně udává
potenciální energii, kterou by měl hmotný bod jednotkové hmotnosti v místě vzdáleném o r od
gravitačního centra, kdybychom ho v tomto místě do pole vlo�ili. Přírůstek potenciálu ve
zvoleném místě je roven práci síly F' přemáhající sílu pole F při přemístění zku�ebního
hmotného bodu z nekonečna do místa ve vzdálenosti r, dělené hmotností m' zku�ebního
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hmotného bodu. Známe-li intenzitu pole jako vektorovou funkci souřadnic nebo průvodiče, tedy

( ) ( )rKK =zyx ,, , umo�ňuje integrál ∫
∞

⋅−
r

rK d  zcela obecně přepočítat vektorové pole intenzity

ve skalární pole potenciálu, má-li potenciál v nekonečnu nulovou hodnotu.
Silové pole, jeho� příkladem je gravitační pole, lze znázornit nebo mapovat plochami, na nich�

má potenciál tuté� hodnotu. Tyto plochy se nazývají hladiny potenciálu nebo ekvipotenciální
plochy. Jejich obecná rovnice je tedy ( ) ( ) == rUzyxU ,,  konst. Intenzita K je v místě M kolmá
k hladině potenciálu procházející tímto bodem.

Vektor intenzity K, kolmý k hladině potenciálu ve zvoleném místě M, míří ve směru, v něm�
potenciál klesá, tedy směrem k tělesu, které gravitační pole budí. Jeho velikost je dána podílem
úbytku potenciálu (záporným přírůstkem dU) při přechodu na sousední hladinu v bezprostředním
okolí vy�etřovaného místa M a průmětu dn příslu�ného posunutí dr do směru normály k hladině
procházející tímto místem. Podíl přírůstku skalární veličiny a vzdálenosti, v ní� tento přírůstek
vzniká, nazýváme růstem skalární veličiny, a podíl úbytku veličiny a vzdálenosti, v ní� vzniká,
nazýváme spádem skalární veličiny; spád je tedy záporným růstem.

n
UU

d
d

cosd
d −=−=

αr
K , růst = 

rd
dU , spád = 

rd
dU−

Postupujeme-li ve směru kolmém k hladinám, je  dr  = dn nejkrat�í vzdálenost, v ní� se z místa
M dostaneme na hladinu, jí� příslu�í potenciál li�ící se od potenciálu U o elementární přírůstek
dU. Tento maximální růst veličiny nazýváme gradientem skalární veličiny a  značíme grad U.
Gradient skalární veličiny má charakter vektoru, proto�e jen v jednom jediném směru le�ícím
v normále k hladině skalární veličiny v příslu�ném místě má růst nebo spád maximální velikost.
V tém�e paprsku le�í také vektor intenzity pole K, jeho� velikost (úbytek potenciálu �dU dělený
vzdáleností dn) je shodný s velikostí maximálního spádu potenciálu v příslu�ném místě. Vektor
intenzity K silového pole je v ka�dém jeho místě co do velikosti i směru určen maximálním
spádem potenciálu U čili záporným gradientem potenciálu U. Pou�ijeme-li Hamiltonův operátor

nabla mů�eme psát: U
z
U

y
U

x
UU −∇=








∂
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∂
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Tok intenzity gravitačního pole neboli silový tok
Tento pojem je odvozen od proudění tekutiny, představující pole vektoru rychlosti, jí� se

částice tekutiny pohybují. Je-li proudění tekutiny ustáleno, lze toto pole znázornit proudnicemi
neboli proudovými čarami; tečny k nim v jednotlivých jejich bodech mají směr rychlosti
v proudění tekutiny. Ve zvlá�tním případě jsou proudnice rovnobě�né přímky rozlo�ené
v prostoru stejně hustě, tzn. �e rychlost proudící tekutiny je ve v�ech bodech stejná co do směru a
velikosti.

Mysleme si v tekutině proudící tímto způsobem rovinnou plochu plo�ného obsahu S kolmou ke
směru proudění a utvořme součin vS. Tento součin udává mno�ství tekutiny (posuzované podle
objemu), pro�lé plochou za jednotku času, a říkáme mu objemový tok tekutiny. Ve vektorovém
poli intenzity (obecně síly) odpovídají proudnicím tzv. silové čáry neboli siločáry, jejich� tečny
určují v ka�dém bodě směr intenzity pole, a tedy i směr zrychlení, které pole v tomto místě udílí
hmotnému bodu. Má-li intenzita v�ude ve vy�etřovaném prostoru stejnou velikost a stejný směr,
a je tedy v�ude znázorněna stejným vektorem, nazýváme takové pole homogenním, siločáry jsou
v něm rovnobě�né přímky.

Utvoříme-li v takovém poli součin N(S) =  KS, kde S je plo�ný obsah rovinné plochy kolmé
k vektoru intenzity, a tedy kolmé k siločarám, nazýváme jej analogicky s proudící tekutinou
tokem intenzity (silovým tokem, obecně tokem vektoru K) plochou S. Vektorové pole si
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mů�eme znázornit libovolným počtem siločar procházejících zvolenou plochou S; tento počet
mů�eme v�ak volit také tak, aby byl roven velikosti součinu S⋅K , tedy velikosti toku intenzity

( )SN  plochou S. Velikost intenzity K  je pak rovna zlomku 
( )
S
SN

, který udává počet siločar

jdoucích plochou jednotkové velikosti kolmou k siločarám, tento počet nazýváme hustotou
siločar.

Jestli�e tedy tečna k siločáře určuje směr vektoru intenzity v příslu�ném místě, pak hustota
siločar je měřítkem pro velikost intenzity silového pole. Je-li v homogenním poli rovinná plocha
velikosti S orientována �ikmo, prochází jí men�í počet siločar, ne� je-li k nim kolmá, tok intenzity
N(S) touto plochou je tedy men�í. Pro jeho velikost je rozhodující průmět plochy S do roviny
kolmé k siločarám. Velikost rovinné plochy i její orientaci v prostoru lze znázornit vektorem S,
který je k ní kolmý a jeho� velikost je rovna velikosti plochy. Tento vektor pak svírá s intenzitou
pole K tý� úhel α jako plocha S s rovinou kolmou k intenzitě, tedy kolmou k siločarám; tok
intenzity K touto �ikmou orientovanou plochou lze vyjádřit ve formě skalárního součinu K⋅⋅⋅⋅S.
Vektor S, charakterizující rovinnou plochu, mů�e být orientován na tu nebo onu stranu, úhel,
který vektor S svírá s intenzitou K, mů�e být ostrý nebo tupý. Je-li ostrý, vychází tok intenzity
kladně, je-li tupý, pak tok intenzity má záporné znaménko. Snadno nyní symbolicky vyjádříme
tok intenzity libovolnou (obecně zakřivenou, ale po částech hladkou) plochou i v nehomogenním
poli, jde-li o uzavřenou plochu S vymezující v prostoru jistý objem V.

( ) ( ) ∫∫∫∫ ⋅=⋅=
)(

dVNnebod
VSS

SN SKSK

Znak plo�ného integrálu má zdůraznit, �e jde o plo�nou integraci provedenou přes celý povrch
příslu�né plochy. U uzavřené plochy orientujeme v�echny vektory dS tak, �e míří kolmo ven
z prostoru vymezeného plochou S(V), a tok intenzity touto plochou označujeme jako výtok
vektoru K z objemu V. Vychází-li výtok záporně, pak jde naopak o vtok vektoru K do
objemu V.

Předpokládejme konečnou část prostoru omezeného zvolenou uzavřenou plochou S(V).
Vychází-li výtok intenzity (obecně vektoru) z tohoto prostoru vět�í ne� nula, pak analogicky
s proudící tekutinou vytéká plochou S(V) více, ne� do ní vtéká; uvnitř plochy jsou tedy jakési
prameny, v nich� přídavný tok vzniká; říkáme jim zřídla toku intenzity (obecně toku vektoru).
Je-li naproti tomu celkový výtok  záporný a celkový vtok kladný, pak část vtékajícího toku v něm
tedy zaniká a říkáme, �e uvnitř plochy jsou propady neboli nory toku intenzity (obecně
vektoru), které mů�eme pova�ovat za záporná zřídla. Je-li celkový výtok plochou nulový nebo je
vytékající tok stejně velký jako vtékající tok, pak uvnitř plochy nejsou ani zřídla ani propady
příslu�ného toku, pokud nejsou stejně velké.

U uzavřené plochy v gravitačním poli je celkový tok intenzity nulový nebo vychází záporně,
jde tedy v�dy o vtoky, tak�e tělesa uvnitř plochy, je� jsou zdrojem gravitačního pole, představují
v�dy propady silového toku. Naproti tomu zdroje elektrického pole, charakterizované kladnými
a zápornými elektrickými náboji, jsou zřídly nebo propady příslu�ného silového toku podle toho,
který náboj převládá. Stejně jako posuzujeme vydatnost pramene podle mno�ství vody, které
vydává za jednotku času, tedy podle jeho objemového výtoku, je výtok intenzity (obecně
vektoru) mírou pro vydatnost neboli mohutnost zřídla příslu�ného toku vektoru a vtok
mírou pro mohutnost propadu (záporného zřídla). Výtok intenzity je úměrný celkové
hmotnosti m (v elektrostatice je analogicky úměrný celkovému elektrickému náboji Q)
příslu�ející tělesům budícím gravitační (elektrické) pole, je� mají vlastnost zřídel a propadů
silového toku, tak�e i hmotnost m a elektrický náboj Q jsou tou� mírou (vzhledem ke
konstantě úměrnosti pouze v jiném měřítku) pro vydatnost zřídel a propadů, a to jaksi
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přirozenou mírou, neboť fyzikálně charakterizují schopnost těles budit v prostoru konkrétní
silové pole (gravitační, elektrické).

Naproti tomu výtok intenzity (obecně vektoru) z uzavřené plochy vyjadřuje vydatnost zřídel
a propadů uvnitř plochy abstraktně bez zřetele k fyzikálním vlastnostem objektů, je� jako zřídla
a propady působí, nebo zda tam vůbec takové objekty jsou.

Místní měrnou vydatnost spojitě rozlo�ených zřídel, charakterizovanou výtokem intenzity
nazýváme divergencí vektoru K (česky bychom mohli říci "rozbíhání" vektoru K) a označujeme
div K.

prvek objemový
prvku objemového z oru výtok vektdiv KK =

Číselně udává výtok vektoru K (v tomto případě výtok intenzity gravitačního pole) z objemu
jednotkové velikosti. Divergence je �mno�ství siločar vzniklé nebo zaniklé v jednotkovém
objemu� podle toho, je-li kladná nebo záporná, jde-li tedy v příslu�ném místě o zřídlo nebo
propad. Divergence vektoru je skalární veličina a je tedy funkcí souřadnic, a to funkcí příslu�ející
skalárnímu poli. Slo�ky vektoru pole jsou té� funkcemi souřadnic, a divergence je tedy určena
derivacemi těchto slo�ek  podle souřadnic; přitom jde v�dy o přírůstek slo�ky vektoru při postupu
o délkovou jednotku ve směru příslu�né slo�ky (její přírůstky v ostatních směrech k ní kolmých
nemají vliv), a proto pou�íváme znaku parciální derivace.

( ) VV
V VVS

d d divd
)()(
∫∫∫ ∫∫∫∫∫ ⋅∇==⋅ KKSK

To je forma Gaussovy věty pou�ívané v matematice a umo�ňující převést prostorový integrál
na plo�ný a naopak. Říká, �e plo�ný integrál libovolného vektoru přes libovolnou uzavřenou
plochu S(V) je roven objemovému integrálu divergence tohoto vektoru, vzatému přes celý objem
V, omezený plochou S(V).

Gradient zahrnuje operaci, která skalární pole potenciálu přeměnila ve vektorové pole
intenzity. Lze-li vektor charakterizující vektorové pole vyjádřit jako gradient potenciálu, jak je
tomu např. u intenzity gravitačního pole vztahem K = �grad U = �∇ U, máme, �e
div K = div (�grad U) = �∇⋅ (∇ U) = �∆U, kde Laplaceův operátor ∆ je skalární součin
Hamiltonova vektorového operátoru s ním samým, tedy:
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V gravitačním poli je div K = �4πkρ  tak�e:
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Tato rovnice se nazývá Poissonova rovnice. Známe-li prostorové rozlo�ení hustoty těles, která
jsou zdrojem gravitačního pole, lze ře�ením této rovnice určit prostorové rozlo�ení potenciálu
tohoto pole ( )zyxU ,,  a utvořením jeho gradientu v ka�dém místě pak intenzitu pole. V místech,
kde není rozlo�ena �ádná hmotnost, přechází Poissonova rovnice v jednodu��í rovnici
Laplaceovu  ∆U = 0.

Cirkulace vektoru K
Tento název je opět odvozen od chování proudící tekutiny. Vytéká-li např. tekutina otvorem ve

dně nádoby, pozorujeme na její hladině vířivé proudění vír vyznačující se tím, �e částice tekutiny
se pohybují přibli�ně v soustředných kruzích. Částice tedy cirkulují kolem středu víru rychlostí v
a mírou této cirkulace a současně intenzity (mohutnosti) víru je součin rychlosti částic v a délky
kruhové dráhy 2πr, po ní� se touto rychlostí částice pohybují; zkráceně pak říkáme, �e cirkulace
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Γ = 2π r v. Vedeme-li v takto proudící tekutině uzavřenou křivku L, která není shodná s dráhami
částic, pak se po této křivce částice tekutiny nepohybují, utvoříme-li v�ak v ka�dém bodě křivky
skalární součin vektoru rychlosti v v daném místě a elementu dl křivky čili součin průmětu
rychlosti do směru tečny a elementu křivky a tyto součiny sečteme podél celé křivky, je tento
součet roven součinu průměrné velikosti průmětů rychlosti  a délky l uzavřené křivky a to jako
při skutečné cirkulaci částic kolem středu víru, a proto v přeneseném smyslu mluvíme o cirkulaci
vektoru v podél uzavřené křivky.

Cirkulace vektoru 
( )
∫ ⋅=
SL

lvv d .

Je zřejmé, �e v ka�dém vektorovém poli není cirkulace příslu�ného vektoru nulová jako
v gravitačním poli (a podobně i v elektrickém poli). Nyní provedeme přechod od konečné části
prostoru, v něm� uzavřená křivka L probíhá, do zvoleného místa M na plo�e ohraničené křivkou
L. Plo�ný obsah této plochy označme ∆S. Jako jsme k divergenci vektoru do�li zmen�ováním
objemu ∆V kolem vy�etřovaného místa, zmen�ujeme nyní neomezeně plochu ∆S. V limitě
∆S → 0 dává podíl cirkulace vektoru K po obvodu plo�ky ∆S a této plo�ky hodnotu konečné
velikosti, ale tato hodnota zále�í na prostorové orientaci plo�ky dS, v ní� v limitě přechází plocha
∆S a je� jako elementární má charakter vektoru. Kromě velikosti této limity musíme také udat,
k jakému směru v prostoru se vztahuje, má tedy vektorový charakter. Volíme takový směr, aby
byla limita v daném místě M vektorového pole K maximální. Tato limita určuje nový vektor,
který nazýváme rotací neboli rotorem vektoru K, příslu�ného vektorovému poli, a označujeme
rot K.
Číselně je tedy rotace vektoru jeho cirkulace podél obvodu rovinné plochy jednotkového

plo�ného obsahu, má-li tato plocha takovou orientaci v prostoru, �e cirkulace je maximální.
Cirkulace v daném místě M je největ�í kolem plo�ky, její� vektor dS s vektorem ∇  × K svírá úhel
α = 0, čili kolem plo�ky dS kolmé k vektoru ∇  × K. Tuto vlastnost po�adujeme právě u rotace
vektoru K, z čeho� plyne závěr, �e:
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Ve vektorovém poli vektoru K(x,y,z) je tedy v ka�dém místě rotace vektoru K určena
vektorovým působením Hamiltonova operátoru nabla na vektor K zleva, přičem� jeho fyzikální
význam zále�í v tom, �e jeho skalární součin s vektorem dS příslu�ejícím malé plo�ce určuje
cirkulaci vektoru K podél obvodu této plo�ky:
Cirkulace = ( ) SKSK dd ⋅×∇=⋅rot

Rotace vektoru ∇  × K představuje početní operaci, která převádí vektorové pole vektoru K ve
vektorové pole rotoru K. Představme si, �e ve vektorovém poli rot K máme libovolnou
uzavřenou křivku L ohraničující plochu S libovolného tvaru, ov�em neuzavřenou. Sečteme-li
elementární cirkulace u celé plochy S, ru�í se v tomto součtu při stejném smyslu oběhu navzájem
skalární součiny K ⋅⋅⋅⋅ dl u v�ech obvodů plo�ek dS, z nich� se plocha skládá, vyjma úseky le�ící na
uzavřené křivce L(S) ohraničující plochu S, tak�e skalární součiny K ⋅⋅⋅⋅ dl  příslu�ející těmto
úsekům tvoří dohromady cirkulaci vektoru K podél křivky L(S). Docházíme tedy k Stokesově
větě:

( )∫∫∫∫∫ ⋅×∇=⋅=⋅
SSSL

SKSKlK dd d
)(

rot

Křivkový (dráhový) integrál vektoru K podél libovolné uzavřené křivky L je roven plo�nému
integrálu rotace vektoru K přes libovolnou plochu S, je� je křivkou L ohraničena. Skalární součin
rot K ⋅⋅⋅⋅ dS lze také nazvat elementárním tokem vektoru rot K plo�kou dS, a proto lze Stokesovu
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větu vyslovit také takto: Tok vektoru  rot K  libovolnou (neuzavřenou) plochou S je roven
cirkulaci vektoru K podél uzavřené křivky L omezující plochu S. Umo�ňuje převádět integrál
vektoru podél uzavřené křivky na integrál plo�ný.

Charakterizace vektorových polí místně, tedy lokalizace těchto vlastností:
Gravitační pole a podobně i elektrostatické pole se vyznačuje tím, �e cirkulace příslu�né

intenzity je rovna nule, tak�e i rotace intenzity je v�ude, kde se pole rozprostírá, rovna nule.
Takové vektorové pole nazýváme nevírovým. Za to má gravitační a elektrostatické pole zřídla
a propady, tak�e tam, kde jsou, je divergence vektoru intenzity od nuly různá. Pole pak nazýváme
zřídlovým: rot K = ∇  × K = o div K =  ∇⋅  K  ≠ 0 (pole nevírové a zřídlové).

Je-li rotace vektoru B, charakterizujícího vektorové pole, od nuly různá, jak je tomu např.
u magnetického pole, v proudící kapalině apod., nazýváme pole vírovým, a je-li přitom
divergence příslu�ného vektoru v�ude v prostoru nulová, nazýváme pole nezřídlovým:
rot B = ∇   × B ≠  o div B = ∇⋅  B = 0 (pole vírové a nezřídlové).

Obecné vektorové pole, které je jak zřídlové, tak vírové, vznikne superpozicí obou těchto
hlavních druhů fyzikálních vektorových polí. Příkladem je obecné elektromagnetické pole.

V případě nevírového pole utvořme vektorový součin ∇  ×(∇ U), kde U je skalární veličina.
Vektorový součin dvou vektorů tého� směru je v�dy roven nule, tak�e
∇  ×(∇ U) = rot grad U) = o. Je-li tedy rotace vektoru K příslu�ející vektorovému poli rovna nule,
lze v�dy tento vektor vyjádřit jako gradient (nebo záporný gradient podle fyzikálního významu)
skalární funkce  K = grad U = ∇ U ; tuto funkci nazýváme skalárním potenciálem.

Mějme vektory a a b ; skalární součin vektoru a s vektorovým součinem a × b je v�dy roven
nule, a ⋅ ( a × b),  proto�e vektorový součin  a × b  je kolmý k vektoru a a skalární součin dvou
kolmých vektorů je roven nule. Podobně pro Hamiltonův operátor máme
∇⋅ (∇  × A) = div (rot A) = 0. Je-li tedy divergence vektoru B příslu�ejícího vektorovému poli
rovna nule, div B = ∇⋅  B = 0, existuje v�dy vektor A, který má tu vlastnost, �e rotace tohoto
vektoru je rovna vektoru B, tedy B = rot A = ∇  × A.

Vektor A, který má analogickou vlastnost jako skalární potenciál U, �e z něho lze početní
operací (v tomto případě vektorovou) odvodit vektor B příslu�ející poli, které má fyzikální
význam (např. magnetickému poli), nazýváme vektorovým potenciálem.


