Pojem limity
Existencia limity funkcie v bode vyjadruje istd ustalenost’” hodn6t funkcie v okoli tohoto bodu.

; p
Vorlne povedang, funkcia mav bode limitu L, ak
fo P
hodnoty funkcie v ¢idach blizkych = si blizke L.

o
Pod bodom rozumieme 'ubovol’né redne ¢islo ako g kazdu z hodnbt . Pod okolim bodu
rozumieme l'ubovol’ny otvoreny interval obsahujuci tento bod.

f
Funkcia mav bode Ir}limitu L, ak st splnené tieto podmienky:

e p (U —{p)ND(f) #0
Pre kazdé okolie I/bodu ~ plati

p
pre kazdé okolie V' bodu Lexistuje také okolie I bodu  , Ze plati

ze(U—{pHnD(f)  flz)eV
ok ,tak .

5 _ ) P _ lim,_,, f(z) =L
Fakt, Ze funkcia mav bode limitu L oznatujeme :

Ak bod v predch&dzajucej definicii je redlne ¢ido, tak hovorime o limite vo vlastnom bode,
v opa¢nom pripade hovorime o limite v neviastnom bode. Ak hodnota L limity je redne
¢ido, tak hovorime o vlastng limite, v opacnom pripade hovorime o nevlastng limite.

. p . L p . .
Ak mé funkcia v bode vlastnu limitu, hovorime, Ze v bode konvergujeaebo je

p
konvergentnd, v opacnom pripade v bode diverguje alebo je divergentna.

Funkcia mav bode ir}limitu L zPava (sprava) , ak mav bode f}Iimitu Lfunkcia
f,-"{—m,jrj (f,-’{p,nc-j} . liln:r:—rj:-_ f[:T} =L liln:r:—}j:-"' f[:T} =1L L.

, 0Znacenie: ( ). Limity zl'ava
a sprava nazyvame spolo¢nym nédzvom jednostranné limity.
Poznamenajme edte, Ze ak ma funkcia v niektorom bode limitu, tak tato je uréend
jednoznacne.



Poditanie limit

p .
Pri pocitani limity funkcie v bode postupujeme nasledovne:

. f e, p Hrﬂ::—)j:r I(T} = f[.,p}
1. Akje gspojitav bode ,tak :

p : . )
2. Ak funkcia nieje spojitav bode |, tak saju snazime upravit’ na funkciu, ktord s
. . P P . o
nou sa zhoduje viade mimo bodu aje spojitav  alebo na funkciu, ktorg limitu
pozname.
3. MéZeme tiez pouZit’ iny postup, ktory je popisany v ¢asti 7.9.

Pri Gpravéch limit pouzivame pravidla, z ktorych najdolezitegSie uvedieme.

Pravidla pre vlastné limity

f p p
1. Funkcia definovanav niektorom okoli bodu je spojitdv bode vtedy alen vtedy,
HIHJ:—);:- f(z) = f(p)
ak

lim,_,, f(zx) = F lim,_,g(z) =G

2. Limita"zachovéva' algebrické operéacie: ak a
ceR
a , tak
liln:r:—m[:f +g)(z)=F+G
(0] )
limg . (f —g)(z) = F -G
(0] )
limg_,, c. f(z) = c.F
(0] )
limg ,p,(f.g)(z) = F.G
(0] )
limesp(D)(2) =& G #0
0 , ak :
_ z=f) N
3. Pravidlo substitucie: Nech je spojita v bode @, prostav okoli bodu @,
_ p= f(a) limy_,, g(f(t)) =L _ limj:_,j,g[:r] =L
pricom . Potom ak , tak g :

f ) p
4. Ak funkcie a gmaja v bode ! limitu a pre kazdé x z niektorého okoliabodu s

. r I(T] < Q(T] liln:r:—y;nf[::r] < 111‘113:_,3,5]'[::1'?]
moznou vynimkou bodu  plati , tak :



lim,_,, f(z) = limg_,, h(z) = L p

5. Ak aprekazdé xz niektorého okoliabodu s
. . r I(T] < Q(T] < h(I] S lilnj:_,j,g(ﬂ?]
moznou vynimkou bodu  plati , tak existuje g
limg_yp g(z) = L
aplati :
lim,_,, f(z) =0 g o ) p
6. Ak afunkcia jeohrani¢enav okoli bodu |, tak

Hlnzr:—)jr[:f-g}(:r] =0

Pozndmka. Tretie pravidlo tohoto zoznamu sa v praxi ngj¢astejSie pouziva v podobe:

lim, () =L f
Nech afunkcia je spojitav bode L. Potom

lil'ﬂj;—yp f (1—? (T)}

f(liln:r:—)p glx)) = f(L)

Pravidla pre nevlastné limity, typy limit

Naj¢astejSe pocitame limitu funkcie v bode, v ktorom nie je definovand, pripadne nie je

spojita, pricom  vznika pomocou algebrickych operécii z jednoduchsich funkcii, ktorych
limity v danom bode sme schopni pocitat’. Ak tieto limity dosadime do prislusnych operéacii,
dostavame vyraz, ktory nema zmysel. Tento vyraz nazyvame typom limity. Napriklad
3:2—_:.;1 0 limg_yg [:1 + 2'1-} ﬁ
r— 0

jetypu a jetypu 1°°. Navypocet niektorych typov

0 (07)
limit m&Zeme pouzit’ nadledujuce pravidlg, v ktorych symbol znamend, Ze limita
prisiusng funkcie je rovna (), a naviac hodnoty funkcie v istom okoli daného bodu st len
limy g z* =07

kladné (zéporné), napriklad . Pismeno 7 oznaguje 'ubovolné nenulové
redlne ¢islo a pismeno % oznaguje l'ubovolné kladné redine ¢ido:

limg

ﬁ =) ﬂi_,_ = {]L— = —
k.oo = 00 k.(—00) = —o0 oo.(—0o0)=—x
4+ 00 =00 =00 = —00
E* =0, ak0<k <1 E* =o0, akk > 1
%7 2 0.00, 0o — o0, 1%
Vydedky d’asich typov limit, ako napriklad nie

s jednoznacne urcené. Pri ich pocitani pouzivame uvedené pravidla a napriek



tomu, Ze nevieme, ¢i pocitana limita existuje. Ak takto vypocitame limitu, je
existencia dodatocne "legdizuje" nas postup. Poznamengjme este, Zze v
nasledujlcej kapitole v ¢asti 7.9 je uvedena technika, ktoré vel'mi zjednodusuje
postup pocitania v&siny obtiaznych limit.

Niekolko ddlezitych limit

a>0,a#1
Nakoniec uvedieme niekor'ko délezitych limit. VV nasledujucich vztahoch je .
lilnj;—)m Ia = {], ﬂk a < 0._.

lim, ,a® =0, aka < 1.

limg—yoo 2% = oo, ak a > (0,
li
":Il'.l.ﬂ"'_ . 1
li

im, ,a* =oc, aka > 1,

z—
lim,, g im,_,q T =In a,
_ log. = 1
lim, o+ I'Dgn-, z =0, g1 _:,Efl_ = Ina*
log, = _

limy oo —2— = (.

Pe(z) = apr® + ap_ 1251 + ...+ a1z + ag

Nech a
QR(T} — hn,’rﬂ’ — hn_lrr'”'_l + ...+ h].’r + h{] C > 1
st mnohocleny a . Potom
) c* oo, ap =0,
lim =
F—+D0 Pk[:;r} —oo, ap < (0,

. ] oo, ap =0,
A, Pelz) = { —oc, ap <0,

11k giqe
lim .PL[:T} = { 00, [: ]'} Sﬂgﬂ(ﬂk] = ﬂ-.-
T——00 — 00, 1

(—1)*sign(a;) < 0,
a
0, k< n,
. Pi(z) %:, k= n.
o Qu(z) | o0 k>na >0,
00, k>na & <0
—00 t=—x

Analogické vydedky podedne limity v bode mbZeme odvodit’ substitiiciou



Priklady
Teraz uvedieme niekol’ko typickych prikladov vypoctu limit.

o
f‘y:q‘—l—l g:y:j;n_]_l h‘y:th.ll
Priklad 19. Zistime existenciu limit funkcii , ,
- 1 . r—1
Y=y TV e
a v bode 1.

lim, 2+ 1=2
RieSenie: , pretoZe ide o spojitu funkciu.

Funkciu  upravime na spojitt funkciu zhodnd s fiou mimo bodu 1:

2
re —1
lim =limzr+1=2
r—1 1 — =l
t=|z—1|
Zaved’'me substitlciu . Potom
1 1
lim —— = lim — = nc.

1 |z — 1] 1ot ¢

Funkcia ¢nemav bode 1limitu, ale m& nevlastné obidve jednostranné limity:
. 1 1
lim = lim — = —nc.
z=1-x— 1 t—0—

1 1
lim = lim — = nc.
z+1+x—1 g0t 1

1 &

Podobne sa ukéze, ze funkcia mav bode 1llimitu z'ava  alimitu sprava 1.

Priklad 20. Uk&Zeme platnost’ poslednych dvoch vzt'ahov v ¢asti 6.6.4.

RieSenie: Odporucame citatel'ovi urcit’, ktoré pravidld a limity v prisusnych krokoch
Pi(r) = apz® + az_ 1251 +... + a1z + ag
pouZivame. Nech a
Qu(z) = bpx™ + by_12™ P+, .+ bz + by
s mnohocleny. Potom



lim nk:rk + ﬂk_l:rk_l +...tmz+ay =
E=p=00

; . 1 5] Ly
lim :r:'r'”(ﬂk-l- +"'+ﬁ+_k)
T—r—00 T T r

Qg
Vydedok vyplyva z faktu, Ze limita vyrazu v zétvorke je  a pouZitia pravidiel pre nevlastné
limity.
k k—1
lim apr” + Qg1 +...tart+ap
=00 hpg™ + bp_1x" 1+ . b+ by

k _
- lag + 22 .+ B+ 9

L Ik(hnﬂfﬂ'—k + hn_lﬂ:n—k—l + .+ rg_l " jﬂi}_-) =

b

lim ag + 3:1+"'+33_E—1+%]
j:—)mﬂ:ﬂ—k[:%—i—}%-l_..--l_%-l_j:_g}

li Ii Qg
m ——. m — =
z—00 g~k z—o00 by,

[F i 1
ETEE& pn—k°
Vydedok vyplyva z toho, Ze posledna limita sarovna podratoho, ¢i :
k>n &
k = naebo :
- . o — =222 42524111
, .. . e, . fry= J‘!ﬁj-'l-ﬂ g ¥= ;%3:3:13;
Priklad 21. Zistime existenciu limit funkcii , ,
3
oy LlEt420 . g = (ib
hiy=lgie i:y=(¥3) +oo

a v bodoch



RieSenie:
Pouzijuc vydedky predchadzajiceho prikladu dostaneme

2
lim f(z)=0, lim g(z)= —3 lim h(z) = —nc.

=00 ' =00 o I=rD0

t=—x
Pouzijac substittciu dostavame
, , . —8t3
LS =l f0 = = mmg =0

I _ 217 — 25t +111 2
Lm g(z) = lim — 5 —— =3

, .11 — 29¢
m i) = lim s =

Limitu funkcie ivypocitame podl'a poznamky v ¢asti 6.6.2

2 — 513 2z — 53 ;
lim ( ! d) = (lim u }) = (-2)% = -8.
4—z

T—D0 =0 4 — 1

— 00
Podobnym postupom dostaneme rovnaku limitu v bode
K = lim;_, o arcsin g:: L = limg3 557
Priklad 22. Vypocitgme ; a

— |3 I
M =lim, 4+

RieSenie: PouZitim poznamky v casti 6.6.2 dostaneme

K = arcsin( lim 2z — 3) = arcsin (—%) = —Ef.

z—o0 7 — 4x



1=

i:_'l'i—q

T oA . 3-z . .
Pri vypocte limity L nagjskér zavedieme substitlciu auvedomime g, ze
lim,, - :';T_ﬁ =oc lim, 3+ 5= j = —00 - o o

a Preto limita L neexistuje, ale existuju
prisudné jednostranné limity
»—>h
L™ = lim 5% = lim 5' = 0
=3 t—+0o
a
+ . #—5 . t
LT = lim 5%= = lim 5 = (.
z—3t t——rco

V pripadoch, ked’ je premennd v zaklade g exponente funkcie (ako pri limite M),

x>0
pouzivame vzt'ah . = al%8a % platny pre vietky avhodné @, ngjcastejSie pouzivame
hodnotu & = e

M= lim 2° = lim €™ % = Mesot ¥ = _ 0 _ 1

=0T =07t

— T 1 2
L= limg_, (;n_—l - ,—4_—1)

Priklad 23. Vypocitaime

RieSenie
_ 2 — 1 _ 1 1
L= lm (— - 1) = (— 1) =3

L = lim,_,g VZH5 -5

I

Priklad 24. Vypocitaime

VIFE—vVE VIHh+vE _ -5 y’j
L= Timg 0 =2 s = e 205705 _fw” &

RieSenie

. L ax
L = limg_o Jo7
Priklad 25. Vypocitaime



RieSenie

cindx gin 3z 1 _‘ limy — g Ho- sin S
_ Ao =
L = limg g 05 3T SN 1T = limg 0 o5 2L cosdz T Tlim, Stz - limg 0 o :”
To Ta

L

glz+1 1

L = lim,_,
Priklad 26. Vypocitaime

22:+"5 3

. B4¥—
= limy_yy T

L = lim,
Riesenie:

L=1lim, o z(vVz?+9—x)
Priklad 27. Vypocitaime

RieSenie

2
L= lim z(v22 +9—z) = lim z(vV22 + 9 — ) W"‘“":

I=rD0 =10 4 .I'-TE + _|_ T

2 _ 2
z(a” +9 T}—limg z _ 2

= lim - = —.
e VA te e (13 541 2

L=1lim, 3" T
Priklad 28. Vypocitame a
K=lim,, .3 *Fcos hr

8 — 8lim, g 4:2—:_1 = 8In4 &

RieSenie: Periodicke funkcie nemaju limitu v nevlastnych bodoch, preto v tomto priklade

nemdzeme aplikovat’ pravidla pre algebrické operéacie. Limitu LvSak mdzeme vypocitat

podra pravidla 5 v ¢asti 6.6.3, pretoze

. —z L
31523 3 - :rllET::}a 3+ =0

a funkcia cos 5z je ohranicend. Preto L = 0.
Nadruhgj strane



lim 377 = lim 3 = nc.
T =00 =00

PretoZe funkcia cos 5z strieda znamienka, hodnota 3~ % cos 5 pre # — oo bude
oscilovat’, t.j. nadobudat’ 'ubovol’ne vel’ké kladné a 'ubovol’ne malé zdporné hodnoty. Preto

limita K neexistuje.
Nasledujlci priklad predstavuje délezité tvrdenie.

Priklad 29. Kazda algebricka rovnica neparneho stupna, t.j. rovnica

-1 . .
ant" + ap—12"" " + ... +aix +ap =0, n je neparne

ma& aspon jedno redlne rieSenie.

+0c
RieSenie: Podra Prikladu 20 mgju limity Fave] strany v bodoch opacné
znamienka (odovodnite!). Podl'a tvrdenia z ¢asti 6.5.5 preto existuje rieSenie

L

tejto rovnice. Premydlite s, preco tvrdenie neplati a pre parne cida .

Pouzitie derivacie pri vypocte limit

Q

i}
Vypocty limit "typu " su ¢asto vel'mi komplikované. Nézorné predstava hovori, Ze limita
takéhoto typu zavisi od "rychlosti”, akou sa hodnoty funkcii v ¢itateli a menovateli bliziak 0.
Toto je vyjadrené v nasledujiicom pravidle.

L "Hospitalovo pravidlo

Nech

limg_,, f(T) = limg_,, Q(T} =0

2. vistom okoli ¢ida @ maju obidve funkcie a derivéciu,
- ! n
]'llnm =L gf {;:j

3. existuje



lim,_,, £

o glz) ]
Potom existuje g aplati

Z|4

UZitognost' tohoto pravidla vynikne e&te viac, ak s uvedomime, Ze limity "typov ~ , .00,

)

o0 T 0 o0 - - 1_’
, 199, ac™, ("' mbZeme pomocou Uprav previest na limitu "typu

Priklad 27. Pomocou L'Hospitalovho pravidla vypocitame niekol’ko limit. Pri pocitani kazdej
limity samostatne overte predpoklady pouzitia pravidla.

Riesenie
0
{‘.l_
Typ
. o ] et
lim =lim— =1
r— T =0 1
oo
o0
Typ
. log. x -
lim 08a T _ lim &lna —
00 T =00
Typ O.00:
1
] ) In ) = ]
lim #ln £ = lim T = lim ZL— = lim —z = ().
=0T =T p r—0T — T et

Niekedy pouzivame L'Hospitalovo pravidlo viackrat za sebou.
o0 — OO0
Typ :

I 1 1 )_1_ :J:—l—lnrr_
:r:l—IH In x r—1 _:r:l—IH f:r—l]ln .’J'.'_

_ 1
zZ

1 1
lim ———— = lim 5 = 5.
z=1l ln x + £== :r:—)l;-|—;g 2

1
T



f(z)9(®) = e9(x) In(f(2))

Typ 1%°: (pouzijeme rovnost )
. 1 . In 08 2 Hm. q ln 208 2 lim —gpiiniz
lim (cos 2z) =" = 111'11] e =2 =e ° 22 =Ml T
x—+0 T+l
lime—o —222 lim._g o — plimeg —2582E 9 L
e 3 coa = g & = -
£

Pozor na nespravne pouZitie L'Hospitalovho pravidla:

1
. 1 1 . 1 —./x . N
lim | — — —) = lim —‘»/{_ = lim vz _ —D0.
=+ \ T ﬁ =0+ T =0+ 1

Ngjst’ chybu v tomto postupe a opravit’ ju nechame na citatel’a.



