FUNKCIONALNE POSTUPNOSTI A RADY

1.1Funkcionélne postupnosti

Definicia 1.1. Kazdu postupnost, ktorej ¢&leny su funkcie, nazyvame
postupnostou funkcii (resp. funkcionalnou postupnostou ).

Definicia 1.2. Postupnost funkcii {f, (x)}’_,, ktoré st definované na mnozine

S, je konvergentna vbode al S vtedy alen vtedy, ak vtomto bode
konverguie ¢iselna postupnost {f,(al},., ti. ak plati lim f,(a)=b.

n=1"’

¥

MnoZinu vSetkych bodov a , v ktorych funkcionalna postupnost {f, (x)}*_,

konverguje, nazyvame oborom konvergencie danej postupnosti.

Ak postupnost funkcii {f,(x)}:., konverguje na mnozine M a naviac ak pre
kazdé al M plati I|®rg fn(a): f(a), kde f(x) je nejakéa funkcia, hovorime, ze
postupnost {f, (x)}*., konverguje k funkcii f(x) na mnozine M (resp. f(x)je

limitou postupnosti {f, (x)}%_).

Definicia 1.3. Postupnost funkcii {f (x)}'., konverguje na mnoZine M,
M1 S, ak konverguje vkazdom bode mnoziny M, tj ak plati
“x1 M," ef0,$n,T N," nfng,nT N:|f (x)- f(x)e.

Poznamka 1.1. Vzhladom k tomu, Ze pri predchadzajucej definicii sa na
funkcionélnu postupnost pozerdme ako na Ciselnu postupnost’ v jednotlivych
bodoch, tento typ konvergencie nazyvame bodovad konvergencia
funkcionalnej postupnosti.

1.2Funkcionélne rady

Definicia 1.5. Nech {f,(x), f,(x)....,f,(x)..} je postupnost funkcii, pri¢om

kazda znich je definovand vkazdom bode mnoziny S. Vyraz

5 f (x)=f,(x)+ f,(x)+...+ f (x)+... nazyvame funkcionalnym radom.
=1

Priklady funkcionalnych radov:

¥
o

1. g X" =x+x*+x%+...
n=1



Vezmime si napriklad rad 1. Ak za x zvolime nejaké konkrétne reélne Cislo,
dostaneme ciselny rad. Napriklad

¥
pre x =2 dostaneme § 2" =2+22 +2° +...
n=1

¥ Ol . .2 .3
pre x:% dostaneme § &0 =#0, 80 , B0,

medg e3g e3g e3g

¥
pre x=-1 dostaneme § (- 1)" = (- D+ (- 17 +(- 2)° +...

n=1

O kazdom z tychto radov vieme (na zaklade teorie Ciselnych radov)
rozhodnut o jeho konvergencii.

Podobne ako u Ciselnych radov mézeme vytvorit postupnost’ ¢iastoénych
suctov

Funkcie s(x),s,(x),... nazyvame &iasto&nymi stétami funkcionalneho radu.
Postupnost  funkcif {s,(x),s,(x).....s,(x)..} nazyvame postupnostou

yrrey Op

¢iastoCnych suctov funkcionélneho radu.

Pojmy  konvergencie adivergencie funkcionalnych radov sudvisia
s postupnostou ¢iastoénych suctov.

Definicia 1.6. Nech al S. Hovorime, Ze funkcionalny rad konverguje
(diverguje) v bode a, ak vtomto bode konverguje (diverguje) postupnost

giastoénych saétov {s, (x)}¥

n=1-"

Funkcionalny rad konverguje (diverguje) na mnozine M |1 S, ak konverguje
(diverguje) v kazdom bode tejto mnoziny. T.j., ak v kazdom bode xI M



existuje limita lims, (x) = s(x), potom tdto limitnd funkciu nazyvame stctom

¥

funkcionalneho radu § fn(x) na mnozine M .
n=1

Tato skuto¢nost mdéZzeme zapisat nasledovne:

81 ()= 1)+ £+t () +... =s(x),xT M

¥
Poznamka 1.4.V definicii 1.2. sme sa na funkcionalny rad § fn(x) pozerali
n=1

¥
> ~ v’ , o]
v kazdom bode a z mnoziny M ako na Ciselny rad g fn(a). Tento typ
n=1
konvergencie nazyvame bodovou konvergenciou funkcionalneho radu na
mnozine M . Mnozinu M nazyvame oborom konvergencie funkcionalneho

radu 5 f, (x).

n=1

¥
Priklad 1.4. N4jdite obor konvergencie funkcionalneho radu é x".
n=1

¥
Riedenie: Mame dany rad § x" = x+x? + X3 +x* + ..+ X" + ... .

n=1
V kazdom bode x1 R je tento rad geometrickym radom, ktory konverguje, ak
je |da a diverguije, ak je |q ® 1.

V nasom pripade q = x, tj. rad konverguje, ak |Xd, diverguje, ak [x3 1.

Obor konvergencie je interval (- 11) a pre kazdé &islo xi (- 1,1) plati rovnost
(na z&klade vzorca pre sucet geometrického radu )

¥

o X
AX" =x+xX+xCHx X
n=1 1- x

¥

Priklad 1.5. Najdite obor konvergencie funkcionalneho radu é —.
n=0

o . s 1 1 1 1 1 : o
RieSenie: Dany rad é—n:—+—2+—3+...+—n+... je opat geometrickym
neo XX X5 X X
radom s kvocientom qzi, preto mobdzeme postupovat ako
X

v predchadzajucom pripade.



Rad konverguje, ak |£|él, z ¢oho po Uprave nerovnice dostaneme |x|ﬁl t..
X
x1 (-¥,-1)E@L¥).

Oborom konvergencie je mnoZina ( ¥,-1)E(1.¥) aplati na nej rovnost

Y1 1 1 1 11 X
e s S iy
X" x X2 X8 X" 1_} x-1

X

Poznamka 1.5. Z definicie 1.2. vidime, Ze konvergenciu alebo divergenciu
funkcionalneho radu v bode mézeme zistit pomocou kritérii konvergencie
Ciselnych radov. Napriklad pri pouziti dAlembertovho limitného kritéria
postupujeme nasledovne:

najskor vypocitame limitu lim

fo (%)
xacil

ne® ¥ fn X
<L 7 . - T fn+1(x),
Vo vSetkych bodoch xI R, ktoré vyhovuju nerovnici IL{Q : a,
n n X
funkcionalny rad konverguije.
< 7 . - L fn+1(x)
Vo vSetkych bodoch xI R, ktoré vyhovuju nerovnici It@rg : i,
n n X

funkcionélny rad diverguije.

=1, musime konvergenciu

fo(x)
()]

V tych bodochxi R , pre ktoré plati lim
ne® ¥ fn X

vySetrit inym spésobom (pouZzit napr, porovnavacie alebo integralne
kritérium).

¥
Priklad 1.6. N&jdite obor konvergencie radu g n.e ™.
n=1

RieSenie: Na zaklade poznamky 1.2. vypoCitame  prislusna
limitu:

|+ e ™ _ o (n+2)e™e| . |(n+1)er| ) g n+l
lim =lim =limrP———— —‘e I|m——‘e :
n® ¥ n.e ™ ‘ n®¥‘ ne™ ‘ ne® ¥ n ne¥ n

Ak |e ¥|d, t.j. xf0, dany rad konverguje.

Ak |e ¥|fL, t.j. xé0, dany rad diverguije.

Zostava nam vyrieSit otazku, ak ‘e‘x =1,tj. x=0.
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¥
. , o - v s -
V bode x=0 dostaneme z funkciondlneho radu g ne™ ¢&iselny rad
n=1
éé 0 éé v 7 - . -
ane™ =gnl. Tento rad nesplia nutni podmienku konvergencie, t.].
n=1 n=1

diverguje.

¥
Oborom konvergencie funkcionalneho radu § n.e ™ je interval (0,+¥).
n=1

1.3. Mocninové rady

Dalej sa budeme zaoberat Specialnym pripadom funkcionalnych radov —
mocninovymi radmi. Premennd x sa v nich vyskytuje len v réznych
mocninéch, su to vlastne akési ,nekonecné polyndmy*.

Definicia 1.8. Mocninovym (potenénym) radom so stredom v bode X,
nazyvame funkcionalny rad

¥

é an(x' Xo)n :a0+ai(x' x0)+a2(x- x0)2+...+an(x- Xo)n *..

n=0

kde realne Cgisla a,,a,a,,...,a,,..
nazyvame stredom mocninoveho radu.

nazyvame koeficientami a €islo X,

Vzhladom k tomu, Ze mocninovy rad je funkcionalnym radom, pojmy obor
konvergencie a sucet radu majua pren ten isty vyznam ako u funkcionélnych
radov. Na rozdiel od nich v8ak obor konvergencie mocninovych radov
neméze byt prdzdna mnoZina.

Ak pocitame hodnotu mocninového radu v bode x=x, (t.j. zistujeme tak, Ci
v bode x, konverguje), dostaneme rad

y
a an(Xo' Xo)n :a0+ai(xo' x0)+a2(x0- x0)2+...+an(x0- Xo)n+---:a0+0+---+0+---

n=0
ktory je konvergentny a jeho sucet je a,. Dokazali sme nasledujuce tvrdenie:

Veta 1.7. Kazdy mocninovy rad konverguje aspon v jednom bode, ato vo
svojom strede.

¥
Priklad 1.8. Najdite obor konvergencie radu § a, (x- xo)n :
n=0



RieSenie: Dany rad je funkcionalnym radom, méZzeme preto postupovat ako
v predchadzajucich prikladoch. Na zaklade D’alambertovho kritéria
dostaneme

n+l
{2 X X0 2 (X %) = |X- X, lim[ 2oL
ol- :
n®¥‘ an(x- Xo)n ne® ¥ a, ¥ g
. L . , A,
Oznacme (ak existuje, je kone¢na a nenulova) | = It@rg— :
ne¥| g
n

. . . . A
Rad konverguje, ak |x- x|l&, z&oho po Uprave dostaneme |x- x0|a|—
Znamena to, Ze rad konverguje vtych bodoch x, ktoré lezia vo vnutri

. 1
intervalu so stredom v bode x, a polomerom T

. . . . .1 .
Rad diverguje, ak |x- x,|Ifl, z ¢oho po tprave dostaneme |x- x0|n|— T.j. rad
diverguje v bodoch, ktoré leZia mimo intervalu.

AK [x- X[ =1, L. [x- x| :i—L, o konvergencii alebo divergencii radu nevieme

na zaklade tohto kritéria rozhodnut.

a'n +1

aﬂ

AK | =lim

im =0, potom z D"alambertovho kritéria dostaneme

=04 pre kazdé x| R, t.j. rad konverguje v kazdom bode.

a'n+1

aﬂ

AK | =lim

im =¥ , potom z D alambertovho kritéria dostaneme

n+l

lim a'n+1(X_ XO)
n®¥‘ an(x- XO)n
okrem bodu x =X, .

=¥fl pre kazdé xi R, tj. rad diverguje v kazdom bode

Podobne (Gvahy prenechavame CcCitatelfovi) by sme mohli postupovat aj pri
pouziti Cauchyho kritéria. Z neho vypocitame | = It@rg n an| :

Hfadanie oboru konvergencie mézeme pre mocninové rady zjednodusit.




a'n+1

Ak limita | =1lim
n® ¥ an

, resp. | =limyfja
n® ¥

—II—‘

. Cislo r nazyvame polomerom konvergencie mocninového radu.

Ak | =0, kladieme r =¥ .
Ak | =¥ , kladieme r =0.

Doké&zali sme tak nasledujucu vetu:

¥
Veta 1.8. Je dany mocninovy rad Q a, (x- xo)n , ktory mé& stred v bode x,

n=0
a ktorého polomer konvergencie je r . Potom plati:

1.) Ak je polomer konvergencie nenulové C¢islo, potom dany rad
konverguje na otvorenom intervale (xo- r,x0+r) a diverguje na

otvorenych intervaloch (- ¥,x, - r),(x, +r,¥)

2.) Ak je polomer konvergencie r =¥ , potom mocninovy rad konverguje
v kazdom bode xI R.

3.) Ak je polomer konvergencie r =0, potom mocninovy rad konverguje
len v bode x=x,, t.j. len vo svojom strede.

Interval | =(x,- r,x, +r) so stredom v bode x, a s polomerom r nazyvame
intervalom konvergencie mocninového radu.

Poznamka 1.7. Pomocou vety 1.8. n4jdeme interval konvergencie
mocninového radu. Aby sme dostali obor konvergencie, musime eSte
vySetrit konvergenciu (resp. divergenciu) v krajnych bodoch intervalu.

¥ _ n
Priklad 1.9. Najdite obor konvergencie radu é M
o 3n+1

RieSenie: Je to mocninovy rad so stredom v bode X, =2 a koeficientami

n

a :3—1+1. Najskor vypocitame jeho polomer konvergencie.
n

1 3+1
) + )
| = lim/ 22| = lim 3(”+1) Y im0t im0 o
ne¥| g ® n®¥|3n+4| n® ¥ 3+ﬂ
3n+1 n
Potomr::—L:}:1
I 1



Podra vety 1.8. je interval konvergencie | =(x, - r,x, +r)=(2- 1,2+1)=(1,3).

Ostava nam zistit konvergenciu v krajnych bodoch intervalu.

¥ _ n ¥ _ n
Ak x =1, dostaneme &iselny rad § -2 a 1) .
o SN+l S,3n+1

Dostali sme rad so striedavymi znamienkami, v ktorom a, :3 1
n

urCenie konvergencie pouzijeme Leibnitzovo kritérium.

¥

Je zrejmé, e postupnost {a )’ =} 1 g je  klesajuca alimita
73n+1gv)n:1

lima, =lim =0 , teda su splnené oba predpoklady Leibnitzovho

n® ¥ ne¥ 3n+1

kritéria a rad konverguje.

o E(B-2" & 1 ¥ 1
Ak x=3 , dostaneme Ciselny rad g =a =1+ q :
o 3N+l ;3n+1 e 3N+1

Dostali sme rad s kladnymi ¢lenmi. Pri zistovani konvergencie pouZijeme
porovnavacie kritérium.

"nl N plati nerovnost ! .1
3n+1 4n

s 1 141 . . . g 1
Rad § — ==& =. Na zaklade poznatkov o Riemanovych radoch rad § =
n=1 4N n=1 N n=1 N
¥
diverguje, z porovnavacieho kritéria vyplyva aj divergencia radu § el
n=1 n

Obor konvergencie je (1,3).

¥ n
Priklad 1.10. N&jdite obor konvergencie radu § X—I

n=1

RieSenie: Stredom tohto mocninového radu je x=0. Vypocitame jeho
polomer konvergencie:

1
R (G VO B =0
n® ¥ 1 n® ¥ (n+1)| ¥ n+1

n!

Ak | =0, podla vety 1.8. kladieme r =¥ .



Oborom (a zaroven intervalom) konvergencie tohto radu je mnoZina
vSetkych realnych Cisel R.

¥
Priklad 1.11. N&jdite obor konvergencie radu § n”(x+3)n :

n=1
RieSenie: Tento mocninovy rad ma stred konvergencie ¢&islo x,=-3.
Polomer konvergencie vypocitame teraz pomocou odmocninného kritéria:

=limn=¥.
n® ¥

| =limo/|n"

n® ¥

V tomto pripade (vid vetu 1.8.) kladieme polomer konvergencie r =0.

Tento mocninovy rad konverguje len vo svojom strede, jeho oborom
konvergencie je mnoZina { 3}.

1.4 Operéacie s mocninovymi radmi

¥ ¥

Nech ga,(x-x)" a gb,(x-x)" st dva mocninové rady s rovnakymi
n=0 n=0

stredmi.

Potom ich su¢tom (rozdielom) je rad

¥ ¥
]

A (a, +b,)x- %) =& a,(x- %) +A by (x- )"

n=0 n=1 n=1
Ak c je fTubovolna konstanta (vzhfadom na n), potom
3 " $ n
aca,(x- %) =cxa a,(x- x)
n=0 n=0

Z teodrie funkcie jednej premennej z Matematiky |. pozname nasledujluce
vlastnosti kone&nych suctov:

Sucet spojitych funkcii je spojita funkcia.

Derivacia suctu je sucet derivacii (pokial existuja).

Integral (urCity aj neurcity) suctu je sucet integrélov (pokial existuju).
Mocninovy rad je sucet nekone¢ného poctu funkcii, pricom kazda z nich je
spojit4, diferencovatelna aj integrovatelna. Pre tento typ suctu (mocninovy
rad) mdéZzeme spominané vlastnosti rozSirit aj na nekonecny pocet funkcii.
Na intervale konvergencie méZzeme mocninovy rad derivovat aj integrovat

¢len po clene, pricom interval konvergencie ostane zachovany (mdZe sa
zmenit len konvergencia v krajnych bodoch). Hovori o tom nasledujica veta:



¥
Veta 1.13. Nech mocninovy rad & a,(x- x,)" konverguje na intervale
n=0

(x,- r.x, +r), kde rf0 a jeho stéet na tomto intervale je funkcia s(x), t.j.

¥
gx)=§ a,(x- x,)" . Potom platf:
n=0

a) Sucet s(x) je spojita funkcia na intervale (x, - r,x, +r).

b) Stget s(x) ma na intervale (x,- r,x,+r) derivacie v3etkych radov,

¥
ktoré dostaneme derivovanim radu s(x)=3 a,(x- x,)" &len po &lene,
n=0

tj. s€x)= & na (x- x )"

n=1
c) Suget s(x) ma na intervale (x,- r,x,+r) primitivnu funkciu, ktord

¥
dostaneme integrovanim radu gx)=§ a,(x- x,)" &en po &lene, tj.
n=0
¥

S 2 (x- ).

nwn+1

b
d) Pre kazdé dve &isla a,bi (x, - r,x, +r) existuje integral ¢p(x)dx, ktory

a

¥
dostaneme integrovanim radu s(x)=§ a,(x- x,)" na intervale (a,b),
n=0
b

% _é% a, aall
tj ?(X)dx‘g,,ei‘onu(x'x‘)) G

Priklad 1.12. N&jdite obor konvergencie a sucet mocninového radu
g X"

n= N

RieSenie: Stred konvergencie tohto mocninového radu je x,=0.
Vypocitajme jeho polomer konvergencie:

) n .
=lim =1 z éoho dostaneme r ===1.

ne¥ n+1

— =

Interval konvergencie je ( Ll). Zistime eSte konvergenciu v krajnych
bodoch intervalu.

10



V bode x=-1 dostaneme rad g
n=1

Leibnitzovho kritéria (harmonicky rad so striedavymi znamienkami).

, ktory konverguje na zaklade

g (-1

¥
Vbode x=1 dostaneme rad §
n=1

1, ktory diverguje (Riemanov rad,
n

v ktorom a =1).

Obor konvergencie daného mocninového radu je teda interval ( 1,1).

¥ n ¥
X . . , . . o -
Rad é ~—  vznikol integrovanim mocninového radu g x"'na
n=1 n n=1

intervale ( Ll).

2 3 n

¥ A ¥ N

X \Eo Y Al " X X X
a—=¢g X" lL'plx:dl+x+x2 +..+X" l+...]dx:x+—+—+...+—+...
n=1 N en-1 u 2 3 n

¥
Rad § x"'je zaroven radom geometrickym. Z vlastnosti geometrického
n=1

radu zistime, Ze jeho interval konvergencie je (- 11) a jeho stdet je
g 1 2 3 1 1 T
A X" =L X L XT = pre (- 13).

- X

n=1

Podra vety 1.13. na intervale (- 11) plat

3 X" €3 ..U €e1lu
a—=(a X 'X=®de:-ln1- +cC.
n=x N €n=1 b}j - X | XI

Ostdva eSte vypocitat konStantu c. Na jej vypocet pouZijeme poslednu
rovnost, ktora plati pre vietky x1 (- 11), teda aj pre x=0.

g 0"
a

¥
F=50:o+o+...o+...:o:- Infi- +c=-0+ch c=0
=1

=1

>
>

Stget radu gx—r: =-1In[1- X pre x1 (- 11).

n=1

Poznamka 1.10. Pri pocitani suctov radov ¢asto postupujeme rychlejSim

spésobom. Postup ukaZzeme na predchadzajucom priklade. Z vety 1.13.
¥ n
L X Ay . . R
vyplyva, ze rad é — mobzeme na intervale konvergencie (ktory urime
n=1
neskér) derivovat ¢len po €lene, t.j. zamenit poradie sumacie a derivacie:

11



e x"U _da&x"0 41 .. 3 .1
A-—g=ag =4 -n"=4x
en=1 n u n=1 n 4] n:1n n=1

¥ n

. . . o X . .
Po formalnom zderivovani radu g — sme dostali geometricky rad,
n=1

krorého obor konvergencie je interval (-11). Rovnaky interval
konvergencie (nie obor) ma aj pévodny rad. Ak sucet geometrického radu

¥

. 1 ~ , ,

je  x™*=——, potom pre pévodny rad plati
n=1 - X

Z ¢oho dostaneme
I -
S(X)_Ol-_xdx_ InfL- X{+c pre xI (- 12).

Konstantu c¢ vypocCitame (rovnako ako v priklade 1.12.) dosadenim
stredu danych radov.

¥
Priklad 1.13. N&jdite si¢et mocninového radu  n x" .
n=1

RieSenie: Pri hladani suétu radu sa snazime zistit, z akého
geometrického radu vznikol. Vzhfadom na to, Ze derivovanim,
integrovanim a nasobenim konStantou sa interval konvergencie
mocninového radu nemeni, budeme ho hfadat pri geometrickom rade
(tam je to najjednoduchsie).

¥
Aby sme integrovanim ,odstranili“ koeficient n, musime z radu é nx"
n=1

vyfat konstantu x. (Pozor, premennou vzhlfadom na sumaciu je n!)

¥ ¥
[¢] o] -
a nx" =xg nx"*
n=1 n=1

¥
. ~ z- e O -
Najskor najdeme stcet radu g nx"*.
n=1

¥ ¥
Oznadme stéty oboch radov s(x)=g nx" a s,(x)=§ nx"*.
n=1 n=1

88 .U 8 [« n1 s x"_§& .,
O XTIk =g [gxTdx|=a n—=a X
En=1 u n=1 nar N n=1

12



Dostali sme geometricky rad s kvocientom x, mbéZeme vypocitat jeho
interval konvergencie a sucet.
3 X

ax" =x+x+x+.+x"+..=—— ak xI (-12)
n=1 - X

Interval konvergencie pdvodného radu je tiez (- 11), teda Gpravy, ktoré
sme robili formalne, platia pre kazdé x z tohto intervalu.

Dostali sme (s, (x)]dx = ﬁ .

¢ x b _10-%-x(-1_ 1

&L- xH (1- x)? (1- x)*°

Potom s,(x) =

)= 08 (9=

¥
Stget mocninového radu § nx™* je funkcia ﬁ pre xi (- 1.1).
n=1 - X

Niekedy musime rieSit aj opa¢ny problém — mame danu funciu, ku ktorej
chceme najst taky mocninovy rad, aby bola jeho su¢tom. Poméze ndm
v tom nasledujuca veta:

Veta 1.14.(0 jednoznalnosti vyjadrenia funkcie mocninovym radom)
Nech funkcia s(x) je na otvorenom intervale | suétom mocninového

¥ ¥

radu g a,(x- x,)" aj radu gb,(x- x,)". Potom pre kazdé n=0123...
n=0 n=0

plati a, =b,, t.j. oba mocninové rady su rovnaké.

1.5.Taylorov rad

Vratme sa k problému zo zaveru predchadzajucej kapitoly: Ako najst k danej
funkcii f(x) taky mocninovy rad so stredom v bode x,, aby f(x) bola jeho
suctom? Z vety 1.14. vyplyva, Ze ak sa ndm taky rad podari najst, su uz jeho
koeficienty dané jednoznatne. MbdZzeme ich vypocitat pomocou hodnét
derivacif funkcie f(x) v bode x, takto:

4= 1), &= 1), 2, =100 o, -
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¥
Mocninovy rad Q a,(x- x,)", ktorého koeficienty a, vypoéitame tymto

n=0
spésobom z funkcie f(x), sa nazyva jej Taylorov rad.

Definicia 1.10. Nech funkcia f(x) ma v bode x, derivacie v3etkych radov.
Potom mocninovy rad

¥ §0) ) f £ (n) ]

8 ) sy = o)t w)e TS sop e TNy
n=0 ) . !

nazyvame Taylorovym radom funkcie f so stredom v bode X, a oznaCujeme

T(f,x,) (resp.T(f,x,,x), ak potrebujeme hodnotu Taylorovho radu v bode

X).

NajcastejSie pouzivame Taylorov rad funkcie f so stredom v bode x, =0,
ktory nazyvame aj Maclaurinovym radom.

V rade

§ 10(x,)
Ezlo n!

f‘(xo)(x_ %+ ()

o : o (x- %,)" +...

(x- %)™ = £ (xo) + F &%, )(x- %,)+

>

oznaéme znakom R (f,x,,x) zvySok po n-tom &lene, t.].

g M) o 100) ey, 72 (%) -
k§+1 k! (X- XO) - (n+1)| (X- XO) +W(X' XO) +....

Sactom Taylorovho radu na jeho intervale konvergencie nemusi byt funkcia
f (x), z ktorej sme rad vypogitali. Zavisi to od spravania postupnosti zvy3kov

{R,(f. %0, X)),

Veta 1.17. Nech ma funkcia f(x) v bode x, derivécie v&etkych radov. Potom
na intervale | obsahujdcom bod x, plati

9= 1)+ 1o )+ P00 eyt oe 00Ny

_§ 1)

nl (X - X )n
n=1 -

vtedy a len vtedy, ak pre kazdé cislo x1 | plati lim R (f,x,,x)=0.

Priklad 1.14. Najdite Taylorov rad funkcie f(x)=e* so stredom v bode
X, =0.

14



RieSenie: Taylorov rad tejto funkcie najdeme pomocou definicie 1.10.
Najskor vypocitame hodnoty jednotlivych derivacii v bode x, =0.

Po dosadeni dostaneme Taylorov rad funkcie

2 3 n ¥
T(ex,o,x):1+x+%+§+...+X—+...:éX—.

nl meo N

V priklade 1.10. sme vypodcitali, Ze oborom konvergencie tohto radu je
interval ( ¥,¥). Da sa dokazat (napr. Kluvanek, MiSik, Svec:Matematika 1.),

ze pre tento rad plati lim R, (f,%,,x)=0. Suctom radu je funkcia f(x)=e*, t,.
pre kazdé x1 R plati rovnost

. 2 X3 Xn éé Xn
e :1+X+?+§+...+—+...:a—
|

n! nep NI

Priklad 1.15. Najdite Taylorove rady funkcii y=sinx a y =cosx so stredmi
v bode 0.

RieSenie: Najskdr najdeme (podla definicie 1.10.) Taylorov rad funkcie
y=snx.

y=snx b y(0)=0
yt=cosx b y(0)=1
y€=-snx b y«(O):O
y&=-cosx b ya0)=-1
y“=snx p  y¥0)=0

15



Vyjadrenie n-tej derivacie dostaneme zo zakladnych vztahov, platiacich pre

goniometrické funkcie (cosx = Singx +%9).
e

2
P .- P
) Snn— y SNN—
T(Enx0,X)= 0+ S x+ 22+ hxe+ Dty h 2yny SR 2
1to2n 3 4 n! o Nl

VSetky pérne ¢leny Taylorovho radu sa nuly, méZzeme ich teda z kone¢ného
suctu vynechat. Rad, ktory tak dostaneme, ma tvar

Da sa lahko dokézat (prenechavame to Citatelovi), Ze oborom konvergencie
tohto mocninového radu je interval (- ¥,¥). Ostava nam este dokazat, Ze

suctom radu na tejto mnozine je funkcia y =sinx. Pri dékaze opat mbézeme
pouzit odhad zvySku po n-tom (resp. 2n+1-om) €lene.

Pre kazdé x| R plati rovnost

Podobnymi uvahami mbéZzeme ukazat, Ze Taylorov rad funkcie y=cosx so
stredom v bode 0 je

XZ X4 X6 X8 X2n

¥
T(cosx,0,x) =1- 5+E E+§ ,_:20(- 1) )

pricom oborom konvergencie je cela mnozina R a su¢tom radu je funkcia
y =cosX, t.j. plati rovnost

x2 x* xt X & n X R
cosx=1- —+—- —+—- .= -1 re kazdé x| R.
21 4 o 8 20( ) i2nj! P

2n

Priklad 1.16. Najdite Taylorov rad funkcie y=(1- xf',al R so stredom
v bode 0.

RieSenie: Podobne, ako v predchadzajucich prikladoch, vypocitame najskor
prislusné derivacie:

16



yé=a (1- xf*(- 1) b y(0)=-a
y@=a(a - )1- xJ?(- 17 = y(0)=afa - 1)
y#=a(a - 1)@ - 2)1- x* (- 1° = yq(0)=-afa - Y@ - 2)

yVU=al@-1a-2.f-n+D)a- xf"(-10" b
P y(”)(O): (-1)'af@-1a- 2).(a-n+1)

Na prehfadnejSi zapis Taylorovho radu tejto funkcie je vhodné rozsirit
definiciu kombinaénych &isel, ktord pozname so strednej Skoly.

Nech al R,nT N.Potom kombina&né &islo g * defmuleme nasledovne:
Ng

20_afa-1a-2).a- n+1)’ pricom kladieme 20
Ng n! g i}

Taylorov rad tejto funkcie mézeme zapisat

a _®0 @0 @0, a&0 a0,
(- ¥ OX)—gog g, By et (U 0
=4 yf S

n=0 Ng

Obor konvergencie tohto radu zistime pomocou dAlembertovho kritéria.

_ ncea 9n+1
( ) n+1,:3

ml@- ) _

n+1

lim
n® ¥

L=k =1

=|xlim
n® ¥

(@S & e+l

Ng

Tento rad konverguje v bodoch spifiajlicich nerovnost [Xd, v bodoch ,
v ktorych je |Xfl rad diverguje. V bodoch 1 a - 1 moZze rad bud konvergovat
alebo divergovat’ (jeho spravanie zavisi od Cisla a ).

Na intervale (- 11) plati rovnost

a0 a0

_Xaas)xaa
gozgz gz

0,
_X
ﬂ
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Rovnako moZeme postupovat aj pri poéitani rozvoja funkcie y=(1+x)*
(alebo mézeme pouzit substiticiu y =-t). Maclaurinov rad tejto funkcie, t.j.
rad

a %0 w‘o %0 2 w‘o 3 w‘o n g

(L+x) =Rorth g TE T T A S

Og &lg &24 35 Ng n=1 &N
nazyvame aj binomickym radom.

Poznadmka 1.12. Z prikladu 1.16 pri réznych volbach Cisla a dostavame

Taylorove rady roznych funkcii. Napriklad, ak a = - %

¥ -
! :1+1x+§x2+Ex3+...:1+é1>G>6x"'>‘(2n 1)x”.

1-x 2 8 48 . 2X456..%2n

V predchédzajacich prikladoch sme hladali Taylorove rady funkcii pomocou
definicie. Niekedy je v8ak vyhodnejSie pouzit dbsledok vety
o jednoznac¢nosti rozvoja funkcie do mocninového radu.

Dosledok (vety 1.14.) Nech je funkcia f(x) na intervale | sua¢tom
mocninového radu so stredom v bode x,, Potom tento rad je uz Taylorovym
radom tejto funkcie.

Priklad 1.17. N4jdite Taylorov rad funkcie y = arctgx so stredom v bode 0.

RieSenie: Ak tato funkciu zderivujeme, dostaneme y¢=arcig& = T

Funkcia

i Jctom metrického r ktoréh rvy Clen je 1
v je suctom geometrického radu, ktorého prvy c¢len j

a kvocient - x?. Oborom konvergencie tohto radu je interval (- 11).

Pre xi (- 1) plati rovnost

1 2 4 6 n_,2n n_2n
=1- - LH-1 .= -1 )
— X2+ x* - x4+ (- 1) X + 20( )" x

Integrovanim radu ¢len za ¢lenom dostaneme

3 5 ’ 9 2n+1 ¥ 2n+l
x* XX X X X
arCthZX'?+—-—+—-...+(- 1)" +.=3 (1

1 :
5 7 9 2n+1 20 2n+1
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Poznamka 1.13. Podobnym sp6sobom mézeme ndjst aj Maclaurinove rady
niektorych inych funkcii, napriklad y=arccotgx, y=In{l+x),y=In{1- x) .
Pre posledné dve funkcie su to rady

2 3 4 n+l ¥ n+l
o

—x- XXX S X =8 (-2 T(
In(1+ x) = x R +..+(- 1) gt 20( 1) cak xT (- 1)
B XZ X3 X4 Xn+l B éé Xn+l R
In(1- x)=-x- 23 T aatTa o akoxd (- 12).

Pomocou poslednych dvoch radov mézeme priblizne pocitat prirodzené
logaritmy len pre malé Cisla. Na vypocet logaritmov vacsich €isel pozivame
nasledujuci Maclaurinov rozvoj

1+x & x* x®° x' x° x2mt 0 & x*™
X +..+ +.3=23
1- x 3 5 7 9 on+l T "% o2n+1

ktory vypocitame z predchadzajucich pouzitim operéacii s radmi (staci si

, kde xI (-13),

uvedomit, Ze In% =In(1+x)- In(1- x)).

Priklad 1.18. N4jdite Taylorov rad funkcie y =arcsinx so stredom v bode 0.

RieSenie: Po zderivovani tejto funkcie dostaneme y¢=arcsintx = =
1- X

V priklade 1.16. sme nasli Taylorov rad funkcie y=(1- x)*. Pre kazdé
x1 (- 11) a pre kazdé reélne &isloa plati

. @0 @b a0, @@, a0 . $ nd@0 .
- =¢ =- = =X - = N O = = -1 =X
(- %oa §15X+§25X §3BX rer b o= a b 2

. . . 1
Ak v poslednej rovnosti zvolime a = - > a x=t* dostaneme

l -
(1- tz)'E =1 =1+Et2+1>3t“+1>e>6t6+...+1><3>6x“'>‘(2n 1)t2“+...:
1- t2 2 24 24 X6 2X4x6%..X2Nn

=1

+§ 1356 ..42n - 1)t2n
1 2X4X6%..X%2N

Integrovanim &len po ¢&lene (vid veta 1.13.) tohto radu na intervale (- 11)
dostaneme
12 13t° 1386t 13%6%..{2n- 1) >
+ + 4+ +

acsnt=t+=-— —
23 245 2467 2X456%..2n 2n+1
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_t+§ 13>5x..42n- 1) 1>
1 2X4X6%.%n 2n+1

¢o je na zéklade vety o jednoznacnosti rozvoja funkcie do mocninového radu
Taylorov rad funkcie y = arcsint pre t1 (- 11).

1.6.Aplikacie Taylorovych radov

Taylorove rady pouzivame na priblizné vypocty hodnét niektorych funkcii
avSade tam, kde je pre nas vyhodné (resp. nevyhnutné) nahradit
elementarnu funkciu jej Taylorovym radom, t.j. nekonec¢nym polynémom.

Priklad 1.19. Vypoditajte priblizne &isla e e®,+e.

RieSenie: Taylorov rozvoj funkcie y =e* so stredom v bode 0 je

. x> X3 X" g x"
e =1+X+—+—+..+—+..=9 —.
2 3 n! o NI

Jeho obor konvergencie je cela mnoZina R, tj. za x mbzeme zvolit
[ubovolné realne Cislo.

1 1 1 1 1 1 65

Ak x=1b e=1+1+—+—+.. .+ —+ .. . &1+1+=-+-+—=— % 2,708333
22 3 n! 2 6 24 24
Ak x=3pb e3:1+3+g+z+...+3—+...&1+3+g+£+§:@&16.375
22 3 n! 2 6 24 24
Ak
1 1 ge}g”
L + 2 .
x=ip ez=1+14+4.8, 4828, 49,1, 1,1, 1 08, 0
2 2 2 3 n 2 8 48 384 384

Vypocty v tychto prikladoch sa len ilustraéné (zobrali sme len prvych pat
¢lenov radu) , presnejSie hodnoty by sme dostali, keby sme scitali viac
Clenov.

Pozndmka 1.14. Z predchadzajuceho prikladu vidime, Ze Taylorov rad
funkcie y =e* konverguje rychlejSie pre malé hodnoty Cisla x, s rastdcim x
je konvergencia pomalSia (hoci rad konverguje v kazdom bode).

Podobne mézeme pocitat aj hodnoty goniometrickych funkcii (pouZzitim
prislusnych Taylorovych radov), prirodzené logaritmy (tu si treba dat pozor
na obor konvergencie avzhfadom nan vybrat vhodny rad), odmocniny
(pomocou binomického rozvoja) a podobne.
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Na zaver te6rie Riemanovho integralu (skripta Matematika 1.) sme uviedli
elementarne funkcie, ktorych integrdl sa neda vyjadrit pomocou
elementarnych funkcii. V tychto pripadoch mézeme primitivnu funkciu najst
pouzitim rozvoja integrovanej funkcie do mocninového radu.

Priklad 1.20. Pomocou Taylorovho rozvoja integrovanej funkcie vypoc itajte
.Sn X
dx .
X

RieSenie: Taylorov rad funkcie y =sin x so stredom v bode 0 je

3 X5 X7 X9 éé X2n+l

snx=x- —+—-—+—- .= (-1" :
3 s 7 9 20( ) i2n +lj!
Jeho obor konvergencie je (- ¥,¥).

Realne Cislo x! 0 je vzladom na sumaénu premennu v rade konsStanta, teda

. snx - . .
rad funkcie y =—— ma ten isty obor konvergencie, pricom
X

ﬂzl_x_2+x_4_x_6+x_8_ :g (- )nx—zn
X a'sg 7 9 T4 (2n+1)

Na zaklade vety o integrovani mocninovych radov ¢len po ¢lene dostaneme

Snx, @ x2 x* x® X n X o, _
()—dx X_§-§+E 7+§ +( 1) (2n+1)!+...gjx—
X3 X5 X7 X9 X2n+l éé X2n+l
=X- ot +(-2) ~=a)
38 565 7 99 + )(2n+1)!>(2n+1)+ f’}o( )(2n+1)!>(2n+1)

pre kazdé xI R x! 0.

Rovnako postupujeme aj pri vypocte urcitého integralu, pri¢om hodnotu
integralu vypoc&itame Newton-Leibnitzovym vztahom. Presnost vypoctu
zavisi od poctu pouzitych ¢lenov vysledného radu. Velkost chyby mbéZzeme
odhadnut pomocou niektorého z tvarov zvysku.

Poznadmka 1.15. Taylorove rady sa v matematike vyuZivajid na mnoZstvo

dalSich uloh. M6éZzeme pomocou nich pocitat limity, derivacie, rieSit
diferencialne rovnice.
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1.7 Priklady

oy : o g (x-1 & x"3
1. Najdite obor konvergencie mocninového radu g v a pp
= (2n-1)" S(2)
510n X"
AN

2. Derivovanim alebo integrovanim vhodného radu najdite sucet radu
€ (x-3" & &nn+1) ., & X

21 2n 21 2" 21 2 ’ 21 n(n'*'l).

3. Derivovanim alebo integrovanim vhodného mocninového radu
g (n+1)n+2
3 (1+3)n+2)

avhodnou vofbou x najdite sucet Ciselného radu o
n=1

g n® & 1

g a 2"n(n+1)’

4. Pouzitim rozvoja integrovanej funkcie do mocninového radu
p

e ‘cosx e
vypocitajte g—dx, o— O35 -
X o X o1 X
6

5. Pomocou vhodného mocninového radu priblizne vypocitajte sing%g,
elg

In2, 34, arctggég.
€59

22



