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Separované diferenciálne rovnice 
 
 
- je u nich charakteristické oddelenie funkcie od x od funkcie od y: 

( ) ( ) 0=′⋅+ yyQxP  
( ) ( ) cdyyQdxxP =+ ∫∫   c je konštanta. 

 
 
 
Príklad č.1: 
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Príklad č.2: 
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Príklad č.3: 
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Separovateľné diferenciálne rovnice 
 
 
- charakteristické zmiešanými funkciami od x aj od y. Po jednoduchej úprave 

dostávame separovanú diferenciálnu rovnicu: 
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Príklad č.4: 
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Príklad č.5: 
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Príklad č.6: 
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Príklad č.7: 
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Príklad č.8: 
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Príklad č.9: 
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Príklad č.10: 
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Homogénne diferenciálne rovnice 
 
 
- zavádzame novú premennú u. 
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Príklad č.11: 
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Príklad č.12: 
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Príklad č.13: 
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Príklad č.14: 
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Príklad č.15: 
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Príklad č.16: 
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Integrál podľa du budeme riešiť pomocou rozkladu na parciálne zlomky: 
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Pokračujeme v riešení integrálov: 
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Príklad č.17: 
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Lineárne diferenciálne rovnice 
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Príklad č.18: 
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Príklad č.19: 
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Príklad č.20: 
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Príklad č.21: 
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+=α′

+
=

α
+

α−α′

∫  
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Príklad č.22: 
 
( )

( )
( )

( )22

22

2

2

2

22

2

1
 

1

ln1ln2ln

ln
1

41

0
1

41
1

1
1

41
141

+

α
=

+
=

++−=

+
+

−=

=
+

+′

+
=

+
+′

=+′+

∫∫

x
xy

x
cy

cxy

cdx
x

xdy
y

x
xy

y

xx
xy

y

xyyx

 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )32

2

42

222

1
 41 

1
1 21 

+

α−+α′
=

+

+α−+α′
=′

x
xx

x
xxxxy   Posledné dve rovnice dosadím 

do upravenej pôvodnej diferenciálnej rovnice: 
( )

( ) ( )

( )

( )22

3

32

2

222232

2

1
1

3
1

3
11 

1 

1
1

11
4

1
 41 

+
⋅



 ++=

++=+=α

+=α′

+
=

+

α
+

+
+

α−+α′

∫

x
kxxy

kxxdxx

x

xxx
x

x
xx
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Príklad č.23: 
( )

( )
12

 
12

ln12lnln

ln12ln
2
1ln

0
12

11
1212

12

+
α

=

+
=

++−=

=++

=
+

+′

+
=

+
+′

=+′+

x
xy

x
cy

cxy

cxy

x
y

y

x
x

x
yy

xyyx

 

( ) ( )

12
12

12 

12

2
12

1
2
1 12 

+
+

α
−+α′

=
+

⋅
+

⋅⋅α−+α′
=′

x
x

x

x
x

xxx
y  Posledné dve rovnice 

dosadíme do upravenej pôvodnej diferenciálnej rovnice: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

123
1

12
1112

3
112

2
1

112
3
112

2
112

2
112

6
1 

2
1

6
1 

2
1

2
34

1 

4
1

2

1

2
2
1

2
2

1

 

2
1212  :asubstitúci      

12
 

12
 

12121212
12 

3

3

2
1

2
3

2
1

2
1

2
1

2
1

33

+
+

−
=

+
⋅








+






 −++=

+





 −++=++−+=α

+−=α

+


















−=α









−=














−=

−

=α

−
=⇒=⇒=+

+
=α

+
=α′

+
=

+

α
+

+

α
−

+
+α′

∫∫∫

∫

−

x
kxy

x
kxxy

kxxkxx

ktt

ktt

dtttdt
tt

tdt
t

t

txdtdxtxdx
x
x

x
x

x
x

xxx
x
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Príklad č.24: 
 

2

2

2 1
2

1
2

x
xy

x
xy

+
=

+
+′   Riešime homogénnu diferenciálnu rovnicu, t.j. bez pravej strany. 

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( ) 22

3

2

3

3

2

2

2

2

2

2

2

2222

2

22

2

2

2

2

2

113
2

1
3
2

3
2 

2 

2 
1
2

1
 

1
2

1
 

1
2

1
 2 1

1
 2 1

1
 

1

1lnlnln

1
2

x
k

x
xy

x

kx
y

kxx

dxxx

xx
x

x
x
x

x
x

x
x

x
x

x
xxxx

x
xxxxy

x
xy

x
cy

xcy

x
x

y
y

+
+

+
=

+

+
=

+=α

=α

=α′
+

=
+

α′

+
=

+
α

+
+

+

α−α′+

+

α−α′+
=′

+
α

=

+
=

+−=

+
−=

′

∫
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Bernouliho diferenciálne rovnice 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )

yyz
yyz

yz
xgyxpyy

yyxgyxpy

′=
α−
′

′α−=′

=

=+⋅′

⋅=+′

α−

α−

α−

α−α−

α−α

1

1

       

1

1

 

( ) ( )xgzxpz
=+

α−
′

1
   čo je lineárna diferenciálna rovnica. 

 
Príklad č.25: 
 

22

12       
xyyxy

yyxyyx
=−′

⋅=−′ −

 

 

( )

y
zyyyz

yyz

2
2

211

′
=′⇒′=′

== −−

 

( )

2

2

2

lnln2ln

02

1                                    22
2

2

cxz
cxz

xz
z

x
x
zz

xzzx

xz
y

zxy

=

+=

=−
′

=−′

=−′

=−
′

 

( ) 2 xxz ⋅α=  
( ) ( )xxxxz  2 2 α+⋅α′=′    Posledné dve rovnice dosadíme do rovnice ( )1 . 

( ) ( ) ( )

( )

( )
kxxy

yxkxz
kxkx

x
x

x
x

xxxxxx

+=

=+=

+=+=α

=α′

=
⋅α

−α+⋅α′

2

222

2

2
2

ln

ln
lnln2

2 

2 2 2 
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Príklad č.26: 
 

( ) 1
1
1

      
1
2

22

−=
+

+′

⋅−=
+

+′

−

−

xy
yy

yy
x

yy
 

 
zyyyyz

yyz
′−=′⇒′−=′

==
−

−−

22

121

 

( )1                                              1
1

1
1

22

=
+

−′

−=
+

+′− −

x
zz

x
zzyy

 

Riešime homogénnu diferenciálnu rovnicu, t.j. bez pravej strany: 

( ) α++α′=′

+α=

++=

=
+

−
′

=
+

−′

xz
xz

xcz
x

x
zz

1
1

1lnlnln

0
1

1
z
z

0
1

 

Posledné dve rovnice dosadíme do rovnice ( )1 : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )xkx
y

xkxz

kx
x

x
xx

+⋅++
=

+⋅++=

++=α
+

=α′

=
+
+α

−α++α′

11ln
1

11ln

1ln
1

1

1
1
11
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Príklad č.27: 
 

22
1

2
1

2
1

2

4

      4

xyyxy

yyxyyx

=−′

⋅=−′

−

−

 

 
zyyyyz

yz

′=′⇒′=′

=

−
2
1

2
1

2
1

2
2
1

 

x
x
zz

xzzx
xzyzxy

2
12

42
42
2

22
1

2
1

=−′

=−′

=−′
−

 

Ďalej riešime homogénnu diferenciálnu rovnicu, t.j. bez pravej strany: 

( )
( )
( ) ( )xxxxz
xxz

xxz
xz

z
x
zz

  2
 

 lnln2ln

02

02

2

2

α′+α=′

α=

α+=

=−
′

=−′

 

Posledné dve rovnice dosadím do diferenciálnej rovnice s pravou stranou: 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( )

( ) 42

22
1

2

2

2
2

ln

ln

ln

ln
2
1 

2
1 

2
1 

2
1 2  2

xkxy

xkxy

xkxz

kxx

x
x

xxx

x
x

xxxxxx

+=

+=

+=

+=α

=α′

=α′

=
α

−α′+α
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Ortogonálne trajektórie 
 
 

- Hľadáme trajektórie, ktoré pretínajú krivky v uhle 
2
π  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ty
y

′
−

=′ 1  

 
 
 
 
 
 

( )

( ) ( )
( )

0      ;      0
0,,

0,,,,

0
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222
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=

=′−′

≠+

=
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zyxF

yzyxFzyxF
FF

zyxFF

x
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2
2 22 ≠+





=
=
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cxy
y
y

x

yxy
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=

=
′

−
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0
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Znižovanie rádu diferenciálnych rovníc 
 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

n

i
inin

nn

n

n

cdxyy

cdxyy

cdxcdxxgcdxyy

cdxxgy

xgy

+′=

+=

++=+=

+=

=

∫

∫

∫ ∫∫
∫

+−−

−−

−

M

M

1

212
12

1
1

 

 
 
 
Príklad č.28: 
 

21
3

21
2

1
2

12

2

ln

13

13

16

16

cxcxxy

cdxc
x

xy

c
x

xy

cdx
x

xy

x
xy

+++=

+





 ++=

++=′

+





 −=′

−=′′

∫

∫

 

 
 
Príklad č.29: 
 

( )

21
3

21
2

1
2

1

sin
6
1

cos
2
1

cos
2
1

sin

sin

cxcxxy

cdxcxxy

cxxy

cdxxxy

xxy

++−=

+





 +−=

+−=′

++=′

+=′′

∫

∫
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Príklad č.30: 
 

( ) ( )

2
10
1

2
1

0
2
11

00
10
12

10
1
2
1

2

10      ;  20              ;   2

5

2

1

1
4

21
5

21
5

1
4

1
3

3

++=

=
=

+=

++=

++=

+=′

+=′

=′==′′

∫

xxy

c
c

c

cc

cxcxy

cxy

cdxxy

yyxy

 

 
 
 
Príklad č.31: 
 

kcxy

kcxdxy

cxy
cxu
xu

u
uux

yuuy
yyx

+=

+=

=′
=

=−
′

=−′
′′=′⇒=′

=′−′′

∫

2

01
0

   :asubstitúci
0

2
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Príklad č.32: 
 

( )
( )
( )
( ) kxcy

dxxcy

xcy
xcu

xcu
cxu

dxdu
u

u
u

u
uu

yuuy
yy

++−=

+=

+=′
+=

+=
=−

=−
−

′

=−
−

′
=−−′

′′=′⇒=′
=′−−′′

∫

∫∫

cos

sin

sin
sin

arcsin
arcsin

01
1

01
1

01

   :asubstitúci
01

2

2

2

2

 

 
 
Príklad č.33: 
 

( )

( )
( )

qkxxy

qdxkxxy

yxkxu

kxc

xc

x
x

cxcxc

cxcu
xcccxu

xcu
xu

u

x
x
uu

yuuy

x
x
yy

++=

++=

′=+=

+=

=′

=−+′

+′=′
==

+=

=−
′

=−′

′′=′⇒=′

=
′

−′′

∫
24

2

2

2

2

2
1

8
1

5,0

5,0
2
1

            
lnlnln

01

   :asubstitúci
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Príklad č.34: Zisti, či sú dané rovnice lineárne závislé: 731 −= xy   ;    522 += xy  
 

Použijeme Wronskyjan:   
( ) ( )
( ) ( )

2

2

1

1

21

x
xf

x
xf

xfxf
W

∂
∂

∂
∂=  

( ) ( )
29

523732
23

5273

−=
+−−=

+−
=

W
xxW

xx
W

 

nezávislé. lineárnesú       0 ⇒≠W  
 
Príklad č.35: Nájdi lineárnu diferenciálnu rovnicu bez pravej strany, ak je daný 
fundamentálny systém riešení: 11 =y   ;     xy cos2 =  
 

( )

0 cotg
0 cotg

0sincos
sin

1

0
cossincos

100
sin
1

sin
sin0

cos1

=′−′′
=′′−′

=′′+′−−

=
−−

′′′

⋅
−

−=
−

=

xyy
yxy

xyxy
x

xxx

yyy

x

x
x

x
W

 

 
Príklad č.36: Nájdi lineárnu diferenciálnu rovnicu bez pravej strany. Je daný 
fundamentálny systém riešenia: xy =1  ;     xey =2  
 

( )

( )

( ) ( )

( )( )

0
1

1
1

01
1

1

0
1

1

010
1

1

1
1

=
−

+
−

′−′′

=+′−−′′
−

−

=−′′−′+′′
−

−

=

′′′

−
−

−=−==

x
y

x
xyy

yxyxy
x

yexeyxeyey
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eee
x
yyy

xe

xeexe
e
exW

xxxx
x

xxx
x

xxx
x

x
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Fundamentálny systém 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01
2

2
1

1 =+′++++ −
−− yxpyxpyxpyxpy nn

nnn K  
( ) nnnn ycycycycycxg +++++= −− 11332211 K     -     fundamentálny systém. 

 
S pravou stranou: 

( )

∑ ∫
=

−−

=χ

χ++++++=
n

i

i
i

nnnn

W
Wy

ycycycycycxg

1

11332211 K

 

 
 
 
Príklad č.37: 
 

( )
( )

( )1
1

111

11
1

01lnln2ln

0
1

22

0
1

22

0
1

2
1

2
1

22

2
                

   

                  0
1

2
1

2

2
21

2
2
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2

2

2

2
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2
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




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−
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


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=
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=
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=
+
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−
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+

−′′

∫

∫∫

∫∫
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xdx
x
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xz

xxz
x
x
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z
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x
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x
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x
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x
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x
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Príklad č.38: 
 

( ) ( )
( )







 +−=






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1

3
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Príklad č.39: 
 

Riešte diferenciálnu rovnicu s pravou stranou 1
1

1
1

−=
−

+′
−

−′′ xy
x

y
x

xy , ak je dané 

riešenie bez pravej strany: xy =1  
       xey =2  
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Diferenciálne rovnice s konštantnými koeficientmi 
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Príklad č.40: 
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Príklad č.41: 
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rr

rrrrr
 

  ( )( )( ) 0221 =−−− rrr  
Pozor! Koreň 23,2 =r  je dvojnásobný koreň! 

xxx xecececy 2
3

2
21 ++=  

 
 
Príklad č.42: 
 

31
2

442242

042
2

2,1
2 irrr

yyy

±−=
⋅−±−

=⇒++

=+′+′′

 

Riešenie je komplexný koreň   3cos3sin 21 xecxecy xx −− +=⇒  
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Príklad č.43: 
 

( )

xxx excxececy
rrr

r

rrr
yyyy

2
321

321

3

23

koreň ný trojnásob111
01

0133
033

++=

⇒=∧=∧=
=−

=−+−

=−′+′′−′′′

 

 
 
Príklad č.44: 
 

( )

( )

xxxx xececxececy
rrrr

r

rr
yyy

−− +++=

−=∧−=∧=∧=
=−

=+−

=+′′−

4321

4321

22

24

4

1111
01

012
02

 

 
 
Príklad č.45: 
 

( )

xecxeccy

irr

ir

rrrrrr
rrr
yyy

xx cossin

20

2
2

20164

0540054
054

054

2
3

2
21

3,21

2,1

22

23

++=

±=∧=

±=
−±

=

=+−∧=⇒=+−

=+−

=′+′′−′′′

 

 
 
Príklad č.46: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

2
8

2
7

2
6

2
5

3
4

2
321

8765
2
6,5

4321
244

244468468

222
12

414164

00440
044044044

−− +++++++=

−==∧==⇒=
⋅

⋅⋅−±
=

====⇒=+−∧=

=+−⇒=+−⇒=+−

xececxececxcxcxccy

rrrrr

rrrrrrr
rrrrrryyy
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Príklad č.47: 
 

( )

xxcxcxxcxcy

irir

rrryyy

3sin3sin3cos3cos

33

3
2

94366096096

4321

4,32,1

2
2,1

244

+++=

⋅−=∧⋅=

−=
⋅−±−

=⇒=++⇒=+′′+

 

 
 
Príklad č.48: 
 

xcexcey

irir

irrryyy

xx 2sin2cos

33

21
2

2042052052

21

4,32,1

2,1
2

+=

⋅−=∧⋅=

⋅±=
−±

=⇒=+−⇒=+′−′′

 

 
 
Príklad č.49: Riešte danú diferenciálnu rovnicu Ayyy =+′−′′ 107 , kde A je pravá 
strana danej diferenciálnej rovnice a je zastúpená danými funkciami: 

( )
xA
xeA

xxA
eA

x

x

2sin65d)
76c)

142820b)
12a)

2

2

3

=
+⋅−=

+−=
−=

 

Najprv riešime danú diferenciálnu rovnicu bez pravej strany (homogénnu): 

xx
h ececy

rr

r

rr
yyy

2
2

5
1

21

2,1

2

25
2

40497

0107
0107

+=

=∧=

−±
=

=+−

=+′−′′

 

Riešenie s pravou stranou hľadáme ako súčet riešenia homogénnej diferenciálnej 
rovnice a partikulárneho riešenia: ph yyy +=  

a) x
p

x
p

x
p aeyaeyaey 333 93 =′′⇒=′⇒=  

x
p

xxxx

eyaaaa
eaeaeae

Ayyy

3

3333

661210219
1210219

107

=⇒=⇒−=+−

−=+−

=+′−′′

 

Riešenie je teda: xxx eececy 32
2

5
1 6++=  
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b) aybaxycbxaxy ppp 222 =′′⇒+=′⇒++=  

( ) ( )

121   , 0   , 2
141072
281014

2010
1428201010107142
14282010272

2

22

22

+=⇒===

=+−
−=+−

=
+−=+++−−

+−=++⋅++⋅−

xycba
cba

ba
a

xxcbxaxbaxa
xxcbxaxbaxa

p

 

Riešenie je teda: 12 22
2

5
1 +++= xececy xx  

c) ( ) x
p xebaxy 2+= , pretože číslo 2 je koreňom homogénnej rovnice 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) x
p

xx

xxxxx

xxx

xxxx
p

xx
p

x
p

exxy
bba

aa
xbaxa

xbxaxbxaxbaxbxaxbaxa
exebxax

ebxaxebaxebxaxebaxae
ebxaxebaxae

ebxaxebaxebaxaey

ebxaxebaxy

ebxaxy

22

222

222

2222222

2222

22222

222

22

3
3732

166
76362

761010141471444482
761010

141471444482
44482      

422222

22

⋅+=

=⇒−=−
=⇒−=−

−−=−−
−−=++−−−−++++

−−=⋅+

++−+−++++

⋅++⋅++=

=⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=′′

⋅+⋅+⋅+=′

⋅+=

 

Riešenie je teda: ( ) xxx exxececy 22
2

5
1 3 ⋅⋅+++=  

d) Im2 xi
p eay ⋅⋅⋅= , pretože funkcia sínus je imaginárnou zložkou komplexného čísla 

( )

( )xxy

xxxixiy

ii
i
i

i
aiaa

aiaa
eeaeaiea

eayeaiy

p

p

xixixixi

xi
p

xi
p

2cos72sin3
232
130Im

2cos
232
9102sin

232
3902sin2cos

232
910

232
390ImIm

232
910390

19636
910390

146
146

146
6565146

6510144
6510144

42
ImImImIm

ImIm

2222

22

+=

⋅+⋅=







⋅+⋅






 +=

+
=

+
+

=
+
+

⋅
−

=⇒=−

=+−−
⋅=⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅−

⋅⋅−=′′⇒⋅⋅⋅=′
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

 

Riešenie je teda: ( )xxececy xx 2cos72sin3
116
652

2
5

1 +++=  
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Príklad č.50: 
 

( ) ( )[ ]

xxxecxecy

yyy
xxy

xixiy

ii
i
i

i
a

iaa
eaeiaeae

aeyiaeyaey

xecxecy

irrr

xexyyy

xx

ph

p

p

ixixixix

ix
p

ix
p

ix
p

xx
h

x

3sin63cos3sin3cos

3sin63cos
3sin3cos61Re

61
37

22237
61
61

61
37

376
371069

93

3sin3cos

31
2

40420102

3cos373cos37102

21

3333

333

21

2,1
2

0

ReReReRe

ReReRe

⋅−+++=

+=

⋅−+=

⋅+⋅⋅+=

+=
+

=
+
+

⋅
−

=

=−
=+−−

−=′′⇒=′⇒=

+=

±=
−±

=⇒=+−

==+′−′′

 

 
 
Príklad č.51: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )xxeececy

xxexxey

exixiy

i
i
i

i
a

iaa
aaiai

eeaeaieai

eaiyeaiyeay

ececy

rrrrr

xeyyy

xxx

xx
p

x
p

ixixixix

ix
p

ix
p

ix
p

xx
h

x

sincos3
5
4

sincos3
5
4cos

5
12sin

5
4

sincos
5

12
5
4Im

5
12

5
4

31
31

31
8

83
810272

810272

22

25
2

404970107

sin8107

22
2

5
1

22

2

2

22222

2222

2
2

5
1

212,1
2

2

ImImImIm

ImImIm

−⋅⋅⋅++=

−⋅⋅⋅=





 +−⋅=









⋅+⋅






 +−=

+−=
+−
+−

⋅
−−

=

=−−
=⋅+⋅+−⋅+

⋅=⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅+

⋅⋅+=⇒⋅⋅+=⇒⋅=

+=

=∧=⇒
−±

=⇒=+−

=+′−′′

++⋅+⋅+⋅

+⋅+⋅+⋅
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Princíp superpozície 
 
Príklad č.52: 
 

( )

xxx
pph

x
p

xxxx

x
p

x
p

x
p

p

ppp

xx
h

x

exxececyyyyy

ey
aa

eaeaeae

aeyaeyaey

xy

bbab

aa

xabax
xbaxa

yaybaxy

xececyrrr

exyyy

2
9
2

3
1

2
284

896

9
2

3
1

9
20

3
169069

3
139

3699
3960

0

3
2

36366096

8396

3
2

3
121

2

222

1

111

3
2

3
12,1

2

−+++=⇒++=

−=

−=⇒−=
−=+−

=′′⇒=′⇒=

+=

=⇒=−⇒=−

=⇒=

=−+
=+⋅+−

=′′⇒=′⇒+=

+=⇒=
−±

=⇒=+−

−=+′−′′

 

 
 
Príklad č.53: 
 

( )

xxx
pph

x
p

xxxx

x
p

x
p

x
p

p

ppp

xx
h

x

exececyyyyy

ey

a

a
eaeaeae

aeyaeyaey

xy

bba

aa

xaxba
xbaxa

yaybaxy

ececy

rrrrr

exyyy

4
1

36
1

6
1

4
1

4
1
14

6

36
1

6
1

36
106

6
116

66
60

0

23
2

241106

6

2
2

3
121

2

222

1

111

2
2

3
1

212,1
2

−−−+=⇒++=

−=

−=

=−
=−+

=′′⇒=′⇒=

−−=

−=⇒=−

−=⇒=−

=−−
=+⋅−+

=′′⇒=′⇒+=

+=

=∧−=⇒
+±−

=⇒=−+

+=−′+′′

−

−
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Príklad č.54: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

xxexexececy

dx
W
Wxfxxedx

x
xedx

e

e
xxey

dx
W
Wxfxedxedx

e
eey

xgxf
xf

W
x

e

x
ee

e
W

xfxg
xf

We
x

exexee
x

e
xe

W

xfxf
xfxf

Wexexe
xeee

xeeW

x
exgxexfexfxececyrrr

x
eyyy

xxxx

xx
x

x

x
p

xx
x

x
x

p

x
x

x

x

x
x

x
xx

x

x

xxx
xxx

xx

x
xxxx

h

x

ln

ln1
1

1

00

00

1

   ,    , 1012

2

21

2
222

2

22

1
112

2

11

1

1
2

2

2

2

2
1

2
1

21

21222

21212,1
2

+−+=

⋅=ψ====ψ

⋅=ψ−=⋅−=
−

==ψ

′
===

′
=−=−=

+
=

′′
==−+=

+
=

===⇒+=⇒=⇒=+−

=+′−′′

∫∫∫

∫∫∫

 

 
 
Príklad č.55: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

( )

xxxxxcxcy

dx
W
Wxfxxdx

x
xxy

dx
W
Wxfxxdxxy

xgxf
xf

W
x
x

x
x

x
W

xfxg
xf

Wx
x

x
W

xfxf
xfxf

Wxx
xx
xx

W

x
xgxxfxxf

xcxcyirr
x

yy

p

p

h

sinlnsincossincos

sinlnsin
sin
cossin

cos
1
1cos

0
sin
cos

sin
1sin
0cos

0
1cos

sin
1

sin0

1sincos
cossin
sincos

sin
1   , sin   , cos

sincos01
sin

1

21

2
2222

1
1111

1

1
22

2

2
11

21

2122

21

212,1
2

+−+=

⋅=ψ===ψ

⋅=ψ−=
−

==ψ

′
==−=

′
=−==

′′
==+=

−
=

===

+=⇒±=⇒=+

=+′′

∫∫

∫∫
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Príklad č.56: Riešte danú diferenciálnu rovnicu Ayyy =+′−′′ 96 , kde A je pravá 
strana danej diferenciálnej rovnice a je zastúpená danými funkciami: 

xAxeA
exAxeA

xxAexA

x

xx

x

sin2f)c)
e)3sinb)

2cosd)a)

3

32

42

==
==
==

 

Najprv riešime danú diferenciálnu rovnicu bez pravej strany (homogénnu): 

xx
h xececy

rrr
yyy

3
2

3
1

2,1
2 3096

096

+=

=⇒=+−

=+′−′′

 

Riešenie s pravou stranou hľadáme ako súčet riešenia homogénnej diferenciálnej 
rovnice a partikulárneho riešenia: ph yyy +=  

a) ( ) x
p ecbxaxy 42 ⋅++=  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

( ) x
p

xxxx

xxx

xxx
p

xxxx
p

xx
p

exxy

c
b

cba
ba

a
xcbabxaxax

execbxaxecbxaxebax
ecbxaxebaxae

ecbxaxebaxaey
ecbxaxebaxebaxaey

ecbxaxebaxy

42

22

4242424

4244

4244

42444

424

64

6
4

022
04

1
224

9426
16282

16282
1624242

42

⋅+−=

=⇒
−=⇒

=++
=+

=
=+++++

=⋅++⋅+⋅++⋅+⋅+⋅−

−⋅++⋅+⋅+⋅+

⋅++⋅+⋅+⋅+=′′
⋅++⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=′′

⋅++⋅+⋅+=′

 

Riešenie je teda: ( ) xxx exxxececy 423
2

3
1 64 ⋅+−++=  

b) ( )Im31 ix
p eay +⋅⋅=  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )xxeexixiy

i
i
i

i
aia

iia
aiaia

eeaeiaeia

eiay
eiay

xx
p

ixixixix

ix
p

ix
p

3sin53cos12
169

13sin3cos
169
12

169
5Im

169
12

169
5

125
125

125
11125

1918668
19186961

931631

31
31

ImImImIm

Im

Im

313131312

312

31

−=







⋅⋅+⋅






 +−=

+−=
+−
+−

⋅
−−

=⇒=−−⋅

=+−−+−⋅
=⋅++⋅−−+⋅

=⋅⋅+⋅+⋅⋅−⋅+⋅

⋅+⋅=′′
⋅+⋅=′

+⋅+⋅+⋅+⋅

+⋅

+⋅

 

Riešenie je teda: ( )xxexececy xxx 3sin53cos12
169

13
2

3
1 −++=  
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c) ( ) x
p exbaxy 32 ⋅⋅+= , pretože 3 je v tomto prípade trojnásobný koreň 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x
p

xxx

xxxx

xxx
p

xxxx
p

xx
p

x
p

exy

bb

aa

xbax
exebxaxebxax

ebxaxebaxebxaxebxax

ebaxebxaxebxaxy
ebxaxebxaxebxaxebaxy

ebxaxebxaxy

ebxaxy

33

3323323

32332323

332323

32332323

32332

323

6
1

002
6
116

26
918                                                       

236262369

262369
923323326

323

=

=⇒=

=⇒=

=+
⋅=⋅+⋅+⋅+⋅−

+⋅+⋅−⋅++⋅+⋅+⋅+⋅

⋅++⋅+⋅+⋅+⋅=′′
⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+=′′

⋅+⋅+⋅+=′

⋅+=

 

Riešenie je teda: xxx exxececy 333
2

3
1 6

1
++=  

d) ( ) Re2 xi
p ebaxy ⋅⋅⋅+=  

( )
( )

( )
( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

xxxxy

xixixiy

i
i
i

i
ib

iiiiiib

iaibaiabib

i
i
i

i
aaia

xbaxbiaxiabaxai
xbaxbaxiabaxai

ebaxeaiy
ebaxeaieaiy

ebaxieay

p

p

xixi
p

xixixi
p

xixi
p

3sin
169

119287883cos
169

23413182

2sin2cos
169

1196
169
234

169
15278

169
1Re

169
1196

169
234

169
1

125
125

125
5278

169
1

5278
169

148722030
169

146
169
12

169
5125

046125046125
169
12

169
5

125
125

125
11125

9912126444
92644

44
422

2

22

22

222

22

ReRe

ReReRe

ReRe

+
−

−
=









⋅+⋅













 +−⋅++⋅=







 +−⋅=

+
+

⋅
−
+

=

+=++−=−⋅





 +=−⋅

=+−⋅+−⋅⇒=+−−

+=
+
+

⋅
−

=⇒=−

=++−−−−−
=+⋅++⋅⋅+⋅−+⋅−⋅⋅

⋅+⋅−⋅⋅⋅=′′
⋅+⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=′′

⋅+⋅⋅+⋅=′

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

 

Riešenie je teda: xxxxxececy xx 3sin
169

119287883cos
169

23413182
22

3
2

3
1

+
−

−
++=  



Diferenciálne rovnice – zbierka príkladov.                                             Ing. Dušan Botka 

Strana 41 

e) ( ) x
p excbxaxy 322 ⋅⋅++= , pretože 3 je v tomto prípade trojnásobný koreň 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

x
p

xxx
p

xx

xx
p

xx
p

x
p

exy

cc
bb

aa

xcbxax
xcxbxaxcxbxaxcxbxax

cxbxaxcxbxaxcbxax

ecxbxaxecxbxaxecbxaxy
ecxbxaxecxbxax

ecxbxaxecbxaxy
ecxbxaxecxbxaxy

ecxbxaxy

34

22

223423423

234232

323432332

3234323

32332

3234323

3234

12
1

002
006
12
1112

2612
932346

923462612

923462612
92343        

23432612
3234

⋅⋅=

=⇒=
=⇒=

=⇒=

=++

=++⋅+++⋅+++⋅−

−++⋅+++⋅+++

⋅++⋅+⋅++⋅+⋅++=′′
⋅++⋅+⋅++⋅+

+⋅++⋅+⋅++=′′
⋅++⋅+⋅++=′

⋅++=

 

Riešenie je teda: xxx exxececy 343
2

3
1 12

1
⋅⋅++=  

 
f) Imxi

p eay ⋅⋅=  

( ) ( ) ( )xxxixiy

i
i
i

i
a

iaaiaa
aaia

eeaeaiea

eay
eaiy

p

xixixixi

xi
p

xi
p

sin4cos3
25
13sin3cos34

25
1Im

25
3

25
4

34
34

34
1

134268
296

296 ImImImIm

Im

Im

+⋅=



 ⋅+⋅+⋅=

+=
+
+

⋅
−

=

=−⇒=−
=⋅+⋅⋅−−

⋅=⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅−

⋅−=′′
⋅⋅=′

⋅⋅⋅⋅

⋅

⋅

 

Riešenie je teda: ( )xxxececy xx sin4cos3
25
13

2
3

1 +⋅++=  
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Systémy diferenciálnych rovníc 

Eliminačná metóda 
 
Príklad č.57: 
 

( )
( )

11

1   ; 1
   ; 1

=−′′⇒+=′′

′′=′⇒−′=⇒=+=′
=+=′

yyyy

yxyxtyyxy
txxyx

 

Najskôr riešime homogénnu diferenciálnu rovnicu: 

tt
h ececy

rr
−+=

±=⇒=−

21

2 101
 

Riešenie partikulárne (riešenie s pravou stranou): 

1

1
110

0

21 −+=+=

−=
−=⇒=−

=′′=′⇒=

−tt
ph

p

ppp

ececyyy

y
aa

yyay

 

Pre funkciu ( )tx  potom platí: ( ) 111 2121 −−=⇒−
′

−+= −− tttt ececxececx  

 
 
Príklad č.58: 
 

11

1

−=−′′⇒+=+′′

+′′=′⇒+′=⇒−=′
+=′

tyytyy

yxtyxtxy
tyx

 

Homogénna diferenciálna rovnica: 0=−′′ yy  

     tt
h ececy

rr
−+=

±=⇒=−

21

2 101
 

Partikulárne riešenie: 0=′′⇒=′⇒+= ppp yaybaty  

   

( )

1
1111

1
10

+−=
=∧−=⇒−=−∧=−

−=−−
−=+−

ty
baba

tbat
tbat

p

 

Riešenie systému diferenciálnych rovníc: 121 +−+= − tececy tt  

( ) 11 2121 −+−=⇒+
′

+−+=⇒+′= −− tececxttececxtyx tttt  
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Príklad č.59: 
 

( )
034

sin3sin4

sincoscos
sin34

=+′′+′
=+′′−−−′

′′−−=′⇒′−=⇒=+′
=+′−′

xxx
txxtx

xtyxtytyx
txyx

 

Homogénna diferenciálna rovnica: 034 =+′+′′ xxx  

     
tt ececx

rr

rrr

3
21

21

2

2,1
2

31                           
2

3444034

−− +=

−=∧−=

⋅−±−
=⇒=++

 

 

( ) ( )tttt ecectececty 3
21

3
21 3coscos −−−− −−−=

′
+−=  

Riešenie systému diferenciálnych rovníc: tt ececty 3
21 3cos −− ++= . 

      tt ececx 3
21

−− +=  

 
 
 
Príklad č.60: 
 

( )

( ) 0

0
0

4

4

=−

=−′′
=′′⇒′′=⇒=−′′

yy

yz
yzyzzy

 

Homogénna diferenciálna rovnica: ( ) 04 =− yy  

     
tctcececy

irrrr
tt sincos

1101

4321

4,32,1
44

+++=

±=∧±=⇒=⇒=−
−  

( ) tctcecectctcececz tttt sincossincos 43214321 −−+=
″

+++= −−  

Riešenie systému diferenciálnych rovníc: tctcececy tt sincos 4321 +++= −  

      tctcececz tt sincos 4321 −−+= −  
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Príklad č.61: 
 

( ) ( ) ( )

21
2

893

0233241
43

21

43
21

43
2

212,1

2

=λ∧=λ⇒
−±

=λ

=+λ−λ=⋅−−λ−⋅λ−−=
λ−

−λ−−









⋅







 −−
=








′
′

+=′
−−=′

y
x

y
x

yxy
yxx

 

kde 2,1λ  sú vlastné čísla matice 

tt

tt

tt

tt

t

t

ececy
ececx

y
x

c
c

ee
ee

e

e

2
21

2
21

2

1
2

2

2
2

2

2

1
1

1

3
2

3
2

3
2

23
23

243
221

43
21

1
1

33
22

143
211

43
21

⋅⋅−⋅−=
⋅⋅+⋅=

⇒







=








⋅









⋅−−
⋅

⋅







−

=ξ⇒






 −−
=








−

−−−
=








λ−

−λ−−

⋅







−

=ξ⇒






 −−
=








−

−−−
=








λ−

−λ−−

 

kde pre iξ  musí platiť, že súčin iξ  s prislúchajúcou maticou (na hlavnej diagonále 
odčítame vlastné číslo iλ ) sa rovná 0. 
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Príklad č.62: 
 
















⋅

















−
−

−
=

















′
′
′

⇒
+−=′

−+=′
+−=′

z
y
x

z
y
x

zyxz
zyxy
zyxx

211
121
112

2
2

2
 

vlastné čísla: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

321                                                                            
0611626128                                  

22222112
211

121
112

321

3232

33

=λ∧=λ∧=λ
=λ−λ+λ−=λ+−λ−λ+λ−=

λ−−λ−=λ−+λ−−λ−−−+λ−=
λ−−

−λ−
−λ−

 

Riešenie vektorov iξ  pre vlastné čísla matice 3 ,2 ,1=λ i : 

ttt

tt

tt

ttt

tt

tt

t

t

t

ecececz
ececy
ececx

z
y
x

c
c
c

eee
ee

ee

e

e

e

3
3

2
21

2
21

3
3

2
2

3

2

1

32

2

32

3
3

2
2

1

0
0

1
0
1

111
111
111

1
1
1

011
101
110

1
1
0

111
111
111

⋅+⋅+⋅=
⋅+⋅=
⋅+⋅=

⇒















=
















⋅

















⋅















=ξ⇒

















−−
−−

−−

⋅















=ξ⇒

















−
−

−

⋅















=ξ⇒

















−
−

−

 

 
 
Príklad č.63: 
 









⋅







−
=

′









⇒

=−−′
=−+′

y
x

y
x

yxy
yxx

11
81

0
08

 

vlastné čísla: ( ) ( ) 3091811
11

81
2,1

2 ±=λ⇒=−λ=⋅−λ−⋅λ−−=
λ−

λ−−
 

tt

tt

tt

tt

tt

ececy
ececx

y
x

c
c

ee
ee

ee

3
2

3
1

3
2

3
1

2

1
33

33

3
12

3
11

4242

1
4

41
82

:3   pre
1
2

21
84

:3   pre

−

−

−

−

−

⋅−⋅=
⋅⋅+⋅⋅=

⇒







=








⋅









−
⋅⋅

⋅







−

=ξ⇒







−=λ⋅








=ξ⇒








−

−
=λ
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Príklad č.64: 
 









⋅








−

=
′









⇒

+−=′
+=′

y
x

y
x

yxy
yxx

32
11

32  

vlastné čísla: i±=λ⇒=+λ−λ⇒=
λ−−

λ−
20540

32
11

2,1
2  

( )

( )titietite

eiee
i

i
i

i

tit

ittti

sincos
0
1

2
1

sincos

0
1

2
1

2
1

0
12

11
2

2

22

⋅+⋅














−
⋅+








⋅=ξ⇒⋅+=

⋅














−
⋅+








⋅=⋅







 −
=ξ⇒=ξ⋅








−−

−−
⇒+=λ ⋅+

 

1ξ  – reálna zložka 







⋅







−
−⋅








⋅=ξ⇒ tte t sin

0
1

cos
2
12

1  

2ξ  – imaginárna zložka 







⋅







−
+⋅








⋅=ξ⇒ tte t cos

0
1

sin
2
12

2  

Potom riešením bude: 

( ) ( )
tectecy

ttecttecx
y
x

c
c

tete
tetetete

tt

tt

tt

tttt

sin2cos2
cossinsincos

sin2        cos2
cossin        sincos

2
2

2
1

2
2

2
1

2

1
22

2222

⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=
−⋅⋅++⋅⋅=









=








⋅









⋅⋅⋅⋅
⋅−⋅⋅+⋅

 

 
 
Príklad č.65: 
 









⋅








−−

=
′









⇒

−−=′
+=′

y
x

y
x

yxy
yxx

15
11

5  a vlastné čísla: i20
15
11

2,1 ±=λ⇒=
λ−−−

λ−
 

( )

( ) ( )
( ) ( )tctcy

ttcttcx
c
c

tt
tttt

y
x

tttt

tititite

eie
i

i
i

i

it

itit

2sin2cos
2sin2cos22cos2sin2

2sin            2cos
2cos22sin            2sin22cos

2cos
0
2

2sin
1
1

                  2sin
0
2

2cos
1
1

2sin2cos
0
2

1
1

2sin2cos

0
2

1
1

1
21

0
215

121
2

21

21

2

1

Im
2

Re
1

2

22

+=
−+−=









⋅







 +−+−
=









⋅







+⋅







−
=ξ⋅








−⋅







−
=ξ

⋅+⋅















⋅+







−
=ξ⇒⋅+=

⋅















⋅+







−
=⋅







 +−
=ξ⇒=ξ⋅








−−−

−
⇒=λ
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Príklad č.66: 
 









⋅







 −
=

′









y
x

y
x

21
12

 a vlastné čísla: i±=λ⇒=
λ−−

λ−
20

32
11

2,1  

( )

( )

tectecy
tectecx

c
c

tete
tete

y
x

tetetete

titietite

eiee
ii

i
i

tt

tt

tt

tt

tttt

tit

ittti

cossin
sincos

cossin
sincos

cos
1

0
sin

0
1

              sin
1

0
cos

0
1

sincos
1

0
0
1

sincos

1
0

0
11

0
1

1
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2

1
22

22

22Im
2

22Re
1

2

22

⋅⋅−⋅⋅=
⋅⋅+⋅⋅=

⇒







⋅









⋅−⋅
⋅⋅

=








⋅







−

⋅+⋅







⋅=ξ⋅








−

⋅−⋅







⋅=ξ

⋅+⋅















−

⋅+







⋅=ξ⇒⋅+=

⋅















−

⋅+







⋅=⋅








−

=ξ⇒=ξ⋅







−
−−

⇒+=λ ⋅+

 

 
 
Príklad č.67: 
 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 















⋅

















+−⋅−−⋅
+⋅−−⋅

⋅−⋅−
=
































⋅
















−+⋅

















−
−
−

⋅=ξ















⋅
















−−⋅

















−
−
−

⋅=ξ

⋅+⋅





















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Veierova teória 
 
Pre trojnásobný koreň: 
 
a) 3   ; 03 111 =σ=⇒=µ h  
 
 ( ) 01j =κ⋅⋅λ− EA   131211 κκκ  

– málo sa vyskytuje – výnimočný 
 
 
b) 2   ; 12 111 =σ=⇒=µ h  
 13 22 =σ⇒=µ  
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 kde λ je koreň (vlastné číslo matice), vektory ijκ  musia byť lineárne nezávislé 
 
 
c) 1   ; 21 111 =σ=⇒=µ h  

 
13
12

33

22

=σ⇒=µ
=σ⇒=µ

 

 

 
( )
( )
( ) ( )

( )
t

t

t

ett
et

e

λ

λ

λ

⋅







κ+⋅κ+⋅κ=ξ

⋅κ+⋅κ=ξ
⋅κ=ξ

κ
κ
κ

κ⋅⋅λ−=κ=κ⋅⋅λ−
κ=κ⋅⋅λ−

=κ⋅⋅λ−

3121

2

113

21112

111

11

21

31

31
2

1121

2131

31
3

2

    
0

EAEA
EA
EA

 

 



Diferenciálne rovnice – zbierka príkladov.                                             Ing. Dušan Botka 

Strana 49 

Príklad č.68: 
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Príklad č.69: 
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Príklad č.70: 
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Príklad č.71: 
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Metóda variácie konštánt 
 
Platí vzťah: ( ) ( ) ( )∫ ⋅β⋅Φ⋅Φ+Φ=ξ − dtttt 1C  
 
 
Príklad č.72: 
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