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PREDHOVOR

Tdto 4. éast Zbierky ok = vydlej matemaliky je pokrabovanim prvych trock
fasti. Obsahuje litku 2 nekonebnyoh radov, infegrdlneho poltu funkcie dvoch
a viac premennych o 2dklady tedrie funkcie komplexnej premennej. Télo ldtka sa preberd
v druhom a trefom roéniku vysokych 3kdl technického smeru.

Spracovanie ldtky, usporiadanie prikladov, dloh a ich vysledkov, je podobné ako
v proyjch trock castiach. Pri odvoldvani sa na ldtku 2 predchidzajicich fasih poutivame
takéto oznalenie: Napriklad 4,7/1 alebo 2,3[1IT rmamehd dlanok 4.7 prvej éasti, resp.
Hanok 2,3 z trefej Sasti Zbierky. :

Za vietky pripomienky na odstrinenie nedostatkov a zepienie lohto diela, Pripadne
doplnky budeme Cilatelom velmi povdaéni.

Dakujeme leldorom J. Chavkovi, odb. asistentovi Kaledry maiemaliby SF V8T
v Kobiciach a doc. RNDr. V. Sedovi, CSec. z Katedry matematiky PF UK v Bratislave
z2a mnohé cenné pripomienky k zlepdeniu tejlo knihy. Situsne dakujeme RNDr. J. Zd-
mofikovi, C8c. 2a nakreslenie obrizkov a Nakladatelstou Alfa za starostlivost, kiori
venovalo vydaniu tejio publikdcie.
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1. NEKONECGNE RADY

1,1. Ciselné rady

Nech je dand &iselnd postupnost {a,, a;, ... an, ...}, V§raz

(= s]
&+ a3+ ... +ap+ ... alebo za,. 1}
nel
nazyvame seboneéngm radem alebo kritko radom.
Nech
M
G=mba b dan= Y oay,  w=1,2 ..
=]

Oalo 22 nazyvame n-lgm Slastolngm suftom rvadu (1) a {s,;}f__] postupnostow diastodnych midlor
radu {1).

Ak postupnost {H,};i___ p ma limitu &, hovorime, o rad (1) jo konvergentng a ma sidet & Piiome;

P il
A @y 3 a4 ... =ay b ... wieho & E il .
H=1

Ak pnﬁlupnnaf {51}:__'1 nema limitn, hovorime, 20 rad []} jl_- {Hvergrﬂi'ﬁy a nemd mldeet,
Rad

ot
Byl v Byl L. = E g (2

nazyvame zeyfkom radu (1) po n-tom Clene.

Veta 1. Rad (1} jo konvergeniny a # je jeho sGéet vtedy a len vtedy, ked jo konvergentny
rad (2), ktorého gudet je 9 — a,.

Veta 2. (Bolrano—Cauchyhe kritérium.) Nutnid a postadujics podmienka konvergencic radu (1)
Jo, aby ku ka2démmn £ > 0 existovalo také prirodzené dlalo N, Ze pre ka¥dé n > N a pre kadde

prirodzend &alo p plati:
i g q t LETT S ﬂﬂ_.n| .

Veta 3. (Nytad pedmienko konvergencie.) Ak rad {1} je kowvergentny, tak be o, i,

Yeia 4. Ak rad absolitnych hodnét élenov radu (1)

les|+laal+ ... +lan|+ ... (3

je konvergentny, tak aj rad (1) je konvergentny.
Ak rad {3) je konvergentny, tak rad (1) nazyvame abaoliitne konvergentngn. Ak vad (1] konver
guje a rad (3) diverguje, tak rad (1) nazyvame relativne konvergentngm.

Rad by 483+ ... +ba+ ..., pre ktory platt | g | S ba.n= 1.2, ... naefvame
majorantngm k radu (1).

Kritérlé pre konvergeneln a divergenciu radov
Vaia 4. Ak k radu (1)} existuje konvergentng majorantny rad, tak rad (1) jo shsolitne kon

vergentny.
Ak rad (1) je divergentny, tak a) k nemua majorantny rad je divergentns.




10 1. Nekonefné rady

n el
Veta 5. Ak Jun ( @n /] bg |)je visatnd a rozna od 0, tak rady E Stig w z I by ' s bl oba
Pl 30 m-=1 ren L

konvergentné, bud oba divergentne.

Vetn 6, (D' Alemberiove podislové Lritérium.) Ak pre rad (1) si skoro vietky éleny®) postup-
nosti {1 an,1/an i}f_l mensie, alebo sa roveaji fishu g, g < 1 [vidsie alebo sa rovnaju 1], tak rad
jv abgolitne konvergentny [divergenin¥].

Vela 7. (D' Alembertovo lmitné kritérium.) Ak pre rad (1) je lim a3, an | <2 1, tak rad (1)

Fll=s 20

je absolitne konvergentoy. Ak lim | @q,1/aa | > . rad (1) je divergentny.

TL= D

Veta 8. (Cauchyho odmocninovd kritérium.) Ak pre rad (1) sd skoro vietky éleny postupnosti
L3

{liim ©_, mensie, alebo sa rovnaji Zislu ¢, ¢ < | [vAdhie alebo su rovnajd 1], tak jorad (1)
ahsolitne konvergentny [divergentny).

L
Vet 9. (Cauchyho limitné kritérion.) Ak jo lim J[a, | <0 1. je rad (1) absolitne konvergentny,

FlL-wan

’ n
ak je lim V@, | > 1, je rad (1) divergentny.
P
Veta 10. (Raabeho kritérum.) Ak pre rad (1) =0 skoro véetky Cleny postupnosti {n{l —
— ! ag,jan n}:_, | viidgdie, alebo sa rovna,t &slu q. 7 > 1 [mendic alebo sa rovneji 1), tak rad (1)
absolitne konverguje [diverguje].

Veta 11, (Raabeho limitné kritérium.) Nech lim [n(l — !a,1jan{}] = p. Ak p =}, rad (1)
= o .

ahsolitne konverguje. Ak p <2 | rad (1) diverguje.

Veta 12, (Cunchyha integrdlne kritérium.) Nech pre rad (3) existuje spojitd funkeia fix), pre
ktord plati: '

1. fiz) je nerastiica pre re <K, o),

2 finy = Tay pren > K.

o L .
Putom. ak nxintuje,}f fiz)dr, rad (1) je absnlitne konvergentny, nk! fiz}dx = ac,rad 13) je
divergentng,

Rad
. \ "
a, — Gy @By == .., - {—1j"tia, .-i- e = Z l:—l}"""lu!n
ti=
ke @y - Opre n = 1,2, .. alebo gy <O pre n = 1,2 ..., nazyvame radem so stragdangmi
namienkama. :

Vets L. (Leibnizevo Lritérium.) Nech {lm. ;}:-l je nerastace poatupnost, polom nutnou

a postacujiicou podmienkou, aby rad so stricdavymi znamienkami (4) konvergoval, jo lim a, = 0.
LR ]

Rarl a;-i—a;q-lrulql'-i- R L 1/ SR 11 LN EP (G}
HAZVVALe g'mma.l'rick;jm radom a 2islo ¢ nazyvame jeho kvocienlom.

Yeta 14. Geometricky rad (3), pre ktory a; £ 0, je konvergentny. sk ¢ < la je divarger;tnj'.
wk (g = 1. .

y Pazei i AT



i 1.:i. (ﬂudﬂ_é rady 11

Veia 16. Rad )
o0
1+_1.,+L+...+i+..'. L a0 (8)
| 3= n=1 7"
| f’mﬁobamunj' harmonicky rad) je konvetgantn? pre x> 1a dwurgentnj' pre = = L.
Priklad 1. Pomocou limity postupnosti diastodnych stuitov néjdime sudet radu |
I 1 .1 ; .
__l.5+ri+”'+_"-‘“-_{4ﬂ—m“il—'-_n‘_r”" i%)
Riedénte. Pre 5.ty dlen radu (7) plati:
Uy = : ES l"lli J— 1"‘4 -
| "T @n—2(in + 1) 4n—3  dn 4+ 1

& pre n-t§ tiaatoény stidet radu plati:
' 71 I 1, 1 3
'l-_[(l_—. ( _.,....) ”"+('4n—1_4,u——-—3.) * (F'I-u—:i - 1»—[-])] h
N 1
“TP*ETT}

Dalej plati:
| . fim &y = lim 1(1 —_ ___1._._} l .
fi—ewm A 3 in = 1 4
l Dany rad je konvergentny a jeho sidet jo s = 4.
Priklad 2, Zistime, &i rad |
H I I I
ER TS T St A ®

je kenvergentny.
Riedenie. Pre n-ty tlen daného radu plati

| < ()

To znsmens. 3e rad Z (1/4)*"1 jo majorantnym radom k danému redu (8). Tento majorantny

rad je konvergentny geometricky rad (¢ = 1/4). Podla vety 4 aj deny rad (8} je konvergentny.
Priklsd 3. Vydetrime konvergenciu radu

2 & .
T+-?+”-+—-——+... .

Biedenis, Méme a, = 2nn, gy, = 2% (n + 1

Ked¥e plati:
lim | B | i 2D 2,
firen | g fir00 anin newos 7 1 o

podle D'Alezabortoviio limitného kritéria dang rad je divergentng,

Priklad 4 Zistime, &i rad Z ( B::i :) konverguje.




12 ' 1. Nekoneiné rady

Hisderiie, Plati:

lim l" Gn | = hlim e _—
w00 b 8ad + 3 new BR?-+ 3 8

Podla Canchyho limitného kritéria dany rad konverguje.

V(Sﬂ"!‘ﬂ) lim W +6 3

- «]
Prikisd 5. Zistime, &i rad Z {1jn?) je konvergentny.
T |

o
Riedente: O rade Z (In nin?) nemotno podle d’Alembertovho alebo Cauchyho limitného kri-

téma ziatif & Imnvﬂrgu;e, pretoZe prishusné limity sa rovnaju 1. Podla Raabeho Inmbn&hu keri-
téria mime:

lim n(l_l Gy l) - lim “(;_M) ~ lim _M-—Hm_'__(_"_.)’. .
{ +lFl‘l1!l~ n-+m A2 2n F 1 pealnnin 4 1

Fi—+ o0 J an | 1
.nlnu+l=2—1im . _.___) In (1 H_,) -2
n noew IDN

a teda dany rad je konvergentny.

pl i
Priklad 8. Vydetrime, & rad E =~ hOnverguje.
ne=l
'I'J‘

Ricdenie. Pousijeme Cauchyho integrilne kritérium. Funkvia flo) - -F pre £ € (4. )
splia podmienky vety 12 a plati:

* ells
" dx = [—ﬂ ] =e-— i
xz f-nl:ﬂ

Podla vety 12 dany rad je konvergentny.

Priklad 7, Zistime, &1 rad E {—1jn#t (Vﬂ — !J Imnvergme

LER
Risfente. Dany rad je radom so striedavymi znamienkami. Pogtupnost { I ?2—_] lr:
je kloaajten, leho pre kaidé prirodzené fslo » plati: '

1

1
SR T

— 1.
Dale) plati:

"

lim a; = lim (]«’z—- l)—- lim ],fz— Bim 11 0.

= = H—=o

PPodla Leibuizovho kritéria dany rad konverguje.

V tlohéch 1 a# 3 je dany n-ty &len ay nekonetného radu. Napiite prvyoh piit
&lenov radn.

Loan - 1 3 oo 48 —3
. by = 13_(_1]?'_] . o gy = “.1+”+1
3. a, - (1 — sin {n:,:Z}] COB {n-n:}



T, rr

1,1. Ciselné rady i3

V tlohdch 4 a# 7 néjdite n-1¥ {len daného radu, ak si vietky ¢leny radu vytvorend
podla toho istého pravidla.

1 2 3 4
PR QT A T I S ST AT AL
H’-ﬁ'*?"’w' T R
T S S TR T
T TR R R

1.2 1.2.3 1.2.3.4
e YT T 1 3 5.7

V Glohach 8 a7 10 je dany a-ty Ciastofny sidet s, radu, Napiste tento rad a najdite
jeho sidet.

B.ﬂ",:l'—%. B.s,,:--‘_Tl}n-‘
|a%=?;2

V idlohdch 11 a% 15 ndjdite stilet nekoneéného radu.
"'“_I(T"nlﬁiézu' e ,El n(n+1}| {ﬂ-{-fn'}
o f S TREl

15. E {wlyn(—) .

16, Ktoré raciondlne &islo mé nekonetny nerydzoperiodicky desn.tmny FOZVO]

0,490 = 0,490 9090 ... ,
V dlohdch 17 aZ 21 ndjdite sidet radu,

17,].%._1,._..1.__..!'.+L+ !

1
2 2 8% 16 T3 T 8

UL AL A R R A

2 3'6 9 18 7
19, a) asinx - a?sin2x -+ ... ~o*sinnx + ... kdefa] < 1
“b}acoau—}-a*can:--.’ coo datcosnx o+ ... kde |al < L
20. 1 + Z 5 arctg —— L 2 ) In (1 4 -l-)
N1 2n? ne1 n

22. Priamo z definicie sidtu nekoneéného radu dokdite, Ze dané rady konver-
guja a ndjdite ich stGéet. Kolko élenov daného radu treba najmenej vziaf, aby
tiastolny sddet npmnmava.l siidet - daného radu s chybou mensoun ako ¢.

1 n

—Hent O El @ —1F@n + 0’

=) ..§1 Bn

& = 0,0001; e = 10-8




14 1. Nekoneiné rady

[

M\? vlohdch 23 a% 37 pomocou porovndvacieho kritéria vyéefrite konvergenciu
oV )

P i . @ A
23. —m . ——
Lo | 2 Ly
2 > 3\n
25. — — | =
LG i % ) 5 (s) :
] 1 o l
29, T . e
=1 [ 2 ,El nVn'+ I
© o
n=1 . n-l
o i oy ) 1
3. ¥ oy
“Eg Inn 3 ugﬂ {In ﬂ}mﬁ
@ ] =
33 = 34. !
w1 4" ne) alnn
35 I_E % 3 —
NZI sit T 36 Rz:l Bin
37 T RIN
=] l‘hﬂ n

- 2n - 1
w o, » 5 el
&3+ 2A—ljrn
40
’;21 n + 1

V dlohdch 41 aZ 50 pomocou d'AIembert-ovho kritérin vvietrite konvergenciu
radov:

11. )j Vﬁ“  kde g{2n) =% 12, ,E. . _’:.1.
a@(@n +1) =8
3 i 2»—.1_ ) i i n
WA (e , =ik
(ﬂ'F 2
45. ’E | 46. 5.2.'. Tom
{——l)ﬂu : - nl
X i 2w

[=+]
49, Z ( } 2,‘-. 50, Y ntg 2::“'.

fi=1 |




1,1, Ctselné rady 15

V dlohdch 51 ak b5 pomocou Cauchyho kritéria vySetrite konvergenciu radov:

" 2 {nt+ 2 s
*nzl ﬂl'cf-g 5" ”Zl(ﬂﬂ—l) '
= 2n a1 @ 1
= ..2.51(3”1 ) 4 &, T T Op

1 1 1 1
“-E+¥+"z—s+"§r+"-+—““zn-x tgw

V ilohdeh 56 az 59 pomocon Raabeho kritéria. vysetrite konvergenciu radov:

6. ,;i % (l:' ).n oW ZI 101 102 g 100 = a)
e e E[msr
| V ulohéch 60 az 86 pomocou Cauchyho integrilneho kritéria rozhodnite o kon;r.-r-

gencii radov: | |
0 ki 2 (i)
62. .2] f];; ' 63, ,23 n Ii-w N
w 0

- ,._3?1'1'11*5?:' ' 8- no1 I_:.;t '

v ﬁlohéch'ﬁﬁ a% 81 vysetrite konvergenciu radov s kladnymi tlenmi:
i mniﬁ‘j-_l‘ | b7. iE(E:ﬁs-i-l)m
PSS w5 ¥

R i L
' | . rg 1 -V:(f;ﬂﬂ ' | . 121 21:: 1

4. ﬂél 33! . 76, “il i ;ﬂlﬁ .

o § st n St el
i ‘ 78. 'g,l sin yl— tg i '}" 79. ﬂi::l %% .




16 ' I. Nekoneénd rady

= i @0
RN ) 1+24 ... 4+n
80, i Y
rr;l all n? - ﬂ.Vﬂ- —n) 81. nel n3 ’

82, Pomocou nutnej podmienky konvergencie radu dokdZte rovnosti:

en no
=i P T
T
c) Itm D i e

V tlohdch 83 a% 88 pomocou Leibnizovho kritéria rozhodnite o konvergencii
rnvdov:

< 1
—_— . _1 1 .
= “Zl( ” 8 nz—i (- " 2.\/n
3 I 2 1
P e %. $ain(nt )n

V d{lohéch 87 .a% 98 rozhodnite ¢ konvergencii radov so striedavymi znamien-
kami. V pripade konvergencie zistite, &éi dany rad je absolitne alebo len relativne
konvergentny.

o -3 — (=D : < (1 1
8. L (S e w3 (G

#=1 . ) s=1

. ,E-, 1 0. Eu (—1» 3—:—‘:
o (e
9l. Z { VJ_ 92, n%l [*1;“1_1__ |
w2 - (m) . 5oy,
o El S % 3 (—ir
L, e - 98. 2 (—m 22

9‘i Nech f je kladnd, nerastiica funkma. na intervale (1, oo). Dokdite, Ze ak
rad E f(n) konverguje, tak pre zvydok tohto radu R, _/Z ftky plati odhad
n=l .

k=ngl
. Lﬂm) dz < Be <'fin + 1) + fl flz)dz.

'100. Néjdite sidet radu:

a) 2 -—T-:—z- 8 chybou mendou ako 0,1:
n=l



1,1. Ciselné rady 17

el

b) Z —13- ¢ chybou mensou ako 0,01;
: n=1 W

an

0}3

~———— s ch & ki .
o nt o & chybou mensou ako 0,03

I01. Prepona pravouhlého trojuholnika sa rovnd 1. Na jeho jednej odvesné
. : ®
ako prepone je zostrojeny jemu podobny trojuholnik atd. (obr. 1). Zistite. i rad Y as

S |

konverguje. kde a, s dlzky druhych odvesien tychto trojuholnikoy.

R

Obr, 2

1102, Do rotaéného kusela, ktorého. vyika jo B a zskladia mé polomer R, st
postupne vpisané gule (obr. 2). Nijdite sifet objemov tychto gal.

103. Dokdzte, %o ak rad ) ap konverguje, tak rad Y. A, kde dy =a, + @p, ., +

fim ] n=1]
= oee T lp,, 0y P1=1, pp < p2 < ..., ktor¥ teda vznikne zlidenim élenov
daného ra£i pri ich nezmenenom poradi, je konvergentny 2 mi rovnaky sidet.

*Obrétené tvrdenie je nepravdivé. Uvedte priklad.
+ oy a
104. Dokiite, Ze ak tleny radu 3 a, s kladné a rad ¥ 4,, (0 A, pozri pred-

ne=1 w1
chddzajiei priklad) je konvergentny, potom aj dany rad je konvergentny.
105. Dokaite, Ze z Cauchyho limitného kritéria vyplyva d’Alembertovo limitné
: kritérium. Obritené tvrdenie je nepravdivé. Ukdite to na rade

§areap

Fat+i

T |

106. DokaZte, ze tleny relativne konvergentného radu mo#no bez premiestfiovania
zhitit tak, aby novy rad bol absolitne konvergentny,

107, Dokazte, ak rad 2 @y, ap > 0 konverguje, tak aj rad E a? konverguje.
nol . n—1

v

r Zbh.erka alab
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-

108, Dokdite, ienkra.dyf{aﬂ}ﬂ- Z{bﬂ)‘-‘ Z(cuP konverguja, potom aj radz:m,b,cﬂ

=1 =l
(anbncs = 0) konverguje.
[ I
5 Vi

ne]l W

3

109. Dokéite, #e z konvergencie radu 2. a, vyplyva konvergencia radu
L
ak ay 2 0.
4]
116. Dokazte: ak rad E ay konverguje a ak {bﬁ}:‘_; je monotdénna ohranifend

postupnost, potom aj rad Z anbn konverguje.

n=1

111. Nech {a,.},?_l je postupnost a nech {, = St e +n e F 2 Dokdite, ak
hm 8 = &, potom aj hm ty = . Ndjdite priklad na to, Ze z existencie lim &, = s
e o
nevyp!jva eite extat-anma lim sp.
T
1,2. Operdcie s radmi
Majme dva nekonedné rady
@ .
@+ Gz e an b= 3 A ©n
nmi
v
by bt oo Fba o= 3 ba (2)
a Tubovolné dialo . Potom méieme utvorif daliie nekoneiné rady
A3
(@ 4 by) + (a3 + bs) + <o 4 (an 4 ba) F oo = Y, (an o+ ba) (3)
=1
8 n-tym &lenom {an + bg) "
ofy
(ay—by) + (@2 —DB2) + .. + (G —bn) + ... = Y (dn—ba) (4)
) e |
8 n-tym &lenom (ag — ba),
- -]
any + @ty + ... 4 agn .= Y (@dn) (5)
. ~
g n-tym tlenom xda, "
{ad) + (@iby + aby) + ... 4 (ada + agbn ¢ + ... Agoaby - apby) + ... =
o L 1
= Z Z (@ibn-3.1) 8 n-tym Blenom {a;by + aba- + ... =+ Gu-ba azh} = E {@ibp-1,1). {6)
n=14=1 A=1

Rad (3) naz§vame siéfom, rad (4} rozdielom, rad () uiémum radov (1) a (2) a rad (5) s-ﬁéa':lom
¢isla @ a radu (1) .

Veta 1. Ak s rady (1) & (2) konvergentné, potom s aj rady (3) & (4} konvergentné a pre
ich sufty plati:

@

Zﬂn+zbn= E{Gu“l‘bn}: Ean_zbﬂﬂz{a‘l#bl)

] n=1 n=1 a1 n=1 fs=l
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Veta 2. Nech & / 0. Potom rad. (5} je konvergentny prive vtedy, ked j& konvergentny rad (1)
a pre ich saéty plati

o s

% Z g == Z {ﬂ'-ﬂn}-

n=1 =1

Veta 3. Ak jeden z radov (1} a (2) je absolitue konvergentny a druhy je konvergentny [abso.
latne konvergentny], potom aj rad (6} je kouvergentny [absolGine konvergentny] & pre ich

sacty plati: . _
an i E N
( Y ) {3 ) = 3> (aibu-ag) (7
r=l 0 m=] M=) h—1

Nech {1, by, ...y ko ...} je postupnost prirodzenych éisiel, v ktorej sa katdé prirodzené

¢isle vyskytuje prave raz. Potom o nekoncénom rade

a

ng;l-f-ag.z—i—...-F'ﬂj.'n‘}‘---: Zatu . (8)

hovorime, Ze vanikol z nekoneiného radu (1) premiestnenim &lenov.

Yeta 4. Ked je rad (1) absolitne konvergentay, potom je aj rad (8) absolitne konvergening
a obidva rady maji rovnaky stéet. :

Veta 5. Ak je rad (1) relativie konvergentny, putom existuje také premiestnenie radu (1),
ie rad (8} je alebo divergentny, slebo je konvergentny asjcho aiéet je Tubovolné vopred zvolené

islo.

o

1

Priklad 1. Utvorme siéin geometrickyeh radov z B
1

i
n= i

jen

1
Z Feor tvypoditajme jeho silet.
=1

Alieferie. Obidva rady si absolitne konvergentné, a preto aj ich siifin je absolitne konver-
gentn¥ & podla vety 3, platd;

E i 1 f 1 ) }ﬂj 1 ) 3 5 15

AR -ignh T ga-1 S e R S
“1”‘__13 15 1= 3n-1 15"1 2 4 8
Priklad 2. Ukdfme, Ze rad

(S [ S S S

R S S e ®

je relativne konvergentny. Vhodngm premiestnenim joho élenov utvorme divergentny rad.
Riedenie. Pre iastoiné salty radu (9) plati s, = 0, pre n = 2k a 8, = 1/n, pro n = 2k — 1,
k=12 .... L toho vyplyva, #e lim #;, = U a teda rad (9) je konvergentny a mé sidet 0.

s ox
Porevnanim radu sbsolatngch hodndt z radu (9)

1 1 1 1 1 1 '
'1+1+“:‘,-+-2—+-§';'-3-+---+I+;—+--- {10}

§ harmonickym radom dostdvame, e rad (10) je divergentny. Dany rad (9) je preto relativne

konvergentny. Podla vety 5 existuje také premniestnenie #enov radu (8), %e novy rad bude
divergentn¥. Uvaiujmoe o rade '

1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1
S T T L S S S St Sl St
N [ e
1 1 1 1 1 1
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B

Nech postupnost &astotnych sidtov tohto radu je {u,. }:):-1 . Utvorme z nej vybran postupnust
{ 0%} podls postupnosti {kn}_; = {3, 4, 6, 8, 12, 16, .., kn, .. J7. kedoky =205 214

pmn=2£—l,k,=2*+1pran=2!.1==l.2,‘...'Prenpérnujem,,=r:”,-ﬂapmu
nepérne je: :

1 1 11 RS B
Ba=p Ty Tamigy o tw s mrw bt sw ATy

Z tgho vyplyva, 2e lim ok, o teda aj lim ¢, neexistuje. Rad (11) je preto divergentny.
Fime b 2=

af
112. Najdite stdet radu ¥, o0 = ™71
n=10

14%
113. Zistite, ¢i moze byt sidet:
a) dvoch divergentnych radov,
b) divergentného a konvergentnéhn radu,
konvergentny rad.

114. N&jdite sadet radu s = Z (2n 4+ 1)z tak, Ze utvorite rozdiel & — zs.
nz=l)
115. Néjdite stitet radu Z n2en-1 ak platl @iz — 2an11 + @n = 2, kde an je koe-
w1
ficient pri an.

116. Vynasobte rady

o =
a) Y nar-t a Y (—1)*tmanl, a je Gislo,

n=1 fa=1

i -1 =, a an—l
IR e v N e R

ﬁ 1 , E 1
c] f=1 “V; * n=l 2n-t e

117. Néjdite druht moeninu radu ) a1, a je &slo.

=1l

: o =l
118. Pomocou stidinu radov najdite sudet radu ), n(— %) .
1

=

119. Utvorta(”io—vt‘n_l—_ﬂ')zn zistite, &i tento rad konverguje.

120, Dokaite, Ze plati:
8) 1+’—;-—-;—+—15'+%—~-}+ = (1—-%- tg—gt )
(]
T
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1 1 1 1
121. Dokazte, ze rad 1 — FE‘ + Tgf — I,TI_ + ... konverguje a rad 1 4- _ﬁf —
1 1

1
- FE + 15 - 1,?— —_ I'EI- + ... diverguje.

—

1
— -+ ; —- < -+ ... premiestite tak, aby sa sidet nového

radu rovnal dvojnasobku pavodného radu.

1
123. Cleny radu 1 —% + 3 % R R ) L % -+ ... premiestite tak,

122, Cleny radu 1

aby novy rad divergoval,

Y 1,3.'Postupnnst funkeii

Postupnost, ktorej vietky cleny si funkeie, nazyvame postupnosfou funikeii a oznatujeme
XS = Afa fis - fn o).
Nech funkeie fi, fo, ..., fa. ... 80 definované na mnogine M. Ak &eelnd postupnast { fita),
Sila) ..., futa), ...} konvergoje (diverguje, nevlsstne konvergujel, pritom a e M, potam hovo.
rime, e postupnost funkeii {fy, fi, ..., fno oo} konverguje [diverguje, nevlasine komvergujs f
v figle a.
Ak postupnost funkeii {fﬂ}:.—l konverguje [diverguje] v ka¥dom disly mnofiny M, poton
hovorime, Ze postupnost funkﬂii{fu}i_' konverguje [diverguje] na mnofine M.
Oborem Lonvergencie N postupnosti funkei {fﬂ}:=1 unzyvame mnodinu vietkych tyeh &eicl,
v ktoryeh jo postupnost {f.,}f_] kunvergentni,
Funkeiu f, definovant na rono%ine M, pre ktord plati fla) = lim f,(a), pre kazdé &slo a e M,
Moo :
nazyvame limitou danej postupnosti funkcii na mnofine M, Ak M — N, potom hovorime iba
o limite postupnosti funkeii a oznatujeme £ = lim f,.
Wi oz
Postupnusi funlkeii {fu}:..l konverguje rovnomerne k f na mnofine M vtedy a len viedy, ak
|

: ku katdému kladnému cislu £ existuje také prirodzend islo Nie), 4o pre kaidé prirodzend &slo
! n > Nie) a pre vietky disla @ z mnoiny M plati | fy(a) — fla) | < €.

: Yeta 1. Nech f jo funkeia definovand na mnogine M a {ers €2, ..., €ay ...} je postupmost
; kladnych tigiel, pre ktoré plati lim ¢, = 0. Ak pre skoro vietky &leny postupnosti funkeii{f,,

= o

Jiv oo fay -2} definovanych na mnogine M a pre vietky tisla @ & mmoziny M platf | fo{a) —
—fla} | = ¢4, potom postupnoat {f.,}:'_ 1 rovnomerne konverguje k funkeii f na mnofine M,

Veta 2, Nech postupnost funkeif {f*}:--l spojityeh na intervale J rovnomerne konverguje
k funkeii f na intervale J. Potom jo jej limita spojitd funkein na intervale J.

Yeta 8. Nech postupnost funkeif { FIY e 1 Spojitfeh na intervale <a, &5 roviomerne konvergujo

k funkeii f na intervalo <a, b2 Potom plati:

b . b b
L i) dx | = 1i alr) da = da.
,ﬂ‘(ﬂf Fal) m) uf Jim fy(a) da gf fiz)

~ Yeta 4. Neeh postupnost funkeil {fn}:ﬁ._. | Je postupnost diferencovatelngeh funkeii ng intervale
“a, by a jej limita je funkeis f na intervale <a, 5. Nech postupnost funkeii (i, f+', ..., fo's )

spojitych na intervale <a, b rovnomerno konverguje k funkeii g na intervale {a,‘b}‘ Potom
plati g = [, {ife

lim (') = (lim fo)".
Tl—p o0 Fie=p O

S S ——
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Yeta 6, Nech postupnost funkcii{,f, w1 konverguje rovnomerne k funkeii fna intervale J.
Nech @ je fslo z intervalu J & pre kaidé prirodzené &islo n plati lim fy{x) = bn. Potom plati:
resa

lim flz) = lim by,
@ mE f=pita

tite
lim [lim fo(z)] = lim [lim fo(x)].
Tl f=wcQ Fi=r 00 =3
Priklad 1. Zistime, &i postupnost funkeif {1/(z + n)},> | rovnomerne konvergujé k funkeii
fixz} = O pa.intervale (0, ). :
? Odhadnime absolitnu hodnotu rozdielu | fa(x) -— 0 }|. Prefi plati:

1 ol 1 1
Z !_a:—l-n n

pre ka3dé prirodzené tislo n & pre vietky éisla x € (0, ). KedZe postupnost kladnych Sisiel
l,u'u}:_l konverguje k Zislu 0, podla vety 1 dané postupnost funkei konverguje roviomerne
k fankeii f(z) = 0 ne intervale (0, ).

V dlohéch 124 a% 131 najdite obor konvergencie postupnosti funkeif a jej limitu:

—_ = 2 n+a) =
124, H}n_l, 125. {% + %:- },.=|‘
z\"*|® Ly
126. {(l + H) }n_l' 127. [n (:57—1)},.-1'
128. M}m . 129, =nain f}m .
] n=1 : W in=1
130. {sin® 2 -+ cos® Zinel. 131.{9—"#}:.1 .

132, Zostrojte postupnost spojitych funkei { fajn1 definovanych na intervale
(—1, 15 takto:

a)

0 prexe(—1,0p U (1271 13,
falz) = { 27 pre x = 1/29,

linedrnej funkeii v intervale (0, 1/27) a (1/27, 1/2771),
b) :
1 preze(—l, —l/n> u {4/, 13,
Inlz) = { x

n*x pre xr € (—1/n, 1jn}

a najdite jej limitu, ak existuje.
V Glohéch 133 ai 143 zistite, &i dané postupnosti funkeii rovnomerne konvergujt

na danych intervaloch:

133, {x» —ann1 }7_4, €0, 1. 134, {2 — 220 17, <0, 1,
nat +1|% zfz ™
o o) o




Tod, Fankeiowal ne reod iy 23
& i} 3 o
o 2nz - 2nr
197 ) : 1' 01 139, |2z | (1, )
l 1 niet |, |1+ w2e2], |
| rl” sin na |
1349, ]i 008 — I {—o0, ao). {40, [ i L =en, o)
w2 0 B TR P
S ! i : " .
141, l ! (—co, o) 112, l In — . 0 13,
TR 1 TR I
143, fenx}? ) 20, oo).
L. Dokiite, Ze postupnost {.[.‘2 Lofsinnle Foa/2)]ieg. - rovnomerne konverguje
na intervale (—oo, o), ale (lim ;)" £ lim ().
T i TS L 5

145. Dokiite, fe postupnost { (arcty x)/n}, | rovnomerne konverguje na intervale
{(—o0, o). ale (lim f,), -, # lim £(1).
i e 25 M=—r
116, Dokazte, ze dand postupnost 'l_f'r] ;,f .1 konverguje nerovnomerne ng intervale
0, 1, avsak
! |

Hm [ fulz) de — [ lim fi(2)] de:

H=sn [ [¥] o

v . ’
i) {;..,g:{] —_ _.r'__lr! };:1. 1. EJI|

. we xa (112, | 2n-1),
i "I':r.'}—{.r[ ve (1, ':I

|
Pl :
& pre re 0, 1 — (1j20 1/28-1)
L E7. Vypoditajte:
-1
lim [ — eosan de.
e (0 FS
118, Dokizte, ze postupnost {JJJ‘P"'?"IE:.,:.:: 1 konverguje na intervale 0, 1y:ale
[ |
] Hm fole) de # lim [ fu(e) de.

1 M-wx Hewmp i 1)

LY. Zistite, ¢ indze postupnost nespojityeh funkeif rovnomerne konvergovaf

=
¥

spojite] funleil. VyZetrite postupnost { v(x)/ny .| ckde y(x) je Dirichletova funkeia,
pojte) . i I LALEN e g AN

;| [ 0 pre x iractondlne éislo,
L] = - " v
2 | 1 pre > raciondlne Cislo.

I,4. Funkeiondlne rady
Majme postupnost funkeii :)r| s, oo fu o definevandeh ne mnogine M. Viiraz

_.|‘-| __f: aa _lll.. S T f.-. ! ]j
I

T
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nazjvame nekonefnym radom, ktorého &leny sd funkeie, alebo funkeiondingm radom. Funkeiu _f‘;

i=1,2 ..., &, ... nazyvame i-1gm &enom funkeiondlncho radu (1).
Funkein -

=% fi. i=12...,n,... (2)
P

nazyvame i-igm Hustodnym sidtom funkeionalneho radu (1)

Postupnost
[91 820 v 8me o) (3)

nazyvame postupnoston fastodngeh sidtor funkeiondineho radu (1).
Nekoneény rad

E Ji=foov v faat oo fage T

T TS| .
nazyvame zeydbom funkeiondlnehe radu (1) po n-tom Elene.

Hovorime, %e funkcionélny rad (1) konverguje [diverguje] v &isle @, ek v fisle a konverguje
[diverguje] jeho postupnest fiastoénych saétov.

Hoverime, #e funkriondlny rad (1) konverguje [diverguje] na mnofine M, ak konverguje
{diverguje] na mnotine M jeho postupnusf iastotnych sidtov.

Oborom konvergencie funkciondIného radu (1) rozGmieme obor konvergencie postupnosti
jeho diastoényeh sudtov, :

Ak funkeiondlny rad (1) konverguje na mnozine M, t. j. jeho postupnost tiastotnych saftov
mi na mnodine M limitu g, neafvame funkeiu 4 jeho sidtom na mnofine M.

Ak je mnoZina M oborom konvergencie funkciondlneho radu (1), potom funkeiu # nazgvame
kratko siftom funkciondlneho rodu (1) & oznatujeme takto '

Y ofuE = fdx) + o Sale) 4 = s(z), we M (4}
a1

Funkeionélny rad (1) rovnomerne konverguje na mnofine M, ak jeho postupnost élastoénych
suétov rovnomerne konverguje na mnozine M. .
Rad

oF.

R T NI T

=l

na'zjrvnma majorantugm radem k funkeiondlnenw radu (1) na mnoline M, ak pre kaidé tislo
a € M a pre kaZdé prirmlzend éislo n plati:

[ fala) ] = ca.

Veta 1. Funkciondlny rad (1) kenverguje k fislu b [diverguje] v &isle @ viedy a len viedy,
ked diselny rad

Y fala) = fila) 4 ... = fala) + o (5)

e |

kenverguje k Cislu & [divergujel,

Funkeionéluy rad {1} konverguje na mnpodine M viedy a len viedy, ked pre ka#dé &slo a e M
éiselny rad (5) konverguje.

Funkciondlny rad (1) mé na mnegine M stlet & vtedy a len vtedy, ked pre kaZdd Gtislo a € M

flselny rad [(3) ma sidet dislo sla). )
Pozndmks. Z uvedendho vyplyve, ¥ konvergenciu alebo divergenciu funkeionilneho radu
mokno zistovaf pomocou konvergencie alebo divergencie &selngeh radov [powri kritérid z &l 1,1].

Veta 2. Nech pre funkcionalny rad (1} na mnoZine M existuje konvergentny majorantny rad.
Potom je funkeionalny rad {1) rovnomerne konvergentny nu mnoZine M.
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Yeta B, Nech funkeio fu, n = 1, 2, ... s gpojitd na intervale T a funkeiondlny rad (1) je rovna.
merne kenvergentny na mt-erva'lu 1. Potorn sidvt s funkeiondincho rada (1) jo spojitéd funkeia
na intervale J.

Veta 4. Nech funkeiondlny rad (1) rovnomerne konverguje na intervale { g ma tam sifet s,
: ]
Nech a, b s dve disla 2 intervalu § a noch existuje f_f,.(.r.;u de,prop = 1,2, .. Polom existuje
i -

&
aj [ #(x)de u plati;
il

b

E f falz) dz = f L 2 St} — f stryda. (6)

Ak plati rovnost {6), hovorime, 2o funkt‘.inmilny rael {1} mdfeme dntegroval élen 2o élonom,

Veta i, Nech funkete fi, fa, ..., fu, ... Inajid na ohranifenom intervale {a, b) primitivne f unkeie
Fy, Fay oo, Fy, ..., ktord zvolme t.ak. aby funkeiondlny. rad
Fl['r]'lFE{x}_i_ p..."',s"Fn[it:]‘l"urn [T}

bol konvergentny aspoi v jednom bode intervalu {a, 5). Neeh funkeiondliuy rad (1) je rovnomerno
konvergentny na intervale (a, b). Potom je funkciondlny rad (7} rovoomerne konvergentuy na
intervale (@, b} a jcho aiéet na tomto intervale je:

(rel
Z Futry = [ % falo)de + e, (8)
n=1 =1
kde ¢ je vhodné éislo.

Ak plati rovnost (8), hovorime, s f'unkt'lunﬁ.lny rail (1) mddeme lntegww.ﬁ elen za Slenom.,

¥ela 6. Nech funkeie f,, pre n = 1, 2, ... majit na otvorenom intervale I spojité derivacie.
Nech funkeiondlny rad (1) konverguje aspoii v jednom tisle 2 intorvalu I. Nech funkeiondlny rad

DI N A AR SIS S (9)
ne=l , .

rovnomerne konverguje ne intervale I. Potom funkciondlny rad {1) konverguje na intervale 1
& plati:

Y i) = 3 M (10)
mi=l |

pre kakdé dislo re T,
Ak plati rovnoat (10}, hovorime, e funkeionilry rad (1) mofeme & rivovaf e 20 Hepom.

Priklad 1. Ndjdime obor konvergencie funkeiondlncho rady

R A T )
[ Br—Dar 2 b2 T oEs [

Rivdende, Vietky cleny radu {11} an definovans na mnodine M = (—ot, 0 U {0, &) Pre kakdé
tislo © = a & M dostaneme £ (11) &igelny ra.d

= 1 12

2 (@n 1 an -8

fie=1
ktorého konvergenciy vySetrime napr. pormocoy d’Alembertovho limitného kritéria, Dostaneme;

Sarla) | gy, | BBm—Dar 1 n—1" 1

]- = - =
- fnla) p—x | [B(r + 1) — 1] an+i Lo nee 3+ 2| fal

Fi—e ixp
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Ak _131_[ < 1, Bi%e a € {—w, —1) U (1, ), Hseln rad (12) konverguje.
|
Ak % > 1, dite a € (—1, 0) U (0, 1), diselny rad (12) diverguje. |

Ak a = I, digelny rad (12) ma tvar

R 13

vtststeo i T : 13
- = 1 1

Porovnanim s radom 3’ 3, vistime, Ze rad (13) Je divergentny.
=]

Ak & = —1, &selny rad {12) ma tvar :
- i
i 1 1 . {_l}’ L
PR TR s -

Z Leibnizovho kritéria pre tiselné rady so striedavymi znamienkami vyplyvae, Ze je konver- i

gentny. .
Oborom konvergencie funkeiondlneho radu {11} je mnoZina (—w, —1> U (L, o

Priklad 2. Doké¥me, Ze funkeiondlny rad

" ¥ \ " 2 -n
|qin e an x L TH s ain 35 |
——r wmr-— =R . . |
3+ n? 4 7 12 . (14)

je rovnomerne konvergentny na intarﬁale {(—ao, oo,

Riedenie. Nech a je Inbovoé &slo z intervalu (—o0, o). Potom pre kaZdé prirodzend tislo n
plati: :
l gin. e
134

_|sinm_f_£_] {1
T34 T 340 T owd

fre) .
Rad z 1/n? je konvergentny a je majorantnym radom k funkeiondlnemu radu (14) na intervale
nel
(—=:, w©). Podla vety 2 funkciondlny rad (14) rovnomerne konverguje na intervale (—oo, o).

Priklad 8. Néjdime sidet funkciondlneho radu, ktory vznikne integrovanim flen za tlenom
radu :
1

142!

l—ow 4+ at— . .+ 4 . = {15}

xEi{—a, a), kde 0 << a < 1.

Riedenie. Aby ame mohli rad (15) integrovat élen za &lenom, musime zistit, &i je FOVROMErne
konvergentny & ¢ jeho éleny st integrovetelné na intervale I = (—a, a). Pro katdé =€ I plati
‘x| = a. Preto pre kaZdé v €l & kaidé dielo n =0, 1, 2, ... je:

|{_l]1l an I gal. |

=
Teda konvergentny geometricky rad E g® je majorantnym radom k funkciondlnemn radu (15) !

ne==1 .
na intervale I. Podla vety 2 je funkeiondlny rad (15) rovnomerne konvergentny na intervale I.
Pretoze vietky &leny funkeiondlneno radu (15) ati spojité na intervale I a teda integrovatend,

plati:
' 1
f{l—m-‘_-:r‘-—-... 4 (=1 am ...]dx=f 1+md:c+c,
size
Cx— 22 4 i — .. (1Pt E )+ = 1n{l 43 e

. |
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pre kaidé xr e {, kde ¢ je Cislo, ktoré uréime z podmienky rovnosti funkeii v posledne] rovnosti
pre x = 0, Mdime:
0= 052 043 — ., o (=1rOmtln o 1) L a= In{l +0) 4+ «.

1

Odtial je ¢ = 0,

Teda
q_: FRtL
N (=1 = In{l + z), pre z & 1,
rl_—-l mor

V dlohach 150 a 151 ndjdite sidet funkciondloeho radu

{2z — 2)n-1 - z?

34, Y L b S 15 . — S
150 LD P 51 E] T

152, Najmenej kolko élenov funkciondlneho radu

Bin nax

treba vziat, aby pre jeho Ciastofny stcet s4(x) na intervale (—co, o) platilo
| #alx) —af{x) | < £, kde 3(x) je sGlet tohto funkciondlneho radu, ak a) e = 0,1;
b) £ = 0,001.

153. Pre &fslo z 2 0 ndjdite sicet & zvyiok po n-tom &lene funkcionilneho radu
g l : . :
,El (S e 1y g e 1 Pre aké prirodzené &islo n je | Ra(z)| £ 0,01
pre kaidé cislo x = 0.
==

154. Najdite siafet & zvydok po n-tom &lene funkeiondlneho radu Y (1 — z) 2»

) a=
pre z € (0, 1). Najmenej kolko tlenov tohto radu treba vziat, aby | Re(z) | < 0,001,
pre kaidé gislo x € (0,1; 0.9, Najmenej kolko tlenov tohto radu treba vziat, aby
[ Rp(x) | = 0,001 pre x e (0. 1).

V tlohdch 155 az 174 ndjdite obor konvergencie daného funkciondlneho radu.

= gn-t - (n— D)t
135, : , 156. —_— .
n; (n— 1) ,.Zr n®
& _E-n.l'l. ::|::1
157, % — o 158. > (3 — z3)m,
woL ngn R [ )
= | xlxr + n) e
159. ) | == e 160.
W ] n pn--p I
= 1 - PN
8l P} ——— 162, - .
a1 e w — 1V (& - W) W1 L — pn
m & P
183. N .1 . e Voo
nel X2 = (n— 1) ne (1) (e = 2) .. (x +n)
. oe 1z . " sin nr
165. “5__’ ' J . o= TH Y E SRR
S 1) xr . wot Hin 1)
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amﬂ-:r
167, Z sin 5 168, El pr
169. S 27 sin 2. 170. 3 ne-ne.
n—1 3 =1
. o n ‘ . s
171. ngl P IE 172, ,Z‘: In® 2.
< 1 - COS n%
173. 2 174. Z“ v

V tlohdch 175 az 177 ndjdite mnoZiny vsctkyeh redlnych &isel, & pre ktoré
dany funkcionﬁlny rad konverguje absolitne a kde diverguje,

175. Z {—I)MI_I—_ 176, E (—pr

| =1

177. Z (—-1)ntl g 8inz,
=1
178. Pre aké na.jmenﬁie prirodzené ¢islo # je | Rp(x) | < 0,01, ak funkeciondlny
rad jex + 2l —z) 4+ ... +2(l—x) 1 4 ..., e (1/2, 1)
V ulohéch 179 aZ 190 dokdite, Ze dany funkcmnélny rad rovnomerne konverguje
na danej mnoZine.

b 1 , = x
9, S — = 180, \
174_‘;#_'_“2 (—o0, <o) ﬂ§11+u €0, o).
181 g 1 === (D mﬂ). ' 182, 2 2t e~nx {0, o0).
2 Ty e @ Lo,
= 1 - 184 °z°: sin nx .
183. ,,=;-;B_"ﬁ; P {—m, Cﬂ). . e N-V; » I:—CD, EO}
185, S SO o, ) 186. > In (1 e ) A—a. a).
nl 2n N2
187, Z uctg—;, (—o0, c0). 188, ):, {l—a:] a0, 1.
1 x? 4 pd =0
(- |
189- ﬂzg FEI_I;‘:E ' <0, 21‘:}. 190; ot WL

191. Néajdite mnozinu vietkych redlnych Cisiel z, pre ktoré funkciondlny rad
¥ =]
2 e7*/ad rovnomerne konverguje.
n=1

192. Dokdite, #e funkciondiny rad

x? xh=l
1+$‘+—1".'"2 ‘|T---+'{?:'ﬁ+"'
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konverguje nerovnomerne na intervale (-—oo, o) a na Tubovolnom koneénom
intervale konverguje rovnomerne.

o .
: v v et COS nE L )
193. Dokdite, Ze siéet radu E - - J¢ spujitd funkeia.
=1 .I'L{H, l]
Vo dilohdeh 194 a 195 ndjdite sifet daného funkeciondlnelio radu a mnoging
vEetkych redilnyeh éisel, pre ktoré je spojitoun funkeion.

'y }' b 3 '_::.fl -|--| B '.:H | b
o4, 3 — 195, > ( I'.‘r - [ r)
o=} |.]- | 3"_:'” i sl

L " 1]]” =Lt

196, Dokdite, Ze plati lim :"_r e = In 2,
e el mn—l -r'il:l- T J"”] -

L o sin nw , i .

197. Dokdite, e rad ) (1w . - namtervale (—o0, o0) moino derivovaf

. | i :

]

¢len za élenom.

_ . Sooain 2y . .
198, Dokaite, %c pre rad > y. o+ Ktory je na intervale (—o0. o0) rovnomerne
Ho | ="

kemvergeniny, neplati veta o derivovani ¢len za #lenom fumkeiondlneho radu.

lrasd -
199, Vypoditajte [ flr)de. ked fir) = E we i,
T el

200, Derivovanim élen za ¢lenom funkeiondlneho radn

1 | x— & i AT S LAl

- |
f i ! -
Y n =r{ ‘ P [l - r)2
y 2
b) no—1yin 1- M gn = -
'.-:U{ I( = (1 — )3
v =1y =2y (n | B L 1
€ ) ) G£ s
}I ”f_.” ol {! - .I'_I"
“ . 2 4y -
¢ fi=x
)J_L-'] : {I . rJ_'-
= T 4 drt
¢} Y nden - 1_ _
u‘_.'] |:‘1 - _*-JI|-I

201, Integrovanim élen za élenom vhodného veometrického funkeinndalneho ra-lu
najdite stiéty radoy:

a) ) — -1
Y W1 nan ) ;;1 (=hr (3n — 2) 23 - 1)

L
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V alohdch 202 a# 205 derivovanim alebo integrovanim &len za Clenom néjdite
stifet funkciondlneho radu.

a0

xh w0 (__]'Jﬂ =1 3 -1
202. 2> —. 203.
o] ol
xh . pan-1
ngl win -+ 1) b nZI 4n—1
206, Dokdite, ze pre vietky z z intervalu (—1, 1) plati:
T 9n-1gin-1 ] 1
n=1 ]. ‘+‘ ‘.’I?z”‘l o 1 — '

1,5. Moeninové rady

Rad .
ﬂo+¢1[m—a}-l_-az{m—a}’+ ce. Gl —a)® b oL {1}

nazyvame mocninovjm alebo pofenénym radom; Eisla dq, a1, 92, - .- nazyvame jeho keeficienims
a ¢islo o jeho stredom. :

Majme zhora ohranifenii fiselnt postupnost {“n}:;;l- ﬁajvﬁﬁﬁie dislo, ku ktorému existuje

z {cﬂ}:=1 vybrand, k nemu konvergujica postupnost, nezyvame limes superior poatupnosti
{"ﬂ}:-l a oznatujeme znakom lim sup €. {islo ¢ = lim sup ¢, Ma v tomto pripade tieto viast-
. F—ead - Fhommip 30 '
noati: )
1. pre kadé fislo » o= ¢ existuje v postupnoati {cﬂ}:_l len koneény podet Slenov viitsich
ako x;
2. pre ka2dé dislo y < ¢ existuje v postupnosti {cﬂ}:nl nekoneéne mnoho tlenov viisich ako y.
Ak je postupnost {Gn}:=| zhors nechranitena, kladieme lim sup ¢ = @

' e
Ak pre postupnost {c,.}:"al plati im ¢y = —0, kladieme lim sup ¢4 = — 0.
L g = Pl 0

Tozndmka 1. Z uvedenej deBnicie vyplyva, Ze ak je postupnost {c..} .1 konvergentné,
tak lim sup c, = lim cq. '
-2 Tl
Vets 1. Pre rad {1} plati:
1. Obor konvergencie radu (1) je interval s koncovymi bodmi a —r, a + 1, pridom ¢ =
¥k

E
= 1t sup [} @ | viedy a len vtedy, ked 0 < lim sup Vg | = .

Fe=m il Pl 0

L]
2. Obor kenvergeneie radu (1) je interval (—oo, o) vtedy a len vtedy, ked lim sup Vj ty | = 0.

EL =]

"
3. Rad (1 je konvergentny len v svojom strede e viedy a len viedy, kod lim sup Pl dy | = m.
Tl 00

sl # nazyvame polomerom konvergencie a interval I = (@ — r. a + 7) intervalom bonvergencia

mocninového rode (1),
V pripade 2 hovorime, Ze polomer r je o, v pripade 3, Z¢ polomer r je O

L
Pozmamka 2. Veta 1 plati aj v tom pripade, ked namiesto lim sup Vla,l poutijerne
. Fi—ea

ling sup | ap.1fon |, pritom a, # 0 pre skoro viatky n.

LI &l
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GOpericle 5 moeninoyvymi radmli
* Majme mocninové rady

D, aalz—a)n (1)
=}

-3
> bufz—am. (2)
n=_0

Budeme h_-ovorii, Ze rady (1) & {2) sa rovnajn, ked a, = b, pran =1, 2
Steltom [rozdielom] radov (1) a (2) budeme nazyvat rad

o oy -
D (Ga + by} (x — a)* [ > (an — ba) 2 — u]“]+ (4)
=0

n=)
Siudinom mocninového radu (1) a éisla k budeme nazyvat rad
L= v)
Y, kan(z —a)n. (4)
. i)
Sudinom mocninevgch radov (1) a (2} nazyvame rad
[ M
z ( 2 a,;b,_;_) {x — a)®, {9)
a0 WA= 0 '

Nech s je siéet mocninového radu (1), ktory md polomer kanvergeneiv r = @, 8 nech I z_
= {a-—r, a + r). Potom platia vety.

Veta 2. Rad (1) pre ka2dé xp e 7 absolitne konvergnje.
Veln 8. Nech interval Iy = ¢, d < I, Potom rad (1) rovnomerne konverguje na J,.
Yets 4. Sifet s jo spajiton funkciou na F.

Veta 6. Sudet & m4 na I derivédeie vietkych rddov, ktoré dogtancme derivovanim radu (1)
&len za ¢lenom.

Veln 8. Sucet # ma na I primitivoun funkeiu, ktord dostancme integrovanim radu (1) dlena za
dlenom.

\Tetl 7. Pre keidé dve tisla b, ¢ € I existuje integrdl f #(x) i, ktory dostancme integroveuin

radu (1} ¢lena za Menmn na intervale <b, o>,

Yeota 8. Ak 5 je na 1 siiétom moeninového radu {1} & mocninovoho radu (2), tak rady {1) » (2)
sa rovnaji.

Veta 9. Ak rad (1) konvergujo aj v &isle a + r [a — r], potom plati:

ala 4 r) = lim  a{x) ‘ [#fe—r) = lim  s(x}],
a{d4rj— r—{g—r)+
t. j. a{x) je v isle a + r [& — 1] zlava [sprava] spojitd. .
* Veta 10, Nech
Sla) = z @pt pra & & [—r, ) (1)
fi=s () .
gy = > byt pre  ye(—p o) (7
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pritom plati | ag; = | fi0) | <2 p. Potom pre funkeiu g{{f(x}] v okoli bodu & = 0 moZno najat
moeninovy rad so stredom 0 tak, Ze rad (6) dosadime do radu {7}, vykondme prisludné operdeio
8 usporiadame podla rasticich moenin . .

Taylorov rad

Nech funkeia f mi v Cisle ¢ derivdeie vietkyeh rédov. Mocninovy racd .
s+ S ey o S L ()

nazyvame Taylorovgm radom funkeie f v tisle @ a oznadujeme ho Tif. a, ) alebo len T{f, a).
Veta 11, Nech funkeia f mé v &isle @ derivécie vietkjeh rédov. Potom na intervalo 7 plati:

e = g = L ey T s I o—ap
vtedy & len vtedy, ked pre kazdé x € I plati lim Rulf, a, #) = 0L.%) _
I

—

Veta 12, (Zikladné moeninové rady.)

z
Le;=l+_a:_+x

T e Rt e wel—w x),

. 3 gl :
2, ﬂ-ma‘--ﬂﬂ—“ﬁ'F - +[—1," E-TI--E-TP-E- Prep &."E{--—Oc-. ooy
ad o xan
3. cozx = 1—;;--!—...-'—{—1}“{—2::‘? EEE J-‘.E(—BO, ol },

4. {1427 =1 +({’)x o} (g)rz + o+ (ﬂ)xﬂ +oon we(—L, 1),*%)

p=1).., {p— 1
kdepjeéialoa,(f:)=_?[p ) ﬂ'![P —n+ D

. ol ) i
. - = e o o e e — - - —_ .
b.In(l-ha)=p T Ty | l}ﬂ!ﬂ_:_1 o, re(—I1, 1%

1 : 3 s ain L
a,lu-.l—tf. =—2(;~ A A E ) ae (1, 1),
i

—_ 3 9o 1
- .'E‘l z!u-l-l
e T I e L s

Priklad 1. Najdime interval konvergencie radu

-« i

#h

Riedenie. Rad (%) je mocninovy rad so stredom g — 3, Interval konvergencie ndjdeme podla
vety 1. Poditajme lim | ay, fo, | Mame: }
Fi ool R

lim | 20t i MOLEDSN P L
Heor| Oy - 1jnGn r—ron 0 R 1} BRFL o Bin 4+ 1) a5

= —lar =1 rad absohitie konvergje pre p 22 0, Pre pe f—1, 00 v bodde 7 = -1 rad diverguje

*) O zvyiku Ealf, @. #) pozri 3.6/11.
*4) ¥ bodoch x
& vz o= 1 opelativoe konvergnje. Pre p = L rad v bodovh 7 - —1 a4 2 — 1 divergule,




1,5. Mocninové rady a3

Podla poznimky 1 existuje lim sup | @q,1/aa | 8 rovné sa 1/3. Podla vety 1 a pozndmky 2 polomer
-
konvergeneie radu (9) je r = 1/{1/5} = 5 a interval konvergencie J = (—32, §),
Rozhodnime edte o konvergeneii radu () v &islach » = —2 a xz = 8. Po dosadeni do {9} dosta-
Iermne ;

{—a)» - {—1)n
R o
n=|] =}
a
oD ra s o) I_
T A an
ti= | =1

Rad (10) je red so striedavymi znamienkami a podla Leibnizovho kritérie konverguje. Rad {11}
je harmonicky rad, a ten (pozri vetu 15 z &l 11} diverguje.

Rad {9) je teda konvergentny na intervale ¢—2, 8).
Priklad 2. Rozviime funkeiu
1
Jlz) = lﬂ‘_-r_f‘ ,

do moeninového radu 8o stredom a = O,

Ricdenie. Moeninovy rad danej funkeie ndjdeme pomocou radu 4  vety 12. Preto apravme
danii funkeiu takto -

1 ‘ r\?
=L (2)
].',_1: — i ﬂ X
Zo zakladného radu 4 z vety 12 pre p = —1/2 dostaneme:
1 12712 1 —1)2 2 (=172} {—1[2 ] %
fixy = | = * L 1 u Lo ':I'. ! ] f) .
a wf a 1 a 2.1 a

(=12) (12— 1) oo (12 —m - 1) fax\m
win-—1) ...3.2.1 N Co

pre (wja)i e (—I1, 1>, £ tohto mibme:

-ifa

I bows 1.3 ot ) 1.3, ... (% -—1)y xin
f{r] = - - 1 — .. |;_..]:|h . L e
7] 3 ogd 2.4 a* 204, 2 gan vl
pre s & =, @,
PFriklad 3. Najdime sidet radu
ol
w4 > (1)
TR |

..._{E” — 1} inil

2.4, ... .20 2n 4+ 1

Riedenie. Z prikladu 2, sk ¢ = 1, mame:

1 1, 1.3 | L3 2 — 1) _ _
_l'T_TT __'i_:ij-"';‘:.ulj_'”"-r'_” 5 a i L. prerei—IL, 1.

Podla vets 6 pre kaZdé re (—I1, 1) plati:

1 ' ! F 1.3
f ) —— il ‘ 1 do — — 2 dy 4 ———rdide + ...
[ 1 - 42 J 2 2.4

3 Fbderka alah
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Z tohto mame:
PR 1 20 1.3 g
izt I e)=e—g gt ggg=ot
1.3.....2n—1) z¥n¥1
ST T eyl T T

pre kazdé x € (—I, 1), pritom konitantu C musime eSte vypotitat. Pologme 2 = 0. Z poaledne]
rovnosti dostaneme ¢ = 0. Rad {12} je teda konvergentny a jeho sidet je In (x + Ir‘l 3 7)
pre x & {—1, 1},

Priklad 4. Do moeninového radu rozviime funkeie f(z) = sinh z, glz) = cosh x.

Riefenie. Plati sinh x = (o7 — e-%)/2, cosh x = (e + o~%)/2 pre £ & (—o0, =0). Zakladny rad 1
z vety 12 je
x x? z* '
°’=1+F+E+-u+'§‘+---, z & {—x, o)
Pre gislo —ur dostaneme:
‘==l—i+£—~ + (=17 2 4 re(—m, w)
v TR TR o i

Odéitanim resp. sdftanim tychto radov a po dprave dostaneme:

. x a? . gin+l

imh#=ﬁ+i+...+m‘+-ﬁu 35{_m! m}r
2 zan

Cpﬂh#—l+-2—]+...+w+.... m{—-m..m}.

¥

Tayloroy rad pre funkcle viac premennfch

Nech funkeia fiX), X = (21, 2, ..., *a) & vhode A = (&1, 92, .. ., ttn} diferencidly vdetkych
rédov, Potom rad '
1
v

at

ot

1 1 I
A4, X) + 5 A4 X) + +— A4, X) + =Eﬂ;!- dnfi4, X),

Jid) +

kde dof(4, X) = fid),nazyvame Taylorovgm radom [v pripade, 26 4 = (0, 0, ..., 0) aj Maclauri-
novijm radom). Rozdiel flX) — Ta(f, 4; X) = Ralf, A; X}, n = 1, 2, ..., kde Taff, 4; X) jo n-ty
Taylorov polyném (pozri 1,8/I11), nazyvame zuvyfkom Taylorovho radu po n-forn Taylorovom
polynime.
=}
Veta 18.(X) = ¥ % dnf(, X) naokol{ O(4)bodu 4 vtedy & len vtedy,kedlim Ra(f, 4; X) =

e () N Ll ]

— 0 pre ka#dé X e O(A).

Priklad 6. Najdime Taylorov rad pre funkeiu filX) = f(&, y) = In{x + y) v bode A = (-;— ,—;-) .
Riedenie. f (% %-) = In1 = 0. Dalej Iahko zistime, Ze
[ﬂ——# = [—lmFt{n—1), pre k=0,1,2 n, n=12".
..ﬂ:l-kayt ’ v Ay &y ooy Hy S

- ()
Preto

bn = )8 + (B 1) =3+

Q4] )+ e



1,5, Mocninové rady 35

25 =3) + =2 - (=3 (2]
—zll=2)+ b2 ) w3 [e-g) B - EEE )+

+(u'—%)]n+-~-(==+y-—1}———iz-ry-—1]1+ @t y—1p— ..

—]ja+1
ot Il

(x+y—1m+ ..., _ (12)

Poznamka. N:ckudy ‘mono ndjst Taylorov rad pre funkeie viae premenngch pougitim
mocninavych radov pre funkeiu jednej premennej & vhodnyech operdcii s moeninovymi

Plil[ld 6. Najdime Taylorov rad pre funkeiu f(X) = f(x,y) = In (z + y} v bode 4 = (— '

)hespouhtmvety 3.
Riedenie. Aby sme mohli poutit vzoree 5 z voty 12 pulnime et y=1+u thld& Halo
y=2z+y—Ile(—I1, 1) plati In (1 +uj==u-——+—— +{—l]”+1—+ ---y Cide

In (z -+ w=(x+y—-I}—-§12+y—l}’+-§-{x+y—li’-— + =0

{ﬂ=+! —I)* +
T e pre 0 < x4y = 2, &0 jo vetah (12). '

¥ tlohéch 207 az 216 vypoiftajte polomer konvergencie moeninového radu.

207. D (n—1)5n-1gn-1, ' 208, 3 nlam,
n=1 ) ne=1
(201 1 - . B
209. 2 (h_‘*’m%_”. 210. .E. (—L)w-12n-tgatn 1),
@ n3n
211. “Z_l e 212, ’:);1 [3 + (—1)] 2n.
« (3n)! _ (x —1)n
213. Elm"’”' 214. ..%1 T
- (z + 1)n = n! _
215- nz.nﬂﬂtﬂ + 1} {ﬂ-'— 2}. 215- REIF(I—E}“.

V tlohéch 217 aZ 226 ndjdite obor konvergencie moeninovych radov,

(n —1)!
217. “2_“.__ 2;9 “;1 — ",
219, ): {—1;.n+1 220, 2 gnzn?

=1 n=1



36 1. Nekoneéné rady

o= Th £
Gy L
- 1 = 10nzn
223. xR gin — 224, =T
ngl o n nz-:l V“‘
d alzn %) = {(mni)2an ,
225, ﬂ);l Gn =TT 220 nz_l @

V Glohéch 227 a% 232 najdite interval konvergencie moeninového radu. Vydetrite 5
jeho konvergenciu v koncovych bedoch intervalu konvergencie.

a7, ST 228, ¥ nlznt,
=] nasl
- 1 \n? : -

229. 3, (1 +-;) 2 230. El -

231. 3 nA(x 4+ 3. 232, ¥ (ﬂin2 %)(:c — l)“.
n=1 LT :

V tlohdch 233 aZ 238 néjdite Taylorov rad danej funkcie 8o stredom a.

233, %,a=3. 234, 2% g = 1.
235, %, ¢ > 0,a = 0. ' 236, sin?z, ¢ = 0.
7. In(x + 2),a=0 238. ezsinz, a = 0.

V Wohdch 239 az 264 pouzitim zakladnych moceninovych radov a operédcif s nimi
néjdite moeninovy rad danej funkcie so stredom a — 0. Néjdite jeho obor kon-

vergencie.

T2 ' b
239, 11 = 2. 0.
1 . .
241, o T
(I ap ML o :
12 — 5z -+ 2x
243. E':&U Tt 344, o 2 .
245, x 732, 246. (1 + z) e-=. _1
247, cos? x. 248, sin 3r 4 z cos 3z. |
249, e-% sin z. 250, In (1 + x — 222). '
251, In{l — =z + =%). 252, (1 +-x)in (il + =) i
3 —
253, In |/ (1 + 22)/(1 —=). 254 (1 — x)2 cosh | z. |

) Pre n—2F jo Wit e 4.8, . 2k pre =2 1 jenitel.8.5,.. (241}
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V dlohdch 256 a% 258 nijdite prvé 4 &eny mocninového radu.

255. In (1 + o). 256. (1 - z)7.
257, esinz, 058, — L 1

[ | T
2569. Z rovnosti
1

l —x—

najdite koeficienty aq. a5, a,, . . .. Dokdite, Ze st to tzv. Fibonacciho disla, pre ktoré
plati ao =1, @y == 1, ay = a1 + ayz, 1 2 2.

mz=ag-+a,m+azz=—i-a3x3+...

260. Pomocou rovnosti

1 1 1 N 1
1—z—22" V== E

I's Isﬂ_;rl,,.m 5 —1

2

néjdite vzorec pre ¢len @, Fibonacciho postupnosti.
V tlohdch 261 az 264 derivovanim alebo integrovanfm vhodného moeninového
radu Clena za &lenom ndjdite moeninovy rad danej funkeie a zistite jeho obor kon.

vergencie.
261. arctg . 262. arcsin z.

263. In {x + |'T + 22). 264. (1 4 z) aretg .

V tlohéch 265 aZ 272 néjdite mocninovy rad so stredom @ — 0 danej funkcie
a jeho interval konvergencie,

265. (1 + ez, ' 266. cosh? z.

267, -{mi:-f—]z- _ 268. aretg ; i’ s

269, z arcsin z | /1 — 22, 270, 1" ](1 ::} .

271, (arcsin z)2. 272, % In :—z + -:; arctg .

V wlohdch 273 a% 278 derivovanim aleho integrovanim vhodného radu néjdite
sic¢et daného radu.

i} =]
273, Y (2 -+ 1) x2n, 274, D nanl,
=0 =l .
L e (xr — 3)mn = ppn-1
273. El g 276, ﬂ);l —

=4 fo=1

277. > ffi;—” Xt 278, n( —;)'
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V tlohéch 279 a¥ 284 pomocou vhodného mue ninového radu nijdite sidet daného

radu.

279. 3 (7 4 1) {'ﬂ-‘-ﬁi

=l 2“

(—1)»
el n{n 4+ ! I

2&12

“83)_,

ﬂ=n1

Fant 43#

.:: {—1)n

2240
us-- 2""

—
PL.‘JI

-34‘2

1 "’“n{ﬂ 4+ 1)

V dlohdch 285 az 287 nijdite safet mocninového radu pomocou vhodného geo-

metrického radu.

xy
985. . (—lyn+igam-t,

n=1

287. 2 B,

286, ¥ (—1)* (3n 4 1) an.

o=

V tlohdch 288 aZ 290 najdite primitfvnu funkeiu pouZitim rozvoja mtegrome]
funkecie do mocninového radu a najdite interval konvergencie.

288, fﬂmx

ef

289, [ - dr.

V dlohéch 201 az 294 vypoditajte urtité integrdly ako funkeiu hornej hranice
pomocou rozvojs integrovane] funkeie do moeninového radu.

i
1_..;-ndx

x
293. f ““"f“ dr

¥

292, f]*’l + x3dar.

V]

294, f '““ T e,

o

V tvlohdch’ 295 a2 309 pomocon vhodngch mocninovych radov vypotitajte dané
éislo s chybou mensiou ako 1074

296. T!IZ

301. sin (1/2).
304, tg 14°.
307. In 2.

%
296. |/516.
299, | e.
302, sin 18°.

cotg 35°,

308, In 5.

w
7. J1027.
.‘ p—
300. 1/}e.
303. cos 10°.

306. arctg (1/6).
309. loge.
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V dlohdch 310 a% 315 ndjdite urdité integraly pomocou rozvojs integrovanej
funkeie do moeninového radu s chybou mensiou ako 10-3,

1,2 d:r: 1
) _— ' 311, f e d,
310 !Vl apwe J
0.2 . 14
a=x
2, f —dr. | 313. f In{l + J/z) de.
0,1 a
ik . 1
314. f G—G;dz. 315. f 2% dz.
Comle 0 .

V tlohdch 316 az 318 n4jdite Taylorov rad pre funkeiu f v bode A4, ak:
316. flz, y) = exty, 4 = (1, —1).

317, f(z, y) = %’ 4=(1,1).
318. f(z, y) = sin (z + y), 4 = (0, %1-

V dlohédch 319 az 827 najdite Maclaurinov rad funkeie J, ak:

1
—T—y+y

319, flz, y) = i
320 fo, ) =y L

321, fix, y) = e* oo y.

322. f(x, y, ) = extyiz,

323. f(z, y) = sin z sinh y,

324, flz, y, z) = sin (22 4- 42 + 22).

328. flr, ) =In(l —z —y + zy).

326. f(x, y) = aresin (z ]r"l_'_?_,;f 4 y]-"'l_:-?}_

327. flz, y) = arctg 12::;;

328, Nisobenim radov dokédste:

lz+y? &+
1.2 1.2.3

Ty

] 1+—

+

+ + o=

B 2 2 Ty
_(1+”-+1.2+1.2.3+"‘)(1+y+1.2+

P
1.2

_3+...).
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1,6. Riesenie difereneidlnych rovnie pomocon nekonednfeh radov,
Besselova diterencidlna rovniea, Gaussova diferencidlna rovnica,
Legendrova diferencidlna rovniea -

g

Veta 1. Nech koeficienty linedrnej diferencidine] rovnice n-tého rddu
pol) gt 4 prlalyn1) = L paalx) ¥ = palz) ¥ = 0@ (1)

st polynomy uleba moeninovs rady so stredom v Sisle a, ktord konvergujd v okoli O(a). Nech
pelx) = 0 pre kaZdé fislo x € Ofa). Potom existuje jediné riegenie diferencidlnej royvnice {1)
v tvare moeninovéhe radu so stredom v fisle a:
ol
y == Z celr — a)k, (2}
k=10

ktory konverguje v okoli O(a) & spiia zadiatoéné podmienky w(a) = eq, ¥'(@) = e, ..,y RN =
= rn_1. kde eg, 71, ..., ta—y @i [ubovelnéd fisla.

Veta 2, Nech v lincirnej diferencidlnej rovnici
o — ) pola) Y = {2 —artpulE) gD . S palx)y = O (3)

s koeficienty pola), pu{a) ..., pal2) polyndémy alebo moeninové rady so stredom v Eisle a,
ktori konverguji v okoli tisla O(a}, pri¢um pela) # 0. Potom existuje aspoit jedno riedenie diferen-
ciéhiej rovoice (3) v tvare zovieobeenendho moeninového radu

o
¥ = lxr—a)y Z Byla — )k, (4)
Eae )

kde bo # O a Bslo 7 je redlnym korefiom urfnjicej rovnice
(;) ! pole) = (ﬂ_f_ 1) in— 1y ) 4 .0+ (:) g ala) + pyia) = 0, (M

pri¢om rad {4) konverguje aspoit v okoli Ofa).

Pozndmka 1. Pri hiadani rietenia diferencidlne] rovnice (1} v tvare moeninového radu (2)
pestupujeme talk, e :

a) vypntitame formalne derivdcie radu (2),

b} dosadime do diferenciglnej rovnice (1) a usporiadame podla maoenin dvojilena x -— o,

e} porovnanim koeficientoy pri rovnakych moenindch (2 — af dostaneme systém lincdrnych
rovnie pre koeficienty ep radu (2),

. d) dosadime vypoditané koefieienty cx do radu (2) a ndjdeme jeho interval konvergencie J,

\" knidom nzavretom intervale I, © I rad (2) rovnomerne a absolatne konverguje a je na inter-
vale I, rieSenim linedrnej diferencidlnej rovnice (1)

Poznamka 2. Mocninovy rad (2} je Taylorov rad T'(y, a) pre hladané rickenie y. Preto namicsto
toho, aby sme podla uvedeného postupu hladali kveficienty oy radu {2), atadi:

a) vypotitat derivicie y¥ia), & = 1. 2, ... z denej diferencidlnej rovnice {1},

b) dosadit vypotitans derivéeie do Taylorovho radu Ty, a} a néjst jeho interval konvergencie.

v kazdom uzavretom intervale I; < I rad Ty, @) rovnomerne & sbsolitne konverguje & je
na intervale I3 riefenim linedrnej diferencidlne] rovaice (1) -

Pozndmka 3. Pri poufiti vety 2 postupnjeme podubne ako podla poznémky 1 & t¥m roz-
dielom, Ze ¢islo r ndjdeme z urdujicej rovnice (5):

Pozudmka 4. Ak nicktord Korene ry.ri. . . ., 7 uréujucej rovnies (5), pre ktoré platir, < rp <<
< ... < Tw,navzajom sa veetky lidia o celé Eislo, potom im odpovedajice linedrne nezavisl
rivdenia maju tvar

.
Y = (a7 = @)% rake—j In¥ 7 (o -~ a)y ) L

. =1 .
=12, ..., ma vietky funkeie gex-; moZno vyjadril v tvare moeninového radu so astredom

v iisle a.
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Pozndmka 5. Aj v pripade, Ze uréujica rovnica (5) mé komplexne zdruzené korene, moino
radom (4) riedit diferencidlnu rovnieu (3). Ak rovnica (5) md korene x + §i, x — § i, potom plati:

{r—aj'— {z—a)[cop(fln|x—al|)+isin{fIn|z—na])], (T}

pritom realns a imaginarna fast radu (4) tvori dvojicu redlnych linedrne nezdvislych rickeni
diferencislnej rovnice (3},

FPosnamks 6. zavhobemaenyml moecninovymi radmi mofno riedit aj iné, nelincdrne dife-
rencialne rovnice,

Pozndmka 7. Ak pmvni strana diferenciglnej rovnive (1) je periodickd funkeia, moZno hliadat
j¢j riedenio v tvare Fourierovhe radu, a to tak, 3e:

&) pravid stranu diferencidlnej rovnice rozvinieme do Fourierovhe radu,

b} hladend riedenic vyjadrime v tvare Fourierovho radu a dosadime du rllferrencm]nr-] rovnice,

¢} porovndme prisluné koeficienty.

Besselova diferenciilna rovaniea

Diferenciilnn rovnion
2y o+ oxy (e -ni)y = O, nozl ' (8)
naryvame Besselovon diferencidinou rovnicou.

Pre kladné nie celé &slo n st jej riesenim Besselove (valeovd, exlindricks) FunkﬂP prvého
druhu n-tého stupiia Ju{x), Jou(z), pricom plati:

Z (—1)¥ wg;mn *

J:[-‘I'»'..l 1‘ lin — i‘.‘- r U

(%

o0

E [_”i (_ﬂg]--n*n
-1: f BT+ k -+ 1) °

Jonli) = (10}

Funkeie Jy(r), J-ulx) tvoria fundamentalny systém ricieni diferencidlne] rovnier (%) & jej vie-
vbecné riefenie je:

¥ = afafx) 3 eaf.plx). (1)
Pre prirodzend zislo n je vheobeend riedenie diferencidlnej rovnice (8)

¥ = ofalr) + ¥z}, (12}
kde je: .

i (1% (a/2)n 2k

Tnl) = 13
) = 3 (13)

a pre funkciu Y,(r), ktord nazyvame Besselovou {(valcovou, ry[mdru.knu] funkcmu druheho
drubu n-tého stupha, plati:

nolf b —n
Yalz) = %J“(:ﬂ} In {2;2}__:; by E‘—_"’:-!l-(g_) W
k=10

kt
1 & (—1) (/2)neae .
e . IS < k), 14
x ;)-:o Elin + &)1 (@} < gl ~ #)) {14}
kde (k) = —p + L+ 12 + 1j3 4+ ... + Yk k= 1,2 ..., g0 = —pa:r— 05772 .. . jo

Eulerova kemitants.

*) O gama-funkeii ['(z) pozr! &, 3,3,

-
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Pre nie celé &islo n sa definuje

Yalz) = —1-- [cos nrt . Tala) — J_pl2)]

sl

& vieobeond riedenie diferencidlnej rovnice (8) je dané vzfahom (12). !

Gausseva difersnciilng rovnics
Diiferencidlnu rovnieu

wll —x)y" 4 [y —(x 4 F+ x]ly —afy =10, {15}

kde &, f#, y st Gisla, nazyvame Gaussovou diferencidlnou rovnicou. Pre Tubovolnd y 5 0, jej riedenim :
na intervale {—1I; 1) je funkeia F{a, 5. 3, ), pre ktord plati:

xff afa + 1) B(f + 1)

}‘(d.ﬁ,}l,-ﬂ}-l+7¢+ T 4 T G
wlx 1) fa s b= DIB 1) o (B =1 .
N ktplp + 1. ... [y += {(k—1)] 4 ... . (18)

& nazyvame ju hypwymmumkuu { Gausgovou ) funkeiou. Fre nie celéd &iglo y joj vﬁcul‘mcné riofenie
na intervale {0, 1) je:

yv=oaFadyrx) et *Ple—y+ 1L, §—y+1L,2—yp ) {17}

Legendrova diferenciilna rovnica
Diferencidlnu rovnieu
(L —at)y" —2xy" +nn+ Hy=10 {18}

kde n je tislo, nezyvame Legendrovon diferencidlnou rovnicou.
Jej vieobecnd riedenie pre x € (—1, 1) je:

y=cl[l_n[n—i—l} {ﬂ-—ﬂ]n{n+l}{n+3} ],._
2! 4!
+c3|-::— [n—l‘jsfﬂ+2,'| xl+'[ﬂ-——3}(n—lLEn+2]{n 4 4) m’—...]. (19)

Ak n jo celéd kladné dislo, mé Legendrove diferencidlna rovnica jedno riefienie Fjuix), ktoré
je polyndm. Pre polynémy Pylz) plati:

Pg(z) =

.21 .l [(z2— L)) (20}

a nazyveme ich Legerndrovimi polyndmami.
Priklad 1. Najdime riedenie linedrne] difereneidlnej rovnice y* — 2%y == 0, ktoré splia za-
Ciatoéne podmienky y(0) = 1, ¥'(0) = 0,

Riedenie. Kodie koeficienty diferencidlnej rovnice sl pofx) = 1, pyix) = &% v e (— 20, o)
existuje podla vety 1 riefienie v tvare mocninového radu

Y=o+ mE et b L ega™ 4 L {21}
Ak postupujme podla poznamky 1. potom .
' ¥ o= oy + Bear 4 BesrE b L b Rt koL, (22)

ez ey -+ 8, 2o + 4. Jeed 4 L i — L) ogantl 4 Ll
Po dosedeni do danej diferencidine] rovnice a tprave mdme: '

26, + 3. 2038 + (—to + 4.3 22 + (—01 + 6.4es) B+ .00 4
+ [—th-z + (7 -+ 2 {n + Deagal 2 f ... = 0.

—
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Porovnanim pre koeficienty g, ¢, ..., ¢4, ... dostévame systém linedrnych rovnie

2oy =10
. 3-25;#0
~tg-2+(n+ 2{n 4+ 1)ch =0 n=23 ...

Odtial c; = 0, ¢3 = 0, €n.2 = eaaf[(n + 2)(n + 1)], pre n = 2, 3, .... Zo zatiatotnych pod-
mienok a zo vziahov (21), (22)a (23) vyplyva co==1, ¢, =0, ¢ =0, c3= 0, o = 1/(3. 4}, &5 = 0,
=0, cr=0c3=1/(3.4.7.8), ¢p=0, .... : ’

(23)

k

Vo vieobecnosti jo cu = 0, pre n # 4k a e = | | (4§ — 1) 4j.
. j1
Hladany moeninovy rad je:
a PLI a4k
‘r. yTl-+3.4+3.4.'?.s+”'+ © d e

[T 445 —1) 4

j=1
Podla d’Alembertovho kritéria je:

lim | S [ g #

Preto mocninovy rad (24) je hladanym riefenim na intervale {— o, o).
Priklad 2. Néjdime vdeobeené rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice y* —ay’ —y = 0. -
Riedenie. Hladajme vieobecné riedenie y = ey -+ ezy2, kde riefenia y,, y: spliia zatiatoiné

podmi w0} = 1, y,(0) == 0, yz(0} 32°(0) = 1. Tieto riedenia tvoria fundamentdlny systém,
kedie ich wronskién v &isle 0 je Wiy, ya2) = 1.

Obe risgenia hladajme v tvare Taylorovhe radu
y'(0) ¥'{0) y'™(0}
T a ot !

Prishufné derivicie uréime 2 danej diferencidlnej rovnice a zadiatoingch podmienok. Derivo-
vanim danej diferencidlnej rovnice mims;

§ YO —zy" — 2y = 0,
Y — 2y — 3y* = 0.
Matématickou indukciou dokéfeme, Ze:
YR — yin=1) — (1) yln-2) = O (25)
. pre ka#dé prirodzené &islo n = 3. '

Pre g, dostaneme zo zadiatofnFeh podmicnok & z rovnice (25) y,(0) = 1, (D) == O, 4" (0) = 1,
$0) = 0, “N0) = 1.3, ... & vo vieobeenosti je y!™(0) = U pre n nepirne, y,(W(0} =
= {n — 1)!! pre n pirne.

Podobne pre y, mimae;

#(0) = 0, 13(0) = 1, 12°(0) = 0, 5330} = 2, 3,40} == 0, 4, M([0r = 4. 2, .... Vo vieobeenosti ]:E
¥i®(0) = 0 pre »n pirne a #1080} = (n — 1}!! pre n nepérne,

0.

¥ =y(0) + +

a4 ...

Thrnom mame:
x? at ot pin-1
”""(1+‘2“+'2.4. fea e T taamyr b )"'
_ zs E gin—1 .
+e,(m+l_3+1_3.5-+...+—t2n_””T...]. (26)

Podla d’Alembertovho kritéria zistime podobne ako v priklade 1, 2a oba mocainové rady kon-
verguji v intervale (—x, ). Podla vety 1 sii teda riefenim dancj diferencidlnej rovnice ns
intervale {-—xc, @) & (26) je joj vieobocné riefenie na intervale (—oo, :0). '
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Priklad 3, Najdime vieobernd ricdenic diferenvidlne) voviiee 229" 4 2y + (B2l — 1]16)y = 0
v intervale {0, o),
I
Riefenie. Zavedme substiticiu 7 = 3r, dostaneme y” = 8§ id!:- Ly =0 %?f— . o dosadent
do diferencidlnej rovnice s dprave méme:

» Py _‘11-‘_ (zuL) .
A 4 + 1t T ¥ == 0,

To je Besselova diferencidlna rovnica pre o= I/4 a teds joj vieobeoné ricdonie je:
y = celafelt) b cxdyfalt)
ViEeobecnd riekenie danej diferencidlnej rovnice je:
y = epJua(3x) + eaf J(B2),  we (o, w1l

V dlohdch 329 az 336 najdite riefenie danej diferencidlne] rovnice v tvare moeni-
nového radu, ktoré spliia uvedené zatiatoéné podmienky. .

320, y' =22+ 2 (1) = 1. 330, i = e¥ 4 a2y, y(0) = 0.
38 ¢ = —ay? + 2cosa, y() =L 33y ={l + By y0) = —
W(0) = 2.

333 ¥y —yer =0, y(0) =1, y(0) == 1.

34, ¥y —ycosz =z y0) =1, y (1) = 0.
335y — 2y —y = e7, y(0) = 1, y/(0) = 0.
336, " —zy 4 g2 =0, y(0) = 1, y'(0) = 2.

V ulohéch 337 az 339 pomocou mocninového radu néjdite jedno riesenie, ktoré
spiﬁa. dané zatiatodné podm‘.ienky, a potom zniZenim radu riefte dani diferencidlnn
rovnicn.

337. 4" — 22y 4 2y = 0, y(0) = 0, ¥'(0) = 2.
388 (1l —a)y" +ay —y=0,90) =1,40) =1
339, (1 —z2) y" —zy’ =0, 5(0) = 1, ' (0) = 0.

V dlohdch 340 az 347 nﬁ;dltva vieobecné neéenw danej diferencidlnej rovnice
v tvarc moeninového radu.

340. (1 4 =)y’ — ny = 0. 341, ¥° + 4xy = O.

342, " — 2y 4 xy = 0. ' 343, (1 — ) y" —dxy’ — 2y = 0.
M. y" o+ xy — (222 - 1) y == 0. 345. y" L (1l —z) Lty =0,

346. y" + ysinx = 0. ‘ ML 2y +yln(l —zx) =0

V dlohdch 348 ai 351 ndjdite v&eobecné riedenie danej diferencidlnej rovnice
v tvare zovieobecnenych mocninovyeh radov.

348, 4zy” 4+ 2y + y = 0. 349, 22y — 2y - (z —2)y = 0.
0. 9r2y” — (22 — 2) y = O. 351, 2ay" + (3x—2a) y — (& + 1)y =
— 0.
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V dlohdch 352 a 353 nijdite periodické rieSenie danej diferenciilnej rovnice v tvare
Fourierovho radu. °
2 sinz

- " # o H =4 k) Y T e -
352. ¥" 4+ ¥ +y = |sinz | A A Bl v vy

354, Napiste nekoneéné rady urénjice Besselove funkcie prvého a druhého druhu
pren = 0, 1, 1/2.

V dlohdch 355 aZ 367 ndjdite vieobecné riefenie danych diferencidluych rovnic
tak, Ze ich vhodnou zémenou premennych prevediete na- Besselovu diferencidlnu
rovnieu.

356, (x— 12y +(z— Ny + 2z —2)y = 0.
356. 2" + (22 + 1)y’ + (2= + 1)y = 0.
307, 22" + xy' + Mzt — )y = 0.
388, 22" - zy + (x—4)y/4 = 0.
359, 2y — ' + 423y = 0.
360. xy" — 3y’ + 2y = 0.
361 2y 92y’ 4 (2 +4)y = 0.
362, Dokaite. Ze platl Jy(—wx) = (—1)" J,(x) pre n celé &islo,
363. Dokéite, Ze plati J_1(2) + Jpui(z) = 2uda(z)/x.
364. Dokéite, Ze platl Ji(x) = —J,(z),
365, Dokaite, Ze platf Jo_y(x) — Jppi(x) = 2J.(x).
366. Dokazte, ze platf [#tJ,(z)]) = 2" p_i(x).
367. Dokaizte, Ze plati [x-nJy(2)] = —a=nJ,, (z).

368, Nijdite tvar vynitenych kmitov kruhovej membrény s polomeroma, ktoré s
budené striedavym zatazenim g == go sin (@t - @) rovhomerne rozdelenom na plochu
membriny. Pre kmity membrény plat( diferencidlna rovnica :

1 a( ﬂu)_l Bu gl

Talel T e T T p

e o T

kde pre odehylku z rovnovédine] polohy plati u(r, t) = F(r) . sin (wt + @), prifom o
je kruhovd frekvencia a ¢ je fizovy posuv vynitenyeh kmitov membriny. Pritom r
je vzdialenost od stredu membriny, T je velkost napinajicej sily prepoéitand na
jednotku dizky obvodu membrény, 0 je ploind hustota membriny a ¢ = |/ 7p.
Ulohu rieste za predpokladu, #c membréna je na obvode pevne uchytens,
t.§. wia, t) = 0. :

Ulohy 369 a 370 rieite pomocou Gaussovej diferencidglnej rovnice.

369, x(x? — 1) y" + (22 —2) y" — day = O,
370. 16z — L2 y" -+ 27xy = 0,
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371. UkéZte, e pre |2 | < 1 je vieobeenym riefenim Legendrovej diferencidlnej
rovnice funkecia
n l4+n 1 1— 3
y—-ciF(—— —j—,z )+csz( 5 l+; T m’)
V Glohéch 372 aZ 375 dokd#te nasledujuce vlastnosti hypergeometrickej funkeie.
372. F(1,1.1,2) = 1)(1 —=z). '

373. F(—n, p, f, —z) = (1 + z)n.

1,3 1—x
— — 2 ==
3?4.2::;‘(2,1,0,3) n 7L

376, o8 (% , I,% , —:1:1) = arctg .

376. Napidte prvych sedem Legendrovych polynémov a zndzornite ich.

377. Dokaite, ze pre n celé éslo je vieobecné riefenie Legendrovej diferencidlne;
rovoice tvaru y == ¢;Pu(2) -+ c2Qn(x), kde Py(x) je Legendrov pulyném n-tého
stupnia a pre funkein @u(x) plati:

1 " 1 4+ 2 }m 1 +=x
&) = gy [0 =0 227 — G P m LT

np!

V vlohach 378 ai 381 rieite na zdklade vysledku predchddzajicej alohy dané
diferencidlne rovnice.

378, x2(x2-— 1) §" + 2%y’ + by = C.
379, 2@} + 1)y" + @22 + 1)y — 2ay = 0.
380. (x2 — 1) 4" + Bay’ — By = 0.

381, 2322 — 1) " 4 28(2 = 23) y' — [(n? 4 n-—2) 22 + 6] y = 0, kde n jo pri-
rodzené éiglo.

382. Riedte diferencidlnu rovnieu (1/sin 9) [sin 9y’ ()] + p(p -+ 1) y(#) = 0 tak,
ie ju zdmenou premennych prevediete na Legendrovu diferenciélnu rovnicu a pouZi-
jete vysledok dlohy 371.

383, Dokdite:
a) »nPp(x) = (2 — 1) aPay(x) — (n— 1) Py_,(2),
b] (22 — 1) Po(x) = nePylx) — nPy_,l2),
Poa(x) — Pp_q(x) == (2n + 1) Pylx)

384, Dokdite, Ze sidet koeficientov v polynéme Py(z) sa rovnd 1.

385. Dokiite, e vietky korene rovnice Py(x) == 0 sl redlne a leZia v intervale
(—1,1).
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L%, Ortogondlne systémy funkeif. Ortogondlne rady

Nech funkeia f je po tiastkach spojitd na intervale {a, b}, t. j. je alebo spojitd, alebo ma koncény
poéet bodov nespojitosti prvého druhu na intervale <a, b> [bod nespojitoeti ¢ prvého druhu je
taky bod nespojitosti funkeie f, v ktorom existuji limity lim fl2), lim f(r)].

- Terr

e ]

Strednou kvadratickou odehylhou funkeit f a g v wihou p nazgvame &elo

[
olf,9) = V [ L) — gt} pla) d, (1)
i .

kde p je nezdporni, po fisatkach spojitd funkeia v intervale {a, b}.

Skaldrnym adéinom funkeil fa g a vihou p nazyvame tislo
b
(o) = [ A=) o) pleydar, ()
fed

kde p je nezipurnd, po &iastkach spojitd funkein v intervale <a, b3,

Normou funkeie f & véhou p nazgvame Sislo N(f) = ].r’ﬁ] = o{f,0) = l,f f JHx) piz) da,
i

Funkeie f a g 8t ortogondIne na intervale <a, b> 8 véhou P ak ich skaldrny sidin sa rovnd nule

a N
(fr9) = [ f@) giz) p(x) dr = 0,
1

Pozndamka, Ak p(a) =1, x e Jq, b>, potom hovorime, 3¢ funkeie f, ¢ sG ortogondine nn
intervale <, b, . '

Nech {j,}:’_l jo postupnost po tiastkach spojitych funkeii na intervale <a, b). Postupnost
{ f,,};“_l nazyvame arfogondlinym systémom s véhou p na intervale (a, b}, ak plati:

&
(1 fi) = [ filx) fulz) pla) dz = 0

pre j =k oa N(fa) # 0 pre kaddé n == 1, 2, ...,

Ortogonélny systém funkeii 6 vahou p v intervale (e, 5> sa nasyva ortonormtlinym systimom
8 vahou p, ak N(f,) = 1 pre kafdé n — 1, 2,

Nech {fﬁ}f_l jvortogondlny systém & vahon pna intervale <a, b>. Zowdeoheenengm Fouriero-
rym radom funkeie g, po fiastkach spojitej na intervale <a, b3, nezyvame rad

o

Y enfalr) = enfil@) £ aafalw) + o enfale) + .., {3)

w1

kde fisla e1, 6. ..., ea, ... nezyvame Fourierovgmi koeficientmi funkeie g & pre ne plati:

b
| ¢t fulz) pix) dz
tn = DI G - m=1L2.... ' ()

BTN b !
ffn’f-t‘] pla) dx
@
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Hovorime, Ze postuprioatf funkeii { _f,.}:’_l konverguje podla stredu k funkeii f v intervale (a, b},
ak postupnost strednjeh kvadratickych odehylok {g{f, f.)}:zlkuuvergujﬁ k nule, & j.

b
lim [ [flz) — fa)]? ple) dz = 0.
e o
Ortonormélny syatém funkeii {f.}:_l s vihou p v intervale <a, & je uzavrety (vzhladom
na mno#inu po tiastkach spojitych funkeii), sk zovéeobecneny Fouriecov rad Yubovelnej, po
#iastkach spojitej funkcie g v intervale {a, b> konverguje podls stredu ku g.
¥Yeta 1. Nech {f,.}“_"i_ jo ortonormélny systém s véhou p v intervale {a, ¥>. Zv vietkych

linedrnych kombindeil kyfy + kafs + ... 4 knfn, kde ki, k5, ..., ks oG disla, ma pre dané
prirodzené #slo n najmengiu kvadraticki odehylku od funkeie f n-ty fiastodny sudet zovie-
abecnensho Fourierovho radu tejto funkcie.

Veta 2. Nech e, k= 1, 2, ... st Fourierove koeficienty funkcie f, potom plati:

o b
Y oca = [fUx)de (5)
Rl a
{ Beaselova neravnost) a
lim ey = (. {6)
Tl

Veta 3. Zovdeobecneny Fourierov rad po &iestkach spojitej funkeie f na intervale {a, b
konverguje podla stredu k funkeii f vtedy & len viedy, ak plati:

- [
Y ei= [f=)da !
ti=1 o

kde eg, k= 1, 2, ... s Fourierove koeficienty funkeie f (Parsevalova rovnost),

Yota &, (O siplnosti uzavretého ortonormdineho systému.) Ak je po isstkach spojitd funkeis g
ortogondlna ku kafdej funkeii ortonorméineho systému {f,.};’_la véahou p ne intervale (g, &,
potom je g{x) = O pre kaidé Zislo z € (a, b> & vinimkou koneéného peltu bodov.

Veta 5. (0 jednoznadnosti.) Ak dve po Giastkach spojité funkeie f & g maji ten isty zovieobecneny
Fourierov rad vzhiadom ns dany ortonormélny systém s véhou p na intervale {a, &), potom
Ji+) = glz) pre katdé z € {u, b» 3 vynimkou koneéného pottu bodov.

i o

Veta 8, Nech | fn} = jouzavrety vrtonormalny systém s véhou pna intervale 5658 ¥ cufa

gimal

) ! ol
je zovieobecneny Fourierov rad funkeie f po ¢iastkach spojite] ne intervele (a, b>¥ Nevh tonto
*®0

rad je rovnomerne konvergentny na intervale {a, b, Potom plati f = Z enfn pre kaZdéxe (g, b
’ el
s vynimkou koneénsho poitu bodov. '

Yeta 7. Nech funkeia f a jej derivieia je po Siastkach spojité na intervale (—1, 1), Nech existuje
1 ' .
integral f fiay de. Potom zovleobecneny Fourierov rad funkeie f vzhladom na ortogondlny

dystem l_-egenmwv:ﬁch polynémoy konverguje k fla) v kaidom bode a spojitosti funkeic f,
pridom @ € (—1, 1).
Veta 8. Nech tunkein f je definovand na intervale (—z=2o, wja je aj so svojou derivdecioun na kaf.
=]

dom kune'c':num intervale (—b, b) po ¢iastkach spojitd. Nech existuje integral f e~2*f2(x) dr. Potom

—_—
zuvieubecneny Fuurierov rad funkeie f vehladem na ortogondlny svstém Hermiteovyeh poly-
nomaov, ortogondlaych 8 véhou plx) = e-7* na intervale {«—oo, =), konverguje v kaidom bode
¢ spojitusti funkeie f k fla). .
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Yeta 4. Noch je funken f dofinovand na imtervale (0, 2 ja J= a) 80 svojou derivdcion v kazdom
®
konetnom mtervale (0, &) po Glastkach apojita. Nech existuje integral r‘ o Hfix) dr. Potom
]
rovieobecneny Fourierov rad funkeie f vehladom na vrtogonélny systém Laguerrovych poly-
nomov, ortogondlnyceh s vdhou pir) = ¢ 7 nn intervale {0, ), konverguje v kaZdom bode
it apojitoatt funkeie [ k fla).

Veta 10. Nech funkeia fa je) derivacia je po Siastkach spopte na tervale (—1, 1L Nech
|

exigtuje integral Jr_,fl{:]_.'l-'l e @ ibr. Potom zovaeobherneny Foureroy rad funkeie f vehladom
-1

na ortogondlny aystém (v";.-h}'éu-v:n"{'[:h polynémov,” ortegonddnych 8 vabou piv) = I.'].'“Im-- ri
na intervale (— 1, 1L konverguje v kazdom bode a gpojitosti funkeie f k fia).

Veta 11. Nech je f po tuastkdch apojitd funkeia v intervale <0, 13, ktort mo2no vyjadrit ke
rvzdiel dvoch neklesajicich funkeii. Nech funkein i fizhd l": je integrovatelnd v intervale <0, 1
Potom zovieobeeneny Fourierev rad funkeie f vzhladom na ortogondlny systém v dlohe 804
konverguje k fig) v kazdom &isle # 2 intervalu -0, 13, v ktorom je funkeia Apojit4.

Mriklad. Rozvinme Dunkein

fla) = | | pe r&_ LA

o | { pre = I, )
Jdo zovheobeeneného rudu podla Legendrovych polyndrmov Polx), » — 0, 1. ..., sk vieme, e
postupnost {Pn :|’-T'J}Hf p tvori ortogondlny syatém na intervale 1, 1 AN P, ) - 2028 - 1),
noe= 1,2, ...

Hiedenie. lIrnil}'n|1_1," rard bude mat tvar

r.‘-lPu{:J'] } I'g.PﬂJ':I - ... - -",..-P.a, .ol

pritom pre jeho Fourierove koeficienty plati: )
|
J‘ Jiry # jwh o
| 2n i

— - P at .
Gar - r A Ay s
NP0 3 f'r

Foaledny ardity integral vy-poditams pomoemu rekarentndho vefahu pre Ligendreove polyndmy

i2e o 1) P 2 le) Py oyla),

pozrt toha 383 2 Lk Ked2e Pyl — 1, » o1, 2, . ... dostanemne:
TR B } _ I ;
" —3 J -:_T"- : T | £ nir) r~ M .{'_-'IJl I'|." 3 |'Pr-‘|'r':' 'rJ-" i) |"
i
tide
1 )
' 5 [ #5208y — P2 )
pre n =2, 3, ... a¢ = 12, Z vilastnosti Legendrovych polynémov viplyve {pozri ¢linok 1,6
Fa o) = 0 8 Pul0) = (=19 {2k — 1)11/(2k)!!. Po dosadeni do vzishu pre e, méme:
| 3 3% (2k - 13
Cp =~y €3 = o\ s fppar = O, (e 1'(21— T I it
1 2Ty Fak et "\ 2) 2k + 2y
;rl‘F k= 1,2,
Zovleobecneny Fourierov rad funkeie f jo:
1 . 3 7 L o an 2k - 1o
7 FPolr) ¢ r Piir) — IPH:} [ et 1 lﬂ.ﬁ : 2—) T Fag 1)

i IZberka Oloh
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pre & & {—1,1) Kedfe danéd funkeia f eplia pdey vety 7, plati pre viietky éisla x 7 0
Illlwn (‘-"I’ l}p

3

.ﬂz}=~—+-—x+2{ —1r (2 + ) G o

CETan Py (=)

386. Dokézte, #e funkcie sim (n arccosz) a cos (marccos x) 80 ortogonalne na
intervale (—1, 1> s véhou p(z) = 1/J/T—22,

V tdlohéch 387 af 389 dokdite, ¥e dand postupnost funkeii tvorl ortogondiny
systém na intervale J.

887. {sin nz}nsi, J = 0, ™. 388. {cos nx}mar, J = (0, %
389. {1, sin z, cos #, sin 2z, cos 2z, ..., sinnz, cosnx, ...}, J = (0, 2=},

V ttlohdch 390 az 393 dokéite, Ze dand postupnoef tvorf ortogondlny systém s véhou
p(z) na intervale J & néjdite normu zn-tého &lena tejto postupnosti. Napiite aspon
prvé tri tleny tejto postupnosti.

390, {Prs(@)} )1, kde Py(z) je Iggendrbv polyném n-tého stupfia, Po(z) =
Po(x) = (1/2%n)) [(@2 — 18], 2 =1, 2, ..., 8 p@) =1, J = (—1, 1),

- 391. {T,.{x}},,..l, kde Tufz) je Gebyievw polyném =n-tého stupthia, To(z) = ].
Tw(x) == cos (n arccoe z), n =1, 2, ...

392, {Hu{-‘f)}s-l. kde H {:lf] je Hermiteov po]ynbm, Ha(x) = {(—1)® e"[e-x’]{!i
=12 ... apl;z}—e*‘ = (—o, o).

393. {Ls(z}}nml, kde Lg(z) st Laguerrove polynémy, La(r) = (e%]nl) (2% e-2]i™)
n=1,2, ... &p[x}—_*-ﬂ_f, J = {0, ).

394. Nech J, () je Besselova funkeiav-téhordduald < 4, <« 2 < ... < 4dn < ...
st kladné korene rovnice J,(x) = 0 alebo rovnice J (z) = 0. Dokéite, e postupnost

funkeif {J,{A,.z)},?.1 je ortogondlny systém s vahou p(x) = x na intervale (0, 1.
395. Dokéite, ie pre Laguerrove polynémy plati:
Ly(2) = i:u (1 (}:) =
Na zdklade toho odvodte rekuremt;nf vziah
Ly(x) = Ly(z) — Lyuiz).
396, Dokézte, Ze pre Laguerrove polynémy plati..
(% + 1) Lysa(®) = @n + L — 2z} La(x) — nln_y(z).
397. Dokéite, fe pre Cebylievove polynémy plati:
Ta(x) = 28Tp1(x) — Ta-alx).

V tiohach 398 a% 401 rozvifite dané funkeie v intervale (—1, 1) podfa Cebysevo-
vich polynémov. '
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898. f(z) = 2°. 299. f(2) = sgn =.
400. f(z) = | = |. 401. f(z) = arcsin z.

V tiloh&ch 402 aZ 405 rozvilite dané funkeie v intervale (—1, 1 podla Legendro-
v¥ch polynémov.

402. f(x) = | z|. | m-ﬂzm-]/';*’-.
|
104, f(x) = 'v—l'——-—_—? 406. f(z) = arcsin z.

408. DokdZte, e zovieobecneny Fourierov rad funkeie f(z) = e podla Legendro-
vych polynémov zadiny takto
: 1y
eF = % (B—-a-) Po(#] -+ -E-PII_'G-'} -+ ;( —%)szﬂf} T+ o

V tlohdch 407 s 410 rozviiite dand funkeiu v intervale (— oo, co) podls Hermiteo-
vych polynémov.

407. f(x) = sgn z. 408. f(z) = | 2 |.

409. f(z) = cos ax. 410, f(z) = o9,

V tlohéch 411 a 412 ndjdite rozvoj danej funkeie v intervale <0, o) podla Laguor-
~ rovych polynémov. _
411. f(z) = 2». 412, f(z) = o—9s,

'V tlohéch 418 a 414 néjdite rozvoj dangch funkeif do zovBeobeeneného Fou.
rierovho radu podla Besselovych funkeif. -
4183. f(z) = 1. 414. f(z) = a2,

1,8. Fourierove rady
Funkciondlny rad

ol
fig Srn ., 2mn .
T+ X (ovoos e 4 tuain 720) W
nazyvame trigonometrickgm radom 8 periddou I, kde I je kladné Si;lo.ﬁilln Qo A by, = 1,2, ...
nazfvame koeficienimi radu (1).

.&kﬂh =0, p:on fln;l. ﬂ.r:d.(ﬁd (1) sa nu;j:a. kulnumqim ﬁ-wuﬂ;drﬁbﬁﬂ radow, ak
g =, pren =0 1,3, ... e8 nezyva irigonomelricky rad.

Nech funkcia f jo na intervale <a, + I, pritom { > tingtkach spojitd. Trigonometrick
rnd{l},vkbommmjahahmﬂnion:y plati: P e y

atl
v [t eon 2 adn w0,

a
@+ (2)
b.--?—af .ﬂz}-in;’:‘—“zda. A2,

WMMMJMM(u.=+DaMﬁ.&.mmim
Fourierovgmi koeflcienimi funkede f pro interval <a, a + .
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Poznamka. Postupnest funkeii | 200{17]'2, cos (2rzfl), sin (2az/l), coa(drzfl), . . ., coa(2rnz/lL.
xin (2mnx/l), ..., tvori na intervale Ja. a 4 & ortonorindiny aystim. Preto je Fourierov rad (1)
zvliftny pripad znvieobecnendho Fourierovho radu. -

Neeh funkeis f definovani na intervale <a, a + &> mid v kaZdom Gisle z € (@, & + {) timita
zluva & limito sprava, v idsle « ma limitw sprava v &ale a & { ma limita zlava. Potom funkeiu f,
pre ktori plati; :

..j_.[ lim firy —  lim fit}]) pre ¥ = @,
2 peak [SETR [

for = 3 hm s  lim fig)] pre o€ (o, e & 0, (3
2 erm P

f-i-'l' by o ;r-{.r':l. pro kaide Cisle s,

nusyvsine pormalizecangin periodickgn pokradovanim funkeie f pre interval (e, a 4 I).
Hovorime, #e funkeiu f moZno rozvinit do trigonometrického radu, ak existuje taky trigene-
metricky rad {1} Ze¢ pre kaddé Galo r jeho widet i flz).

Veta 1. Nech M jo nbor kunvergenciv trigonometrického radu (1) a ¢ jeho silet. Potom sadidt «
jio periodickd funkeis, pre ktord plati sz - ) = s(r) pre ka2dé tislo x e M.

Vetn 2. Ak je trigonometricky rad (1) kosinusovy [sinusovy] trigonometricky rad s abaram
konvergencie M a mi gitet s, potor stéet g je pArna [nepdrna) funkeia,

Vets 3. Nech f jo péros (nepdrnn] funkeia ne intervale - —12, 1/2)>, 1 > 0. Potom pre jej
Fourierove koeficienty pre interval - f12, 12 plati:

) _ 12 Drem '
e TI fizyros T e, prew 002, ..., Hd)
1
[T pren = 1.2, ...
ity == 1), et om 01,2, ...,

1.2 .

. 2w (&

By s f fle) sin T e pren o= 1,2, 0. e
g !

Veta 4. Nech f jeo periodicka 8 po Ciastkach spujitd funkein ua intorvale {a, a 4+ &, [ > 0,

pricum pre kazdé » plati flr -+ 1) = fir). Ak je funkeia f pirna [nepdrnal. Fourierov rad funkeie f
pre interval “a, a -+ I je kosinusovy [sinusovy] e plati pre nehe {4} [(5}].

Vets 5. Nech je funkeia f po Giastkach spojitd na intervele «u, o 4 D, ! > 0 s rad (1) jo joj3
Fouricrov rad pre interval <a, a ¢ (. Potom plati;
al { Parseralova rornosl)
¥ TR

1 - 2 ’
e ';'ll O RIS uf S o, - €
by raed
I. il an &l )
g 2y vw
=l
je absohitne konvergentny. :
Vels 8, Nech funkeis f a jej prvé derivacia f' sd ne intervale J:, a -+ Iy po tissthach apojate.

Neeh f je normalizované periodieké pokradovanie funkcie [ pre interval <a, o + Iy, Potam pre
. Foyrierov ead (7) funkeie f na intervale ‘a, a + I» plati:

- o 2rnr b ai 4 0 g o
fir) = 5 dy + E%I(n,. R n BT i ) {7)

pl‘i'.kl-l?.dﬁ fialo re(-——x, Wl .
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Veta 7. Ak funkeia f je periodicka a periddou I, pridom funkeie f, /* aii na intervale 7, g - b
po &iastkach spojité a pre kaidy bod nespojitosti ¢ funkeie f plati:

fle) = = lim fiz) + lim fla))
2 &= X -

potom ju mofno rogvinit do trigonometrického radu. Za tento rad mogno veiat nepr. jej Fourierow
rad pre mterval (o, a 4 ).

Veta 8. Nech je funkcia f periodickd s periodou ¢ a spojitd na intervale a, a + I., Nech jej
prvh derivécis f* je po Siastkach spojitd na intervale <a, @ + ). Potom Fourierov rad funkeie f
pre mterval (s, & + I rovnomerno konverguje na intervale {—er. o) k funkeii I

VA

2=

fhr, 3

Prikled 1. Néjdime Fourierov rad funkeie f(x) — T?' | min = | pre interval C—nf2, wi2;,

Riedewse. Dand funkcis f(z) = —3—|uin:r.| jo phrns v intervale «- =2 w25 Prete podla
vety 3 pre jej Fourierove koeficienty, kde I = T, plati:

a2 n2
dg = ?r_ f ain ¥ dzx, Iy = f gin x cod Zur dor, by == 8
0

i
1]

prem = 1,2, ..., Z toho dostdvame:

9 2 f
ay = — |[--cum 2]
" 0 n
~/2 ' Y {20 + )
N & 0 .
oy E;uf [gin (2n + 1) r — Hjnmn_l]}hh:Fl—_____ﬁ‘.!n .Lll e —
L con (2n — ) 2 -‘1.'2: $ ] ] } ] 1
2n— ] il bt ] (2?! | I-!’I—_..I_ H_T A5 d |
Hladany ¥Fourierov rad je:
® 9 E cos2nz 9 L AL ) 4 i .
e — —_— s i e [ P . I P T
#x x L A1 Im m \F 1g M g o B )

Fre normalizovand pﬁfiﬂdiﬂké pokredovanie dunl‘-"j {'utikf;id-" dostaneme Horj = ; | rey 2}, e

€ {—ob, o) (obr. 3). Ale funkeia f je spojitd & méd po Fiastkach spojitt deriviein na intervale
{—xf2, wfZ>. Preto podla vety 6 plati:

. 9 B o eos 2
Binz | - . .
! 2n T 12‘[ dn?-— |

pre kakilé x e (—oo, o), teda aj pre interval (—-n/2. 712 |



54 | 1. Nekonetné rady

Foarlerov rad pre komplexnd funkeiu reiloe} premenne] .

Nech komploxné funkeia b reslnej premennej je integrovateinéd v intervale (g, a + Iy, kde
¢ jo kladné dislo. Fourierovym radom komplexnej funkoie redlnej premennej pre interval
‘g, & - > nagyvame rad

[+
2 gu,alﬂ'llﬂ {#)
Fir=-—ly
pritom pre n = 0, 41, £2, ... plati:
1 ot
n = f M) o=13%ne {1 Az, {9
a

Normalizovanym periodickim pokrafovanim  funksic h = f + iy _pre interval (a, u + I\
nazgvame komplexnd funkein h reélnej premennej, pre ktord plati b = f -+ ig. kde f, g sti normali-
vované periodické pokradovania funkeil f, g pro interval {a, a + D).

Veta 9. Nooh komplaxna funkeia A reélnej premennej a joj derivacia A’ 8t na intervale {a,u | 0,
! > 0, po Siastkach spojité, Potom Fourierov rad (8) komplexnoj funkoie A redlnej premennej
pre interval (@, @ -+ I) konverguje na intervale (—x, ®) k normalirovanému periodickémm
pokradovaniu funkeie b pro interval (g, a + I), t. j. plati:

® 1 a+d
Riz) = z [T f hix) o~ 13mnx /i d:u] P tabal {10}
W= [+]
pre @ € {(—a0, o). : .

Veta 10, Nech komplexué funkoia / redlnej premennej mé obor definicie {— 2, @) a je porn

dicks, t.j. Bz + ) = Mz} pre kaZdé € (—x, w), kde I jo kladné &islo. Nech (unkcie h & A’

8 na intervale ¢a, @ -- > po diastkach spojité, pritom v ke#dom bode nespojitosti b funkeis b
plati: '

1,
o [ lim M) + lim :
hib) == 5 [I-"il-lr (=) +~hb__l-{=ril

Potom Fourierov rad (8) funkeie k pre interval (g, ¢ - | mé na intervale { =, o) wa adiet
funkeiu &, Sife funkeis b sa da rozviniat do Fourierovho radu.

Priklad 2. Nijdime Fourierov rad funkeie h(z) == a2 e!* pro interval {e—n. Y. Pomocon tohtse
radu ndjdime Fourierov rad funkoie f(z) = 71008 & pre interval (—r. .
Risfenie. Pre Fourierove koeflcienty c, podla (9) plati:

= L.
ﬂ!n-;; fmia’hrl"'llm-——'-g; fz't pita-dlx gy
— e

# toho dostdvame:

-L"l z’ﬂlm‘
' en 3 - 3

nopre n ¥ 1 jo

1 s 2 _ 2i tn— n.
e"_-fﬁ (n—t ' {n—]jz- l]*ll:ln—l}-")'n .‘ t“]_n'

D)=t
£q -E;I-'_l—.,‘ . n =L

Bige

Pre hladany Fourierov rad plati:

Y | 2 1 2 Iar Lys-t 2 alnd
o g [ - — o N —— .
M) “.E {—1) Prrgay v ot = ol HE#;SI ) 1P

-




1,8. Fourierove rady ah

kde A(z) je normalizované periodické pokrasovanie funkoie A pre interval {—=, n>. Kedse plat{
Mz} = 22008 2 -+ i 23sin z, ¥ nhjdeného Fourierovho radu dostdvame:

eoax = —';-:coa_x-- 2 -I—-g-mmﬂ-:imzx—--:‘-mthn B

+ e [—- : :

=12 T s l;l]ﬂwm-i'

. _
ml'onsx_:-—2+(—';-—+%)mx —%th—%mhAb A

4w g1

pre r € {—m, m.

#16. Rozvidte do trigonometrického radu bez poufitia vafahov (2) funkeiu

a) f(x) = 1 + cos?z, b} f(z) = sin* 2.
V dlohdch 418 a% 432 najdite Fourierov rad danej funkoie f v danom intervale.
416. f(z) = 2, (—m, 7. 417. f(2) = a2, {(—mr, 7).
418, f(z) = |z |, (—=, 7. | 419. f(z) = sgn 2, (—n, 7>
s J 0 pre ze —mw, 0>, 421. f(z) = sinh ax, ¢-—m, x>,
420. f(z) = 1 pre z € (0, ::).

422. f(x) = oos ax, ked a nie je celé 423. Hx) = (x + |2 |)/2, {(—=x. .
‘ dislo {—mn, nd.

484, f(z) = |z|--1, {1, 1> : 426. f(x) = 110 — =z, (105, 115
426, f(z) =— e, (—k k5 k> 0, 427. f(x) == cos az, a je celé ¥slo. 10, n -,
128, f(z) = x conx, < x/2, 72>, 420, flx) - o7 - - 100, .0, 25

120, (@) - :.r e (0, /2),

T—ux, redn/2 x>

. WX . _
1. flz) - amT,zE{l.l, 12 432, e «. redd 1),
fa =11 zeq, 2,
0 -z (2. b ’ 3 zxe(2 3
V' iilohdch 433 a% 436 rozvidite do trigonometrického radu dané periodicks funkcie.
133. f(z) = sgm (cosz). - 434, flz) =~ | cosx|.
435. f(z) = arcsin (cos z). 436. f(z) = « — E(z).

V tilohdch 437 a 440 rozlodte dané funkeie: a) do kosfnusového. b) do sinusového
trigonometrického radu na danem intervale. .

ms f(#} = X, (0, Tl}.
438, f(z) — w/d- 22, 70, w>.




b I Nekowedué rudy

139, fz) = 2, 0, 7).

_jx xe, w2
4. f(z) = { /2, x € (w/2. n{-.

441, Najdite saéty radov
ko 1 A L w I
o dewnfaly
tak, 7 néjdete Fourierove rady periodickyeh funkeif, ktoré vzniknd z funkeie
fiz) = 22, x € (0, ) jej pérnym, resp. nepdrnym periodickym pokradovanim, resp.
periodickym pokratovanim funkcie f(r) = #2, z€ 0, 2r.

442, Rozvilite do sinusového trigonometrického radu normu.limvané periodické
pokratovanie funkeie f(z) = z(r —x). z€ {0, = a vypolitajte pomocou tohto

0
radu sicet &selného radu Y (—1)""1(2n — 1)3,

A=l

443. Najdite Fourierove rady funkeif x2, z8, x' v intervale (—m, ) integrovanim
ilena za ¢lenom Fourierovho radu funkcie f(z) = r na intervale (—mx, 7.

V dlohdch 444 ai 449 zistite, ktoré' z Fourierovych koeficientov funkcie f pre
interval <0, ) sa rovnaji nule, ak funkecia f je spojitd na intervale (—~—o0. oc)
a platf pre fin: :

44, f(z + ) = —f(@). 6. f(z + 7 = fa)
446. f(—z) = f(=z), 7, f(—2) = —f(x).
Jiz + =)= —fle). Hx + ) = —f(x).
H8. f(—zx) = f(x), H9, f(—x) = —f(x),
flz + m) = (). fe « m) = fiz).
V' Glohdeh 450 a 451 najdite Fourierov rad danej periodickej funkcie f.
0. f(z) = In am-;-! -Iﬁl.j{a:]=ln!lt.g%i_

452. Najdite Fourierov rad funkeie f v intervale {—m. 7). 8k

flx) = l_-{rln VI;I;;;._‘ di.

163. Napidte Parsevalovu rovnost pre funkciu

_ |l prejr;su
ﬂr]_[npmug]r]{x
L sin? na ;— COB NG

& pomocou nej najdite siéty radov .2
po J e ’ ngl nt A=y R

V' Glohsch 454 a 456 njdite Fourierove rady komplexnej funkeie redlnej premen-
nej na danom intervale,




1.8, Fourierove rady 57

454, f(z) = (x + a)et7, {0, ™.
156, f(z) = eti+hz, (0, ).
456. f(x) = a3 et7, {—m, 7).

V dlohdch 4567 a 4568 pomocou Fourierovho radu komplexnej funkcie reiine;j
premennej néjdite Fourierove rady funkeif: ’

467, glx) = we* cos bz, {—mn, 1.
468. g(z) = res* gin bz, (—r, w.
V' tlohdch 459 aZ 463 bez potitania Fourierovych koeficientov dokdite:

[ 4]
1 — @2

459, i 2 ] 4+ 2 E artcoanx, Ja| < 1.
1l —2acosx -} a? A

l —acosx il
160, - -~ = ) adcosnx, |a| < 1.
l — 2 coex - a2

e~
@ 8l X b
L] B e Z atainnx, |a| < 1.
1l —2a cosx + a? nel
Lr il ﬂﬁ
462, n{l —2acoax + a?) = 2 Z —-cosnr, [a| < 1.
ne=l ™

463. Jednocestny usmerifiovaé pridu prepidta jednosmerny prad i) =
= fo (8in ot + | 8in ot |)/2, kde @ je kruhova frekvencia pridu. ¢ je Zas. Nijdite
amplitiddy jednotlivich harmonickych zloZiek.



2, z.hn.mt INTEGRALNEHO POCTU FUNKCIR VIAC
PREMENNYCH

2,1. Dvojnf integrél

Delenle intervalu v E;, Ma;nm interval I = {a, b> x {c, d). Nech D je delenia intervalu
@ by, DO = {<ze, 200 & D® jo delenie intervalu ¢, &3, D® e {<yz-1, y5) Jv. . Muokinu

mtervalov T 2 X W1 W i=1,2, ..,nji=12 ....mvpolte p=mnn
delenim intervalu I a oznaéujeme ho takto: ‘D= Dw ® D,
Obsak m (I) intervalu I jo &islo (b—a) (d—o).

Normou delenia ) = D0 x M) rozumieme &lslo || D [| = max {|| DO {|, 1| D3 ||
Al pro kaZdé prirodzend dslo k je dané delenie g intervalu I, hovorime, Ze je dand

3D} | deleni intervalu I.
Postupnoset {Dk}:ﬁl deleni intervalu I nazyvawne normdlnou postupnosfon delend sntervale I,
aklli.m || Dxlf == 0.

Integrhing shadet. Ner.h funkeis f jo definovend s ohranidend na intecvale I —= {a, by A (o, d).
Sech delenie D intervalu I pozoatdve z Siastodnych intervalov Iy, Iy, ..., Ip. V kaidom Eiastod.
nom intervale I; gvolme bod & = (&, ), ¢ =1, 2, ..., ». Intaprd-tny-m eultom funkeie f pre
delenic Drintervalu I a pre danti volbu bodov 6 nazyvame &fslo _

'P -
SAD) = D fi8i milay. t1y
i1
kde m(Ty) je obsh i-tého Giastodnéha intervalu /,.

vojn§ integril. Nech je funkcia f ohranidend na intervale I = la, b> % ¢, d). Clalo J na-
ajvame integrdlom funkeie f na intervale I, ak pre kaddd normalnu postupnost { Dy}, deleni
indervalu I a pre Iubovelnt volbu bodov 8,8 je:

lim Se{Dy) — J.
F- )

Integral funkeis f nu intervale J oznalujeme f f Mz, ;ﬁ dxdy u nazgvamb. doojaym integrdlom
¥

Junkeie f na intervale 1. Platd
j [ S y) dedy - L Sy (2)

ks

Ak ewistuge dvony intogral funkeie f ne intervale J, potom funkoiu f nazy vame integruovateinouw
funkeciou na intervale J.

Nech A je ghranidendi mnofing =z By, . Funkeiu
{), pre Xe4
ralX) = {0. pre XEA4

adzyvame sharakterisickou funkciow muofing A.

4
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2,1, Dvojng integrdl ]

FPunkeia f je integrovatelnd ne ohranidenej mnoine 4, ak je funkeie F4 = yaf integrovatelnd
na istom intervale I, ktory obsahuje mnofinu A*). Integrilcm funkcie [ na ohranidenej mno-
zine A nazyvemse &#alo j;f Falz, ¥) dx dy & oznadujeme ho fAf_ﬂz. y) dz dy. Plati:

_£ [ fiz, ) dz dy = j}f Fat, y) de dy. (3)

Morateoé muoilas, Neoh A je ohraniden mnodina. Ak existuje [ [ dz dy, mezfvame mnotinu
A
A meratelnow (v zmysle Jordana). Jej obsabom nazyvame &alo .
mid) = [ [ dzdy. )
A

Ak meratelnd mnoéiny 4,, A; nemajd spolofnéd vnitorné body, potom plati:
m(dy U Az} = m(d,) + m{da). , {B)

Elementirns oblast. Elementarnou oblastou typu [z, y] rozumieme mnozina vietkyeh bodov
{(=. ¥) dvojrozmerného euklidovaksho priestory, ktoryeh stradnice vyhovuji nerovnostinm:

asx=bh {8}
ple) = ¥ = wiz),

ke «, b, @ < b su ¢iela, @, w 8l apojité funkeie na intervale ' a. b; a pre kaidé = € (a, b) plat!
i) < plx) (poeri obr. 4). :

Elementérnou oblastou typu [y, x] rozumieme mnodinu vBatkych bodov (x, ¥} dvojrozmernébe
euklidovekého priestaru, ktorych saradnice vyhovuji nerovnostiam: :

cSysd {7
_ Fly) S = = piyh
kde ¢, d, ¢ < d su ésla, @, y 86 spojité funkeie na intervale (u, @) a pre ka¥déd y & (e, d) plat{

Ply) < iy (pori obr. 3).

Elementdrne oblasti v B3 s meratelnsé mnofiny.

*} Thto viastnoal nexdviel od volby lotervalu I.




(1] 2 Bekdady ontegrednehio poitn funkcie viae prementigeh

Viastnoest] dvejnsch fntegeilay
Veta 1. Nech 80 funkeie f; integrovarelne s meratelne) mnofine 4 acyni gisla, § = 1,2, . . k.
R

Fotom ay funkria z o fy je integrovatelnd na meratelne) mnoZine 4 & plati;
P |

k 3
! cefil e, 1) doe dy = >t Jile, y) dr dy. £:7)
2 2ouff
A 71 e=1 A
Difgledok 1.
ofis g dr dy - oy frtie, ) dx dy. {9}
4 1
Ngsledok 2
[[inten & s gidedy = [ iz, gy dedy 2 [ [ oz, v) dz dy. (10
A A A

Veta 2. Nech A - A, 4 A, pricom 4, 4; a0 meratelné mnodiny a nemajii spoloéné vnitorné
body. Nech funkeia f je integrovatena na mnofindeh 4,, 4;. Potomn funkeia f je integrovatelns
aj na mnoline 4 a platj:

Sl o wyicag = [ fxyyaedy + [ f fo 9 dedy. an
A . A, ) A
Veta 8. Nech funkeie fu g s mtegrovateIng na ronoine A a pre vietky body =z A plati f(z, y} =
< glx, ¥). Potom plati:
[t ypdedy 2 [ [ otz v dzdy. (12)
A 4

Dhinleclak 3. Ak pre vletky hmdy 2 4 jo fle. y) = 0, potom plati:

[ [ fieyracay 20 (13)
A

Veia 4. Nech funkeia f je integrovatelng na meratelne] mnokine - a pre vietky body z 4 je
k = fle. gy == K. potom plati.

bt dy ff!tr- ydrdy £ KmiA). (14)
A

Vet 6. Ak jiv Tunkvia f spojité na uzavrete] meratebiej oblasty 4 vzhladom ua oblast 4.
potom existuje taky hod & . (£ p) vndtri oblasti 4. Ze plati:

ffj-::‘ W) sl dig = f(Q) m(A), . (15:
A
Cigles JeEn npeyvamne streddnon hpleoton funkete f na mnoiine 4. Plati;

1
fil = ;E‘lT .{;ff(f, yi e dy.

‘Veln 8. Ak jo funkew f spojité uaomneratelne] muo2ine A. tak je na mno2ine A intogrovatelna

Veta 7. Ak je funkeia f ohranicend 8 mnoiina jej Lodov nespojitosti md nulovy ohsah, potom
avistuje dvojny integril @ tundkeie f

Vela 5. (Fubintho veta) Neeh p funkews j integrovetelnd ne clementdrme; oblasti 4 deney
wix)

nerovuosfami (8). Nech pre kaddé z e (o by existuje {f Sfir, w) dy, potom plati:
. olr)



2.4, Divggng integrel 6l

' b '
[ [ ftx, v) de dy = f [ [ fow dy]ar, P16}
. A4 o pix)
Nech jo funkeia f integrovatelnd na elementdrnej oblasti .1 danej nerovnostami (7). Nech
wiw)
pre katdé y e v, d; existuje f Jix, ¥y de, potom plati:
i)
d wig
fAfﬂz. il dy = f[ ‘{ fie w) dx]dy. (17}
e gl .
wiz)
Diésledok 4. Ak je funkeia f apojitd ua elomentirie) oblasti 4. potom ’/' Sfie, yb dly, rveap
x)
¥z
f Six, y) dr vEdy existuje o ati vzoree (16) & (17).
Tz}

Ak funkeia f{z, y) = gl(2) b(y). kde g je spojita funkein na intervale ‘a, b 8 A jo spojitd funkeis
na intervale (e, 4, potom plati: :

b d
f f Flae, ) du dy f glx) da f hiy) dy.
A It

i

kide A = <a, b » 7o, d ..

Priklad 1. Vypoéitajme ff (2x 1 By - 2) o dy. kde interval f 2, 3571, 4,
1

§ Ricdenie. Funkcin fizx, y) = 2z +~ 3y — 2 je spojité na intervale . Ked#e interval { je moratefnd
A nnoZina, funkeia f je na intervale { integrovatelnd. Interval 7 je elomentarna oblast typu [z, y]
9 danéd nerovnostami: -
§ 2 s 8,
lsy=4,
alebu aj elementdrna oblast tyvpu {y¥, £} dand nerovnostami:
I <y 4,
—2 = %3

Preto podla vety 8 mbzeme potitat dany integrdl dvoma sposobmi.
Z disledku 4 a vzorea (18) dostdvame:

T4
ff(#-.r- + By — Ddrdy f[fli!a' - 3y-—2}:!y]1l;r'=
! -2

4 3
= f[ﬂxy 4+ 3y — 2y) de = f[ﬂu'  16,5) e o [Ja1 0 18,6x) % — 87,5
. -2 .

Z dosledku 4 a vzorca (17) mdme:

4 3
ff{ﬂr b By — 2) dar dy = f[ f(h‘ = Hy-—!]dz] dy -
7 i e

4 4
= ‘f[r* b 3zy 2] ldy = lf{lsy—m dy = 5(3y2/2 — y)} = 97.5.

Priklad 2. Vypoiitajme _,FJ[ zy dz dy, kde 4 je ohrenicend mnoina vletkyech bodov z By,
ktord ohranituje parabols ¥ = 2r — #? a priamks y = — . ’




82 ) 2, Zdklady integralneho pottu funkeie viue premennych

Riedenie. Najskor znazornime parabolu y = 2x — 2% & priamku y = ——=z (pozri obr, §). Bdrad-
nioe ich prieseénikov P,, P; ndjdeme riefenim systému rovnic:

yﬂh-‘"#’.
y = —a.

Odtial mame P, = (0, 0}, P; = {3, —3). Mnozina A je clementdrna oblast typu {2, y¥] dena
nerovnostami: ’

0zaxs3
—ray = — + 2
Pretode funkeia fix, y) = zy je spojitd na meratelnej mnokine 4, podla vety 8 a dosledku 4°

piati:
—ad 4 22 3

fj*&'dzﬂy=f[ _j; xydy]d==([[,y=;g]j+zxdzr

3
- J—;»::[{—-m’+2=]=—[—z]=]dx = %J{m’—{rﬂ + 32%) dz =

1 243
= g [#48 — 3B + B4l = —
'ﬁ 464, Zostrojte a zndzornite aspoll jedno

delenie Dintervalu I = (—2, 7> X {4, 10) tak,
aby intervaly (—1, 2> x {17/4, 21/4), (3, 4> >
x (6, 85 patrili deleniu D.

465. Nech D = IX x D@ je delenie in-
tervalu I = <2, 11y x {(—2, 8}, prifom D"
je dané deliacimi bodmi 2; 2,5; 3,7; 8,3; 9:
11 a DX? je dané deliscimi bodmi —2; —1-
1,5; 3,7; 6,6; 7.8; 8. Ndjdite || D {|.

466. Najdite aspolt jednu normdlnu po-
stupnost {Da}a., delenf intervala [~
= (2, 11> x {(—2, 8).

467. Vypoditajte integrél j}"[ ry dz dy.

Obr. & kde A je &tvorec dany nerovnostamif0 sz =1,

0 £ y €1 ako limitu postupnosti integrdl-

aych stétov. Pritom delenie Dy, n =1, 2. ... oblasti 4 nech je delenie na n? ro-
- vnakygch dtvorcov a body @ = (&, ) zvolte v pravych hornyeh vrcholoch tyohto

dtvorcov. L

V tlohéch 468 a% 476 znizornite mnoZiny dané systémom nerovnostf. Zistite,
ktoré z nich et elementdrne oblasti a ktoré sa daji vyjadrif ako sédet elementdrnych
oblastf.

468. 0 s xr=y =< 1. 489, y S 7,y = #.
470. 0 £ =z £ 2a, 471, —1 g z 51,

V20x — 22 < . 0. ]fl— ——
25 y £ 2ax,a > 2{51915}(1—#’




2,1. Dwojng integrdd 63

2] =2,

473. 1 =
=lyls2

7. |z sy 5 8
' 1

475, 2 + 42 < 4,

474, 1 =< |::|+]y]
z1f2S |y S 2|2t

478. Lyt 1z _U,
. 4-—:':2—43:150,{3;1 >z

V tlohdch 477 a 480 vypoditajte dany integrs)
1 EE
f dx [ zy? dy.

457, fd:!: 'i ]y. *)
+ ¥
L fcoma /e
479. {l‘l;cfylainxdy. 80. fdyfr‘d:r
ki 0

V tlohdch 481 aZ 490 vypoditajte:

481. ff:czydxdyl ak 7 = ¢0,2) x <1, 2.
, ) ,

i

482 ff{x"‘-—} ¥ — 2z — 2y + 4) dx dy, ak!—r{}}} % (0,2

2
‘183. ff -I—i':—xi drfdy, ﬂrk I = iu I} b4 (0, 13

4 [ =
84, ff Ty H}]dzdy,a.h €0, 4) % <0, 1).

450, ffyef’fl"dxdy,ak!:{u. 1) % {0, 1>

186, ff In (1 + =) dz dy, ak / = <0, 1> x <0, 1)
487, ffxﬂinydxdy, sk I = <1,2> x <0, n/

488, ff 2% cos (zy?) dr dy, ak 1 = <0, n/2> x <0, 2>

d

T b d
*) ¥ daliom texte namimmf[ff{sv,y} :{uj dr poutive sa af mh;fd.p ffu v} dy & podabme aj v ingch prpa-

dach.



4 2. Zaklady integralneho poftu funkeie viac premennijol

189, ff ry? eV da dy, ak T = {0, 2) x {0, 1.
, .

190, ff E(r - yydaedy, kde I = (0, 25 » {0.2).

V' Gilohach 191 a7 498 zameiite poradie integrovania.

2 -
481, f[fﬂx ) dﬂ:]dy 492. f[f flz, ¥ dy] dax
193, J-I:f flae. ) dy]d 94, f{f fla, y) ddy | dee.
1. ey l 1t

195. f f fie, y]dx] dy. 196, ! [ f Fle ) d.-u]dy.

6 Vi o iy
- s | 2ur .
197, f ’.ﬂx ) d-y] dx.

N

43—y 2

198, f|ff(.r y)dy] f [f flx, y}dy]d.r,

V dloldich 499 az 503 napiste Fubiniho vetu pre dvojny integril f j‘ flxe, ) dae dy,
g

ak je dand mnozina 4.
499, Mnozina .1 je trojubolnik s vreholmi B - {0, 0), € = (1. 0), D = (0, 1.

a00, MnoZina 4 je lichobeinik s vrcholmi B = (1, 1), (" = (3, 1), D = (2, 2.
E=(l2)

501. Mnozina A je rovnobeinik s vreholmi B = (0,°1). € = (1, 3), D = (1. 6),
E = {0, 4),

508, Mnozina A je ohraniéens hyperbolou 4! -- 22 = | a krufnicou 22 — y? — 9,

pricom obsahuje bod 0 = (0, 0).
503. Mnozina 4 je dand nerovnostami 22 + 32 £ 7, 6 20,y 2 0.

\ dlohdch 504 aZ 519 vypolitajte dany integral:

04, ff(-‘ix’ — 2zy) dx dy. ak mnoZina 4 je tmjuhnlﬁk s vrcholmi B = (0, 0),

= {2.00. D = (0, 1. )




2,1, J’Jwyn'r,r irrts'r;rre'i 6o

00b. [ {(;r — y) dx dy, ak mnoiina A je ohranilend priamkami y =0, y = =,
ey =2

606, fl-'r;ry — 42 dz dy, ak mnozina A je dani nerovnostami 0 £ y £ b, y <

II;"\.

10y.

— II."\ a—— B LS
- L]

f“ z| -+ |y [) dz dy, ak mno#ina 4 je dand nerovnostou |z | + |y | S
{ (#* + y) dz dy, ak mnoZina A je ohranitens parabolami y = 22a y? = 2

xy dx dy, ak mnoZina 4 je ohranitend parabolou 32 = 2z a priamkou

%
:-'“———-._ :L“'—-—-n .
"—'__‘1

. &)
’ Y .. : . ,
b10. s, dx dy, ak mnoZina A4 je ohraniéend parabolou y2 — 2z a priam-
2+ 2

kami y =z a - 1.

Bl [f(:f--’ﬂ dz dy, ak mnozina A4 je ohraniteni parabolou y? — z a priamkami
A

£ "ﬂ,y'—luy.—:ﬂ

-
b12. { /-__z dz dy, ak mnoZina 4 je ohranidend linrami y — 1z, y = 4z, = = 3.
J )
4"

513. ff xy | dr dy, kde mnoiina 4 je kruh so stredom § = (0, 0) a polomerom a.

Gl f.] T2 — i da dy, kde mnoina A je dand nerovnostami x? 4 y? < 1,
-~ 1 f-'! ::' 0
B, jf (12 -~ 3z — 4y) drdy, ak mnoZina A je elementirna oblast dana

nerovnostou x2 + 442 = 4.

(]
p—
F:-

j fT dr dy, ak muoZina 4 je ohrani¢end krivkou z = 2 4 sin y a priamkarmi

=1,y = U,y = 2r.

5 Zhierka iloh

_—_
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- slT. ff | zy | dxr dy, ak mnoZina 4 je dand nerovnostou 1 £ x2 £ 2 < 4.

-

818, ff]a:ld:rdy, ak mnoZina 4 je dand nerovnosfami z? £ y, 422 + * £ 12,

519, ffsgn (x2 — y? | 2)dxdy, kde mnofine A je kruh dany nerovnoston

by s 4

V dlohdch 520 a 521 zistite, preéo v dangch integraloch pn zmene p:}mdm integro-
vania dostdévame vidy iny vysledok.

520. f f (_ ~ _) e=2/3" dz dy, kde mnodina I = <0, 13 x <0, 1.

521. ff[ﬂ+v1}1dxdy,a.kf—(ﬂ by = <0, 1.

B22. Zistite, ¢i funkcia flz, ¥) = na intervale I = {0, ) »x €0, 1)

i

integrovatelnd.
V ulohich 523 a 524 najdite stredmi hodnotu funkeie f na intervale /.
523, flx, y) = sinfzsin?y. I = <0, > x {0, n>.
524, flz. y) = 2y, § = <0, 15 x <0, 13,
V tlohdch 525 az 529 odhadnite dany integral.

525, ff{ﬁ |y Bay)drdy, T = 0, 2> X (—1,2).
T

526, f f (xr* — 2y i 4wy — 6r — 1) dz dy, ak mnoiina 4 je ohranidend priam-
kamiz =~ 0,y =0, 2 4 y=3.

027, I. (2 ) dedy ok Imnt}iinn Aje ohranitend kruznicon 2 oyt —2r = 0.

528, f f (1 4+ y)* dx dy. ak mnoZina 4 je Stvorec dany nerovnostami 0 < » £ 2,

b=yz2

1 ) L . .o +
. f f 100 + cos?z + cos?y dz dy, kde mmnoiina A4 je dani nerovnostou

A
lz|+{y| =10
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2,2, Trojn¢ a n-rozmerny integrdl

Delenie Intervalu v By, Nech I je uzavrety trojrozmerny interval, I = <{a;, &) x <as, bad x
x <as, &3>, Ak si dané delenia D intervalov (aq, b, i = 1, 2, 3 deliacimi bodmi ag = zi <
<o < L. rpal? < 2,0 = by, potom delenie D, ktoré pozostdve z p = p,pap; intervalov
CEpymny Lgyd W (g gy ¥ {(Tgo, Xy pre vietky o= 1, 2, .., 0, fa= 1,2, ..., p1. ds =
=1, 2, ..., p3, nagyvame delenim intervalu I a oznadujeme ho D = D x D)y D@,

Obsah alebo vbjem V(I) intervalu I je &islo (b — a4) (bs — a3) (b — a3).

Normow delenia D = DU x D@ x D3 je slo || D || = max {|| DW ||, || D@ ||, || DO ||}

Postupnos( deleni a normélnu postupnost intervalu I zavddzame tiplne anslogicky ako pri
dvojrozmernom intervale.

Integrilny silet. Noch I je trojrozmerny interval e funkeia f je ohranidend ne intervale I.
Nech D) je delenie intervalu I, ktoré pozostdva z iastoéngch intervalov Iy, I, .. ., Iy V ka¥dom
tiastotnom intervale Iy zvolme bod @& = (&, mi, L), i = 1, 2, ..., p. Integrdlny svdet Junkoie [
pre delenie D intervalu I a pre dand volbu bodov & je &islo

p
SDy = Y fi6) VL), (1)
1=1 .

kde V() je obsah fiastotného intervalu Iy,

Trojny integrél. Noch je funkeia f ohranitend na intervale I. Cialo J nszjvame integrdlom
funkcie f na intervale I, ak pre lubovolntnormélnu postupnost {-D:t}f_l delent intervalu f a pre.
lubovelny viber budov @45 v integrédlnych sGdtoch Sp(Dy) jeﬁin Sp(ly) = 1.

l-:]

Integrdl funkeic f na intervale I oznadujeme f f flz, y, z) dx dy da.

Ak existuje integral funkeie f na intervale J, potom funkeciu f nazyvame integrovatelnou
Junkeion na intervale I a jej integrdl na f nazyvame trojagm integrdlom funkeie f na intervale I.

Plati
f ’f f fz, 9, 2 de dy dz = kli.::nﬁ}[ﬂxl.
Integrdlom f J‘ f flz, g, 2) dx dy dz funkeie f na ohrenienej mnofine A nazfvame &islo
f[fFA{ih ¥ z) dx dy dz,

kdc Fa = yaf, pricom y4 je charakteristickd funkcia mnofiny 4 8 I je nejaky intorval, ktory
ohsabuje mnofina A%} Plati :

fj{fﬁx.y.z]d:dydz - J(‘I{fm:z,y,z}dzdydz. (2)

Meratelnd mnedina. Ak oxistuje f ,[{ f e dy dz, nazjvame mnotinu A meratefnou (v zmysle

Jordana). Jej nbaahom aleho abjemom nazyvame &islo
m{Ad) = fffdxdydz.
A

Ak merateIné mnoZiny Ay, 4: nemaji spoloéné vnatorné bedy, potom plati:
'ﬂﬂ.‘h U AJ) = III-(A:] + ‘l‘ﬂ(l!;].

*} Integrél z funkcle f na mao¥ine A nezévisi od w-lh]i intervalu I,




88 2. Zdkludy integrdineho poitt funkcie viac premennyjch

Elementirns oblasf ¥ £,. Nech D jo elementérna oblast v &;. Nech f a g sl také apojité funlcie
dvoch premennych na D, #e v D plati f(z, y) < g(=, ¥)- MnoZinu M vietkfch bodov (z, ¥, 2}
& E; “kﬁ'ﬂh; da -

{zy)eD o fley) Sz =gy (M
nazfvame elementdrnou oblasfou v By (pozri obr. 4

Ak D je elementérns oblaat typu [z, y]. resp. typu [y, ], nazyvame muofinu M elementdrnou
oblastou typu [, y, 2}, resp. typu |y, 7, z]. Podobne se definuji elementdrne oblasti typov [¥, 2, =]
(z. = %) {z. ¥ =], [2, 2, ¥). : -

Blementdrne oblasti v E; st meratelnd mnoiiny.

Popznémka 1. Pre trojn§ integrél platia podobné vety ako pre dvojny integral (porrr vety
1 8% 7 % eldnku 2,1).

Veota 1, Noch A je elementdrna ovlast v By, Nech mnotina A pozostdve prive z tych budov
(2, ¥, z), pre ktoré (z, y) € Ba (=, y) = z = plz, y), pricom B jo elementirna oblasf v B, a tunkeie
@. ¥ st spojité na B. Neoh f je integrovateInd funkeia na mnozine 4 a pre kaidy bod {z, y) € B

¥(%,y)
existuje integral - f Sz, ¥, z) dz. Potom plati:
f‘s,ki
vy
f;fﬂz.y.zidzdydzsg[ [ ey, 5 dz] de dy. 4)
LES )

Poznamka 2. Ak mi pre mnoiinu B a dvojny integral na prave] stranc rovnosti {4) splnené
predpoklady vety Bz predchéadzajiceho #ldnku, modeme vypoéitat dany trojny integral pomocon
jednoduchgch integrélov. Predpoklady vety § sa aplnia napr. vtedy, ak ji integrovani funkeia f
_ Bpojitd na elementérnej oblasti 4.

Poznamka 3. Ak je vo vete 1 mnoZina B, napr. elementérnn ohlast typu [z, ¥] dand ne-
rovnostami @ = = = b, Az) Sy = gix), potom mimeo:

vz
,2) de dy dz = Sz, g, 2)dz| dxdy =
S[[ 12 JJLJ tonnac]asas
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89
: b ﬂt?] iy}
= f{ f [ f fl:.r,y,z}ldz:r r.ly}dz.
e ey gley)
Puznﬂ.ntk& 4, Ak f‘mkﬁia![ﬁ,y, zj —_— g’{z] h{y} k{z}’ pre kdd? bod (:, Y, S}E [ = <a’ b> ‘...L
X Lo, dh o ey frad e spojita na intervale (a, b), g jo spojité na intervale <c, 4> a & je spojita
na intervale Je, £3, poloun plati:

b a /
ST fa g oy dedy dz = { g@) de [ hiy) dy [ be) .
I @ r &

bz

Dxtdy+z=6

hr. &

n-rozmerny Integral. Podobne ako dvojny & trojny integrél definujeme n-rozmerny integral
funkeie f(a;, ...; a), n > 3 na meratelnej mnotine 4 € E,, ktory oznafujere:

ff.” f_f{ﬂ:;, -..,ﬂ:n}dﬁgd«#}--, d:-‘-
A

Pre n-rozmerny intogral platia podobné vety ake pre dvojny integral.

Priklad 1. Vypoéitajme f[f (@y? + z—2) dr dy dz, kde I = <0, 3> X <0, 1> x €0, 4).

Riefenie. Funkeia f(x, y, z) = =y + ;: — 2 je spojitd na intervele I. Kedds [ je meratelnd
mnoding, jo funkeia f na I integrovatelnd. Interval I jo elomentdrna oblast typua [z, ¥, 2] dand
nerovnosfami

0sz=3 O0Zy=l, O0s:z4.
Puodla vety 1 mame:

5

4
T - ey de = T — »
f[f{ﬂ"-i- 2) de dy {f[‘[trwr 2) dz] dz dy




10 2, Zdklady integralneho poctu [inkeie ciae premenigeh

pridom I = <0, 3> x {0, 1}. Podla pozndmky 1 plati:

3 I 4
frrf{’*?z + z — 2) drdyd: ::[{f[f{d-y: = Eldz]tly}dr-.:
rooaon
- CoozR 31
TJ{J-[‘W""I'-E——E:]:IW}-!M—- {‘({t{h.y:dy}dx'

3 3
4 1 4 4 [ x?
-J[iw’l]dr= -EJ.EL“: = -3- [-E—E = g,
Priklad 2. Vypotitajme fffy dr dy dz, kde A je mnofina vietkyeh bodov vy 21 € By,
A

pre stradnico ktoryeh plati z 22 0, y 2 0,2 20, 2r + 2y -~ 1 —6 20,

Riefenie. Pop!ﬁn.:ﬁ nejskér dant mnoginu 4 sko elementdron oblast. Mnofina 4 je snhrornena
na obr. 8. & p-pdmiannk 220,224 2y + z— 06 = 0 pre z vyplyva:

0=z50—2x—2y
Mnofina 4 je mnofina vietk§ch bodov (z, v, 2} € K;, pre ktord plati:
{z, ¥) e B, 0 <z56—2r—2y,

pridom mno#ina B je kolm§ priemet mnofiny 4 do roviny z = 0 a méfems ju opisaf ake elemen-
tdrny, oblast typu [z, y] nerovnosfami: .

0=2=23,
0=y =3
Mupotina 4 je elementdrme oblast typu [z, ¥, z] dené nerovnostami:
0=z =3
0=y=3-—n,
0<2<6—3x—2y

Pretode funkeia flv, ¥, z) = ¥ je epojité na meratelnej mnodine A, je tam integrovatelng.
Podla vety 1 méme:

3= 0222

| f!f’d’ﬂ#d==z'{ﬂf [ of yydz]dy}d:rm
=f{:f’[ﬁ]:_ﬁ-zydy}dxmkf{:fT{W—_xg_yqdy}dm_I

3 3—= )
-=b({nf (3 —z)y—ydy} de =
3 3
. @—zp (B—axp), [ B—P
_26{[(3—=1 s ]d:r—!ﬁ,-———ﬂ;ﬁ der =

L_@—=r P2
Ol A i

530. Najdite normu delenia D intervalu 7 — (1, 8) x <—1,3) x (L 5, ak D

je delenie intervalu ¢1, 3) dané deliacimi bodmi 1; 1.5; 2; 2,6; 3, D je delenie
intervalu (—1, 3) dané deliacimi bodmi —1; 1.5; 2,1; 3 a D® je delenje intervalu
{1, 5) dané deliacimi bodmi 1; 1,7: 2.3; 3; 4,1, b.



2,2, Trojny a n-rozmerny integrdl 7l

631. Najdite aspon j'Bd.II.I.I normalnu postupnost delenf {Dg}%.; intervalu / =
= (1,3 x (—1,3) ¢ {1.6)>.

V ulohéch 632 az 541 zndzornite mnodiny bodov v K3 dané nerovnostami: zistite,
¢i st elementirne oblasti a opiite ich ako elementérne oblasti.

532. = = G.yzﬂ,zgﬂ,zgl—x——uﬂy.

833. 0srx=sys=2251, B34, 22 Loy 4 2 < 4.

636. 22 L2 = 2z < 1.

b36. z/a? -4 y2/b2 -j—.‘zzjcz Ehz>0a>0b6>0¢3>0

83T. 0z 2, 2 L 2 S 1. BB x| + 1yl +lz]~1 20
639. 1 s jzi +iyl+[z]52

640. 22 - 2 4 22 £ 92, 22 L 42 < rxr > 0.

541. Stvorsten s vrcholmi 4 = (1,0,.1), B = (0,1, 1), € - (0,0.1), D =(0,0,3),

V ilohdch 542 aZ 547 vypotitajte dany integral.

s [{f[fi v s afafe
(e
mﬂ[[ﬁ[(fmm)ﬂa

o far o [t

hi2

546. JU?‘ gamngamsq:dz)dg]dq:

—hi2
1 o—i-——1 i y-e

B mﬁ[ [f ‘(f txlji?;i;ﬂemd‘)dy]d*

v ﬂohﬁeh 548 a 549 zamerfite purad:e integrovania v trojndsobngeh integréloch.

M&sztfdyﬁ[ﬂxy,zadz
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1 e 1 -
549, f dr f dy f flz, y, 2) dz.
S D

530, Vyjadrite pomocoun jednoduchych integrlov trojny integral

fjfﬂm, y, 2) de dy dz,
ak A je dand mnoZina:

a) mnozina A4 je Stvorsten ohraniceny rovinami 2 =0, y =0, z =0, z +y +
4z =1,

“b) mno¥ina 4 je valee, 2? + y2 =1, 2= 0, 2=Mh h >0,

¢) mnoZina 4 je kuzel 22 4 y? = 2%,z = 1.

551. Nech A je mnoiina vietkych bodov z Ej, pre siradnice ktorych plati x 2 0,
yz0,220z21l—z—y Opistc mnoZinu 4 ako elementdrnu oblast typu

[z, v, 2} [¥ =, 2}, [z, =, y] & vypoéitajte v kaidom pripade f l{ [ (1 —z)yzdzdydz.

V dlohsch B52 a% B56 vypoitsite dany integral.

552. f ff[{w+4ry_+ 2 — 8 —dy 4 1)/5) dz dy dz, ak L = (0, 1> x <0, 2) X
x {0, 3>-} |

563. f’[fmy’-zlfzd:ndy dz, sk I — (—2, 15 X <1, 3 X 2, 9.

564, fff (12 + 1y + 1fz) dz dy dz, ak T = (1, a) X <l,ay x (1,ay,a >1.
i

Hb6. ffff!e-"’*zﬂﬂdxdydz, ak T = <0, 1> x <0, 1> X <0, 1).
: . .

556. ff{fylz cos z dz dy dz, aki = (0, 27) X €0, b) X {(—=u/2, a/2).

V tlohéch 557 a% 563 vypoditajte dané integrily, ak mno%ina A je dand nerov-
nostami. .

5b7. fjﬁz drdyds, 4:0s 2= 1,05y s)1—a,

VZF@ s2s |E—a—9.




2,2. Trojny ¢ n-rozmerny integrdl 73

1 .

559. f["fzd:r dydz, A: a2 - g3 fb? + 2 < 1, 2z 2 0.

@y : .
560. fff?y‘:‘dtdyd:,A:z::-ﬂ.y:--ﬂ.ﬂ-::: < ¢, 2} ja? + ybt < 22fcd.
A

561. fffzzdxdydz.A:mz+y=+;=sﬂ=,m=+y=+zigzﬂz.
A

552.'ff (T +y+ztdedydz, A 22 2 < 202, 22 + 42 + 2 S 3a%,a > 0.
A

563.fff(z‘+y¢+zz}dzdydz,44:y?+z1§.zi.:r=+y4+z’§li”,sg0.
4 " :

V tlohéch 564 a2 568 vypoiitajte integraly, ak mnoina 4 je ohranidens plochami.

.mfjf(h+3ywz]ﬂtdydz,d;zmﬂ.zma,x=ﬁ,y=ﬂ,z+y=ﬁ,
a>0,b6>0.

. 1 N
56b. f[[f(x—}-y-;-z-lrl)’dxdydz"dx_u'y_u’”_o-”‘i‘y-l-z 1.

566. fjfyonn(z-l—a:]dxdydz,A:y=V;,y=.0,z=0.s{==uf2.

—

Py

5687. fj zyzdzdydz, A:2* + 2 +22 =1, 2=0,y=0,z=0.

i 568. f‘[fzdzdydz,dzz‘-’=M(m’+y3),fﬂl,z=h.

569, Najdite stredni hodnotu funkcie f:
a) f(z, ¥, z) = 2* + y* -+ 2 na mnoZine 4 uréenej nerovnoston z? -+ y’ -+
+#szty+az :
b) f(z, y, 2) = e#'/0*+¥*/¥*+2*/6' na mmofine .4 urdenej nerovnosfoun z?fa?
g+ et < 1




T4 2, Zaklady integrdineho poftu funkcie viac premennyeh

570. Odhadnite integrdly
a) f j f (@2 { y2 | 22)de dy dz, ak mnoiZina 4 je gula dand nerovnostou
r? Loyt o2 €16
b) fff (@@ t y < z)dz dy dz, kde mnodina 4 je kocka dans nerovnostami

l<z<3 1<y=<31<:<3
V tlohach 571 aZ 578 vypoditajte dané integrily.

B71. ff’[f(n:?—r ¥ + 2 4 u) dzdy dz du, kde I = <0, 1> 5 01> x €0, 1>
x €0, 1. . | )
572. fflff(l—.r—y-—a—u}da:dydzdu, kde mnoZina A je dand nerov-
nosfami z +y+z2+usl.x20.y20 zzﬂ uE{}
573. f f f f ut ¥ dz dy dz du, kde 4 je mnoZina dané nerovnostami0 < 2 < u,
0=uwsg | [}*-‘Cy*izu 0% xS yeu

o f f f f zyzu dz dy dz du, kde A je mnoZina da.nﬁ. nemmoﬂﬁami r +y? -+

4+ wslhzz0yz02202z0

575. fff’[f[(x+y+z+u+a t vJ‘dmdyd;dudtdu,kdeI=(g,1>x

< <0, 1 % <0, 1) % 0, ) x Oy 1 0 {0, 1,

576. ff fdm, dz; ... dxy, ak mnoZina A je dand nerovnostami x; = 0,

r = 0 - | N TR TN T 1 NSRRI - | '
57Y. -—--—- ! dx, ... dx,  ak mnoZing 4 je dand ne-
(= E—
mvnostﬂuz" + 224 ... bl 1,

-

578. ff ff (=2 + + a2 )dr, ... dr,.ak mnoZina A je dand nerovno-

stou 2 - ... + xS R afje spojitd funkeia.




24, Transformdcia n-rozmernyel ivtegralov 75

Faq

- " . L @—
H79. Dokdite rovnost f dx f dx; ... f Sflxg) dxy = ff{-u]- = du.
' W o o 0 '

580. Dokdzte: a) nech f(X), kde X — (x(, ..., #,) je spojité funkcia na intervale

Ty

L x ry .
I =02 % ... % 0. 2. Potom platifdm.d[d:r,...f flznxz, ..., a) dey =
1] . 1]

=fd::,,fd,x _t...ff{z;,xz,...xﬂ}dr,,{H'-‘=='2};
i In EE

b) nech f je spojita funkeia na intervale (0, z). Potom plat{:

fdzlfdm; '...“fﬂma S .. f )z — ;{T[fﬂndr]".
] [i] ) u

881. Nech z = K(x, y) je spojita fuﬁkcia. na intervale I = (a, ) X (a, b> a

E,(a:,y]:ff“.fK(z, i) K{h,tz)....-..K{!,,.gﬂ}dh....d:,,,kdeA={a,b}x
A

b
X {a, b)Y X ... x {a, by. Dokéite, e Knimii(z, y) = f Ka(z, t) Knlt, y) dt.

382. Vypotitajte potencisl homogénnej gule s polomerom R a hustotou ¢ vzhladom
na tito gulu, t.j. néjdite integral

ﬂ=Z’24ff£fff;:—-dxldy1dz1dz;dy;dz;,

kde mnofina 4 je urlend nerovnostami x} + y? + 22 S B3, a2}y + 20 < R?
& v o= V{"“’l_-‘!}_z F{th— gl + (1 —22)* . '

23. Transformécia n-rozmernfch integrilov

Nech zobrazenie X'= ®(T), ktord kaidému bodu T = {th, &, ..., ta) z mnodiny G < E,
priradi bod X = (%, 27, ..., %s) & priestoru E,, je dané rovnicami:

zy = by, b2y ..., By}
Iy = ?I{"h P ()

lllllllllllllllllllll

Tn = ‘pﬂ“h tar ey ‘ﬂ)i

Zobrazenic (1) nazyvame jednojednoznadné alebo prosté ne mnodine @, ak pre katdé dva rizne
body Ty, T; 2 @ et ich obrazy P(Ty), $(T2) rézne.
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Ak funkeio @, @2, ..., @a v (1) maji prvi parcidlne derivécie podla vietkyeh premennyeh
na otvorenej mnofine &, tak determinant

Bty Bty ity )
%n O Sgn
aty " aty oty

nazyveme Jakobiho funkciondinym determinantom zobrazenia @ {jokobidnom) & oznafujeme ho

D@{T:l alebo D¢[‘|, B2 -v s dn)

Ak funkeie @1, @2, - - ., pn v Zobrazeni (1) maji spojité prvé parcidlne derivacie podla vietkf'oh
premennych ne nrtvomue; mnotine G a sk pro katdy bod T € (@ je Dg(T) # 0, potom zobrazenie P
naryvame reguldrnym na mnofine .

Priklad 1. Nech je zobrazenie ¢ dané rovnicemi:
¥ = pcosyp, (3)
y = pein @.
- Toto zobrazenie, ktord kafdému bodu (p, @) priraduje bod (=, y), mé jakobidn
cos @, --psing l
sin g, geosg |

a8 ns mnofine G danej nerovnostami ¢ > 0,0 < @ < 2R je prosté a reguldrne. Nam:,?vama ho
transformdciou pomacou poldraych stradnic [pozri aj (13) z &L 4,8/I).

Dylp, @) = =0 (4)

Priklad 2. Nech zobrazenie @, ktoré kazdému bodu (g, @, u) priraduje bod (x, y, 2), je dané
rovnicami:

T == gCos
¥ = psing (B)
=

Toto zobrazenie mé jakobidn
cos @, —psing, 0
Dyle, pou)=| sing, poosg, O |[=p (6)
o, 0 1

s ns mnofine @ danej nerovnosfami g > 0, 0 < @ < 2x, —0 < u < @ je proaté a reguldrae
Nazyvame ho transformdeiou pomaocou cylindrickyeh (valcovgeh) stiradnie [pozriaj (14) = &L 4,191,

Priklad 3. Nech zobrazenie @, ktoré keZdému bodu (p, @, #) priradi bed {z, ¥, 2}, je dané
rovoicami:

z = pcos @ cos &
Y = psin @ con ¢ {7

%z = pain ¢



B S

2.5, Transformdaeia n-rozmerigel tntegralor 77

s

Toto gobrazenie mé jakobidn
| vos @ cos #, ——g cos & ain ¢, —p <08 @ sin &
Dg(p, .9 = | dingpeond, peosgrosd, —gaingain? | = g2cos d, {8}
- l sin & 0 g cos &
& na meofine  danej nerovnosfami p > 0, 0 < @ < 2n,— /2 < & < 72 jo prosté a reguldrne.
Nazyvame ho transformdciou pomocou sférickych (gulovgch) siradnie [pozri aj (15) z &1, 4,19/1).
Vota 1.

1. Nech zobrazenie @, dané rovnicami x = ¢, v), y = (e, v}, jo proaté a regulérne na oblasti
G < E; & tato zobrazi na oblast {G).

2. Nech B < (#a A = () an pri zobrazeni @ sebe odpovedajlice uzavretd meratelné oblasti.

3. Nech flz, y) je integrovatelnd funkcia na A,

Potom plati: :
f f_ﬁ:, yliledy = f f Slptu, o) plu, )] .| Dglu, ) | dude. (9
A B

Yola 2.

1. Nech zobrazenie @, dané rovnicami = — glu, v, w), ¥ = p{u, v, w), 2z = xlw, v, w), jo prosté
a regulirne v oblasti @ = E; a tito zobrazi na oblast ©{G),

2. Nech B © G a 4 < @(G) s pri zobrazen{ @ sebe odpovedajiice uzavreté merateTné oblasti.

3. Nech fiz, ¥, z) je integrovatelnd funkeia na A,
Potom plati: -

fff.ﬂmr Y 2) dx dy iz ;ffff[?ﬂur o, w), wtﬂ! o, W), x(’ur w, 0)}.| DQ}(ur #, w) | ddu de dee. {10}
A I

Pozndmka 1. Vety 1 a 2 mozno roziirif za prisluéngch predpokladov 1, 2, 3 na n-rozmerné

integraly a plati:
ff---ff{mhmla oo gy deydes oL day =
A

=ff . -ff[?:i'f}- PATh s @alTIL | Dp(T) [ Aty dba . .. dtp. {11}
2 :

Pozndmka 2. Ak jakobisn zobrazenia nemen! gnamienko a rovné sa nule alebo v jednotlivych
bodoch alebo krivkich alebo plochich, potom v mnohych pripadoch zostéva veta o tranaformibcii
n-rozmernyeh integrilov v platnosti. Opodstatnencst tohto postupu v kafdom pripade treba
vySetrit zvlddf. V pripade transformiécic pomocou polérnych, eylindrick¢eh alebo aforickych
siradnie vety 1 a 2 platia a] za takto rozdirenych predpokladov.

Priklad 4. Vypoditajme:
f f e Wz dy,
A

priﬁn;m mnoZina A je dand nerovnostami 1 S22 + 42 90, y = 0.

Riedenie. Pouzijeme transforméein poinocou polémych auradnic [pozri (3)]. Mnofing 4 je
pri tejto transforméeii obrazom mnodiny B danej nerovnostami 1 = g <3, 0 = @ = x, ako sa
fahko presvedéime poulitim transformaénych vztahov (3) v dangch nevovnostiach. Toto zobraze-
nie je na mnotine uréenej uerovnustami g > 0, 0 < @ < 2 prosté a reguldrne. Funkeia f{x, ¥) =
= T-ﬂ-r‘ jr :ipojix:a 8 teda integrovatelnd na mnoZine A. Preto podla vety 1 a podla vety 8
z &l 2,1. plati:

ffa—al-v=uxdy=ff_ - g} cotg gt aint | g | dp dp =
/ B |
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I oa . 3 3
= . -gt _ —p* L et nE l_l
f(fgao dq:)dg_nfge{'ilg— 2[90 E(e n,)+
. 1 » 1 -1
. r xd oyt 2 : . .
Priktad 5. Vypobitajme f - I/l - -'-M-—-*Edm dy dz, pricom nmoZina A je Jdani ne
. 47
rovnosfou x3/a? + bt 4 2e? £ 1L
Riefenie. Tri vypofte poutijeme zobrazenic dané rovmicami:
x = ap or @ cos
y = bo sin @ cos #, {12}

z = cp8in 7.
Jakobidn tohio zobrazenia jo:
@ cos @ cos &, —an sin g cos #, —-ap coa psin §
Dalo, ¢, &) = | bsingpeosd. bpeosgeos #, —bp sin @ sin §# 'l = abep? cos §.
e sin #, 0, cp cos 1 I

‘Tuto zobrazenie je prosté & regulirne na mnoine bodov, ktorych pravouhlé siradnice g, g, ¥
i urtené nerovnosiami p > 0, 0 < ¢ < 27, —nj2 < & < n/2. Mnotina A pri zobrazeni (12)
je obrazom mnoziny B danej nerovnostami 0 = p'= 1, 0 % ¢ = 27, —xf2 = # = w/2. Funkeia
fiz, 4. 2) = Vl —— e — y2fb2 — 23fc? jo spojitd a tedn integrovatelnd na mno#ine A. Preto
podlfa vety 2, pozndmky 2 a vety 1 z &l 2,2, plati:

zzl yz 32"
A

- '.ff i!' | atg? cos ¢ cosd 77 win? g cos? ¢ cipieint @
) i

al b it

I %= =nf2

.|abc,_,=nnnﬂ1dgdpdﬂ'=ﬂf ( f]f'i':'{zmgzm&da) dedp =
oy

it 2
i n il
= ubcfg‘Vi_—_ézdg fd(p fnnn @ dif = abe [— E— V{l =P
' 0 0 g2
1 n i s
1 S 1 ' Iw ™
. [ T R — 1 1 = m —, . i = — .
+ge Vl @+ oy Aresin g] [g.r] lmn # J 53 27w . Zabe ) abe
o 1 . -2

V Glohdch 583 a% 588 zistite, ktoré z danyeh zobrazenf si regulérne a prosté
na mnozine A. Vypo&itajte jakobidn tychto zobrazeni: .

583, x = u, y = uv, 4 = (0, 1) x (0, 1).

B84, x —uw, y=—u +v, A =(—11) x (—1, 1)
585.Qt:=u2-1—w2,y=nju,:1={ﬂ. o) > (0, ca).
586, x = u + ljo,y = v, 4 = (0, ©) X (0, 1).
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ORY. & — oMy, y ut, A= (0, @) » (—oc, o).
B88. 2 = apcos g, y = bpsing. A — (0. x) {0, 7).

o890, Dokdite, Ze zobrazenie uréend

rovoicami ¥ « y - u, ¥ — uv zobrazi troj-
vwholnik 0 £ 2 2 1. 0 < y=1l—xna

jednatkovy Stvorec 0 < y =l,0=v=s1.

3. Nijdite zobrazenie, ktorym krivotiary |, dtvoruholnfk* ohrani¢eny krivkami
=l xy =2 r—y+1=0r—y—1-0, (x >0, y > 0) prejde v pravo-
uholnfk, ktorého strany st rovnobeiné zo shradnicovymi osami,

591. Pre aké mnoiinu A4 bude obraz B po transformseii

pomocou polérnych
stiradnic pravouholnfkom?

V dlohdch 592 ai 597 pouzitim transformdcic pomocou polérnyeh siradnic
vyjadrite dvojny integral f f flr. y) dx dy, ak je dand mno¥ina 4 :
A

592, 22 L 2 < 9,
593, Kruh 22 — 2 £ qx, (a = ().
594, Trojuholnik 0 € 2 2 1.0 < ¥E1—zx

595. Kruhovy usek chrani¢eny kruznicou a? + ¥ =4 a priamkou x | y = 2,
fx = 0y = 0).

896, Oblast ohranitend kruinicami 2 oy dx, ¥ oy = Bz a priamkami
Y =y = 2 -
597. Cast medzikruzia a2 S P s ez0,y20

V dlochdch 598 a3 600 v'ykona.jte prisluﬁné transformdeie v integrﬁ;loch
jj Sl y) da dy, ak plati:
A

598, ey bk, ur = yad= 0 a5 x 0,b
599, U=+ yv=r—yad:0=<x<? l —r=2y<2—2
600. x = pcost g,y = psind @ a A: 2273 | 4203 < q2is,

V alohdch 601 a% 607 vypotitajte dané dvojné integraly na oblasti A transformdcion
pomocon polarnyeh stradnic.

! 601, ff[l—%-—:iy]dxdy, A je kruh 22 4 2 < 2,
A ' .

602. If{a:’+y3}dxdy,dje Btvrtkruh 27 -] 2 £ a2, 2 2 0,9 2 0.
Y4

603. ff](al—-'ziﬁyzda:dy,zdjekruh ! 4+ 42 < aqx.
A

4l
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y
604. ff I-Fiﬂ’-l- 3 dz dy, A je Styrtkeuh 2z Z 0oy 2 0,22 | »* £ 1.

1
805. ff nif_j ? ) dr dy, 4 je medzikrutie 1 £ -.uzl 4yt = e

606. ffain |i':::1 + g2 drdy, A je medzikruZie w2 £ 2?2 |y = 4md

807. ffamg%dx dy, A je tast medzikruzia 1 £ #* + 2 £ 9, ¥ = 2|3,
x
¥z W :
608, Ak je mnoiiﬁa. A ohranitend krivkami y = az3, y = b23, y? — pz, y? = g=x,
vypotitajte f f zy dz dy pomocoun danej transformécie y ~= uad, y* = vz

609. Vypolitajte pomocou transformécic = —apcos g, ¥ = bo sin ¢  dvojny
integral

. . ri y?
ff Vl — T da:dy, je vattro ehpay—aT+ W =1

© V filohsch 610 a3 612 vypoditajte dané trojné integrdly na mnoZine A transfor-
mécion pomocou eylindrickyeh stradnie. '

$10. fffd:cdydz,A:ml+yﬂg1,1:;{},0;:56.

611. fff z ‘-:ﬂ + y? de dy dz, A je oblast ohranicend rovinami y =0,z= {'.I

=0, {a > 0) a valcovou plochou 2?2 + y = 2z.

612. f f f (22 + y?) dz dydz, 4 je mnoZina ohranitend paraboloidom 2z = 22 +

L y2a rovinou z = 2.

Vv tlohdch 618 ai 617 vypolitajte dané trojné integrily na mnoZine A4 trans-
forméciou pomocon sférickych stradnic.

613, fffyzz+y2+ 22 dx dy dz, 4 je dast gule 22 4 2 + 25 L,z =0,
4

y=0,220.
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614. f[{f(x2+yljdxdyd;,44:zg0,4§x=+y3+zi < 9.
- 615. fjfyx*+y‘+zzdxdydmdje gula 22 + 42 + 22 £ 2.

616. ffff z dw dy dz, 4 je mnoZina ohranidend kuZelovou plochou 2? = .‘i*(:x:ﬁz B
+ y*)/R? & révinou z = h.
617. f f 'drdydz, 4 je mnoiina ohranidend rovinou z = 0, valeovou plochou
A .

- 2% 4 y? = 2az a gulovou plochou 22 + 42 + 22 = 4a?.

618. PouZitim transformdcie x = ag cos g cos &, y = g sin ¢ ﬂﬂﬂ.ﬁ, 'z = cpsin#
vypotitajte:

fjf(§+%+§)dmdydz, (@>0,6>0c>0),

prifom A je vnitro elipsoidu (z/a)? | (y/b)2 + (z/e)2 = 1.

619. Vypotitajte f f f exvixly dr dy dz, ak je mnoZina 4 uréend nerovnostami
A

220, y21,z2 1, zyz £ 1 poukitim transformécie z = u, y = (u + ¥)/v, z =
= (2 + v + w){(u + v).

2,4, Obsah rovinnyeh Givarov

Nech 4 je meratelnd mnoZina v E;. Potom pre jej obsah plati
' P [ ax ag. (n
A

Prikind 1, Ndjdime pomocou dvojného integrilu obsah dasti 4 roviny ohranidenej krivkam i
y='vz_.y=2V;ax=4.

S e a1 et ie e e Ee e 4t

Riefenie, Cast A roviny ohrenidend denymi krivkami je elementarna oblast typu [z, y] uréond

nerovnostami

0D=Zx =4,
fezy =2z
(pozri obr. 9) & preto podla vzorca (1) a ¢linku 2,1 dostdvame:
| 4 2z .

Y Ce (P e L (R R

p—

4 ZIhierka uloh
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 priklsd 2. Najdime pomocou dvojného integrélu obsah dasti A roviny ohranidenej lemniskitou
(22 + ) = 2a¥(a? — 1),

Ricfenie. Pre hIndany obsah F plati:
P - Afdmdy‘=-i dzx dy,
) ]

kde B je daat roviny ohranifend danou lemniskitou a osou oz, lediaca v prvom kvadrante {pozri
obr. 10). Ked pougijemo transforméciu pomocou polémych giwadnic x = gcod g a y = gain g,

dostaneme:
dedy = | [ gdgdep,
[fasas=[f
kde O je elementdrna oblast duné nerovnostarhi
il
0=g = g

@2 p < alZeos 2.

by, & ' Obr. 10

Preto dale] mame

Obsah mnofiny A je ' - 4 —t;; Bz,

620. Vypotitajte obsah oblasti vhranitenej priamkami:
2y =02 —y=Tr—dy+T7=0z—dy |+ 14 =0

i : 2
621. Vypolitajte obsah oblasti ohraniéenej e]ipaoum—z-i- %2 = 1 a priamkou
x  y , . a
— e e = 1.
a b
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V Glohdch 622 ai 6256 vypotftajte obsah oblasti ohranitenej danymi krivkami:
622, =~§:(x—a}?.a-:=~ 0, 22 4 y? = a2

P b2 P+
623. 2 -- TR 25
624, y = 2, y==x + 2,y = 2, 4y = z.
825. xy = a2, 22 —ay, y = 2a,x =0 (a > 0),

B >b >0

V tlohdch 626 aZ 633 transformdciou pomocou polirnych . siradnfc najdite
obsah éasti roviny ohranidenej danymi krivkami:

626. (z —a) + 2 = a?, 2% + (y —a)? = .

627. Kruinicou 22 + 42 = 5, jej dotyénicou v bode 4 = (I, 2) a priamkon
y = O_ .

628. Vx4 |y =)oz + y =a
629. Lemniskiton (22 4 42)2 = 2a2zy.
630, (22 4 y2)? = 2ax3,.a > 0. '
631, =3 -+ 1 = axy.
632, ¢ -+ 4t = 2a2xy.
633. (v + y?)® = a?(x* - y4).
V iilohdch 634 a7 639 pomocou :.Dvﬁebbﬁcnenjch polirnych siradnic # = ap cos? ¥r

y = bpain? @, kde a, b, p sl vhodne zvolené kondtanty, vypoditajte obsah Casti
roviny ohranidenej danymi krivkami:

a2 2y2 .
_+y)_¢y

ar ' hr] T e
- ,
635. (F*%) = 2?2 4 g2,
L o¥yY 2y
636.( +b) . -a.y:-t}
* ooyt =y
i I Tl R
4_3:' LI
'338 ---I— £=1F3=ﬂ’y=ﬂ
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V tlohich 640 af 843 vypotitajte obsah dasti A roviny ohranitene] krivkami
oz, y 0) =0, gz, v, ) = 0, plz, ¥, ) = 0, vz, ¥, B) = 0 transformaciou uréenou
rovaicami, ktoré dostanete z rovnic g(z, ¥, u) = 0, ¢z, ¥, v} =0, ak A" je ohra-
ni¢ens krivkami.

640, r +y=a,z+y=>by=ox,y =fr,a <bh a< 8.

641. Hyperbolami zy = a, oy == & a parabolami y? = oz, y* = B

642. Parabolami a? = ay, ¥* = by a priamkami y = az, y = B, pridom § < a <
<b0<ac<ph . ,

643.y‘=ax,y’=b¢,z‘=m‘y,x1=ﬁy,kdeﬂ-r:a{baﬂ-ca-f:ﬁ.
Ay

%B%’

_1 |

Qbr. 11

2,5. Ohjem telies

Nech A jo uzavretd meratelné mnotina z Ej. Pre objem V{A4) mnoiny A plati:
V[A}=f[fﬂmdydz, {1y

Nech B jo uzavretd meratelna mnotina z E; a funkeie , g 8l také spojité funkeie definovand
ns mnofine B, 2z flX) < g{X) vo vautri mnodiny B. Ak mnoZins A trojrozmerného priestoru
pozostéva zo vietkyeh bodov, pre pravouhle stradnice ktorgeh plati (7, y) € B, fiz, ¥) 52 =
= giz, y), nazjvams ju valcovitym telesom (pozri obr. 7). Valeovité teleao A je meratelnd trojroz-
merné mnoZina & pre jeho objem ¥ plati:

V{d) = ff Lol 4} — fla, )] e cy. (2)
H

Poznémka. Podobne sa definuji valeovité telesh, ktoryeh wpovrehoveé prinmky* snrovoo-
be#néd zo stradnicovon osou oz, resp. oy. Pre ich objem platia podobné vroree ako vzorec 2y,

Priklad. 1. Najdime objem mnofiny ohranidencj plochamiz = w? +— ¥ty — ab gy = 1,2 = 0.

Risdenie. Dand mnoZina A je zdola ohraniteni stradnicovou rovinou Rzy, shora rotadinym
paraboloidom z = z* 4 y?a z bokov parsbolickym valcom y — &% a rovinou ¥ = 1. MnoZina A
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je teda valcovité teleso, pre ktoré plati (z, y) € B, 0 S 2 < 23 + %, pridom mnofina B je elemen-
tdrna oblast typu [z, ¥], —I =« = 1, 22 = y = 1 (pozri obr. 11). Podla vzorce (2) pre jej objem

plati: . ;
V[A}-ff{z1+y2}dzdy= f{;-{==+;¢1dy]d==
B 1 xt

zt
1 1 1 .
B y1 1 =‘ =9
= f[;zy 4 ._a_ltlix=f(x’.+—a-—:§‘—T)d#— o5
—1

Priklad 2. Néjdime objem» mnoZiny A ohranitenej plochemi z? 4 y2 4 22 = a2, 22 4+ 43 4
doatem b g fgP— =0, pricom 2 2080 <a <b : _

ftiedende. Mno2ina A je teleso ohranitené dvoma koncentrickymi gulov§mi plochami zo
stredom v zetiatku siradnicového systému & ,,polovicou’* kutelovej plochy %2 4+ §* = 2% a vroho-
lom v strede oboch gulovych pléch (poeri obr. 12). Objemn tohto telesa vhodne néjdeme v aféric-
kom sdradnicovom systéme, Mnofina A je totit obrazom intervalu e S p b, 0 S ¢ < 2,
nf¢ = # = nf2, pri zobrazeni ¢ danom rovnicami r = gcosgpcosd, y = gein pcos P, z =
.= g8in % Toto zobrazenie je regulirne a prosté na mnoine uréenej nerovnoatami p > 0, 0 <
< @ < 2;, —nf2 < ¢ < 7f2, priom D¢ = g2 cos . Pre ¢ = 0, p = 2x nie je dané zobrazenie
prosté a pre # = /2, # = —n/2 sa Do = 0. Aviak podla porndmky 2 » Slinku 2, 3 platf:

b Zx  n/2
V{A}=f!fdzdydz-!{df (,.f{ .{q-'un-l#d#}dv]ﬂgz
b 2

I

Jese [ar. oo [ {o]r o]

6
Cize
Vid) = 3 (2—VT) 0 — o).
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~ V flohdch 644 aZ 662 najdite objemy valcovitych telies ohranic¢enych danymi
plochami.

614. Rovinami x =0,y =0,z2=0, s =2,y =3. c Ly 4 2z = 4

645. Rovinami 2 —y +2=8, 2 Lt y =2, x =y, p =0, 2 = 0.

646. Rovinami 62 — 9y 4+ 52 =0, 3r — 2% =0 da —y =0,z +y =5,z = 0.

. 647. Rovinami /8 4- y/4 4+ 2/2 = 1, = = 0 a hranolovou plochou rovnobeZnou
& 0son 0, ktorej uréujiica krivka je §tvoruholnik s vreholmi 4 == (1, 0), B = (3, 1),
0= (2, 3), D=(0,2).

648, Valcovou plochou y = z? arovinami z =0,y - z = 2.
849, Valcovymi plochami y = |z, y = 2}/ & rovinami 2 =0, 2 4+ 2 -- 6
650. Valcovymi plochamiz =4 — y?, ¥ = /2 a rovinou z == 0.

651. Dvoma rotainymi valeami s rovnakym polomerom R, ktorych osi sa kolmo
pretinaji.

652. Valﬁﬂvymi Plﬂﬂhami Y= lnx’ Yy == In? z & rovinami z -— 0} Y+ = 1.
" 653, Eliptickym valcom z2/a? 4 y2/b? = 1 & rovinami z = 0, & + 2z = 0.

654. Paraboloidom z =22 4 3 a rovinami 2 =0, y=1, y=22 8 y = 6-—2x. '

655, Valcovymi plooh&ml y=2 +s8inz, y=x—sinr, z=(x } ¥/t s rovi-

nouz = 0.
656, Paraboloidmi z =4 — 2 — 92, 2z =2 + 22 4+ 32

657. Hyperboiickfm paraboloidom 2z = zy, valcovou plochou x? 4 y? = 2r
a rovinou z = 0.

658, Paraboloicom 2z = ? ~+ y* & kuzelovou plochon z = P + 2.
659. Kuielovou plochou z?/4 4+ 42/9 = 22 a elipsoidom x%/4 + y3/9 + 22 == |
€60. Paraboloidom cz = % + y?, valcom x? 4+ y? = ax & rovinou z = 0.

661. Valcovymi plochami 2? + y? = 2x, #? -L 2 = 2y a rovinami 2 — 2y | x
az=10.

662. z = coszcosy arovinami z = 0, y =0,z =0, z 4+ y = n/2.

V tlohdch 663 a% 670 nijdite objemy ﬁlmvitfch telies ohranidenych danymi
plochami pomocou transformécie do poldrnych sdradnic:

663. z =22 L 2, 22 4 Yy =, 22 4 Yy =22, 2 =), |

664, z =e ¥ 2 =0,2 4 y2 = 1.

665, az — 22 + ¥, (2? + ¥ = a¥x? — ), 2 =0 (a > O}

666, 2t + 2 = az, ¥4 4 Yyt = cHx?2 + ¥?), 2 = 0,

667, 2? = 2xy, {a:’-l—yz]i—zmlxy,z— Ofr>0.9 =0
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668, x2ja? + 2/67 | 22/e? = 1,
669, 22 -+ 3 + 2 = a2, @? + y? = ax (Vivianiho dloha).
670. 2 — karetg (y/z), 2 + 2t =@,z — 0, 2:=0(x 2 0, y = 0).

V tlohdch 671 aZ 676 vypoditajte objemy valcovitych telies ohranienych danymi
plochami transformdciou pomocou zovieobeenenyeh polérnych saradnie.

671, z = arctg (y/x), = = 0, 22 4- y? = aretg (y/x). (¥ = O).

672. (xfa -+ yb +2jt=1 2 =0,y =0,z = 0{x >0,y >0,z >0)
673. 2: = 2%p | ¥2fq, 2?fad + 1202 == 1, 2 = (.

674, (z%/a? 4 y2j62)2 - 22[c* = 1.

676, x2fa? 4 y2/b2 4 22je? = 1, (a2fa? + y3[62) = xifat — 3302,

676. 22fa? - y2b2 = 22[c?, wi)a? - y2 b2 == xfh, 2 = O (2 > 0).

V dlohdch 877 aZ 678 vypotitajte objemy valcovitych telies ohranidenyoh danymi
plochami. PouZite podobné transforridcie ako v vilohéch 640 a% 643:

677. 2 =y, y* = mzx, yt = na:.a:—ay,x-byz——
ﬁ?ﬂ.z.—.ye'ﬁwﬂzmy a?, xy = 2a%, y = m,y“‘u,--—ﬂ

V dlohdch 679 a% 688 vypotitajte pomocoun trojného integrdlu objemy telies
ohranilenych danymi plochami.

679. Rovinami 2z + 2y + 2—06=0,2 =0,y =0,z =< 0.

680. Rovinami 3x —2y =0, 82 —y =0, 22 + 3y — 13 = 0, 2w + 3y — 26 =
=017z - 6y — 132 = 0,z = 0.

681. Paraboloidmiz = a2 4 42,z == 22 - 22 arovinami y =z, y = 2ra 2 = 1.

682. Paraboloidmi 2 =? + 32, z = 2(22 + %) a valoovymi plochami y = z,
y ==

683. Paraboloidom z = 22 + ¢? & kuzZelovou plochou 22 = zy. —
684, Paraboloidom z = 6 — 22 — 32 a kuZelovou plochou z = V::i + yt 5"

685. Valcovymi plochami z = In (z 4 2), z+ln(ﬁ—m) a rovinami z =0,
r+y=28ax—y=2

686, Gulovou plochou 22 + y? -+ 22 — 2z = 0 a paraboloidom 22 4 yr =2 —z
687. Gulovou plochou 27 4 g# -+ 2? = 12 & paraboloidom 4z — z? - y2. '
688. Gulovymi plochami a2 - y2 + 22 = 16, 22 4+ y? +- 22— 8Bz = 0.

689. V, Etta;ta ﬂb]em asti gule z2 + y2 - 2 2 4R, ktord le#f vuatri valeovej
plochy a2 4 y? =

690. Nidjdite objem Casti gule x2 - 2 -+ =2 £ R2, ktord je ohranifend rovinami
y=ztgf y=2tga, 0O <a<f (z20). .

4
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V dlohach 691 ai 697 nijdite transforméciou pomocou sférickych slebo eylin-
drickych suradnic objemy telies ohrani¢enych danymi plochami:

691, 2?2 + 2 + 2t = 2z, 2t 4 y? = 2%
692. (22 + y* + 27)F = a¥z? + 1* — 7).
693, (22 + ¥ + 2P = ar.
604, (z2 4+ 42 1 22 = Bayz. .
695, (22 2 y? + 22 = a?(x? 4 Y.
896, (22 + P + 222 = ax(a? + ).
897. (22 4 y? 4 22)? = adz 0~ (F+M Hz*+ 42,
V lohdch 698 aZ 703 transformécion pomocou zovieobeonenych stiradnic najdite
objemy telies ohrani¢enych danymi plochami: '
698, (xfa +yb+zjcP =zl =0,y =0,2=0,(z>0y>022>0).
899. x2/a? + y3b? 4 et = 1.
900, (xa? 4 b + 22c?)? = xfh.
701. (z2a? + y2fb? 4 22[c?)? = gz;a; + 2fbr — 22fe2.
702, (22fa? -} y3[b2 4 23[c?)? = ifhe.
03, (z3fa? + g3t + et = zyelh
V dlohéch 704 a 708 pomocou vhodnej transformécie nsjdite objemy telies
ohranidenych plochami: .
704, Yrja + b + V2l =1 (a > 0,5 > 0,6 > 0).
705. (2% + y? + 2P = a?/(2? + ), (& > 0).
708, (zx + )iz +y+2)=2n)ercsin(x+y+2), z+y=1 =0 =1
70?.#+y-|-:z=a. z+ytz=2a ct+y=z2ac+y=22 y==r y = 3.

708. ayx -+ 613"'""-’13=?‘1tﬂ'lﬁ’+blﬂ+ﬂ|z=—’l;1,¢ﬂ!-+—bgyl+czz=h,azx+
- byy + 02 = —ha, B3 + b3y + ¢5z = hy, axx + bay + €3z = —hs.

2.6. Obsah plochy

Nech je plocha S uréena rovnicou w = riu, ), (4, v) & B. Nech A je takéd meratelnd pod-

mnotins B, %e je &astou roviny ohrani¢enou po tiastkach hladkou jednoduchou uzavretou krivkou.

- Nech parcidlne derivéeie ru’, r.” 8 8pojité na mnozine 4, t. j. placha & jo na mnofine A hladké.
Potom pre obsah P(A) plochy S(A} plati:

P(4) = ff;r.: wory | dude = ff Veurrsa (e . 7R dude, ()
A p
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alebo

Pt [ VEE—=TF"du dn, (2
A

kde E, F, G su kooficienty prvej kvadratickej formy plochy & (pozed &L 3, 12/III).

Ak je plocha S urfend rovnicou z = flz, ). (z. ¥) € A, pridom £, 2’ 86 na mnotine A spojité
funkeie, potom

Ay - ff] | £x 74 2,7 dr dy. (3)
A )

tir, 13

Ak je plocha S uréend imnplicitne rovnicou F(r, ¥, 2) = 0, {x, y) € 4 8 funkeie F.', F,’, F;' ad
spojité na mnofine 8, pridom F,'{X) # 0 pre kaidy bod X € 8, potom je:

f’(d‘ll- J.f FF',I + F'y‘ ‘+‘ F‘I d.!' dy- '{4]
N

| F7

Priklad 1. Néjdime obsah tej sasti kuzelovej plochy = - Va7 & 37 , ktort 2 nej vytina parabo.
licky valeec 22 = 2y.

Riedenie. Ploche S je wrfend rovnicou z = ]f::! -y, pridom hranicu moofiny 4 ndjdime ako
priemet prieseénice oboch plich z = 22 + 42, 22 = 2y do roviny Ry (pozri obr. 13). Dustdveme
at 4yt — 2y = 0, z = 0, tife hranice mnoZiny A je kruinica x? + {(y — 1) = 1, 2 = 0. Mno-
¥ina A je teda kruh z? + (y — 1) = 1. Obsah P(4) hladanej plochy podla (3) je:

P{A:.:.!;IVI y z’fy: ' .r=y':y1 dm?ﬁ‘ﬂfﬁdf-

wid Zsing :!‘m
= V? ( g dg)dy = Yz 2uin? pdp = RVE_
[ ] e )

e
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V dlelidch 709 az 717 vypolitajte obsah fasti danej plé:-ch ¥:
709. x +y + 2 —4 = 0, ohranifenej rovinami z=0, y=0, r=2, y=2.

0. zfa +yb+z2jfce=1a>0,6>0,¢>0, ohrﬁ-ﬁi&enej suradnicovymi rovi-
nami.

711, 22 = 2zy, ohranidenej rovinamiz =1, y=1, 2 =2, ¥y =4

712, z = (2?2 — y?){2, ohrani¢ene) rovinamiz —y = 1. z-—y = —Lx tyg=1
r4y=—l. ' : .

713. z = xy, vytate) valcovou plochou x? ¢ y? = a.
714, 2az = x? 4 2 letigcej vaitri valcove} plochy (#? 4+ y?)? = a?(x? — ¥?).
Mo (x+yp+2z=1preaz0 y202=20

716, z = (3 + w2 + 3?) vyfﬂej valcovymi plochami x? 4 y* = 1, 2% + y* = 4
4 leZiacej ¥ prvom oktante.

717. ay == x? - 23, pre £ 2 0, y 2 . 2 = U a ohranitenej rovinou y = 2a,

718. Najdite obsah jedného zdvitu skrutkovej plochy z = arctg (y/x) (helikoidu),
phrani¢endého valeovon plochou x? - g2 = 1.

V dlohdch 719 aZ 730 vypoditajte obsah Casti danej plochy:

719, 32 = 2xy, ktord z nej vytina hranolovd plocha, pritom jej riadiacou krivkou
je dtvoruholnik 8 vrcholmi 4 = (0, 0), B = (4, 0), C = (4, 9). D' = (0, 9) a jej po-
vrehové priamky st rovnobeiné s osou o;.

720. 22 4 y? = 2, ohranifenc] rovinami 2 2 =0, x —2=0, (x> 0, y > .U').

721, x? 4 2? . 1, ohranitencj rovinami y =40, 2z =0, z + ¥ =2 a leZiace)
v prvom a drubom oktante. :

722, y? 4 22 = 22, ohranifenej valeovou plochou 2? — 32 = a? a rovinami y = &,
y = —b, .

723, x%a 4 y2fb = 2z leiiacej vnutri valcovej plochy xla? | y2/b? = 1.
724, z?/a? + 22/b? = 1 letincej ynitri valcovej plochy xfa? + gfc? =1, a > 6.
725, 3 4 22 = x? lekiacej vnitri valeovej plochy z? + y? = «?.

726, z? 4+ y? 4 22 = a?leiiacej,.zvonka' valcovych plbch.c? + y*'= ax,aa? & y? =
= —ax (Vivianiho iloha).

797. 2% {42 | 22 = a? leziacej viiitri valcovej plochy z%ja? -+ y?/b? = 1. a > b.
?28.. 23 4 38 = 2% lekincej vnitri valcovej plochy (22 + y?)? = 2xy pre z 2 0.
729, 2% + y? + 22/4 = | lediace] vnitri valeovej plochy #? 4 y? - 14,

780, (22 4 y2 + 22)2 = ax? + ). -

731, Vypocitajte obsah Casti gulovej plochy 22 + 2 + &2 = R2, ktord sa nachddza
nedzi rovnobezkami 48° a 54” a poludnikmi 156° a 24°
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V dlohdch 732 a 733 najdite obsah Casti plochy w = r(y, v), (w, v) € 4, ak:

732. w - u(cos v l+ sin v j) 4 hvk, kdek > 0, ak 4 = {0, u} €0, 27 (heli-
koid).

33 we=(b |-acosu) (cosvisinej) Lasinuk 0<a £ bakd={a g x
X <y, 8> (anuloid). Aky je obsah celého anuloidu?

2,7. Fyzikdlne aplikdcie

A. Rovinné oblast]

Nech je rovinnia oblast 4 dvojrozmornd merateInd mlmhnn, ktorsj plofnd hustota v jej
Tubovolnam bode X = (z, 9) jo o(z, y).

1. Hmotnost tejto oblasti 4 je:
M = | [ o(z,y) dx dy. M
A

2. Btativky moment hmotnej oblasti 4 vehladom na oa or, reap. oy jas
Se= [[olmnydedy, 8y = [[o(z,y)zdrdy. @)
A A '

3. Sdradnics fafiska T = (£, ) |poeri aj 5,7/1T) hmotnej oblasti 4 v pravouhiom stradnieo-
yvom systéme &i:

8 Sz '
E=T'-' ?j!:*-ii-. ‘aj

4. Moment wotroaénosti oblasti 4 vzhlatlom ne o8 04, resp. oy, resp. o; jo:
In= [[ole,y)ypdzdy, Iy= [[olz,y)z?dxdy,
A . A

(4)
L I+ Iy = [ [ ole y) (22 -+ y2) dz dy.
A

Pozndmka. Na vypoiet dvejnyeh integrilov vedd mnohé fyzikdlne aplikéeio z tedrio
rovinn¥eh fyzikéinyeh poli (gravitaénych, elektrickych, magnetickjch, tepsingch a inyech).

Priklad 1, Vypoditajime moment zotrvaénosti vzhladom na oe o, hr-notmj oblasti tvaru kruhu,
ktory je dany nerovnorfou 22 | ¥* = Zax, ak ploind hustota oz, ¥) v lubovolnom bode je priamo
umernd jeho vzdialenosti od zagintku sdradnicového systému,

Htiedenie. Podla vzorea (4) hladany moment zotrvabnosti je:

I — {f alz, ¥) (¥ + ¢?) de dy,

kde glx, ¥) -~ khz + w*, k> 0. Tento integral vypotitame transforméeiou pomocou polérnyeh
siracdnie & = geos g ¥ = gwin g, Oblast 4 v polémom sdiradnicovom systéroe je popisand
nerow nnst’,am|

—nfﬂ = p = n2,
0 =p = 2ac08 g,
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FPreto plati:

I, = ff J;;V-gz F+ i (z2 + y)dedy = k ff (22 4 )i da dy =
A A

aBo

=12 Zacose 2

W 2 wfd
$ 12o0cosy g :
= F f (f ¢’ de) a = & f I_E;s_]u ” :}:{ ak I cost g de =

it ] )2 —-mf2

1

a2 512
[ — — B dE = e ke,
3 a’kf(l £3) - sk

-—1

B. Priestorové oblasti

Nech teleao A je trojrozmernid meratelnd mﬁuiina., ktorého hustota v jeho Tubovelnom hoede
X = (2, ¥, 2) jo plz, y, z).

1. Hmotnost telesa A je: :
M= j:‘ffy{r, v, z) dr dy da. 5)
2, Staticky moment telesa 4 vzhladom na rovinu Rgy, resp. Re resp. Ry je:

S,,:Uf}r{x,y,z]zdzdydz, ﬂﬂ=£ffy{¢,y,z]ydrdydz,

Sm=f[fﬂx-y.zlxdxdyds- __ (6)

3. Siradnice tafiska T = (§, 3, {) telesn A v pravouhlom stradpicovenn systéme st:

Se o Se . Sa | -

=g 1= 5p v= 3p

4. Moment zotrvadnosti telesa A vzhladom na ox oy, TESp. 6y, ledp. Oz ja:
Is = f“ffy{z .oz} (5 + =2) da dy d=,

L~ f [[ vy ) @+ 2 dedy di, 8)

I = f‘[f-ytx, v, o) (@2 + y?) da dy de.

Prikiid 2, Néjdime sdradnice fafiska ihlana 4, ktory je vhranifeny rovinami & = 0, v .
=0, a zfe + y/b + z/c = 1, pri¢om hustota y(z, ¥, z) = & (k je kladnd konstanta),

Riedente. Staticky moment telosa vzhladom ne rovinu By, podla(6) je:
Sye = f[fy:x,y,s}zdmlydz. - (1Y

Iblan A je elementérna oblast dand nerovnostammi:
0=z =<a, .
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Z (9 dostanerme:
Tt Mleriay of ] -rfo— il

et [ T T e

a b b—rla) i : b s
s r Ly ok ARV A G 2Vas -
...ﬁfx[ f c(l o b)dylda ---}.rd}‘x[b(l a) 2(1 G)]d;_
[ u .
m iE
FAT kabe
T e —wer  m——r dm = - ==
(1 ﬂ) 24
Podobne vypoditane §y; 8 Sy a dostaneme;
kabie fabe?
. = - — L _
b.fs 24 - sEY 24
Hmotnost telesa A je:
abe
M = l -s— ®
Preto podla (7) stivadnice faziske si:
s katbe/2¢ @ _ kabx[24 4 ¢ kabe[24 ¢
T kabef6 40 7T Tabels 4" Tkabe/ T 4"

Tatisko je I' = (a/4, b4, c/4).

Pyzndmka. Na vypolet tronych a viacrozmernych integrélov vedi mnohé fyzikdlne
aplikécie, z tedrie fyzikdlnych priestorovych poli, ako napr. v¥polet gravitaéného potencidha,
elektrostatickéhe potencidlu, vypodet topla v telese, vypoiet ndboja nabitého telesa atd.

Priklad 8. Vypotitajme gravitaény potencidl ns osl homogénne] polgule 22 4 42 + 22 < a2,
z = 0, 5 hustotou , v bode B = (0, 0, b), pritom & = a.

Riedenie. Z fyziky vieme, Ze hladany gravitaény potenciél v bode X = (2, ye. 2o} mimo
telesa sa vypodite podla vzorca

V=—#fff . ?"{Z..’f_z} dz dy dz,
O Ve =zt - weP + r— )

kde x je gravitalnd konktanta a y(z, ¥, 2) je hustota v Tubovolnom bode X = (z, o, 2) telosa,

V nadom pripade je:
[ —— f b dx dy de, (10)
I"# + Y2 A (2 b)
A

kde A je polgula 22 + y° | 22 < a%, 2 Z 0. Integral (10) vypoditame transforméeiou pomocou
eylindrickgch siradnic: » = peos g, y = paing, z = u, :

FPolgula A je elementdrna oblast & je popisana v eylindrickom suradnicovom systéme ne-
0 =932
0= u =a,
0 <o = Var =2

rovnostami;
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Z (10) dostaneme:

B 3 }'Eilﬁl_

te o [ e [ [ yer e vl

= e T (1

2a
-—bl)du dq:=-—xyf ([ b (at 4 62 — 2bupls — b+ "—1]“)4 -
—3b z Jo) 77
1

2n '
2 b Rab)Ri2 2 | b2 z
=_,¢.},l'[(a + i 22 (e i%}f —M+%]d¢=
o
™ E}:;u [[b—u}ﬁ-— (a? — b))z |- 3 aht — E‘?;L] .
o je hiad any potencidl.

734. Najdite hmotnost §tvorcovej dosky so stranou 2a, ak hustota dosky je
priamo tmernd druhej mocnine vzdialenosti od pricseéniku uhlopriefok stvorca
& vo vreholoeh dtvorca sa rovnd 1.

735. Najdite hmotnost obdlznikovej dosky A4 BCD so stranami a, b, ak jof plodna
hustota ¢ v Tubovelnom jej bode P je priamo fimernd druhej mocnine vzdialenosti
bodu I’ od vrcholu 4.

736. Na oblasti ohranitenej elipsou s polosami a. b je hustota priamo umernd
vedialenosti od hlavnej osi, pridom v jednotkovej vzdialenosti od tejto osi rovné sa a.
Vypoditajte hmotnost oblasti.

737. Vypoiitajte statické momenty Sy a S, homogéunej fasti roviny (0 — 1),
danej nerovnostami z2fa? + 22 = 1, 2 2 0, ¥ 2 0.

"V tdlohdch 738 a% 743 vypolitajte saradnice taziska homogénnej oblasti:
798, Casti roviny ohraniéenej parabolou y2 -- 2pr a priamkou 2z —a, a > 0.

739. Homogénneho krnhového tdseku s polomerom 7, vyskou h & so stredovym
ulilom . '

740. Homogénneho kruhového vyseku medzikruzia s polomermi #, R, (v < K)
a stredovym uhlom .

741, Clasti roviny ohranifenej stradnicovymi osami o Caston krulnice (& —a)*
4 (yp--al=ata >0 - '

712, Casti roviny ohranidenej krivlkou (zla - y/b)3 . xYy e,

743. Casti roviny ohranidencj krivkon (a2 4 y?)? = 2a2ry, siradnicovymi osani
{(z >0,y > 0)

744, Najdite tazisko kruhovej dosky 22 |- 2 < @, ak jej plosnd hustota o v je}
kazdom bode M je priamo tmernd vzdialenosti g(4, M), 4 = (a, 0).
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745. Najdite moment zotrvalnasti homogénneho lichobeznfka (o = 1), ktorého

zdkladne s @, b (¢ > b) & vy3ka v, vzhladom na priamku, ktors prechddza stredmi
oboch zdkladni.

746. Vypolitajte moment zotrvadnosti vzhladom na os 0z homogénneho para-
holického scgmentu znézorneného na obr. 14.

747. Vypoéitajte moment zotrvatnosti vzhladom na o8 o, homogénnej tasti
roviny zndzornenej na obr. 15.

748. Néjdite momenty zotrvaénosti homogénneho vyseku kruznice s polomerom «.
80 stredovym uhlom 2«, vzhladom na os symetrie a vzhladom na os prechddzajicn
fatiskom vtvaru a kolmi na o8 symetrie: '

Obr, 14 - . Obr. 15

¥V dlohach 'Hﬁ az 751 vypolitajte moment zotrvaénosti vzhladom na. 08 0z & Oy
danych homogénnych ttvarov.

749, Casti rovit;y ohranifenej clipsami so spoloénym stredom a spoloénymi osami,
ak dlzka os{ vatse] elipsy je @, b a mendej elipsy a,, 6,.

750. Casti roviny ohrani¢encj krivkou z4 | ¥ = a2(x? 4 y?).

751. Casti roviny ohraniéenej krivkami xy = o?, 2y =222, z =2y, 22—y
{ >0,y > 0). . -

7562, Dokdite, Ze rioment zotrvainosti dosky 4 vehladom na os, ktord prechédza

. Jej faZiskom O = (0, 0) a zviera § osou o, uhol o, je

1 = Iy cos? o — 2] gy 8in & con a + I, sin? a,

kde I, I, si momenty zotrvadnosti dosky vzhladom na siradnicové osi & I,y je
deviany moment [, = {f a(z, y) zy dr dy.

753, Néjdite moment zotrvaénosti homogénnej dosky tvaru rowvnostranného

trojuholnika so stranou e vzhladom na priamku, ktord prechddza jeho faZiskom
8 zviera uhol a s jeho vyikou.
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764. Teleso tvaru rotaéného valca s polmncmm «, vydkou & a s hustotou y je
tplne ponorené do kvapahny s hustotou & tak, Ze jeho faZisko je v hibke & pod
hiadinou a jeho os zviera uhol & so zvislym smerom. Ndjdite tlakovi silu, kt.urou

posobi kvapaling na dolni a hornt podstavu valea.

V tlohdch 7656 aZ 7569 ndjdite hmotnost nehomogénnych telies.
755. Kocky J = {0, 1> x {0, 1> x {0, 1}, ak jej hustata v jej Tubovolnom bode
=@y jey y2)=r+y+z

7566. Gule 8 polomerom R, ak jej hustota je priamo imernd tretej moenine vzdiale-
nosti od jej stredu a v jednotkovej vedialenosti sa rovnd 4.

767. Telesa ohraniéeného plochami x? 4- y2-- 22 == 4, 22 4 42 =3Iz, ak p(x, y,2) = 2.

758. Rotaéného valca s pelomerom zékladne R a vyskou H, ak jeho hustota sa
rovnd druhej moenine vzdialenosti od stredu zikladne valea.

759. Kuiela s v¥ikoun % a polomerom zdkladne R, ak hustota v  kaidom jeho bode
P je priamo umernd vzdialenosti bodu P od jeho vreho]u

V tlohéch 760 az 770 nﬁ.]dlt.e stiradnice taziska homogénnvch telies ohranifenych
danymi plochami.

Whritytz=2a,z2=ay=a z=0y=0:=10

Bloz=1—}27Fy22=0

V62, 22 =y, 2-=a,y =056,z =10.
763. & 4+ y? 422 = a?, 2 =0 (z 2 0) a dvuma rovinami prechadzajieint polud-
nikmi, ktoré s rovinou % = 0 zvieraji uhly ¢ a ¢;.

oy 22
B — 4+ = L= 02 0).

765 22 =22 + 92z y =z

'i'fini.’i1 =24 yPer=@+ )2,z +y=11r+ y-:—l,:i:—y:l,:r—y:—l,
767, wr 4 y? + 22 = a?, 2 | y? == aa.

768, Eaz=_zi—|-y2,m2—f—y1+z==3aﬂ.

769. 22 t 22 =a?, P LR =atz=10(z > 0).

2412
':70.( +%+”— ,=ﬁ=x=0,y=0,z'=0{x>0,3;}0,::}0).

771. Néjdite suradnice taziska nehomogénnej kocky J = {0, 1> x {0,1> x <0,13,
ak jej hustota y v kazdom jej bode P = (%, ¥, 2) je p(I’) = 2248,

V dlohdch 772 af 779 néjdite momenty zotrvalnosti homogénnych telies (y = 1)
ohranitenych danymi plochami vzhladom na siradnicové osi.

772. Ihlana xfa 4+ y/b +zje =L a =0y =0, 2 = 0.

773. Dutého valea, ktorého vyska je A, polomer vmitornej zikladne t-',l., vonkajse] b,

vzhladom na os o;, ktord je jeko osou.

C e —
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774, Kulela z2fa? + /b2 = z3)c2, z = ¢.
775. Elipsoidu 22/a® + y2/b? + 23/e? — 1,

776. Anuloidux = (& + gmi?) cos @, ¥ = (@ + gcosd) sing, z = sind vzhladom
na o8 0;.

777, 22 = 2ax, 2 = 0, 2 + y?* = ax vzhiadom na o8 o,.
TI8. @2 + 2 + 22 =2, 27 | yt =22 (z > 0).
799, xaz - bt + 22fe? = 1, 2ja? - bt = zja.

780. Dokaite-rovnost
Jy= Mh2 L J,

kde J, je moment zotrvatnosti vzhladom na dant os, M je hmotnost telesa, J je
moment zotrvaiénosti vzhladom na os prechddzajicu taZiskom a rovnobeini s danou
osou a L je vedialenost oboch osf.

781. Néjdite moment zotrvadnosti homogénnej koeky s hranou a vzhladom na
jej hranu.

782. Néjdite moment zotrvaénosti homogénnej gule vzhladom na priamku, ktord
sa jej dotyka.

%

783. N4jlite moment zotrvaénosti nehomogénnej gule vzhladom na jej priemer,
ak jej hustota v kazdom jej bode P je priamo Gmernd vzdialenosti o(P, S} kde §
je stred gule.

784. Dand je homogémna gula s polomerom R a 8 hustotou y. Vypoéita.]te silu,
ktorou pnfahuje hmotny bod s hmotnostou m, ktory je vo vzdialenosti a od stredu
gule. Dokéte, ze ak a > R, potom je tito sila taks, ako keby hmotnost gule bola
sistredend do jej stredu.

785. Néjdite silu, ktorou pritahuje homogénny kuZel s polomerom R, vyikou A
a hustotou y hmotnf bod s jednotkovou hmotnosfoun, ak tento lei v strede ]aho
zdkladne,

786, Dané je homogénne duté teleso ohraniéené dvoma ststrednymi gulovymi
plochami. Dokdzte, Ze sila, ktorou toto teleso pritahuje bod nachddzujici sa v dutine
tohto telesa, rovna sa nule.

787, Néjdite silu, ktorou prifshuje homogénny valec 22 + y? £ a2, 0 £z < h
8 hustotou y hmotny bod 4 = (0, 0, {} 8 jednotkovou hmotnostou.

788, Dand je gula 22 + 32 + 22 £ R2. Jej hustota v kaidom jej bode.” = (z, y, 2)
jey = Az% Vypotitajte silu, ktorou pritahuje hmotny bod s hmotnostou m, ktory
je na osi o; vo vadialenosti 28 od stredu tejto gule.

789. Boénd stena nddoby md tvar trojuholnika s vskou % a je v rovine odklonenej
o uhol & od hladiny kva.pa.lmy V akej hibke je pésobisko sily, ktorou pdsobf kvapalina
na tauto stenu, ak:

a) zdkladna trojuholnika je na hladine kvapaliny,
b) vrehol trojuholnika je na hladine a zdkladiia je s fiou rovnobezna.

7 Zbierka dloh
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2,8. Nevlastné viacrozmerné integrily

A. Nephraniéend funkcia

Nech X je bod z E; a {Ag}?_  postupnost podmnogin z Fy s nesledujicimi viastnostami:

l. Xedpprek =1,9, ...,
2, klimd;,- = 0, kde dy jo priemer mnokiny Ay pre k=1, 2, .. ..
—o0
Potom hoveorime, %e postupnost {Ag}f_ p Je paufujucou™ sa postupnos{ou k bodu X.

Nech M je meratelnd, ohranitend oblast z £; a X ¢ M. Nech je funkeia f(r, y) neohranidend
na nejakom okoli bodu X, ale nech je ohraniéena a integrovatelnd na kazdej mnozine M — A,
kde A je meratelné oblast obsahujiica bod X (bod X nazyvame kritickjm bodom). Ak pre kazd

nzuzujicu’ s k bodu X postupnost { Ay} | meratelnych oblasti A, existuje:

Jm S S pydndy = 1, potom I = [ f fr, ) de dy

nazyvame neviasingm dvojnym integrdlom na oblasti M,

Ked je tito linite vlastnd, hovorime, 2e tento integral konverguje, v opaénom pripede ho.
vorime, ¥e diverguje, alebo %e nevlastny integrdl neexistuje. ’

Fozndmka 1. V pripade nezdpornej funkeie f stadf vyletrit existencin limity pre jeding
nzuujocu’s sa postupnost. )

EB. Neshranliend oblas(

Nech M je nechraniéend mnoiine z E; a {Mk}j’c‘; | postupnost podmnozin 2 M s touto viast-

noatonu:
Ked si zvolime Iubovolné redlne ¢islo r > 0, potom vaetky body krubu so stredem v bode O

& polomerom r, ktoré si z M, patria do skoro vBetkych mnofin postupnosti {.i‘lig}f_l, Potom
hovorime, e postupnost {M;-}f_ | wtyéerpda® mnozinu M.

Nech M je nechranitend oblast v B & ka#da ohranifend &asf jej hranice nech ma mieru nula.
Nech f(z, y} je integrovatelnd ne ke2dej chranitene] meratelnej podoblasti z M. Ak pre kakdi

postupnost {M,}f_l meratelnyeh oblasti My, ktord | vyterpdvat M, existuje:
lim z, y)dr dy = I, potom [ = (x, y) dr d
Jim {; f i ‘ fr v

nazyvame nevlastnym dvojnym integrilom na oblasti M.

Ked je tito limita vlastnd, hovorime, %o tento integrdl konverguje, v opaénom pripade, e
diverguje, slebo Ze neviastny integril neexistuje,

Pozndmka 2. V pripade nezdpornej funkeie f stadi vySetri€ existenciu limity pre jedind
wvyderpdvajicu® postupnost,

 Veta 1. (Vdeobecné kritérium konvergencie.) Nech M je ohranidens meratelnd oblast. Nech
funkeie f(z, ¥) a g(x, ¥y} maji na M jeding kriticky bod (x4, yo) & 81 integrovatelné na kazde;
mnotine M — 4, kde A je meratelnd oblest obsahujtea bod (%s, ¥o). Nech na mootine M plati
0 = | flx, ¥} | = glz, y). Potom :

1. Ak {f{ gz, y) dx dy konverguje, tak konverguje a; Lf flz, v) dz dy.

2. Ak f f Sz, ¥) dx dy diverguje, tak diverguje aj ‘J f glz, y) dx dy.
M -

| _.
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4

Yets 2, (Specidlne kritérium konvergencie.) Nech M ije ohraniéend, meratelnd oblast. Nech
funkeia f{x, y) md na M jeding kriticky bod (o, ¥o), je mtegrovatelné na kaidej mnofine M — A,
kde 4 je merateInd oblasi obsshujtca bod (x,, o) & nech € je kladné &islo, Potom

1. Ak pre kaidy bod (r, y) e M, (x, ¥) # (2o, ¥o} plati:

C
g - 2, tak »¥) dx d
I flae, ) | Ve m o= 8 a< )’;f.l"(z ¥) v
konverguje.

2' Ak pre k&idf bod {ri y} E‘“: tz! 9‘} Wt txﬂr !I'o} P‘la't'i:
c

Vo =z + —ggr o oW & a2t “]‘.Uﬂ*-ﬂﬁdy

diverguje.

Poznédmka 3. Podobné vety platia aj v pripade B pre nevlagtné integrdly na i
oblastiach. Namiesto o < 2 treba véak vziat « > 2 a namiesto « = 2 treba vzisl ¢ 5 2.

Pri vypoite vyuzivame moinosti vyjadrenia dvojného integrdlu pomocou opakovaného inte-
grovanis a zdmenu premennych, K podmienkam z vety &l 2,1, pri ktoryeh mo#no vyjadrit
dvojny integrdl pomocou opakovaného, treba pridat podmienku, %e neviastny integrdl z funkeie

f(z, ¥} | je konvergentny. : '

Pozndmka 4. Podobne sa definujii a poditajii nevlastné n-rozmemé intcgrély, kde n > 2.
Priklad 1. Vypotitajme f lf zye r-¥ de dy, kde 4 = <0, @) x <0, w).

Riedenie. Priklad budeme riedif dvoma spdsobimi.

1. spisob (podla definicie). Pretofe fiz, y) = zy e-zi-p i& nezdpornd funkeia, podla pornémky 2
stadi vzial napr. postupnost Stvrtkruhov {K*}f-l so stredmi v zadiatku, ktoré ,,vySerpévajis

interval <0, @) x <0, x0) a ndjst lim ]{:f xy e~# -y dr dy. Nech K, je stvrtkruh 0 Sy < i,
; :

-

0 xrz k'ﬂl— #* kde ry je jeho polomer, Potom dostivame:

n Jro
ffzyr-t’—y’ dz dy =J [ ‘J‘ xy eyt dz] dy —
Ky o
e _ b )
= [— = ye‘-‘l’"y'] h‘,_'fdy - -—;—f [ye ™ —ye¥)dy — — % rite~re* e — 1),
o '

J.lim ffxye‘-t“y’ drdy = lin [— —i— {rf e ek aory® l}] = lim | — %{r.ﬂ e~ 4
s
K

k—vm F=—r0

1
gl = oe—
et l}] T

Je teda ff Ty et dr dy = .“:_ .
' 4

11. spdsob {pomocou opakovanéha integrovania).

[ b
ff Ty e =y de dy = lirn [ lim fﬂy goxi=yt dﬂ:] dy =
X u-s-uo“ 6-0::0




106 2. Zaklady integralneho potiu funkeie viae premenngeh

e 1lm f {llm [—- —y g'I"BP‘] } .ﬂy = hm lim {_ % Yy g-breyt 4=

Bz

+—yu-y’}dy="“‘-l— ye ¥ dy = lim [——-l—ew'"=l.
2 2 4 o 4

(B 00 -+ 00

eyt

Priklad 2. Vydetrime, &i f f —— drdy, kde M je kruh 30 stredom v zaiatku s polo-

merom ¥, konverguje.
Riedenie. Zo apojitosti funkeio e-#'-¢° vypl¥va, 2e oxistujo taky krub K so stredom v zadiatkn
s polomerom g < r, K C M, 22 v jeho bodoch je -; < a2y ¥V bodoch (2, ¥} 4= (0, 0) tohto kruhu

12 a7ty
plati 0 < prgen {m‘+9‘3

-y oty ) .
fJ e dzdyntadsheiy e dx dy diverguje.

V dlohdch 790 ai 795 vypotitajte:

. Z toho podla vety 2, pretude x == 2, vyplyva, 2e integril

1
790. f f dedy,ak mnozina A je dand nerovnosfou x? 4 y* = =
A

dx dy

791. f 3 . ak A4 je §tvorec so stredom v bode S = (1 1)
Yoy —z—y +1
a jednym vrcholom v zaéiatkn O = (0, 0).
di dy :
799 ]/ T xr oyt y? ,ak 4 je mnozina dand nerovnostamiz 20,y =0
1 — __'_.__ .
a2
A

zila? - yifb? = 1.
m&fJ}%mm%mnwmmAymmmmﬁmwmﬁy=my=Lm=u
y=Vz | |
794 f[[hl’z‘;““—l—_y‘dx’ dy ak 4 je kruh 22 2 = L.
795. f f In sin (x — y.) dx dy, ak A je trojuholnik ohraniéeny priamkami y = 0,

y=2y=m
V dlohdch 796 az 799 zistite, i dané integraly konverguja.

_ sin (£ + ¥?) L
196. ff “ e y*P dz dy, kde 4 je kruh 22 + ¥
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x2
797. f ‘f ““;E ++ ") 4 dy, kde 4 je krah 22 + y? < 92,

7
o ff {l_zz_yzjxdmﬂy, 5“*4 je kruh x? _I.yl < 1.

e f f fr2 — ﬁ‘i drdy, kde A je Stvoree, ktorého strany majii rovnice
z =1, ”——1 yo=1y=—I
V tlilohdich 800 az 807 vypoditajte:

dx dy
500- .£f1+x=+175'

soL. ff_(ﬁ"_:_—yzﬁdxdihm} 1, ak mnozina 4 je dand nerovnostou 2  y* = 1.

' dz dy
2. _ |
* -{f @+ g7 4 arp  RdE A = <0, 00) X <0, )

803. fj e~{z+¥ dz dy, ak mnofina 4 je dand nerovnostami 0 <z £ », 0 <y < %0.

i
L

o [ 7 P
f f e~l2l-vl dz dy.

806, ffe—x-ﬂ M:J—Iydxdy, kde k je const & 4 = {0, o} ¥ {0, on}.-

§

807. ffe—lf;+F cos ax 8in by dx dy, kde a, b i const a 4 = {0, o0} x <0,00).

:  V tlohéch BO8 aZ 810 zistite, & existuji nevlastné integraly.

808. ffmn(zl+y1]d:cdy

809. ffe-ﬂ:una:dxdy
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810, ff fxdy , >0, >0, ak mnogina 4 je dand nerovnosfou
lx* 4+ iyl

lxl+IyI21

811. Dokézte, 7e objem telesa, ohranideného plochami = — 0 a z = e=**=¥" rovni
sa T

V dlohéch 812 a% 815 vypotitajte:

1
812- ff Ti“dx dy dz, ak A= <0, l_} b {ﬂ l‘:" e <0, l}.
Tyt z '

ol

A

813. | + -1 de dy dz, ak A je gula 2 -y - 22 £ 1.
plwz!r-yﬁ—zz
A

. 1
814. fff To—ar 10— - G —:,}:'}'2: dx dy dz, kde 4 je gula {x — a)? =
i :

Fly—br+z—p s

- B15. fff ; Yz dzedyds, « > 8>y >0, ak mnoZina 4 je
I, alxt - Byt 4 piz?
dmﬁnemmﬁs’ﬁamixgﬂ,ygﬂ,zgﬂ,ﬁ Lyt s e,

V tlohach 816 ai 820 vypotitajte:

R16. ! dr dy dz, ak mnoZina 4 je dand nerovnostou a? |
(@ + y? + 22 '
4

+ P +22 =1
dx dy d=z N
817, j;ff“__l_x_l_y_l_z}_’,kded—{u, ac) % {0, m) x {0, w).

818. fffln (2% 1 43 + 22) dw dy dz, kde A jeguls o 1y + 22 < a2
A .

sto. [ [ [ e azayaz
E,

20. f f f ex¥z z2y dx dy dz, kde mnozina A je dand nerovnostami 0 < z < -;;? .

lsy<owl=z< o
V ulohdch 821 a2 823 zistite, ¢i dané nevlastné integraly konverguja.

lth:r’-]-yz—I—z ) gt S g2
821. fff 2 g LA dz dy dz, kde A je gula x? 4 92 22 £ 2,
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1
5 . )
- ff f (22 F 2 + 227 dx dy dz, ak:
A

a) A jegulaz? -2 L 22 <],

b) mnozina A4 je dand nerovnostou z? -+

Vypoditajte:

et B ff . fe*i'?-xs'-' <o dey dxs .

£y

e . dae dy dz
822, f f I~— —
) l.'{,r: Lyt 222 In 13:* b 2

[
- e

y

2

ykde 4 je gula 22 - y? 4 22 =42,

. dzy,.

ta

i
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3. PARAMETRICKE INTEGRALY

3,1. Integrdly zdvislé od parametra

Nech funkeia f(r, y) je definovans na intervale J = {a, b> x (e, a3 a pre kakdé yo & o,
je funkeia g{x) = fir, yo) integrovatelna v intervale {a, b>. Potom funkeiu

b
Fy) = [ fie, y) dz
- i@

nazyvame parametrickym integrdlom slebo integralom zdvislym od parametra. -

Nech funkeia f(x, ¥} je definovand na intervale J = Ja, b> X e, d}, pritom yo € (¢, d». Hovo-

rime, 2¢ funkcia fiz, y) rovnomerne konverguje k funkeii giz) = lim f(z, y) na intervale {a, &,
) Y+¥e

ek pre kaxdi postupnost {y. }:_’_ 1» ktord konverguje k v, pritom ya € <{¢,d>, postupnost funkcii

{f(a:, y,]}:__ | rovnomerne konverguje ku glx).

Veta 1. Nech funkeia _f{z: y) jo definovanid na intervale J, = {4, b> X {0 — 8, o + §) & pro
kazdé zg€ <a, by existuje limita lim flxy, y) = g{we). Funkeia f(z, y) rovnomerne konverguje

Y=o
k funkeii g(z) na intervale {a, b vtedy a len vtedy, ak pre kaddé éislo & = 0 existuje také okolis
Oalye), 2e pre vhetky &isla y z tohto okolia & pre vietky x € (a, b} plati:

jflw, y) — gl | < &
Veta 2. Ak pre kaddé y, € <c, 47 je funkeia flz, 1) spojitd na intervale (a, b5 a funkeia fiz, )
rovnomerne konverguje k funkeii g{x) = lim fir, y) ne intervale {a, b}, pritom go & <s, d», potom
Y-y
funkecia g je na intervale (a, B> spojitd.

Pre parametricks inte;grﬁ.ly platia nasledujice vety:
Veta 3. Nech funkeia f{z, ¥} je spojitd na intervale J = <a, by ¥ ¢, d;, potom funkein Fy) =
&
= f fix, y) dx jo spojitd na intervale {eo, 4.
o

Veta 4. Neeh pre ka2dé y, € (e, d) je funkeia fiz, ¥, integrovatelna v intervale <a, b>. Nech
funkeia f(z, y) definovana na intervale J = <a, b} % (¢, d> rovnomerno konverguje k funkeii
glx) = hm f(z, ¥) na intervale ¢a, b, pricom yy € {¢, 4. Potom plati:

¥-=Ha .

b b b
lim ff{m, y)de = f [Iim fe, ) fde = fg-:z} die.
o it a

= L .

b
Veta 6. Nech parametricky integral Fy)} = f fix, y) de je definovany v intervale (e, d:.
L
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Nech parcidlna derivdeia f wits %) je spojitd vzhladom ne interval J = {a, b x g, 4. Polom
pre katdé ye {e, o plati:

b h
d . '
Fy) = d—y-f'ﬁ:n y) dee = f—af‘;T’”-dm.

Vela 6, Nech funkeia fir, y) je spojitda vzhfudom ne interval J = Ja, &> % (g, d>. Potom

plati:
a [ a[c f d.rtx. o dy] s - c f [f bm, ) dz] dy.

Yeta 7. Nech funkeia fle, ¥l je spojitda vehladomi-na interval J = <, &> = Je, d» a funkcie

#{u) ,ﬂty] sl spojité na intervale <o, d, pridom ich obory hodndt lezia v intervale {a, b>. Potom
Hiy)

pnramet-rmk? integral Fy) = f fix, ¥) dr je spojith funkeia v intervale (¢, d>.
(i)

Veta %, Nech a1 splnene predpokl&dy vety 7 aexistuji derivicie ¢'(y), §'{y) v intervale (e, d,
pritom parcidlna derivdeia [y {2, ¥} je spojitd vzhladom na mterval J = o, &5 x (e, d5, potom
plati;

P = [ f ﬂx,y]d:r] f aﬂ"‘ D dr e By) 1A, Y1 — o (y) flaty), ¥).
“{ﬂ' (i

Priklad 1. Vypotitajme uréity integrdl
1

. y
fx xd.r.
Inx

0

Itiedenie. MoZno ukdzat, e primitivna funkeia k funkeii f{r) = {z? —a)j{ln x v inh:n'vnle {0, 1}
sa nedd vyjadrit pomecou elementdrnyeh funkeii, Leahko zistime, #e funkeia f sa d4 vyjadrit

takto
3 e
“Inx ln x z

t. j. pomoedu parametrického integralu

3

Fx} — fz‘ ds.
1

- Kedie funkeia g{x, t) = 2 je spojitd vehladom na interval J = {0, 1 x (1, 37, podla vety ¢

[5zon- [ ([oa)ar= [(feafu-

3

f [ti-i;_ll] f 1-

~- ot = In 2,
s

‘|"|"'I
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Priklad 2. Vypotitajoe uréity integril

1
f af et T,

Ly
kde n je privodzené disle a a > (.

Riedenie, Uvogujme o integrale
1

o 1
feudxml_”J = Ly,
i 1 o

u

Povalujme &islo a za parameter, t. j. uvaZujme o paramnetrickom integrale
i

;
Fiy) = ferv dr = 5 =0
g .
a pouzime vetu § o derivovani parametrickyeh integriloy.

Kedie predpoklady vety 5 si sploené, derivovanim podla parametrs dostaneme :
1

Fiy} =0fm Er.ﬂ' de =.|.‘%-jev — 1]]}.

Matomatickou indukeion di sa dokdzaf, e pre Tuhovelng prirodzend Cislo: » plati:
1

. 1 (n)
Faly) = fx" el dy = [; (e¥ — l}] .
L1

Pomocou Leibnizovho vzorea pre n-ti derivdein sidinu dostaneme:

1 n a L\ (n—1p o
[;:er—nj = (=1 e — )+ e (l)-"—y;—eu 13 (3) -

_{"__2;'!.. ¥ o _I_eu'
" y""_l- e ...+y .

P'o dusadeni za #islo y &slo a & po vprave dostaneme:
1

' L " etn! o at al . 2" {—1)nn!
J ez m[‘—i:‘*ﬁ*m‘ beet D) ;r]‘T
[} . d
825, Néjdite obor definicie funkeic F(y) — [ %
] () R

826. Nech funkeia f(x, y) je definovand takto: f(z, y) = 2x ¢~/ [y pre y + 0
1
~a flx, 0) = 0. Dokéite, Ze funkdia F(y) = Jf{x, y) dz nie je spojitd pre y = 0,

827. Dokédzte, Ze funkeia

B Zeosx -+ 2y
F{y]_fl+2ymsr+y2
0 .

nie je spojitd v bodoch y = 1, y = —1.
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1
828, Dokaite, Ze parametricky integril F(y) = ff[.r, y) dx nespojite] funkeie
0 '
flz, y) = sgn (x —y) je spojita funkeia. Zostrojte graf funkcie F.

V Glohdch 829 az 831 vypotitajte:

1 -

%34, lim flxz yz der. 830, lim f.rf cos zy dx.
y—=0 ' g0
_— 0
14y
N \ 1
531, Iim f .
y—+1) 1 T 2d -k ffz
¥
1
832, Vypotitajte derivdciu funkeie #(y) = fﬂ.l‘(!tg {x/y) dx.
0

¥
833. Vypotitajte F'{y}, ak Fly) = f(:r 4+ y) flx) dz, kde f je spojita funkeia.
]
1

834. Najdite Find{y), ak Fly) = ff{x} (y — )" -1 dx, kde f je spojitd funkeia.
1]

835. Dokd#te, #e parametricky integral y{r) = (w)™!
ff{t} sin fw(x — t)] dt, kde f(f) je spojitd funkeia a w je kon3tania rézna od nuly,
0

je riedenim diferencidlne] rovnice
¥y + oty = flx).

£36. Dokazte, e Besselove funkeie prvého druhu n-tého stupna

E

Jplx) = —11? f cos {(nt — x sin £) df,

0
vyhovuji Besselovej diferencidlnej rovnici 22y" + zy’ + (27 — )y = 1.
837. Na zdklade predchiddzajicej tlohy dokaite vztah
Fd

fa:Ju[x} dx = aJ(x).

]

838. Dokéite, ze ak funkeis f je spojité na intervale (0, a) a (x — £)2 + 32 + 223
# 0 pre 0 = 1 £ a, potom funkcia
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o 1)
e, y, z) = f fe—t2 442 — 22 d¢
g

je riefenim Laplaccovej diferencidlnej rovnice «), -+ Upy — Upy = 0.

839. Vypoéitajte f xtdx pri n £ —1 & pomocou derivovania podla parametra
; .

2

vypotitajte f 2% 1r o da.

1
i

840. Pomocou derivovania podla parametra funkcie F(y) = f zi_—{]—y‘fdm Vy-
1 .

1
poﬁita.]tef 2 4 a dx, a # 0.
0

V dlohdch 841 az B43 vypoiitajte derivovanim podla parametra:
/2 '

" .
841. fln{a?—sinzm)d::,a::l. 842, fhi{l——ﬂamsz+a3)lix.
2
843, f &retg(atg?} i
tgx

1

844. Vypotitajte feos (ln —:;) &
0

dr,a > 0,4 > 0.
Inzx

V tlohdch 845 aZ 848 vypoditajte F'(y), ak:
1t 31

845, Fly) = f e 7' dg, 846. F(y) = f ﬂd.r, y # 0,
y . ¥ ¢
biy o8y
847, Fy) = f Tz 848. F(y) — f WV T=F o,
a4y . Ain

3,2. Nevlastné parametrické integrily

A, Pripad nekoneéného intervalu
Nech funkeia f{z, ¥) je definovand na intervale ‘g, o) x ¢, d> a pre kakdé ¥ € (e, d) existuje
o
integrél f flz, y} dz. Potom funkein
i
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o
Fy) = [ flx.y) de (1
a

nazjvame nevlasingm parametrickym dintegrdlom alebo neviastngm integrdlom =zdvislym od
parametra y

Paodobne sa definuji nevlastné parametrické integraly.

= [fzy)de,  Fay) = Jrﬂn y) d.

Definicia 1. Nevlastny parametricky integril {1} rovnomerne konverguje (rovnomerne existuje)
na intervale (¢, d> viedy a len vtedy, ked ku katdému é&islu & > 0 existuje také diclo f{s), Ze
plati: '

]

| Fiyy — [ ey de | = | [ flz, y)dz | < e, : (2)
o b

pre vietky & > H(e) a pre vietky ye {o, d).
Veta 1. Nevlastny paremetricky integrdl (1} rovnomerne konverguje {(rovnomerne existuje)

na intervale <¢, &> vtedy alen viedy, ked pre IubovolIni postupnost {hx}'{ 1 kee lim by = oo, po-
E-ron
stupnost funkeii

{Fﬂy ffr yhde}r, (3)

rovnomerne konverguje k funkeir F{y) na intervale Je, d.

" Poznémks 1. Nech pre vietky body (2, y) € {a, ©3 x e, d) jo flx, y) = 0 [fl=, ¥} < 0},
potom, aby nevlastny perametricky integrdl (1) rovnomerne konvergoval na intervele (e, ),
stadi, ked pri jednej vybranej [‘-nqmpno*tl{br}l_ |+ kde, him by = e, odpovedajica postupnost

koo
funkeii {3) rovaomerne konverguje k funkeii F{y) na intervale {e¢, d>.

Pre nevlastné parametrické integrily’ platia nasledujlice vety:

Veta 2, Nach funkeia flx, ¥) je spojitd vzhladom na interval {a, o) % (¢, d7 & nevisstng
parametrick$ integral {1} rovnomerne konverguje na intervale {e, d», potom funkein Fiy) je
spojitd na intervale e, d>,

Vela B, Nech funkeie flz, y), f'y{r, ¥) s spojité vzhlardom na interval {a, oc) x {¢, d a ne-

viastny parsmetricky integril Jr_,l"'y{.v, ¥) dx rovnomerne kenverguje na intervale Je, >, Potom
it
funkeia M{y) md derivaciu podla vy na intervale (o, @5 a plati:

x [e
1

’ Sl yy da J e, ) dxr. (4)

&
fT g}

Ay |i
. iy il

Veta 4. Nech funkein fle, u) je spojitd vzhladom na interval <a, o) < {e, d» a neviastny
parametricky integral (1) rovoomerne konverguje na intervale Jo, > Potom plati:

i f.f

J Fly) dy = ' [ ‘ fir 'Hltlt] J [J S, '-'f'!lri-',r] (5)

[ e ’F

kazdy bod (x, y) el je fir, y) = 0 [fiz, ¥} = 0] a nevlastny parametricky mmgral {1} Je spojita
funkels na intervale <o, o>, puhml tam ]:_]l.l'i.tl rovioost (3],

Désledok 1. Ak funkcia fiv, y) je a[_lr.JJitz'L vzhladovin on interval [ = ¢a, oo} ® {c, o> a pre
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Yeta 5. Nech funkeia fir, ¥) jo #pojitd vzhladom na interval / = <a, *) X ‘¢, d) a pre katdy
bod (r, y)€ I je flx,y) 2= 0 [fir,y) = 0]. Nech nevlastny parametricky integral (1) jo spojith
funkeia na intervale e, o) a parametricky integril

d
Hiry = | fiz,y) dy

je spojitd funkeia na intervale ‘@, x). Ak aspoit jeden =z integrilov

f [' [ fteyydy]dz, [ f fix g d2] dy,
nooe e a

existuje, potom existuje aj druhy a plati;
[ [repacdy = [ [ [ fiz,y) dy])de. ()
[ w [ [

Veta 6. Nech funkeia f(r, ¥} je spoptda vzhladom na interval <a, =) x (¢, d>, Nech integrél

o
f i, y} dy rovnomerne konverguje na kazdom koneénom intervele (a, 4) a nevlastny pera-
L

s
metricky integral f Jix, ) dx rovnomerne konverguje na kaidom koncénom intervale ‘e, d.
L] : .

Potom ak aspon jeden z integrdlov

sl o o
S taemidy]de [ f 1f@ ) | de]dy
o 4 L [ 1

existuje, potom existujn integraly

[ [pzpaglde.  [[ [ fla, ) da]dy
a plati: o e
w e mo oo .
SLS s ay]de = [{ [ fa,y) d=]dy. (7
[41 [ @ [

B. Pripad neohranifenej lunkeie

Nech funkein flz. y) je definovand na intervale {a, b} x (¢, d) a nech je nechranifené v kazdom
intervale (b — 4, b} « {e, d> a pre ka2dé y e Je, d> existuje integril

b
[ x5 da.
. a
Potom funkein

&
Gly) = [ iz, y) de (8)

nazyvame nevlasiegm paramelrickym inlegrdlom.

Poznamka 2. Nevlastny parametricky integral sa definuje podobne aj vtedy, ked funkcia
flz, y) je neohranifend v konefnom poéte intervalov (zx — &, zp = &) % Ce, d), xp € (u, b,
kE=1,2 ..., m pre kaidé § > 0,

Pre nevlastny parametricky integral, ak funkeia fla, y} je nechranidend, zavadza sa podobne
pojem rovnomerne] konvergeneie a platin prefi podobné vety ako pra nevlastny paramstricky
integrdl v oda. A.
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C. Kritérid rovnomernef konvergencie neviastnyeh parametrickyeh integrilev

Yeta 7. (Bolzano—Cuauchyho kritérirom.}) Nevlastng parsmetricky integrél (1) rovoomerne kan-
verguje na intervale Jc, dr viedy a len vtedy, ked pre kafdé &isle e > 0 existuje také Cislo fis),
ke pre vietky 3" a 6" > B(s) plati:

5
JHey e <k (9}
K

pre vietky y € Je, d,

Veta B, ( Weieratrassovo kritérium.) Nech pre kaZdy bod g€ e, ) je Tunkeia f(x, y) integrovateInd
na intervale <e, A%, kde 4 je Iubovolnd fislo. Nech pre kazdé v e Ca, wo)a kasidé y & <c, ) plati
- -

i filz, v} | = gz} & nech f glz) dr existuje, potom integrdly
a

- el
[fewyde, [ 1fe 9 | de
F 42

rovnomerne konverguji na intervale (e, o,

Yela 8. (Bolzano—Cauchyho kritérium.) Nevlastny parametricky integral (8) konverguje rov.
nomerne na intervale (e, dy vtedy a len viedy, ked pre kakdé tislo & > 0 existuje také d(e), 2o
pre vaetky &°, 87 z intervalu (0, &(¢)} plati:

—
f e, y)de | < & {10y
b—a’
pre vietky y € {c, d>. '

Priklad 1. Dokifme, #a nevlasiny pmramotricky integral

Py} = j @~ % sin (ry) d=
G

rovnomerne konverguje na intervala (—ao, o).

Fiedenie. Rovnomerni konvergenciu daného nevlastného parametrického integralu na inter-
vale (—oo,o0) dokideme pomocou Weierstras=ovho kritérin. PoloZme fle, ¥} = o % sin (ry)
a glx) = e 7. Pre kaidy bod (x, 4} € {0, ) x ( —oz, o) plati:

| €< ain {ry} | = e 7,

0 o )

Neviastny intcgré.lf e % dx existuje, pl'utu:zrj e dr = lim vl = lim{—e + 1) = 1.
) 0] {1 f—H—fl-" e

Pretoe si splnend vietky podmienky Welcrstrassovho kritéria, dang integril rovaomernn
konvergu)e na intervale (—ao, ao),

==
Friklad 2. Vypodilajme j z e™% cos (ry) de,
i

Itiedenie. Pofitajme nevlaatny parametricky integrdl [ =% ain {wy) de, mame:
] ¥ u

)
®= £
f e~ zin (o) e lim J e F sin (ey)de =
0 S iy
= lim [z e Sm ye) — y cOx ‘-“":]_J‘! v (11)
v (—1F A gt 0 14 -
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Dang integrdl vypoditame derivovanim rovnosti (11} podia parametra ¥y pomocoun vety 3,
Zistime, & si predpoklu;lv tejto vety splnens.,

Funkcla. fla, g} = o7 sin (xy) je spojitd na intervale [0, ) % {—o0, o) Tarcidlna derwicm
Sl y) = we % cos (xy) o spojitd na intervale [0, o) ¢ (—o0, obh

Weierstrassovym kritériom zistime, #i integrdl

f_f'yl::r, ¥) de = f X e# gos (yr) de
d d ;

rovnomerne konverguje na intervale (—oo, o).
Pre vietky bedy (r, ) e <0, o) % (o0, o) plati;

|ze-*eos(yx) ]| == re-F,
¥

=) o
Wedze neviastny integral of o Fder =1, podla Weirrstrassovhe kritéria integral f re=T
[\

. ros (yx) de rovnomerne konverguje podla parametra ¥ na intervale (—oo, o).
o
P'retoZe su splnené vaetky predpoklady vety 2, ma integrdil f o~ % sin {yr} dr deriviciu podla

parameira y na jotervale (—2, @) Z rovoosti {ll\mame

L
:y—“f o F sin [y} de = %T%y; \

Cife
(=]

f e T ens (yr) de =
L

1—y
(14 g2
pre kaidé y € (—owo. ).

Valohich 849 aZ 852 ndjdite obor definfeic nevlastnych parametrickych integrilov,

Lol )
a= A H .
sm:[‘ _ de. smn[—ﬂii—@ﬁ>u.
[ v | osinx
0 i
L] =+
851, f—l-——dz. 852, f ﬂx—dx, a > O
Inx ¥ x¥ — a¥
0 L

V ulohich 853 a% 860, zistite, ¢ dané neviastné parametrické integrily rovnomerne
konverguji na danych intervaloch,

1

i
853, fyaf!-'—l dre, (6, 15, 6 = 0. LN Jﬁi = dx, <0, wo).
u
1 .
mfﬂﬂmMy' mfmm .0, 1>,
0 v 1
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mia [=e]

. t i .
857. f are ﬁif“ ") 4, €0, 1>, 858. f 2v o2 dz, {a, b,
0 ol )
859. f Vg e da, <0, =) 860. f 2082 9) e (—eo, %),
1 -= 2
i —

861. Dokéite, 7c nevlastny parametricky integral Fy) = fy € ¥ dx rovnomerne

0
konverguje v kaidom intervale (a, b5, a > 0 a nekonverguje rovnomerne v intervale
0, b
W WA

V ulohdch 862 a% 865 zistite spojitost nevlastnych parametrickych integrilov.

s I — 92 x ®
562, n it ikl de, (—ao, o). 863, e gz, (2, an).
x 2 4 av
0 0
864, | _sing d, {0, 2) 865, [ yo-2v d )
864, : - x, {0, 2). 5. y e z, (—oD, ).
x¥(rc — x)¥ ’ 4 (
i u
=] [=2]
866. Pomocou rov nust:fp erde = lla, a > 0 \i,rlmuta.]tefe.-ax z"-1dx, n je
0
celé dslo,
m o
L it w ] 1
867. Pomocou rovnosti — dx — ——— vypolitajte ———— dz,
al 2a (22 4 g2)n
0
n je celéd dislo.
= ' -
l (_}'—ﬂ.!‘ £© -bz
868. Pomocoun rm-u:;ﬂifrﬂf dr = o y=>0 vypuﬁit-a.jtcf ——dx,
Y T
) i}

=08 >0,

V tilohdch 869 aZ 874 pomocou derivovania podla parametra vypoéitajte nevlastng
integrély:

(=

: e-art _ p—bz?
569, f —dr,a > 0,0 > 0.

W

{i

o

v I e 2
870. f(“— "—-) dz.a > 0, b > 0.

x
O

& Zhierke dloh




114 ' 3. Parametrickd integraly

B

e“ﬂ--t_e—\b:
B71. f—x-m—sinmxd.r,a > 0,0 >0,

L]
. k-]
s*rs.f“"”mzb"dx @ >0
0
= -
873 f s“‘““:m“dxa:-ﬂ

874. fe-m ”““M:m“ dr,a > 0.
-

V tilohdch 875 az 882 vypotitajte integraly pomocou derivovania podla parametra:

875. f dx a > —1.

. .ln {1 —— a?x?)
: 1 ==

dz, la| < 1.

-+ b2

877, f]n[m’+a*)dm

878, f‘““"'”"”’dz.—l{a{l.
Ccos x .

. arc tg ax
879. f Ft‘;; dﬂ', a > 0.

880. f Arctgaz M d-a: a je Tubovolné &islo.
il 4 x

of.
&E\If arctg ax . arctg bx de, o> 0,0 > O,

xd
0
3 2
| T —
882 f : mf“”’x dz, 0 > 0.5 > 0.
0 .
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=2 a3

] , arcte (o te x o T
883. Pomocou integrilu | = § la tg 2) dx vypoéitajte —da.
tg x ) tgx .

0
[+ o]
)

884. Vypolitajte Poissonoy integrdl J -:-fe—fdm pomocou vzfahu J[2 =

(b
«:5 o
= f{.“f Ll.rfxu"?’y' dy.
L} LY

V ilohdch 885 a7 888 pomocou Poissonovho integrilu vypoditajte:

oo

e-ar __ p-bz?
B85, —_ -, a > 0,6 > 0.
z&

L
e ]

LR f ¢ 0% cosh bz dx, e > 0.

887, fﬁ“”* cos b dx, a > 0,
0

BSS. fu:v e sin bx dx, @ > (0.

05
)

889. Vypoditajte I(y) = fe'w:{[.r.,';; = .
0

8%. Pomocou tdlohy 889 dokéaste, 7e plati:

[en]
1] i e e i
[eovomadm 135 enon 1
2 h anl/
U Y 1 ¥
oo
2 1 : .
891, Pouiitim rovnosti 'Ffjrrﬂ’-"du E--r— » & =1 vypoditajte Fresnelove
L]
integrily
Lesd
" 1 [ cosx
/ sin (2?) dr = — / = dz,
2 l';;r:
u" |_|"
L] £
1 ¢ sinxdz
cos (x) dr = — | —5= .
/ : ]
{ i
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892. Pomocou rovnosti f e~%2 cos bx dx :Ej—_ﬁ’ a > Q) vypoéitajte Dirichletov

0
o

integnilf mn:z dir.
0

893. Pomocou rovnosti f Smim)dx— sgnavypotitajte f ms(a:r]w;ens (62) dx.

&
V tilohdch 894 a% 896 pomocon Dirichletovho integralu vypotitajte dany mtegnil:

0 =3
894, f (“‘“f"")’m. 893. L‘ﬂi‘”}d,

0

am I eos (am] z cos (ax) .

897. Nn]dite Laplaceovu transformaciu L( f) funkeie f,

o0

L{f) = f e—PH(t) dt

b
kde pre kompiemﬁ% tislo p plati Re p > a, ak:
a) f(t) = t*, n je prirodzené Eislo'. a =0
b) f(t) = cost ot = 0;
o) J(t) = 8-, & = a;
) fty = ]f't_.r- o= 0.
o

898. Dokaite, Ze funkecis y(z) = f
0

- XE

e
1 4+ 22

d2 vyhovuje diferencidlnej rovniei

yo oy = L

899. Nech funkcia f definovand na intervale (— oo, 90} je absolatne integrovatelnd.
Dokaite. %e nevlastny parametricky mtegrﬁl

=,r—.r'|’

ulx, N Vet ¢ (l
. . . cu 1 d%u e .
splia diferencidlnu rovnieu pre vedenie tepla - W At a zafiatolni podmienku
2 Ccw

lim w(x, t) = flx).

tenid*
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3,3. Eulerove integrily

Funkein

-
f =tz dy, (1)
1]

Fiz) =

ktord je definovand pre kaZdé x > 0 nazyvame gama funkeion alebo Eulerovon funkeiou druhkéha
druhu (pozri obr, 16).

Yeta 1. Funkeia I'(z) je pre = = 0 spojitd, mé derivdcie vietkych radov a plati:

o .
Fimz) = “ter-rInm ¢ dy, 2
{x) Uf Q ntic (2) ly
Veia 2. P're 2 > 0 plati:
Pz + 1) = xN{=).
. , . ) I'(=
Yeta 3. Pre prirodzens éislo n plati:
Iin)= (n — 1}1,
. 1 {2n Dy 1.3..., . {2r—1) ;
R IS S I
Yeta 4. Pre z< (0,1} plati: ) X , z
: :': 0 T % 3 31—
Plxy. Il —2) = - ~
2T T )
Funkeiu Obr, 16
l -
B(p, q) = j tr-1(1 — g)a-1 di, {3)
a

ktora je definovand pre p = 0, ¢ > 0, nazyvame befa funkciou alebo Eulerovou Junkciou prvéhe
druhu. ’ ‘
Yetn 3. Pre p > 0, ¢ > 0 plati;
B(p. 9) = B(g, p),
Lio). Iig) |
I'itp + @)
Poznémka. Hodnoty funkeie Fprexze(0, 1> reap. ze <1, 25 s v matematickych tabullich
{(pozri napr. tgb. 1). '

Blp.g) =

Tadulka 1
(xama tunkeia
a ‘ FAFS ‘ T | I'ta) | x ‘ I'ix)
il
1,00 | 10000 | 1,35 | 0,8911 1,70 0,0086
1,05 0,0735 1,40 0,8872 || 1,75 0,01900
1,10 0,9513 1,45 0,8856 || 1,80 0,8313
1,15 0,9330 L50 | 0,8862 1,85 |  0,8456
1,20 09181 | 1,55 | 0,8888 1,80 | 0,8617
1,25 | 0,0064 | 1,60 | 08035 | 1,95 { 0,9798
1,30 0,8974 ’ 1,65 | 08001 | 2,00 1,0000
r | :
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Priklad 1. Vypotitajme integral
I3
J = 6[ z iz da.

Risfenis. Pou#itim substitdeia = = 1/ dostaneme:

' 1 3 1 L L)
= ey = —pr - == = - J—
J df le_x-l dr df 3 (13— 5 g-3/3 5 uf 1141 — L dt,

Z definfoie beta funkeis, 3 vety 5 a z vety 4 dostaneme:

s da(3d) - I - ) (-

1 (2 1 = 2)3
“"EP(E)‘r-('H‘Emmn;a)“ 27

Priklad 2. Vypoditajme integral

a2
J = f tginizde, 0 < n < 1,
Lt

Riedenie. Pouditirn substitieie ¢ == sin? z dostaneme:
=2 af® . 2 . 1
J—df tgin-lpdr = d’- {:m—ﬂ;—- sing cos 2 dy = %Jl“’i(l—t}'ﬂtﬂ.
7 definicie bete funkeio a.z vety 4 & 5 mdme:

_ 1 . 1 D) I(l—mn) _ T
J=g Bl l—n =5 () 2sinn

900. Dokéite, Je platf:
8) I'(z) > 0, b) (z) = af e-itz—11n ¢ dt,
¢} I'(z) je spojitd funkcia, Ay Dz + 1) = 2i'(x),

&) I'(n + 1) = a!, pre prirodzené ¥Hslo », {) I'(1/2) = =
g) ’ligi’(z) = co, lim I(x) = o, . h) I'(z) je konvexnd funkcia.

T+
901. Vypolitajte:
a) I(0.3), e) I'(6/2),
b) I'(2,7), dy I'(3/4).
V dlohdch 902 az 904 dané integraly vypotitajte pomocou gama funkeie.
1 @
902, f(ln. %)'_I dr, a > 1. . 903. fr"“xzﬁ*ltiz,a > %
0 0

o
B04. fa:ﬂe‘x'd:r..
g
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V tlohdch 905 a2 912 pomocon Eulerovych integrdlov vypobitajte dané integraly:

— B

T TR

2
Mﬁf]/x-_xzdm 9046. fm!]{4_xz dz.
' o
1
907, —&——dx 908. f ! de
I—¢n
Vl—a:’ 0
‘ 1
909, f“_l_dx,m::-ﬂ. 910. fa dr .
J = J VT +apa =y
—1 -
1
' 912 L
. e . ————dx.
.9“ f(1+:¢] (1 — 2)f d flfgxﬂ—;u?}

913. Pomocou substiticie t = z/(x ++ ) do funkoie B(p, q) dokédite, Ze plati:

&2
a1 dx
&L apre = E@ )
é

1
2l — z)lﬂ-l

1
R A T

914, Pomocou substitiicie Y = (@ -+ b) z/(a + bx) dokiite, %o plati:

Ulohy 915 az 931 vypotitajte pomocou Eulerovych integralos:

o

22 v e
915.6[1+z.d1. 9'“'f1+=:='
0
917 V= dz 918, f (1 :x*}“h
- "n A b
919 T da:- 1 ?fﬂﬂf
f(T:F_?-'F ye| < 1. _ [1+,,)u
1]
921'5[14- de,n > 0. aasfu_i_x,}“.
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z ln:t:

9923. f T )idx,l){a{Z. 924, fl+ " dz, |a| <1,
925.5[3;rzfdz,]a| < 1. 923.fmnﬂa:dz,n>—l.

w2 e

T2

927. f sinm z cosn z dz. 928. f T dx

o s )
m.f“‘“x”dx. 930. f‘:‘f;mdx n>m> 0

o
cosh maz
931. fmdx,n}m}ﬁ.

[ =]

932. Pomocou rovnosti x™ = T%ﬁ }— {m—1 -zt i, {x > 0) néjdite integraly:
a)f“"::“-’-dm, b)f-“—“ﬁd D<m<la>o

933, Nijdite obsah Sasti roviny ohranitene] krivkon 24 + y* =at, a > 0.
934, Najdite dlzku lemniskéty o2 = a? cos 2¢, a > 0.

935. \-’ypoﬁit.ajte f 231 yP-1(l — 2 — y)r—1 de dy, kde £ je trojuholnik dany

priamkami x = 0, y—ﬂ l—z—y=0

" Lypa—1
936, Zistite podmienky konvergencie a vypolitajte integril f f [x’:_ia)m dz dy,

sk oblast £ je dani nerovnostami x 2 0, ¥y 2 0, x4 yf < l ap;q, ac,ﬂ‘,-m s
kla.dné &isla.

-937. Vypolitajte f f f fllza)® + (y/B)F + (zjey]ap-lya-1 271 dz dy dz, kde £

je oblast dand nemvnosfaml 220, y=0, 220, (zla)+ (yb)’ + (zle) =1,
pricom @ > 0, b > 0, ¢ > 0.
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3,4. Fourierov integrdl

Nech redlne funkeia f je definovand na intervale (—ao, o) a nech existuje integrél

o
f[.el{w}mmz -+ B{w) sin o] de (1)
8 .
kde Al = -1.1? f J(t) cos we dt & B{w) = -;_— f Jit) sin wé dé.
—w : —e

Potom integral (1) nazgvame Fourierovym integrdlom z funkcie f.
Veta 1. Nech funkeia f & jej derivicie f* st po tiastkach spojité na kazdom konctnom iatervalo,

o3
Xech integral f | flz)) dx existuje. Potom pre Fourierov integral z funkeie f plati:

-
R

n’. [A(e) eos we + Blw) sin we]dom =

flz + 0) + flz —0)
2

8 v hodoch spojitosti funkeie f plati
) o
f [A{w} cos wx + Biw)sin wa] dey = flz).
1}
Poznimka 1. Ked funkeis f je pdrnou [nepérnou] funkeiou, potom

Afm) = %f}{t} eos o df s Blw) = 0
]

[A{mj = 0, Blw) = % J Flg) sin wid d.!].

Toznamka 2. Nech funkeia f je definovani na {0, ©) a splia predpoklady vety 1. Potom
funkein g, pre ktort platf glz) = f(z), ked x € (0, @) & g(x) = fl—=}, kod z € {—o0, 0), nuzyvame
plrnym pokradovanim funkeie f. Funkeiu h, pro keord plati h{z) = f(z), ked z e (0, @) & Mz) =
= —f(—x), ked x € (— 3¢, 0), nazjvame nepdroym pokrafovanim funkcie f. Funkeiu f-definovani
na intervale (0, 2} v bodoch spojitosti méteme vyjadrit pemocou Fourierovho integrilu 2 funkeie
4, 8ko aj pomocou Fourierovho integrialu z funkeic k.

Nech f je komplexné funkeia redlnej premennej, definované na intervale (—co, a). Fouriero--
v¥m integrélom z funkeie f nazyvame mtegral

o
21—“, f 8(ew) et den,
e

kde komplexné funkeia & jednej redlnej premenne] sa nazyve spekirdinou lustotow aleho aj
Tomplecnim epekirom funkeie f s plati: :

. =
S(w) = f Fie) e=tt de,
—x

Modul | S(w) | sa nazfve spektrom funkeie f.
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Priklad. Vyjadrime funkeiu f(z) = sinz, pre | z| = =, fz) = 0, pre |z | > =

pomoevu Fourierovho integralu,

Riedente. Funkcia f jo nopirna, Preto potitame podls porndmky 1 iba

-] b1 3
Blw) = -i—! fity sinmtdx=-—:—fsin:ﬂinm=clt.
0

Pre w f= 1 mame

N 1 1 1 & 2 sinwe
B BT o — 1 _ i e— =L e,
_ () el sin {1 -+ w) — sim #(1 m]]n P

Pre w==1 je B(1) = 1.
o

fla) = 2; f :‘i“_“’;-aiumdm.
1]

V tilohdch 938 aX 948 najdite Fourierov integral danej funkeie:

L pre |z | < I, ,
! ' sgnz, ked |z < 1,
938, =15 re fa| =1, 939, f(z) = L=
e : v - 7 0, ked |z! > L.
| 0 pre |z | > 1.
&+ 2, pre—2=2x<0, .
M0, f(x) = —x4+ 2 pre S x <2, 941, flz) = {Lﬂ?lr P:Z!:E ': ;.
| 0, pre |z | 2 2, ’ P = L.
: : v sinx, prel <z <nn,
cosx, prejzxr|s =,
2 0, pre x 5 O,
M. Jle) = = 3. fi) = x = nm,
0, pre x| > —.
2 n je celéd dislo.
sinfz, prelx|<m 1
944, = ) _ _
Jz) {0, pre |r| = = 5. fiz) a2+x2’a}0
. x ‘ i
M6, f(x) = Pl 0. | 7. f(z) = c-8l7], g > 0.

948, f(x) = e,
949. Vyjadrite Fourierovym integrilom funkeiu

Elcosax), pre 0 £ » £ %

J(z) =

i1.prem§§5:,

pomocon parncho pokradovania funkeic f.



3.4, Fourievor integril

123

3. Vyjadrite funkein f(x) = =2, xe(0, o) pomocou Fouricrovio integrilu

pre a) parne pokrafovanie funkeie f, b) nepdrne pokratovanie funkeie f.

e

. o sin o
a51. 1}-'[}mrltu‘]tef--ﬁ—

V 1lohdch 952 a% 951 ndjdite Fourierovu transformiein F funkeie f.

92, flz) = ¢-al7l g = 0,

It

%4, fr) = e 2 cosax.

V dlohdch 955 a# 957 ndjdite spektrum danyeh funkeit;

Db, flz)
] 0, pret <

956. 0, prea
1

f@)={ & .,prea

I, prex

957, f(z) = .

l 0, prex <.
Uo8. Najdite spektrilou hustotu daného impulzu f(1), ak:
] pe I
If\ prt‘[igt‘»{_’l.
Jity = Iﬂ—r.prolf_ftf:ﬂ. .
{ pref < (at =z 2

OT COH Ol

— tLr'r.
(i

F(p) = - _1 - j.f{r} e~ip! (i},

b

2

a0

_ [ I, pre 0 < & < 7.

r,oxr < (.

=< 1,

|' e~z prex > (,

95, [(v) = ¢ 2
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4. KRIVKOVE INTEGRALY

4,1. Krivkové integrdly I. a 11, druhu

Nech € je jednoduchy oblik, pre ktory plati P = ¢} - rit),teJ. Bod P, oblika € je pred [za)
bodom £; obhika €, ak jE iy <ty [ty = ] a piﬁems Py < P[Py > P;]

Oblik C je orientovany sthlasne [nestiblasne] = parametrickym vyjadrenim r{t), teJ, ak
pre fubovolné body ;. P; oblika Cy pre ktord je ¢, = ¢, [ty > #;], plati P, < P,.

Oblik C orientovany sihlasne alebo nesihlasne s parametrickym vyjadrenim nazyvame
orientovanym obliihom €.

Nech € je uzavretd krivka s paramotrickym vyjadrenim rit), t € <a, >, pritom rla) — r(f).
Nach Py = O + r{ty), Py = 0 + Pilz}, Py = O + rty) si lubovolné body tejto krivky, Krivka ¢
ie eyklicky orientované sihlasne [nesahlasne] ¢ dany'm parametrickym vyjadrontm, sk trojiea
bodov {P;, P., P;) je usporisdand v zmysle orientacie, t. j. Ze nastane jedna z t¥chte troch
mofnosati f, Ttz <3, 3 <y < 4y, 1y Sl R O P <y b= < s, I << = 1),

Uzavreté krivky eyklicky orientované suhlasne nlebo nesthlasne s parametriekym vyjadrenim
naz¥vame cyklicky orientované.

Orientované obliky a eyklicky orientované uzavretd krivky nazgvame orientovangmi brivkami.

Nech € je orientovany oblik {eyklicky orientovand krivka]. Nech na krivke ' sg dané body
Fo, P, ..., Pn tak, 3o Py <PiL P ... < P, pritom Pg a Py st koneové body krivky €
[Po:= Py a (P, Py, P st usporiadané trojice pre i = 2,3, ., ., m]. Potom hovorime, #o

na krivke € je dané delenic krivky €, ktoré pozostiva =z “instolnyeh kriviek Py_, Py, § = 1,2,
Cee B

Nech € je krivka, Priemerom d( €} krivky € nazgvame supremum mnodiny vietkich #iziel
e(Py, Pa), pre Py, P1e C. . .

Normow delenia 1) krivky € nazyvame gslo

WD = max {d(Pi,y, P), i=1,2,.. .y M}

Postupnost { Dﬂ}:‘ﬂlclalmi krivky € naz¥vame normilnow, ak lim | Bgl] =10,
- M= im

Orientovanii krivku € nazgvame po dinstkach Wadkou, ak existuje také joj delenie, e vietky
Grastodnd krivky P , P tohio delenia si hlndie obliky. Ak r(f). ¢ € J jo parametrické vyjadrenie

tejto krivky, potom derivdein r(r) je spojitd a nenulova na intervale J s vynimkou kone¢ného
poltu bodov, v ktorfeh existuje deriviicia sprava a zlava. Dotylnicoviym vektorom T orientovane]
krivky €' v bode P, v ktorom el £ e nazyvame vektor LRGN R [—r'{&)/} ¢t |1, ak krivka
je orientovand sihlasne [nestiblasne] s danym parametrickym vyjadrenim.

Nech € je po tiastkach hladkd orientovans krivka. Neeh f(P), [f(#)] jo ohranidens redlna -
[vektorovd] funkeia, ktora je definovand v kazdom bude krivky C. Nech D jo delenie krivky
dané deliaeimi bodmi Po, P\, P,, ...."Pp_y, Pp. Nech [ - 0 + M) T =1,2, ... msa

———
také bady krivky C, v ktorych cxistuje nennlovi derivdcia r'(&) e Il & PP i=1,2 .5, m,

Neeh sy = ¢ (IL;) sy, kde sy je dlika tiastoinej krivky Py Py, i = 1,2, ..., m Cislo

Si(D) = Y fill) e
i=]
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[SADy =Y L) . 3¢ ]
f= ]

nazivame integralnym sudtom funkeie f [f] pre delenie D krivky C a pre dany vyber bodov 16, 112,
..., Iy alebo tie# integrélny sGfet I. drubu [IL druhu].

Cislo I nazyvame mugnﬂm z funkeie f [f] po krivke C, ak pre kaidd normalnu poat.upnuai
{Dy}.| deleni krivky C u pre fubovolné vybery bodov I, v intogrélnyeh sidtoch I, [I1.)druhu je
I = lim S{D) (I = lim Sg{D)]. Tento integrdl nazyvame krivkovgm integrdlom I. [11.] drohu

20
Jf{P}da [drﬂPJ.d.t].

T 0
& oznadujeme ho znakom
Ak existuje integral z funkeie f{f] po krivke € hovorime, ie funkeie f(f] je integrovatend na
krivke ¢, :

Poznamka 1. Ak j& v rovine zvolen¥ pravouhly siradnicovy systém, v ktorom je f{P) ==
= pix, ¥) i + glx, ¥) ), potom krivkovy integral 1I. drubu oznafujeme tieZ znakom I

bf plz, y) dz + glz, ) dy.

Poznédmka 2. Ak jo v priestore dany pravouhly atradnicovy systém, v ktorom je f(P) =
= plx,y, 2} | + qlz.y, 2) | + i, y, 2} k, potom krivkovy integral IT. druhu ocznafujeme tie
znakom '

J;u{z, v, 2)dz + glx, y, 2) dy + 7z, ¥, 2) dz.

Vetn 1. Noch C je po tiastkach hladké orientovand krivka, ktore) parametrické vyjadrenie
jo rit), te e, f). Nech f je redlna funkeia definovanéd na krivke C. Potom plati:

a
é{ SiPyde = [ IO+ rm] | r{0) ] db m

pridom krivkovy integrél v rovnosti (1) existuje vtedy a len vtedy, ked existuje oby&ajny (Rieman.
nov) integrdl vpravo, _

Veta 2. Noch C je po Siastkéch hladké orientovanéd krivka, ktorej parametrické vyjadrenie
je rit), t € {a f>. Nech f je vektorova funkeia definovand na krivke €. Potom plati:

8
J. fiP)y.ds = £ [fLO + rin)]. r(dt, (@)
x
pridom krivkovy integril vlave existuje vtedy a len vtedy, ked existuje obyéajny (Riemannov)

integrél naprave. Ak krivka C je orientované sthlasne [nesithlasne] 8 dan¥m parametrickym
vyjadrenim, plati znamienko + |—L

Poznamka 3. M;' v danom pravouhlom suradnicovom systéme v mw-.'ina je rit) = @t} ) +
+ it . potom vzfshy (1) a (2) mo2no napisal v tyare
. P .
of 1(P)ds = [ flg(), w0l Fg™n + 3 de, (3)
- " - a ﬂ -
J f(Py . ds = df plx, ) dz + qle, w) dy = {plpo). pit] ¢'(8) + alg(®) p] w0} db. (4)

Ak v danom pravouhlom siradnicovom systéme v priestore je r{t) = @it} I -+ w{t) } + () ks
potom vztahy (1} a (2) mofno napisat v tvare

g - .
0[ £(P) ds = [ figpte), wion 201 V90 + 90 + 10 de. (5)
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t[ﬂﬂ.d--éfp{z.y.ndz+q{x.y.=)dy+r(=.y.=1d=—

A
=3 {plo(t), wt), 2] @) + a@ie), yith 2@ w1 + rip(ed pt), 201 ')} dt. 8)

Veta B. Krivkovy integrdl I. [TL] druhu po orientovanej a po Siastkach hladkej krivke ©
pre spojitii redlnu [vektorovi) funkein f[f] existuje,

Veta 4. Nech € je orientovand krivke a C* je krivka, ktord vznikne 2 nej zmenou orientdecie.

Nech existuje integrél z funkeio f[ f] po krivke C. Potom existuje aj integrél z funkeie Jif] po
krivke C* & plati: .

c!.f(PJ&a =dff:ﬂdé | )

[A‘ﬂp:.d.=—d[r{m.d-]. o @)

Veta 5." Nech existujii krivkové integraly z funkeil f & g po krivke €. Nech f(P) < g (P)
pre ka#dy bod krivky €. Potom .

J#Pras 5 {a (P) ds, ' (9)
o

Veta 6. Nech existuju integraly z funkeie Jag(feglpo krivke € & noch ¢, ¢z 8 Gfsla. Potom
existuje aj integrdl z funkcie ¢if + cag [eof + c2g] po krivke C a plati: .

J [ f(P) + cxg(P)] do = &, [ f(P)ds + ¢3 [ g(P) da, {10)
@ )
[cf [ef(P) + c2g(P)] . é; = c,dff{P) Jds + o;JﬂP}l.d:]. (1

Veta 7. Nech orientované krivky €, a C; tvoria delenie krivky C. Ak existuje integrél funkeie
JUf] po krivke C; a integrdl 2 funkeie f[f] po krivke C;, potom exigtujo aj intogrél z funkeie f[f]

po krivke ' & plati; .
fip)de = [ fiP)ds + [ fIP)ds, {12)
Jrme= frnes ]
[J fiP).ds = ¢{ f(P).ds + éf f(P) . ds). (13)

Priklad 1. Vypoditajme krivkovy integral 1. druhu
é[’ (22— |2 397 ) ds,

kde krivka C je prvy zdvit kuielovej skrutkovico ¢ = £ cos i + ¢ sin tf - tk, t e {0, 2x>.

Ricdenie. Krivka € je jednoduchy hiadky oblk, pre ktorf jo| r'{t) | — [{cos t — ¢ sin 4)? +

+ (sinZ 4 tcos R + 1)1 2= 2 @2, 1 (0, 25, Kedte funkeia f{z, y, 2) — 2 — /23 ¥ 3 jo spojith
ne Ky, preto podia vety 3, vety 1 a vziahu {6) mama:

2a
éf{ﬂz— la"rT-iv i) de =J (2 — }fﬂ eost ¢ - 2 aind £) }’2 4 82 dt =

oy _
= felor s - % [§2 + o)™ — _"Kz [ 4 2292 1),
i
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Priklad 2. Vypotitajme krivkovy integral IT. druhu
af (yl —zf) . ds

po elipse eyklicky orientovanej sithlasne 8 paramctrickym vyjadrenim r = acos#l 4 bsingj,
te 0, 2.,

Riedenie. Krivka C je hladké jednoduchs uzevreta krivka, pre ktord plati r'(t) = —azind +
+ beos tf, t€<0, 2ry. Funkeia f(P) = yl —x] je spojité funkeie v E;. Preto podla vety 2,

vety 3 a vzfabu (4) dostaneme: .

J[y!—#j].d!=dfydm—::dy=-Jr[bains[—aain:}—-acml.bcosr]d:.—
E (1

T
=—a&fd.!£—2ﬂab.
{

V Glohdch 959 a7 975 vypotitajte krivkové integrdly:

959. f mly ds, kde € jo tsetka AB, 4 = (0, —2), B = (4. 0).
: _

960, f (x + y) ds, kde € je obvod trojuholniks s vreholmi 4 = (1, —1), B =
c- '
= (2, —1), C = (1, 0).

961. f xy ds, kde C je obvod rovnobeZnika uréeného priamkami x = 0, x = 4,

o
y=0,y =2

62, fxda, kde € je oblik AB paraboly y =2, 4 = (2, 4), B= (1, 1).
o

963, Ja:’ds, kde € je oblik AB krivky y=Ina, 4 = (2, In2), B=(1,0)

964, f a2y ds, kde € je obluk kruinice x? — y2 == @® § koneovymi bodmi A =
«
— {a, . B —= (0, a).

465, fl-;rl g dg, kde € je kruiniea @& 4+ —ar =0, a > 0.
c-

RGN f ahds, kde O je oblak elipsy r = a costi + bsin{j, t€ {0, =/, ktorcho
¢
pro¥ bod je d = (2. 0), e > &> 0.

GG, f (¢33 - 43y ds, lde € je astevoida 2203 4 208 = @21
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968. f | y | ds, kde C je lemniskdta (22 + 32)2 = al(x? — y2),
¢

Nﬁ.dfmda, kde C je tast -Wkloidy r = a{t —sin#) i + a(l —coe t) §,
te (0, 27).

970. f (x* -+ y?) ds, kde C jo krivkla r = af(cost 4 ¢t sind) i - (sin ¢ —¢cost) j],
G -
te 0, 2n).
971, J.a: ds, kde C je oblik logaritmickej Spirdly o = ae?®, b > 0, ktory je vnitri
£ " : : .
kruhu ¢ £ a.

- .
972. f ;Tyzds, kde C je oblik skrutkovice r = a[cos tl - sin ¢ 4 tk],
;s _
te (0, 2n).

973. _fzda, kde €' je krivka r = £ cos H | tsin tj -4 tk, ¢ € <0, VE}.
C : '
974.6[1"{13,kdeCjekruinica:rz+y1+zi=a3.z+y-|-z=0.

9475, f zds, kde €' je oblak krivky 22 + y2 = 22, ? = z 8 koncovymi bodmi A =
¢ ' ' :
=(0,0,0), B=(1, 1, |[2). ‘ | |
976. Vypotitajte f (lz—y) t + (x -+ v) j].ds, kde: .
¢ ' |
8) C je tsetka AB, A = (2, 3), B = (3, 5}, pritom 4 jo jej prvy bod,

b) C je oblik paraboly y = 22, ktorého prvy bod je 4 = (0, 0), & koncovy
bod B = (2, 4),

¢} C je oblik paraboly & = %2 od bodu 4 = (0, 0) po bod B = (4, 2).
V ilohdch 977 ai 993 vypoiitajte krivkové integrdly II. druhu:

977. d[ (22 + y?)dx + (22— y2) dy, kde C je obvod trojuholnika ABC, A =

= (0, 0), B = (1, 0), C = (0, 1), pritom (4, B, C) je trojica usporiadani v zmysle
orientdcie krivky €.

—————————————————————————————————————————————————————
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dz -+ dy
R

-

978, . kde € je obvod &tvorca ABCD, A = (1, 0), B = (0, 1),

C = (—1,0}, D = (0, —1), pritom (4, B. C) je usporiadani trojiea v zmysle orientacie
krivky €. ) '

979, f{mﬂ+y2]dx + (22 —y?) dy, pricom € je krivka y = l-u;|1 —x],
x e {0, 2%, ktorej prvy bod je 4 — (0, 0).

980, f (#* — 2xy) dz + (47 — 22y) dy, kde € oblik paraboly y — a2 od bodu
4 = (—1, 1) po bod B = (1, 1). |

981. f yda - a:dg-;, kde C je Btvrtkruinica r = a(cos ti + sin #j),- f e 0, /2
C
a 4 = (u, 0) je jej prvy bod.
&+ y)dz—({x—y
982, P
C

trojica bodov A = (a, 0} B = (0, u), ¢ == (—a, 0) je usporiadand'v zmysle orienticie
krivky C. |

) dy , kde € je kruZnica z? + -yll = a? pritom

983, f {x + y)de + (x — y)dy, kde C je ehpaa. x*fa? 4- y?/b? = ] orientovand tak

Ze hnd}r A =Aa, 0), B = f{} b), ¢ = (—a, 0} tvoria usporiadani trojicu v zmysle
oriet}tdcie krivky C. _

984, f ((2¢ — y) | + =j] . ds, kde € je orientovany oblitk evkloidy r =
c .
= aft —sin#) i + a(l —cost) j,t € {0, 2r), pridom prvy bod krivky € je 4 = (0, 0).

22 dy - 42 die
asia _l.. yslr-i

bodu 4 = (a, 0) po bod B = (0, a).

985. , kde C je obltk asteroidy r = a(cos® ti 1 sin® 4j) od

986. f ( -—i 4 arctg ) ds, kde krivka C sa sklada z oblikov AB BA, pricom

AB je ub]uk paraboly y = 22, 4 = (0, 0), B = (1, 1), B4 je tisecka a body A, B, D,
= (1/2, 12} tvoria usporiadani trojicu v zmysle orientdcie knvky C.

987. f:t:d;v+y_dy 4+ e +y—1)dz, kde C je tsetka AB, 4 = (1,1, 1) jo

(s
jej *prvjr bod a B = (2, 3, 4).

9 Zmerka 1lob
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988, (x + ¥ -+ z) dz, kde C je obved trojuholnika ABC, 4 = (1, 0, 0), B =

= (0, 1, 0), ¢ = {0, 0, 1) a trojica (4, B, C) je usporiadand v zmysle orientdcie
| krivky C.

989. f [zi + yj + (xz — y) k] . ds, kde C je oblak krivky r = 13 4--2tj 4- 4%k
odbodouﬂ;(ﬁ,0,0}pobodB={1,2,4), ' |

990. f yz dzx + xz dy + 2y dz, kde C je oblik skrutkovice r = a costi + a sin j 4-
-|-b¢ll{§n od bodu 4 = (@, 0, 0) po bod B = (g, 0, b). |

991. f ydx + z. dy + zdz, kde C je prieseﬁniea: ploch z =y, 22+ y* =1

' &
& trojica bodov 4 = (1,0, 0). B = (0, 1, 0), € = {—1, 0, 0} je usporiadans v zmysle
orientdcie krivky C.

992. f (y? —22) dx + (22 — x2) dy 4 (22 — y?) dz, kde C je eloZend z troch hlav-
o

nych oblikov 4B, B'ﬁ, DA na gulovej ploche 22 -+ 32 + 22 =1, prié;:rmA = (1,0,0),
B=1(0,1,0), D= (0,0, 1)abody 4, B, D tvoria usporiadani trojicu v zmysle orien-
tdcie krivky C.

993. fyz dr -+ 22 dy -+ 22 dz, kde € je dast Vivianiho krivky x? 4- y? 4 22 =a?,
& . :

24 yr=axr,z20,a>0abody A = (a,0,0), B=(e2a/2 af2), D= (0.0,a)
tvoria usporiadant trojicu v zmysle orientdcie krivky C.

4,2. Nezdvislost krivkového Integrdlu od integralnej cesty

Nech @ je otvorend mnotine a f vektorové funkcia definovand na mnotine &. Krivkovy integrél
II. druhu — intepral 2z funkeie f po krivke C nezdvisi v mnofine  od integrafnej cesty, sk:
1. tento integral existuje pre kafdd po iastkach hladkd krivku C, ktord lef{ v mnofine G;
" 2. pre lubovolné dve po Siastkach hladké krivky ) a €3, ktoré celé lezia v mnodine G a maja
spoloény prvy bod & spoloény posledny bod, plati:

JﬂP}.ds—!ﬂP}.d:.

Ak integrél f f(P) . ds nezévisi od integraénej cesty C' v mnodine ¢, potom integral d{ fiP).ds
4

b
oznafujeme znakom Af f(P) . ds, pritom A je prvy bod & B posledny bod krivky ¢ < @.

Veta 1. Nech f jo spojité vektorové funkeis pa oblasti @, Krivkovy integrél J f(P). ds ne-



e R T

4.2, Newivislost krivkového {ntegrélu od integracénej cesby 131

zdvis{ od integraénej cesty na mnoiine vtady a len vtedy, ked existuje teké redlna funkeia
V(P), e plati:

B _av ot or
f(P} = grad V\rPl.——é,}"l-l'-E—?j'i'—a;k

ne oblasti G. Ak na oblasti ¢/ je f(P) = grad V(P) a zérovei f(P) = grad U(P), potom existuje
také konstanta C, fe F(P) = U(P) } C pre vietky Pe G.

Pozndmksa. Funkein ¥ z vety | nazyvame potencidlom funkeie f.

Veta 2, Nech mnoZina € je oblast. Nech f je vektorovi funkeis definovand na mnogine 6.
Ak integral (J‘ fiP) . ds nezdvisi od integrainej cesty v mnodine G, tak pre [ubovolnd uzavrety,

po éiastkach hladka krivku 'y lediacu v mnokine @ plati:
[Py . ds = 0. ()
[

Ak pre Tubdvolnd jednoduchi uzavreti lomena krivku L letiacn v mnodine ¢ plati (1) a funkeia f
je spojitd na mnodine (7, tak krivkovy integral J fiF) . ds nezdviasi od integraéne] ecesty

v mnodine &,

Mnozinu 7 nazyvame sérislou, ak kazdé dva jej body moZno spojit lomenou krivkou leZiacou
v mnoding (7,

Veta Jordanova. Nech € e jednoduchd uzavreta krivka v rovine. Potom exi stujii dve oblasti
@, & @1 také, Ze kaidy bod P roviny padoe prive do jednej z mnozin ¢y, &3, C. Mnoziva C je
hranicou &) mnotiny 4 &) mnodiny 5. Pritom .
jedna z mnozin &, /; je ohranifend a druhd
neohraméend. Té mnotina, ktord je ohranidend,
naeyve sa vnitre krivky O,

Otvorené mnofina & v £; sa nazyva judno-
ducho suvislou, ak mnozina ¢ je aivisld a nk
vitro Tubovolne) jednoduche] uzavretej krivky
' obsiahnutej v mnoiine @ jo celé obsishnuté
v mnodine  (obr. 17).

Vela 3. Nech 7 je otvorend, jednoducho si-
vislé mnodina. Nech f je vektorovd funkcia de-
finovand na mnpoiine . Nech je f(z,y) =
= plx, ¥) i + g{z, y) J. Nech parcidlne derivicie
Pulz, ¥) ¢z(x, ) s spojité na mnotine .
Ak plati:

pulr, ¥) = g'xlz, ¥) (2)
pre kaidy bod (x, ¥} € &, potom funkeia f mé potencidl ¥V, pritom

Vielz,y) = plavy)y Ve, y) = glz, 9) )
a integril z f po krivke € v mnofine 7 nezdvisi od integratne] costy,

Po kuaskoch hladki plocha (pozri 51) & je mnokohrannow plochou, sk existuje talé
jej delenie pozostdvajice ¢ plich &y, 81, ..., Su, e véctky tieto plochy S, Sz, ..., Sm 80 troj-
uholniky.

Nech @ je otvorend suvisli mnoZina’v priestore. Mnotinu @ nazyvame plodne jednoducho
suvislou, ak kaida jednoduchd uzavretd lomend krivka letisca v G je okrajom nejakej jednoduche]
mnohochrannej plochy, ktord céla ledi v mnofine .

Veta 4. Nech @ je otvorend pludne jednoducho sivisld mnodina. Nech f jo vektorova funkeia
spojité v mnotine (7, ktord mé gpojité prvé parcidlne derivdcie na mnoZine G. Nutné a postadu-
Juea podmienka na to, aby existoval potencidl 1 funkeie f, f = grad V, je:

mt fiP) = o {4)
na mnofine 7,
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-

Désledok 1. Ak je f(z, % 2)=plz, w, 2l + gz w, 3} ] + rx, ¥, 2} k, potom vztah (4)
mono napisal v tvare troch podmienok: E

Pyl y, 2) — ¢'zlx ¥ 7 = 0,
gz, ¥ 2) — ry(e, v, ) = O, (5}
75, ¥, 2) —— plale, o 7) = 0

pre kaidy bod (z, ¥, z) € G.

Désledok 2. Ak funkeis § mé potoncidl ¥ na mnogine G, potom p{z, ¥, z) de + g(z, ¥, 2) 4y +
-+ r(x, ¥, 2)dz je totdlnym diferencidlom funkeie V, t. j. plati:

% = ‘P‘z: Y. z}! % = 9(‘1’" W z}, % = rix, ¥, 2z} {6}

Prikiad 1. Zistime, & funkeis f (2, g, 2) == y2 i 5 (2 + 22) | + (=9 — 1) k mé potencidl na B,
a nédjdime ho. ) .

Riedenie. Kedie parcidloe derivéeie 'z, ¥, 2) = zj + yk, fylz.y, 2) = 2 | ak, f:le, ¥, 2) =
— yi -+ 2 s spojité funkeio v celom priestore £y a pre kazdy bod (,y,2) = B, plati p'ylx, ¥, 2) =
= & qu'l:xr Yo 2 =2, E‘:lx-.% %) = x, Y‘y[:ﬂ, U, z) = x, (@ U, z) =¥, 2eE. Y, z) = ¥ b j Plﬂtiﬂ-
vzfahy {3), preto podla vety 4 md funkeia f potencial V. Z déslodku 2 preft vypliva:

ov av av
CLA LA O ag—1
e i Rl N
na Ei. 4 tobo vyplyva, Ze

' V= [yzde + Uly,2) = 2yz = Uly, 2),

kde U je diferencovatelna funkeia na . Podla druhej podmienky z (3) musi platit:

%=x=+ t:;fj—;ﬂ-i-a'z,
dite
au
— = 2,
oy

Z toho vyplfva:
Uly, z) = 2y + W(z)
o
Vo= ayz + 2y - Wiz
kde W je diferencovatelnd funkeia. Z trete podmienky z (7) vyplyva, #e zdroveir musi platif:

2 :
L may 0 W =y,

iife
Wiiz) = —1

L]
Wiz) = —= + C

na E;. Uhrnom mame pre potenciél V funkeie f na Ex

Viz,y.2) = zyz + 2y —2z + O,
kde C je Tubovelné gislo.

994. Vypotitajte | (2y — 6ay) do + (20 — 0x2y?) dy, ak krivka C, ktorej

prvy hod je 4 = (0, 0) a posledny bod B = (2, Z), je a) tsedka, b) parabola
y = x2/2, c) parabola z = ¥?/2, d) kubicka parabola y = x34. :
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V dlohdch 995 aZ 998 zistite, & dané krivkové integrdly sd zdvislé od integraénej
cesty v E;, resp. v ;. '
995. f (22 4 3y) dx -+ (3x — 4y) dy.
¢
996. f (2% + 42y i + (Bary? — 5% ] . ds.
¢
997, f (02 — 2yz) dx + (y* — 2xz) dy + (22 — 22y) dz.
4]

Y dy y
o [ oo+ ) 2o s -
o

3 2 :
999, Zistite, ¢i krivkovy integril f (% - __g,-) de — —;"’—"- dy po lubovolnej uza-
a

vrete] po Ciastkach hladkej krivke sa rovné nule.

1000. Vypotitajte krivkovy integral xdTy:-g;E po Iubovolnej jedno-
' C
duchej uzavretej, po iastkach hladkej krivke.

V tlohdch 1001 & 1002 sa presvedite o tom, Ze dané integraly po Tubovolnej
uzavrete] po &iastkach hladkej krivke € sa rovnaji nule.

1001. f flzy) y dx + flxy) x dy, kde funkeia f jo apojitd.
e

1002. ff(:t:‘ 4+ y* 4 2%) (wdx - ydy + zdz), kde funkecia f je spojitd.
¢
V iilohich 1003 az 1012 vypolitajte krivkové integraly:

B
1003, fﬂ:cyda:—j— z2dy, kde 4 = (0, 0), B= (2, 1).
A

B
1004, [ (o4 + day®) de + (67 — 5y) dy, kde A — (—2, —1), B = (3, 0)
B

' ' 1 2z [ 1 22
= (2, 1), B = (1, 2) a mnozina & je prvy kvadrant.
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B
xdx -+ ydy - B ) » 3
1006. g Kde 4'= (@, ), B=(5,12) & muolina G = E; -0,

A
0 = (0, 0).

x . 2+ y .
1007. f{—-_l_—‘)a— (x T y}i dy, kdﬂ A= {1 1} = (3, 2) a mnofina G

je oblast ¥ > —u.

1mf(

a mnoima G = E;—O 0 = (0, 0.

dr 1 |-—2 x| dy kde A = (3,4), B = (5,12)
Vx?- + y!

1009, fﬂy sin 2z dx — cos 2x dy, kde A = (=/4, 2), B = (n/6, 1).
1010, f:l:dn: + yrdy — 2 dz, kde 4 = (I, 1, 1), B= (2, 3, —4),

B
1011. fyzd:c + zxdy + wydz, kde 4 = (1, 2, 3), B= (3, 2, 1).

A .
org, [ PdEbwdy + e a0 4 = (0,0, a), B = (0,5, 0) & mnokina
R
G = By 0, 0 = (0, 0, 0).
V dlobéch 1013 a% 1016 najdite potenciil ¥ funkeie f, ak:
1018. flz, y) = (2 + 22y — ¥} 1 + (07 — 2zy — 4} .

Y 1= -
1014, f(x. ) = ( T x) i+ (3.-' - y}i) j na oblasti @, pre ktora
plati y > =.

1015. fix, y) = e*[e¥{x —y + 2) -+ y} i + e¥[e¥(xr — y) -+ 11]

1
2ty + @+ 2y

10186. fiz, y, 2) =
+ y + 2) ki

V tlohéch 1017 a# 1020 néjdite funkcin « ak je dany jej Gplny diferencidl du.

1017, du =: z2 dz 4 3 dy.
1018. du = (2 cos y — ¥? sin ) dx + (2y cos x — 22 sin y) dy.

flx+y—2ait@@+y—2 ]+t
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1019, du_:l:d::-l-ydy-}-zdz
Ve +y+=2

_ yrde + zzdy + xy dz,

1020, du = — T 5 :

4,3, Greenova veia

Nech je v rovine zvoleny pravouhly siradnicovy systém a C je jednoduché uzavretd eyklicky
origntovana krivka, Nech 'y, T';, T'y st také body krivky C, Ze trojica (T, T, T} je usporiadans
trojics pri denej orientdeii kriviky € a trojuholnik, ktorého vrcholmi sd body T, T, T, lei
vnitri krivky . Hovorims, 2e lrivka C jo orientovand sithlasne [nemihlasne] s danym stiradnico -
v¥m systémom, ak trojubolaik 8 vecholmi Ty, T'; .75 je kladne [zéporne] orientovany (o orientéeii
trojuholnika pozri &l. 4,7/I). °

ly

fr il
o

Obr. 18

Pozndmka 1. Ak krivka C je orientovend sthlasne [nesihlasne] s danym saradnico-
v¥m systémom, hovorime, ¥o je kladne [zdporne] orientovana.

Poznédmlka 2. Nech v rovine je zvoleny pravouhly suradnicovy systém (ako vél. 4,8/1). Krivka ¢
je orientovand sihlasne s danym siradnicovym systémom (kladne), ak pri obchédzani po nej
v zmysle orientécie mdme jej vouatro po lavej strane (obr. 18).

Yeta 1. (Greencva veta.) Nech C je jednoduchad uzavretd, po tiastkach hladké krivka, cyklicky
orientovand sihlasne s danym siradnicovym systémom. Nech mnotina A pozostava zo vietkych

bodov krivky C a jej vmitra. Nech funkeie p(z, ) » gz, ¥} 8t spojité a maji spojité prvé parcidlne
derivacie vzhladom na mnofinu 4. Potorn plati:

f”aqt;;w_ap{a:;sﬂ]d,,dy=!p:z,y}dx+qmwdy- )
A

Greenove vets plati aj pre zloZitejiie mnofiny, ako je mnofina A vo vete 1, pre tzv. viac-
ndsobné mivialé mnokiny,

Yeta 2. Nech €, €3, ..., Uy s jednoduché uzavreté, po diastkach hladké krivky, evklicky
orientovand sihlasne s danfm stradnicovim aystémom s vlastnostami:

l. zisdne dve krivky (Y, €; sa nepretinaji;

2. viotky krivky (U, ..., €% =i vmitri knivky

3. krivka Cy leki vo vonkajékua krivky C, pre ka#dé ¢ ¢ j, 4, j = 2, 3, 4, ..., n.
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Nech mnotina 4 pozostéva z krivky C; & tej dasti jej vnitra, ktord nie je vmitrom kriviek Ca,
..., Oy {pozri obr. 19, kde n = 4). Nech funkcie p(z, ¥), g(z, ¥) 31 spojité a maji epojité prveé
parcidlne derivécie na nejekej otvorenej mnotine §, ktoré obsahuje mnotinu A. Potom plati:
[[[ 20— 220 |azay = [ pievv)dn +aimprdy— .
A ¢y

— Z !ptz,y: dz + gz, ¥) dy.
k=2 .

(2}

) Obr. 1%

Veta 8. (Greenova formula.) Nech C je jednoduchd uzavretd, po Ciastkach hladkd krivka.
Nech 4 je mnozina pozostédvajica.z bodov krivky € a jej vnitra. Nech f(z, y} & g(z, y) maju
spojité vietky parcidlne derivécie prvého & druhého ridu vzbladom na mnoZinu 4. Potom plati:

dg df
!(fﬁ—ﬂ'—dF}d'=ff[fd§f—ﬂdf}d=dﬂi (3)
A .
péiéum n je jednotkovy vektor vonkajéej normély krivky € v jej Iubovolnom bode, :‘f—n . -;L:
o & &g | O ’

s danvé.m.a funkeis f, g v smere vektora n, Af = R “+ @a Ag = Fai + T
Priklad 1. Vypotitajme:
. [e—n—yar— sy —ma,
4

kde krivka € je obvod Btvorcs s vreholmi Ay = (0, 0), A3 = (1, 0), 4 = (L, 1), 44 = (0, 1)
eyklicky orientovany sihlasne so siradnicevym systémom,
Riedenie. Dany integril vypotitame pomocou Greenovej vety. Mnoding A je tvorec 8 vrcholmi

Ay Ay s, Ay Funkeie ?:"‘-3"’ y) = 3~y ~y", glz, ¥l = z* — 2zy, EEE;:'_F) = 2xr — 2y,

ip% = -z — By? 0 spojité vzhladom na mnozinu 4. Podla vety 1 plati:

dfta—my—y=1dw—~{2=y—m=1dy=ff[czwzm—t—w—awndxdw-
. A
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- [[ae—+ s»aidzdy-f[f:ax-—ﬂy + oy dy) dx = f[hy—yww];du
A 1] 0 0

S
3203
—6" Axr dz = [T]U'- ? ¥
1021. Pouzitim Greenove] vety vypotitajte f y?dx + rdy, ak krivks C je:
' ¢

a) obvod &tvorca ohranideného priamkemi z =1, = = —1, y=1 y=—1
siihlasne orientovany so stradnicovym systémom;

b) kruinica s polomerom 2 so stredom v bode 0 = (0, 0) orientovand sihlasne
go sturadnicovym systémom; -

¢) r =2 cosdti 4 2sin? ¢, €0, 27) & je oyklicky orientovand sihlasne s pa-
rametrickym vyjadrenim.

1022, Vypoidtajte [ ze dz + [—aty e + 1z + y)] dy, ak O jo obvod

stvorea daného nerovnostami |z | £ @, | ¥ | £ a, suhlasne orientovany so sradnico-

vym systémom. _ -
1023. Pomocou Greenovej vety vypotitajte: f %— arctg % dx - f—(amtg% dy,
C

kde C je hranica oblasti 1 £ a2 +y* =4, 235 ¥ = :cVﬁ: sihlasne orientovana so
suradnicovym systémom.

1024. Vypotitajte: f (e gin gy — 16y) dx - (e cos y — 16) dy, kde € je pol-
&
krufnica a2 |- y2 =ax, y = 0, s prvym bodom A = {a, 0) a postednym bodom

0 = (0, 0) tak, Fe dophite oblik 40 tsetkou OA na uzavretd krivku a poukijte
Greenovu vetu.

V tlohéch 1025 az 1027 pouzitim Greenove] vety vypoiitajte dané integraly:
- 1025, f (1 + xy) e2¥ dx 4 231 + e*¥)dy, ak C je obvod obdiznika & vreholmi

&
A= (0,0), 4; = 20), 43 = (2, 1), A3 = (0, 1) sjihlasne orientovany so siradnico-

vym systémom.

1026. f (322 cos y — ) da 4 (¥ — Jx? sin y) dy, kde €' jekruinicaa? 4 y* = 1
¢ .
sihlasne orientovand so siradnicovym systémom.

1027. f (@ 1 y)dz — (@ —y) dy, kde C je clipsa 2%/a® +- y?b? == 1 sthlasne

orientovand so siradnicovym systémom.
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1028, Dokdite, Ze
f[W +e¥)dx 4 (2 - zxev—2y)dy =0

C
ak C je jednoduchd uzavretd, po &iastkach hladkd krivka, stredove simerna podla
zatiatku stradnicového systému.

1029, Dokdite, ze f (2ay — y) dz + x2dy, kde € je jednoduchd uzavretd krivka

¢
po &iastkach hladkd sdhlasne orientovand so sGradnicovym systémom, rovnid sa
obsahu oblasti A ohranitenej krivkou C.

1030, Pomocou Greenovej vety odvodte vzorec pre obsah jednoduchej aﬁwaie]
oblasti ohranitenej krivkou C.

1031. Ak krivka €, mnoZina 4 a funkcie f, g spliaji predpoltla.(iy Greenovej
vety, dokdite, Ze plati

cffydz +fﬂd#=_[f[yif;--f;) + £(g— g dz dy.

1032, Dvakrat diferencovatelns funkeia u sa nazyva harmonickou v oblasti @, ak

Otu 2
.d'u _ —EEI —]— a_y-f == D.
Dokéazte, %e u je harmonickd funkcia v oblasti G viedy a len vtedy, ked
du
an @ =0

[

kde € je Iubovolna, hladkd uzavretd krivka v G, —:% je derivicia v smere vonkaj«
se] normdly ku krivke C.
1033, Dokdite, Ze

ff[ )+ (5) ]“‘“‘-““ff“"'“"“‘”f

ke hladka, uzavretd krivka (' je hranicou ohraniéenej oblasti 4 a u je dvakrit
diferencovatelna funkecia na mnoZine ..

1034. Pomocou prvej Greenovej formule

ff-jinda==ff(f;:lg+gmdf.gradg}dxdy.
¢ A '

dokdzte druhit Greenovu formulu

cf (f%?f_ :i%) ‘lé’:_[f[fi'?—ﬂdf]dmdy.

— e r———— e L m s el e = w =

RS
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kde fa g st dvakrit diferencovatelné funkeie na ohranitenej oblasti 4, kiorej hranica
je hladks, vzavretd krivka C.

1035. Doksite, %e harmonicks funkciauv ohmnié‘aenej uzavretej oblasti A, pritom

w % C pre (x, y) € 4, nenadobiida max u, resp. min u vo vnatornych bodoch oblasti A
(princip maxima).

1036. Dokéite vetu o strednej hodnote pre harmonické funkcie
1
H{M} = g fﬂ-(P} dﬂ,
¢

kde C je kruZnica so stredom v bode M.

44, Goometrické a Iyzikdlne aplikdeie krivkového integrdlu

Vets 1. Nech C je jednoduchd uzavretd po &iastkach hladké krivka cyklicky orientovand
sihlasne s dangm siradnicovym systémom & A je vnitro krivky €, Potom obsah oblasti A je:

P=%J:t:dy-—-ydx- (1)

Veta 2, Nech O je po' tinstkach hladké krivka, orientovand sihlasne s parametrickym vy-

jadrenim, potom:
L= 6" da. (2)

1. Ditka krivky € jo:
2. Hmotnost krivky C je:
Mnjmmﬁ, 3

kde u = p{P) je linedrna hustota v lubovolnom bode P krivky C.
3. Saradnice tatiska T = (£, n, {) krivky €' =i

§= o [mPras  u-gp [weran c=%mem )
C C

kde integrély v (4) sd prisluiné statické momenty.
Veta 8. Nech silové pole je dané funkciou fiP). Potom préca L tohto pola po krivke (' je:

L-J (&) . ds, : {5}

Ak této prdoa nezdvisi od integrainej cesty, silové pole sa nazyva konzervativnym a potencial
funkeie f =8 nazgva potencidlom silového pola. Ak této préce zévisi od integralnej cesty, silové
pole sa nazfva disipativriym.

Priklad 1. N4jdime stiradnice homu‘::-génneho [u{P) = 1] oblaka eskrutkovice z = acost,
y = asint, z = kt, kde t € {0, /2.
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| Riefenie. Vypoiditajme najprv hmotnost danéhe oblike. Podle vziahu (3} mdme:
mid .
. ) -
M = J.#{P}da =§f Va2 sinit + a2 cos?t + k3 df = [{a? - k2 5
o

Yypotitajme efite statické momenty:
LT
fﬂrﬂtP}dﬂ -6[ o cost)arsinit + atcontt 4 k2 df = alar 4 kF [ein )3 = a Jaz 5 22 .
&

ni2
!yy{?]dn= asintaianit + alcostt + k? 4 = o [ai +k3_[—+coat]5'm=a Va5 k= .

w2

nf2 mE
f‘#{PJdS fﬁl’a=m=s+a=cns=t+k= d#-k]fa!+b=[] “kVu-’-{-k’T-

Sturadnice {afiska daného oblika podla vety 2 si:

1 1
.E_—E-pr{ﬂdn_ Vo inr alar ¥ k2 =

2a
="

1 1 _ 2a
q—TJypIPJda= quﬂ a'{:"ul.f.ki =

- 1
{= fﬁu{?}dﬂ=—‘.—_—_—kvul+kz%.=k%.l

Vai % =2

| -
o

Tetisko daného oblika je T = {2a/m, 2afm, kr/4).

Priklad 2, Bilové pole pdsobi v kaidom bode P priestoru E; silou, ktoré jo neprismo dmerna
jeho vzdielenosti od o0si 0; & emeruje kolmo na o8 o;, N4jdime prédeu pola pri pohybe hmotného
bodu M po krufnicix = cost, y = 1,2 =sint,atood bodu 4 = (1,1, 0) po bod B = {0, 1, 1)
sithlasne 8 parametrickym vyjadrenim. .

Riedenie. Vypoditajme silu f v Tubovolnom bodé P = (&, v, z). Nech priemet bodu P do osi oy
joZ=1(0,0,2 a nech Z — F = u. Potom pre silu { plati:

k. k-
f=;“u=F"l

kde & je konktanta Gmernosti, ¥ > 0 & u = |uf. I{ad!auu=--=f—yj, dortaneme:

.f[P

k
. ) x4y
Prica podla vety 3 je:

Lnff{.?]-dt-!-—-;:{“y-,—{ﬂi‘ﬂn*d‘r

kde C je oblik krudnice r = costl -+ J+ sintk od bodu 4 = (1, 1, 0} po bod B = (0, 1, 1}
orientovany sihlasne 8 parametrickym vyjadrenim. Podla vety 2 flanku 4,1 mame:

uj2
1 ) .
L=.—3=f W[ﬂﬂcﬂ+]}.(—ulnﬂ+mlk)d¢—_-
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i ) 1

gin ¢ coa i u k. 1 k
"‘*ﬁf m—r""’“bf$ﬁd“=[il““ +“”].;‘“T‘“-
TedaprdnaL:%lnE.

V vloh4ch 1037 aZ 1044 pomocou krivkového integrélu najdite obsah vmiitra
jednoduchej uzavretej krivky, ak krivka je:

1037. Elipsa r = a costi -} bsintj, t € {0, Zn).

1038, Jeden oblik cykloidy z = a(t — sin t), y — a(l — cost), t € €0, 2x) & pri-
sludnd casf osi oy, .

1039, Asteroida r = a(cos® ti + sin¥ tf), ¢ € <0, 2n).
1040. Sluéka Descartovho listu 23 4 y* . - 3azy, a > 0.
1041, 32 = 22 — x4, 1042, {V;.FV_]u:

1043. Epicykloida [hypocykloida] {pozri 3,1/IIT), pnéom pomer oboch polomerov
jecelé dislon =2 1[n 2 2].
o, (z 4 yymietl = gatym,

1045, Pomocou krivkevého integralu vypoéitajte ohsah segmentu ohranideného
0sou oz, ohlikom hyperboly x = a cosh ¢, y = b sinh ¢ a Gzsetkou OM, kde O = (0, 0)
& M = (xo, o) je bod hyperboly.

1046, Néjdite hmotnost tasti pargboly ¥ = 22 od bodu 4 = (0, 0) po bed B =
= (2, 4), ak linedrna hustota u(z, y) = ka? o

1047. Néjdite hmotnost hmotného oblika r — acosél + bsintf, ¢ > 0, b > 0,
te {0, 2n), ak jeho linedrna hustota je w(t) = b sint].

1048. Néjdite hmotnost hmotného oblika r = a(ti + #2j/2 + #'k[3),a > 0,€(0,1},
ak jeho linedrna hustots je u(z, y, z) = |/2y/a.

1049, Vypoditajte hmotnosf hmotného oblika z = @ cost ¢, ¥y = asint, 2z = b,
te {0, 2n), ak jeho linedrna hustota je w(x, ¥, 2) = k(x? + ¢ 4+ 22).

10590, Najdite hmotnost oblika krivky r = et cos ti 4 ¢ sin tj + etk, £ (0, a),
ak linedrna hustota krivky v Tubovolnom bode je nepriamo Gmernd 7?2 a v bode
A4 = (1, 0, 1) sa rovné 1.

1051. Vypoﬂta]te hmotnost drétu, ktory m:i. tvar kruinice #? + 2 + 22 =1,
rtytz= 0, ak jeho hustota je ufw, y, z) =

1062, Néjdite tafisko homogénneho oblika kmimﬁe p=a,0% ¢ £ 2a.

T e e A

- 1063. Néjdite faZisko homogénneho oblika cykloidy » = a{t —sint), y = m{l e
—cos t), t e {0, 2x).

1064. Néjdite faZisko obvodu sfénckéhu trojuholrﬂka 22 -yt 22 =a2 x =0, .
y=20,2z20.

1055, Néjdite faZisko homogénneho obltka r = et(cos H + sin tf + k),fe(—o0,0).
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1056, Drét ma tvar krunice 22 - y? — a2 Néjdite jeho moment zotrvadnosti
vzhfadom na jeho priemer, ak jeho linedrna hustots je piz, ¥) = |z | + | ¥ |.

1057. Najdite momenty zotrvaénosti vzhladom na siradnicové osi jedného
zdvitu skrutkovice r == a(cos ti + sin ¢]) 4 kk/2, t & <0, 2x>.

1068. Nech K je jednoduchd uzavretd krivke v E; a I, nech je moment zotrvad-
nosti vzhfadom na os o, oblasti ohrenifenej krivkou K, Uksite, Ze existuje také
celé dislo n, e

H\Iz =fx’dy—y3dx.
K

1059. Nijdite prdcu silového pola f — ayi + {x + y) J, ak sa hmotny bod M
premiestni z bodu 0 = (0, 0) do bodu 4 = (1, 1):

&) po priamke y = x,

b) po parabole y = a2,

¢} po lomenej giare OBA, pritom B = (1, 0),

d) po lomene;j Giare OCA, priom € = (0, 1).

1060. DokdZte, Ze préca silového pola f= k{z -+ y?) i + (2xy — 8} j nezdvis
od cesty, po ktorej sa premiestnenie kond, ale iba od zadiatofného a koneového
bodu cesty.

1061. Silové pole posobi v katdom bode X = (z, y) silou f = (x + y) i + 2zj.
Vypotitajte pracu pola pri pohybe hmotného bodu po krufnici z = acost, y =
= asint, fe (0, 2x).

1062. Silové pole jo dané rovnicou f = (z + ) I + xJ. Najdite précu pola pri

pohybe hmotného bodu po kruZnici 2? + 2 = a2. Zdévodnite vysledok.

1063. Silové pole je dané funkeiou f = i + yJ 4 zk. Vypotitajte pracu pola
pri pohybe hmotného bodu po lomenej krivke 04 BCO, ak O = (0,0,0), A = (0, 1, 0),
B=(1,10),0C=(1,1,1). ’

1084, V kaZdom bode silového pola v E; posobi sila f = yi + 2zj + yzk. VypoH-
tajte pracu tohto pols pri pohybe hmotného bodu po krivke C, ktors je dané rov-
nimur=cuuﬂ+sintj+e‘k,tg{D,n}. o

1065. Néjdite prdcu pruinej sily, ktord smeruje stdle do zafistku stradnicového
systému a jej velkost je ‘imernd vzdialenosti hmotného bodu od zadiatku, sk sa
tento bod pohybuje po elipse x2/a? + y2/b? = 1, a to z bodu 4 = (a, 0) do bodu
B = (0, b). ’

'1066. Sila, ktorej velkost je nepriamo timern4 vzdialenosti bodu od roviny R.,,
smeruje do zadiatku O siradnicového systému. Vypoditajte pricu tejto sily, ked sa
hmotny bod pohybuje po tsetke r — (ad + bj + ¢k) £, te <1, 2. :

1067, Ndjdite silové pole, ktorého potencidl je V(z, y} = In |/2? + 32 — arctg (2/y).
Vypoditajte pracu tohto pola pri pohybe hmotného bodu z bodu 4 = (1, 1) do
bodu B = (2, }/2). - ' ,

1068, Nijdite potencidl daného silového pola a vypoéitajte pracu pola po danej
drihe: - i
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a) f —mgk (tiazové pole), A (x1, ¥1, 21), B = (22, ¥, 72),

b) f= —ur/r3, u = const, r = xf + yj + zk, (gravitainé pole) a draha je pol-
priamka so zatiatoénym bodom A= (a . 6,

¢) f = —k*r, k > 0, (pruind sila), A (a, 0,0,B=1(0,0,8,asr=h
1069. Vypoditajte logaritmicky potencidl jednoduchej vrstvy v bode A = (%o, Yo)
Vize, yo} = fxln-}d.s,
_ & ‘
kde x je hustota, » — const, r = ]/(z—xojz —+ (¢ — o) & krivka € je kruinica

2 4yt =al

Xo=(Tg¥g:2,)
Obr. 20 : - Obr. 21

Podla Biotovho—Savartovho zakona vokeli vodiéa, ktory mé tvar uzavrotej krivky C {obr. 20)

a mry:: pretekd ustdleny elektricky prid I, vznikd magnetické pole, ktorého magneticks in.
dukcis B je:

ﬂ#&.!ﬂ'ﬂ-!ﬂ)—'—-“- J—[{ﬂn“—z:'d.? Wﬁ—lf]d‘]-l'
+J -::r,-[tzo—x}dz—-(u—z}d:] + Kk JF[{yu—yldm—{mn—x}dy]}-

1070, Vypotitajte magneticka indukeciu v bode 4 = (0, 0, 2) na osi kruhového

zévitu C daného rovnicow 22 -+ y2 = a2, kiorym teéie prid I v smere kladnej orien-
tacie kru¥nice €.

1071. Dokéite, %e absolitna hodnota magnetickej indukcie v strede zévitu, ktory
m4 tvar pravidelného 2n.uholnika, je:

pnl . 0w
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kde a je vzdialenoat stredu mnohouholnika od jeho strany a I je prad pretekajtci
zdvitom. -

1072. Vodi¢ méa tvar Archimedovej ﬁpirﬁ.]y, ktord v poldrnom stradnicovom
-sgstéme mé rovnicu o = % ¢, kde n je potet zévitov a B je sprievodié koncového

bodu vodida, priom jeho zadiatok je v O = (0, 0) a telie nim prid I. Dokdite, Ze
pre zlotku magnetikej indukeie do osi o, plati:

B'(B,U,=}=pn1[lnﬂ+v.ﬁi+z?-_ R ]
2R z VRJ £ 22
1073. Néjdite zlozku B, magnetickej indukeie v bode X .= (0, 0, b) na osi sole-

noidu, ktory ma tvar skrutkevice r = @ cos ¢l -+ a sin tj + ai tgx k, prifom solenoid
mé n zavitov, jeho stred leii v zadiatku O = (0, 0, 0) a pretekd nim prad I.

1074. Vypotitajte silu, ktord pdsobf na 1cm dizky dvoch nekonetne dihych
rovnobeZnych voditov, ktorymi pretekajd pridy Iy, I a ich vzdialenost je a.

1075. Prid I, tedie kruhovym zévitom s polomerom @ a prid I: nekoneinym
vodifom tvaru priamky, ktory lefl v rovine zédvitu. UkdZte, Ze vodiée pdsobia na
seba silou, ktorej absolitna hodnota je:

Il (sec & — 1),

kde 2« je ubol, pod ktorym vidno kruznicu z bodu, ktory je kolmym priemetom
stredu kruZnice na priamku (pozri obr. 21).

1076, Prédy I,, I, teti Stvorcovymi zévitmi 5o stranou a. Stvorce lelia v rovo-
beznych rovinach tak, Ze ich strany st navzéjom rovnobeiné a ich stredy teZia na
priamke kolmej na obe roviny, pri¢om ich vzdislenosf je c. Dokéite, fe dtvorcové
zévity sa pritahuji silou rovnajécou sa:

2ulds 4 _ a? 4 2¢? + cl{zaz - ¢?
T ‘.‘,Fai -+ €2 a? ¢ |’
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5. PLOSNE INTEGRALY

5,1. Ploiné integrdly L. a II, druhu

Jednoduchou hladkou plochou o sa nazyva jednoduchd plochs, ktorej kaidy bod je reguldrny
{po=ri 3,12/TII). :

Plocha o sa nazyva jednoduchou wuzavretou plochou, ak existuje jednojednoznainé spojitd
zobrazenie gulovej plochy na plochu o.

Veta Jordamova. Nech o je jednoduchd uzavretd plochs. Potom existuji také dve oblast
@, p bez spoloénych bodov, Ze kaZdy bod priestoru P e o padne do jednej z mnotin Gy, Gj.
Plocha ¢ je hranicou mnoZiny G4 a zéroveii hranicou mnotiny ;. Jedna z mhotin G, G; je
ohranidend, druhd nechranitend, .

Vnitrom plochy o nazyvame td
% mnoiin G, ¢; z predchédzajice]
vety, ktord jo ohranicens.

Nech M je mnokina bodov z E,,
ktoréd je zjednotenim mnoliny bodov
jednoduchej, uzavretej, po &tiastkach
hladkej krivky C 8 jej vottra. Nech
riu, v}, (4, v) € M je parametrické vy-
jadrenie plochy g, pritom u & v ;i pra-
vouhlé sirednice bodu T' = (u, v)e M.

Normiinym vektorom plochy o v bode
F nazyvame na rozdiel od diferencial-
nej geometrie vektor m(P) = -

Fla X Fy . _
T Fe % ol aj vektor nl)
— —I'II{.P:I.

Plochu ¢ moino dvoma epdsobmi
orientovat, t, j. vybrat jednu z dvoch
strén tejto plochy. Plochu ¢ orientu-
jeme tak, fo vyberieme jeden vektor
n(P) z jednothovich normélovgeh
velttorov (amerujiici na tidto stranu
plochy), a to alebo v kaidom bods P
vektor n{P), alebe v katdom hode #
vektor ny(P) (pozri obr. 22).

V prvom pripade hovorime o sihlas-
nef, v druhom pripade o nemihlasne
orientdeds e parametrickym vyjadrenim
plochy,

Jodnoduché uzavretd plocha o je
orientovand mormalou von, sk v kag-
dom regunldrnem bode plochy ¢ je
jednotkovy normélny wvektor ‘n{P)
zvoleny tak, Ze usedka PQ z pol-
priamky X = £ + ), te {0, @)
nepedne dovniutra plochy o. .

Jednoduchd uzavretd plocha o je

10" Zblerka dloh
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orientované normédlou dnu, ak ploche &%, ktoré & nej vznikne zmenou orientécie, je orientovani
normélou von.

Nech {M,, Mz, ..., Mg} = 4 je systém podmnotin z M s tymito viastnostami: I

a) Kazdé z mno¥in systému 4 je ohranitend jednoduchou, uzavretou, po tiastkach hladkou
krivkou, _
b) Kafdé dve mnoiny systému A maji spolodny alebo iba oblik, alebo jeden bod, slebo :
nemaji nijeky bod spoloény. i
¢) Zjednotenim vietkych mnotin z 4 je M. .
Potom 4 nazyvame delenim mnotiny M (pozri obr. 23). _ {
Nech F{u, v} = 0 + r{u, ¥) jo jednojednoznaéné zobrazenie mnotiny M na jednoduchi-

hladka plochu o. Systém mnotin {m = F(M,), ¢: = F(M)), ..., ox = F(Mp)} = D nezy-
vame delenim plochy o = F(M).

Priemerom plochy o rozumieme tislo d{g) = sup p(Py, Pa), P1, Pret.
Max {d(ai), ¢ = 1,2, ..., &} = || D || nazjvema normou delenia 1).

! e

e e Rmm e e s e T

Obr. 23

Ak pre postupnost {D..} 2 jdeleni plochy ¢ plati lim || D, || = 0, hovorime o normdln j
postupnosti delend. e

Nech f(P) je ohraniéend funkecia, definovanéd na jednoduchej, hladkej ploche g. Nech I} =
= {01, g2, ..., Gx} jo delenie plochy ¢. Nech bod Il; € 0, & p(oi) je ploény obeah plachy o pro

i=1,2 ...,k

Ciglo

& .
8xD) = Y. 014 ploy)
i=1
nazyvame integralnym sullom (1. druhu) funkeie fiP) pre delenie D a dany viber bodov 1.
Ak pre kazdd normélnu postupnost {D, }::_1 deloni a lubovolny vyber bodov I € oq existuje
lim Sg(Dy) = I, potom I nazveme integrdlom (I, druhu) z funkeie f(P) po ploche ¢ a oznadu-

Rl ]
jeme ho

[ siyap.
.

Nech f(P) je ohranidend vektorové funkein, definovand na jednoduchej, hladkej, orientovane]
plache o, Nech I} = {6y, 02, ..., Ox} je delenie plochy o. Nech p(oy) je plodny obsah plochy o

-
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a n(Il;) je jednotkovy normélovy wvektor v bode Iy, Ili€ o¢, (vybrany podla orientdcia) pre

e )
SAD) = > f(IL) - m(IL) p(o)

=1

nazyvame infegrélnym sidtom (I1. druhu) funkeie f(P) pre delenie D & pre dany vyber bodov
Mieo.

Ak pre kaZdi normalnu postupnost {D,..}:':'_l deleni plochy ¢ a pre Iubovolny v¥ber 11; € oy

 existuje lim Sy(Dy) = I, potom I nazgvame infegrdlom (I1. druhu) z funkeie f(P) po ploche o

Fl 00
a oznadujems ho

f fir)y . dp.

Az

Poznamks 1. Pre integral f fiP) . dp, kde f(P) = filz, ¥, 230 + folz, v, 2} | + Sz . 21 k
poutivame tied znak ff Nz, ¢, 2) dy dz + fala, w, 2) dx dz + fule, v, 2) de dy.

Veta 1. Nech o je jednoduchou, hladkou plochon, ktorej parametrické vyjadrenie je r(, v) =

= @lu, v)i + plu, v) j + xlu, v) k, kdo (u, v) & M. Nech f(P), PP = (2, y, z}, je redlns funkcie
definovana na o. Potom

fﬂP} dp = ﬂf[@t“: ﬂ}! 1}".“- l::], x{u, U” | l"ui:tl, t'l] x PJTE“. t"]’ 1 dis e {l}

pritom ak existuje jeden z tﬁchto intagrilov, tak existuje a) drubg. )
Veta 2, Nech o jo jednoduchou, hladkou, orientovanou plochou, parametrizovanou fnkeiou

rlu, ) = @u, v1i 4+ plu, v) § + y(u, v) k, kde (4, v) e M. Xech f(P), P = (=, 3, ) je vektorovd
funkeis definovand ne o. Potom

J.f{P) Ldp = - ff flgtu, v, wlu, v, glu, )] . [Fuli, v} X #fu, v)] du de, (D)
T Fi
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pritom ak existuje jeden z tfohto integrélov, tak existuje aj druby. Pri sthlssnej orientacii
plochy o s jej perametrickym vyjadrenim plat{ znemionko -, pri nesthlasnej orientacii plati
znamienko —.

Pozndmks 2. Ked f(P} a f(P) st spojité funkeie vzhiadom na plochu o, tak uvedend plofiné
integrdly (I. a II. drubu) existuji.

Poznadmka 3. Ked riu, v) = @y, v} 4 wlu, )+ plu,v) k je parsmetrické vyjadrenio
plochy o, f(P) = fiz, ¥, z) a f(P) = fulz, ¥, 2) | + falz, ¥, 7) | + falx, ¥, 2) k, tek mdleme vzorce

(1) & {2) napisat takto:
J.I(Pl ”e Uﬁﬂﬂf v), ylu, v}, x(w, v)]. V - x’u{ 1 - itx'h e + Fw Wi P du dv =
’ o kv e e Fer Yo '

= .£ff£¢lﬂ-, v), plw, ), x(u, v)) | EG — F? dude, (3

kde B = (r'u)® = (g'uP + (@) + (X'u)% Fo=ru ty=@uwe + 9wy + v’ @=({rg =
= (gsP + (¥ + (Xe)%

S]]

Poznémka 4. Nech plocha ¢ je dand funkeiou z — z(x, y). Potom vzoree (3) & (4) nadobudni
tvar: :

f A dp = f f Sy 2@, W YT T (220 1 () dx dy, (5)
a M

_fl » .f:l J'Jn |
LTS T ’ du dv. {4)
ﬁ‘up ﬂ"'w zfv i

J. f{PJ - dp - i ﬂ [ﬂfl{zr y’ ZII, y}} S" _f"{r' 9- Z{f, 3}) z" + fi{xi yr ztzl !l'”] dw dﬂ. {ﬁ}
o .

Yeta 8. Nech ¢ je jednoduché, hladkéd plocha, f(P) ohranitend vektorovd funkeia, definované
ns ¢ & n(P) jednotkovy normilny vektor orientovanej plochy . Potom plati:

f flFy.dp = f f(P) . n(P) dp,
_ a o -
ak ktorvkolvek z tychto integrélov existuje.

Poznémka 6. Podobne poditame ploiné integrély po zjednoteni konefnéhe poftu jednodu-
chych hladkych pléch resp. po jednoduchych, uzavretyeh plochach.

Poznamka 6. Pre plodné integrdly I, a IL. drubu platia podobné vety sko pre krivkové

integrdly [, a IL. druhu.
Priklad 1. Vypotitajme

| f(z+2=+%y)d-p.

a

kde o je tast roviny rlu, ©) = ui + vf + (4—2u—— -i;-) k, kde (u, v)e M, pritom M je

elementdrna oblast dand nerovnostami: 0 = w -2 2,0 < v < 3 — Juf2.

Riefenie. Poutijeme vetu 1. Politajme rylu, v} = | — 2k, F'oit, v} = j—% k,
) k| )
ry {u, v) X rielu, v) = L0, _"i = 2 4 - j 4 k
£
[0 =
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z toho vypl§va, e
| Fulwe, v} X Fulu, 0} | = |/ 5 + — m V“ .
Potom vypoditame
Sir(u, v)] = (4—2:4—%9) + 2u + %v = 4.
Preto plati

3—3 2

f(=+2n+—y)dp=-ff V“ P qudv = 5 VaT f[f du]du—

-1 - e el 2] v

Priklad 2. Vypoditajme integrél ff 2 dr dy, kde o je tast gulovejplochya? + 32 + 22 =
&
'I.I=]:I::' z 5 0 orientovanej tak, aby jednotkovy normdlovy vektor zvieral s vektorom k ostry

Riedenie. Podla vzoroa (6) .
ffﬂy’zdmdy=r—£f a2yt [ai — 22 — 42 dady,

pritom mnodina M je kruh z* + y? gai.-z = 0. Pri uréovani znamienka sme brali do uvahy, Ze
rovniea nvaevane] plochy ¢ je z = ——Va’—m*—y‘ & normélovy vektor n mé maf podla
orientécie z-ovi stieadniou kladni (pozri obr, 24).

Pri dalfom vypotte poufijeme transforméeiun pomocou polédrnych siradnic o dostanems:

RE T |

ﬁﬁ’mﬂdy-rf [fp’cos‘qpainiqp]f.ﬁ_'_ﬂz-dg]dgp -
_ - "

i@

&n
= [ 2 sim2pd sVai =g a
4 g . P _Q’t E'

Lahko zistime, e pre prvy integrél plati

2
1 .
TJ. gin? 2¢ dp = 3:—.

Ne druhy integrdl poufijeme substiticiu a? — p2 = #2 a dostaneme

s
= Tos ¢

fﬂw_
0

4 toho nakoniec mame:

- Zra?
ff‘-"’?’#dﬁﬂ#——-ﬁ'&"-
|
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" dlohdch 1077 a% 1086 vypoditajte dany ploiny integrdl I. druhu:

1077. fz dp, kde ¢ je &asf helikoidu r = u cos vf + u sin of + vk, (u, v) € (0, a) X
% {0, 27:}.

1078. j‘:;z dp, kde ¢ jo dast kuZelovej plochy r = w cos v sin ai + w sin # sin af +
+ uma::k (1, .t",IE 0, &> % <0, 2r> & Eslo a e (0, =f2).

1079. f f.ndp, kde f = xi -+ yj & n je normilovy vektor ¢asti gulovej plochy g,

r (u, v) = sin w cos vi - sin u sin vj - cos uk, (u, ¥) e M = 0, =/2> x {0, 2x),
orientovanej normélou von.

1080. fz dp, kde o je fast kuelovej plochy, & = e+, 15252

1081. f 22 dp, kde o je tast gulovej plochy 22 4+ y? + 22 =13 22 0.

1082, f (#2 + y*) dp, kde o je povreh kuZela Va:i +ypszs b

- 1
= : - }
1083, f Azt " dp, kde ¢ je povrch Stvorstena x = 0, y2 0,220,

J:-{-y-i—azg 1.

1084. f 1 P kde ¢ je tast hyperbolického paraboloidu = = zy odrezani
valcovou plochou x? + y? = R (|z] £ R).

10§5. f | zyz | dp, kde o je tast rota’ného paraboloidu z = r? 4 y? vytatd
ro'-;'mouz—l (*5;1} ‘

-
1086. f(mt- f} .ndp, kde f= (r2 Loy —z)kan je jednotkovy normdlovy

o
vektor fasti gulovej plochy o, 27 — y? + 22 =122 0 orientovane] normdlou von.

V dlohdch 1087 aZ 1096 vypoditajte dany plodny integral TI. druhu.

1087, f{:ci L yj < zk) . dp, ak o je:
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a} tast plochy r = ui 4 «f -+ (uy + L)k, (u, v)je M = <0, 1> x <0, 1> oriento-
. vane] tak, Ze normdlovy vektor zviera s vektorom k ostry uhol;

b) tast paraboloidu r — ui + vj -+ (? =+ ¢2) k, pridom u? + 12 < 1 orientovans
tak. Ze normédlovy vektor zviera s vektorom k tupy uhol;

¢} povreh koeky J = (—1, 15 x (—1,1) x ¢—I, 1) orientovany normalou von:

d) gulové plocha 22 4+ y? + z = g? orientovans normélou von,

LORS, f f (2% -+ yf + 22k) . dp, kde o je &ast gulovej plochy £ = cos u cos vi -+

-+ sin u cos vj 4- sin vk orientovanej normélou von, pricom (u, v) € M = (0, ®/2> x
X (0. w[2),

1089. f f {(z — Ry dx dy, kde ¢ je éast gulove; plochy z? | 3 + 22 = 2Ry,

R £ z < 2R orientovanej normdlou von.

/
1090, ff:c’ dy dz 4 22 dx dy, ak o je ¢asi kujelove] plochy 2?2 4 2 = 22 0 <

< z £ 1 orientovanej tak, #e normélovy vektor n zviera tupy uhol s vektorom k.

1091, ffzd:rdy+zdzdz+ydydz.kdeajeéasﬁploch}r;r—y+z—1=D,

#20, y<0, z2 0 orientovanej tak, ze normdlovy vektor zviera s vektorom k
ostry uhol.

1092, f f yzdrdy - rxdydz + zydadz, kde ¢ je jednoduchd. uzaveetd plocha,

o
orientovani normélou von, ktord ss nachddza v prvom oktante & tvoria ju Gasti
pléehzz+y==Ri,x=0,y=0, z=0az=ala> 0.

1093. ff:vz dy dz + yz dz dr + z? dx dy, kde o je gulova plocha x2 | 92 4+ 22 —

= g? orientovana normslou von,
1094, ff:rzdydz + ¥ dzdx + 22 dx dy, ak o je:

- a) povreh kocky J = <0, a) x (0, ay X {0, a> orientovany normdlou von;
b} &ast paraboloidu 22 = y2 - 2az = a2, z < 0, ¥ 2 0,z 2 0 orientovand tak, e
pre normalovy vektor a plati n. k > 0:

¢) gulova plocha (z —a)2 + (y — b)2 + (z — ¢)? = 2 orientovand normélon von.

4095. f f rzdy dr + rydy ds + yzdzds, kde o je povreh ihlana ohranitensho

rovinami r = 0, y =0, 2 =0 8 z + ¥ + = == 1, orientovany normdlon von.

.__-—



152 . &. Plodnd integrily

dy dz dx dz dx dy I y? 2
lﬂﬁﬂff o -+ y-+ z~,kdeajee11pm1d;?+—ﬁ -c—z——l

o
orientovany normélou von.

5,2. Stokesova veta, veta Gaussova— Ostrogradského

Nech ¢ je orientované plocha a € jednoduché, azavrets, eyklicky erientovand krivka leZinoa

na ploche . Ak zo smeru jednotkového normélového vektora, urdujuceho orientdeiu plochy o,

' obiehanie po krivke sa javi proti smeru

[v smere] pohybu ruditiek na hodin-

kdech, potom hovorime, e krivka € jo

orientovand suhlasne [nesihlasne]
s plochou a (obr. 23).

Jednoduchi, hladka plochu o, ktorej
parametrické vyjadrenie je riu, v},
{it, ¥} € M, nazjvame plochou hladkou
deuhého rddu, ak funkeia r(u, v) mi
spojité parcidlne derivicie druhdho
radu na oblasti M.

Vetn 1. {Stokesova veia.) Nech o je
jednoduchd, orientovand plocha, po
kuskoch hladké druhého rddu a € jej
okraj orientovany sthlasne s fiou. Nech
je funkeia f a rot f spojitd na ploche .
Potom plati:

J fiP).ds = f rot f{P). dp.

o

()

Veta 2. {(aussova—Ostrogradského
veta.) Nech o je jednoducha, uzavretd,
po kiiskoch hladké plocha, orientova-
né normélou von. Nech A je mnotina
pozostdvajica z bodov plochy o a jei
vnitra. Nech funkeia f e div f je spo-
jité vzhladom ne mnozinu 4. Potom
plati:

j,‘J‘J.divf(P]dzdydz= _

- f fP) . dp. @

Yeta B. (Greenova formula.) Nech A
jo uzavretd mnotina, ktorej hraniou
tvori jednoduchid uzaveetd po kis
koeh hladks plocha o orientovana nor-
malou von. Nech funkeie f & g 91 spojité
vzhladom na mno#inu A aj so svojimi prvymi a druhymi parcidlnymi derivéeiami. Potom plati:

J- (f—ad-:——y %ﬁ—) dp = Lff (fog — gAf) dx dy dz, | (3)

Obr. 25

a

pridom Af = fz2'" + fuy"’ +lfu” aAg =gz’ + gw’ + 92"
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' " Priklad 1. Pomocou Btokesovej vety vypobitajme krivkovy integrdl

b , f{yi+=1+r-l=)-d:2
o

kde C je krudnica x? 4 y2 + 2? = a?, x4 ¥ -+ z = 0 orientovand tek, #e zo smeru vektora |
sa obiehanie po krivke javi proti smeru pohybu ruditiek (ebr. 26).

! Rielenie. Positajme rot f, kde f = yi + zJ -+ zk, (2, y, 2) € E;, mime:

| 5 ] k .
é @
t‘ = - — | _'_ _k-
rotf dx Oy o= /
y =z = -

{z, ¥, 2) € E;. Z toho vyplyva, 2o funkeie rot f a f s spojité funkeie na E) a teda aj vzhladom
, ne kruh ¢ s polomerom a, 2? + §? + 2? Z a® & + & + z = 0. Orientujme kruh o tak, aby n =
: — (i + | + k)/}/E Potom krivka C je orientovans sthlasne s plochou g. Plocha ¢ je éast roviny,
preto je hladkou plochou druhého rédu. Parametrické vyjadrenie plochy o jo totit rw, v) =
= gl + v] — (& + v) k, (¥, v} € M, kde M je priemet krubu g do roviny Rey. Z toho vyplyva, Ze
vietky druhé parcidlne derivécie funkeie r(w, v) sa rovnaji nule. Podla Stokesove] vety & vety 3
-z glanku 5,1 dostévame:;

ftyf+=f+wk1.d==—fu+1+k}-dp-
o o

-_f{l+;+k}.%dp=m]/3_fdp=—]ﬁi’= —nat |3,
a o

kde P je obsah kruhu .
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_Priklad 2. Pomocou Gaussovej—Qatrogradského vety vypoditajme plofny integral

f (x4 -k 3] + 22k} . dp,

kde ¢ je povreh kocky A = (0, ad x <0, a> X {0, a> orientovany normalou ven.
Riedenie. Potitajme div f, kde f = »% + y3) + 22k, {z. ¥, 2) € E,, dostivame:

. efr £ fy afs _
{1wf-.<‘i-+_lﬁgt_ |-t—_22+2y+22 Bl +y )2 w2 e By

Z tubo vyplyva, Ze fankeie f, div f 0 =pojité vzhladom na mnodinu 4. PudTa Gaussov iu-()strn
gradského vety mame:

f{x’f+#‘i+=‘i}-ﬁp=fffi’{.:-l—y-g—z)dxclydze
o A )
=:.'j {f[f{r -,Ly+=]ri=]dy} :I:::Ef{f[:ﬂu i HE ok z—;]:dy}dx=
--2G’IJ r+y+ )dy}dx—ﬂaf[.ry+—+2 dx =

1 0
—_Ealf[.t: + a)dr = 2a? [? +”]o = 3a+
o
1097, Zistite, ¢i plati Stokesova veta pre krivkovy integril

f-rtz—y}dz+y{m—zl dy + 2(y — 2) dz,
o

prif*om krivka € je obvod trojuholnika s wvrcholmi 4 = {a, 0, 0), B = (0, a, 0),
= {0, 0, a) & plocha ¢ je tento trojuholnik.

V dlohdch 1098 aZ 1102 vypocitajte pomocou Stokesovej vety dané krnlmw
integraly:

1098, f{y + z) dr + (z + z) dy + (¢ + w) de, kde krivka € je elipsa r =

C
= a(sin? ti + 2 sinf. costj + costtk), t€ {0, 2n) cyklicky orientovand sihlasne
_ & danym parametrickym vyjadrenim.

- 1099, f yiz2dxe z‘zz_ dy -+ x24? dz, kde C je vzavretd krivka r — acostl +

s
A+ acos2tf + acos 3tk, t € (0, 2> cyklicky orientovand sdhlasne s danym para-
metrickym vyjadrenim.

1100, f{. +y)dx + (z + 2)dy -- (x + y)dz, kde krivka € je priesednica

valcovej plncln 4y =2ya r:}'i'lnj,,r Y = 2.
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1101. f{y* + 22 dx 4 (x? 4 22) dy — (2? + y?) dz, kde krivka ¢ je prieselnica
o .

ploch 22 + y2 - 22 = 2be, 22 + 42 = %z, 2 > 0, 0 < a < b orientovand sahlasne
8 menfou fastou gulovej plochy o: 2? -} 2 - z2 = 2bx, ktorej je okrajom, pridom
plocha ¢ je orientovana norméalou von, '

1102. f{y’ —2?)dr + (22 — ¥?) dy + (#? — y2) dz, kde krivka C je rez povrchu
o

kocky J = (0, @) x €0, a> X <0, @» srovinou  + y 4 z = 3a/2 orientovanou tak,

-

Ze body A = (a/2, 0, a), B = (a, 0, a/2), C = (g, /2, 0) tvoria usporiadant trojicu
v zmysle orientdcie krivky C.

1103. Pomocou Stokesovej vety dokdite, Ze plati:
fyzdx+ xzdy - 2yds =0
¢

pre Tubovolni uzavreti po iastkach hladkd krivku C.

1104. Vypoditajte krivkovy integral f (x? — y2) dx -+ (y? — xz) dy + (22 —2y) dz,
i) c
kde C je oblik 4B skrutkovice r — g costi + a sin tj + htk/27, A = (a, 0, 0),B =
= {(a, 0, k) tak, Ze doplnfte krivku C tsetkou BA na uzavrett krivku a poutijete
Stokesovu vetu.

1106, Nech f = —yif(z? 4 y?) + zji(x? 4+ y?) + zk. Nech D je anuloid, ktory
vznikne rotdeiou kruZnice (r — 2)2 + 22 — 1, ¥ = 0 okolo ost o,. Dokdite, Ze
plati Tot f = o vnitri D, ale integrﬂ.lff. dp, kde C je krudnica 22 4+ y2 = 4,z = 0,

c
je rozoy od nuly.

V dlohdch 1106 az 1109 pre dané f s ¢ vyjadrite ploiny integrél f {rot f). dp

pomocou krivkového integrdlu po okraji plochy ¢ pomocou Stokesovej vety a vy-
pofitajte ho:

106, f(x, y, 2) = yl + zf - zk, ¢ je éast paraboloidu z = 1 — 2 —y 220
& jednotkovy normélovy vektor n mé nezdporni siradnicu z.

- 1107. flz, y, 2) = y¥i + 2yf + xzk, o je tast gulovej plochy z? 4 y2 + 22 = 1,
z 2 0 8 jednotkovy normélovy vektor n m4é nezaporntt siradnicu z.

1108. fizx, y, 2) = xzf — yj + x?k, o pozostdva z troch stien Stvorstena ohranite-
ného rovinou 3z -+ y + 3z = 6 a sdradnicovymi rovinami. orientovaného normilou
dnu, bez steny v rovine R.,.

1109. f(z, ¥, z) = (y — 2} i + yzj — azk, o je pilatien kocky 4 = 0. 2> % 025 %
%X <0, 2} orientovanej normdlon von, bez steny v rovine Ry,
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V ilohdch 1110 aZz 1116 pomocon Gausaovej—.ﬂabmgmdského vety vypoditajte:

1110. ffx dy dz 4 ydadz z da dy, kde e:rjeglul'm:'é.plcm':.ha.:az:5 + iy + 2= a?
nrient.ovanc;i normilou von.

1111. f f zz dx dy + aydy dz 4 y2 dx dz, kde o je povreh ihlana ohraniteného
rovinami ; =, y=10, 2=0, 2+ y+ z=1, orientovaného normilou von.

1112, f {x—y+ z)dydz + (y — 2z & z)dedz | (2— x - y) dzdy, kde plocha
g |lx—y j— 2+ 'y—z—xl +|z—1x + y|=1 je orientované normilou von.

1113. f f wzdydz 4 zydrdz - yz dx dy, kde o je povrch telesa ohrani¢eného
plochami xg + Y= =0 y=0 2=0 =8, orientovaného normilou wvon.

AL R f{x’-i -y - #k) .dp, kde o jelpuvrbh kocky 4 = (0, 1> x {0, 1) x
* €0, l; orientovane] normilou von.

I15. ff:cz dy dz + x?y de dz -+ y2z de dy, kde o je povrech telesa orientovaného

norma.lou von, ktoré lezi v prvom oktante a je chranitené rotainym paraboloidom
= x? + 32, valeovon plochou x2 4 y? = 1 a stradnicovymi rovinami.

1116. f 23 dy dz + g deds + 23de dy, kde o je gulova plocha 22 + 2 + 22 = a?
ﬁrientnvanz normalou von.
V dlohdch 1117 a2 1119 dokdite, Ze pm.dvakrﬁt diferencovatelné funkeie f a g

na oblasti A4, ktord je ohraniéend jednoduchon uzavretou hladkon plochou ¢ oriento-
vanou normalou n von, plati: '

1117.fdfdp~ff Af dx dy d=.
1118, ff—dp ff ﬁ’fgdxdydz—,—fffgradf grad g dz dy da.

dg df
1120. Dvakrit diferencovatelnd funkeia u == f{zx, y, z) v oblasti 4 sa nazyva
harmonickow v oblasti 4, ak Aduw =0, t.j. u;, + uj, + u, = 0 v oblasti 4.
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Dokéite, Ze ak u je harmonickd funkcia @ oblast 4 je ohranitens jednoduchou
uzavretou hladkou plochou s, potom plati:

o A

kde n je vonkajiia normala k ploche, ktord je orientovand normélou von.

1121. Dokdite, 3o funkeia u — fl=, 3, z) spojitd v ohranidene] a uzavretej oblasti A
a rézna od konStanty v oblasti A, pridom vniitri oblasti A4 je harmonickd, nemdze
nadobidat najviédiu & najmensiu hodnotu vo vnitornom bode oblasti A (prinefp
maxima).

1122. Teleso 4 je viplne ponorené do kvapaliny. Dokaite, vychddzajic z Pasca-
lovho zdkona, Ze teleso je nadlahéované silon, ktord sa rovnd tiazi vytlatenej kvapa-
liny a pbsobi zvisle nahor (Archimedov zikon).

5,3. Geometricky a fyzikdlny vyznam ploinéhe integriln

1. Obsah plochy. Nech o je hladkd plocha s nech jej parametrické wyjadrenie je “r(w, v),
%, ¥) & B. Potom obsah p(o} plochy ¢ definujeme rovuostou

ple) = f iz, )

2. Objem telesa. Nech teleso A je v priestore ohranidend jednoduchou, uzaveeton, po &iastkach
hladkou plochou o, orientovanou normalou von. Patom pre ohjem (4} telesa A plati:

I'{d) = %ffa:dydz + ydzde 4 2z de dy. {2)
-

3. Hmotaost plochy. Nech ¢ je hmotni, po kiskoeh bladka plocha, ktorej parametrické vy-
jadrenie je flu, v), (v, v) € B & jej plofnd hustota je dané funkeiou p{P). Patom pre hmotnost
Mg} plochy o plati:

Mie) = f R dp. (3

[

4. Statické momenty, siradnice faiska a moment zotrvaénuosti hmaotnej plachy. Nech g jo
hmotnd, po kiskoeh bladkd plocha, ktorej parametrické vyjadrenie je riu, v}, (1, ric B a el
plosna hustota je p(F). Potom statické momenty Myu{e), M (o), My:{a) hmotnej plochy definu-
jeme takto: '

Moy(8) = J-z}-{P] ip,

o

Mon) = f Y Py dp, (.

L)

Mylw) = II?IPJ dp.

G
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Pre stiradnice {agiska T = (&, 5, {) hmotnej plochy ¢ plati:
Myltﬂ} — M zzla) . _-_n'-'f_x_rt?}‘

Y ue T Mo $= i) @)
pridom Mgdo), Myo), M.{o) sa jej statické momenty a M{g) je jej hmotnost.
Moment zotrvaénosti hmotnej plochy ¢ vzhladom na os p definujeme takto
bio) = [ e e ap, ©

o

kde o3P, p) je vzdialenost [ubovolného bodu '€ o od osi p.
Pre momenty zotrvaénosti hmotnej plechy ¢ vehladom na siradnicové osi pravouhlého
suradnicového aystému plati:

| Lo) = f (v + 2 7(P) dp,

=)

Iy(g) = J‘{-?’ + ) Py dp, (7)

L.{o) = f (z + y?) YP) dp.

¢

Poznamka. Mnohé daldie fyzikilne velitiny moino politat poraocou ploinyeh integralov,
napr, gravitainy potenciil plochy o, pristok kvapaliny danou plochou a, atd.

Priklad 1. Vypoéitajme obsah plochy g, ktorej parametrickéd vyjadrenie je:
) ro=ui -+ vf + (w2 - vk, (uw, v) € B, |
prifom mnozina B je dana nerovnoston #? 4- v £ a? a > O
RWB. Funkeia r{u, v) = wi + v] -+ (42 = +?) k md na mnoZine B spojité pareidlne derivcie
Fy = | |- 2uk, r’ o= j 4+ 2ok

vzhladom na mnofinu B. Mnofina B je ohranifend kruZnicou u? | »* = a?. Pre obassh plochy &
prddla vzorea (1) plati:

p{a-]=fdp:ff|r,*xr{|dudu=ff|—2uf——2ﬂj—E—kldudv—
s B B _

=ff|,l4_uz+4pz+1dudu.
B

Ak pouiijeme transforméeiu pomocou polérnych siradnic u = g cosp, v = p sin ¢, méme:

2x L T
plo} =f [f];‘49=+ 1 edp] dg = %f [E-i{l‘ + 1:311];@ =
0 0 0

o "
1 - ! Fid
[ EYE - — 2 LEE .
mf[:w+n 1] Ugp = = [(4a> + )2 1]
g

Priklad 2. Vypotitajme mnoistve kvapaliny 17, ktoré preteéie za jednotku asu plochou e:
z byt b 2z =a x =0, y =0, 220, a =0 orientovanou tak, Je jej normilovy vektor
zviers, s 0sou o ostry uhol, ak- vektor rychlosti v pradenia kvapaliny v oblasti obsahujicej
plochu a je v = c{g® + y%j -+ 2*k), kde ¢ je konStanta imernosti.
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Riedenie. Z fyziky vieme, #o mnodstvo kvapaliny I°, ktoré pretedie coz plochu o za jednotku
éasu, je dané vzorcom
V= f v.dp,

[
kde ¥ je vektior rychlosti kvapaliny.

Parametrické vyjadrenie plochy o je:
rw, v) = ul - of + (@/2 — i?j2a — v1/2a) K,
{#, v) € A, pridom mnoiina A je dand nerovnosfami

u’-}-vi&'.'aﬂ,uaﬂ,v‘.-_‘*ﬂ.

-

Potom je ry'(u, v} = i — ukfa, r'(u, v} o= o vkia aory'(u, v) %S0 v) = wife 4 vija -+ k.
Padla vety 2 2z &linku 3,1 méme:

V _fv dp = ffv {ry =oe' ) die dey =

= ff e{ud + 13 | (a2 — uti2a — 22)2a)2 k| . (uifa - vifa + k) de de =

D et i

. = ff [#¥a b va + (@f2 — w20~ v2/2a)2] du de.
A
~ PouZijeme transformgein pomocou polirnych siradnic 4 = geos g, v = 0 sin g,

. geos'p o sind g [ gl
V= fff[ " 2 - b T ar o do deg,
a1

kde mnoZina 4 je urfend nerovoostami 0 o ta 05 e % » Odtial vyplyva:

1,'.3 i |
gleoslp  ptsinig o o gt =
[f( T o 4 27 4a dof dp =
u

daostanem e

a2
pieos*yp | pisinig glat ot _9_‘_]-" .
f [ F it} * 8 ] +-2-k¢= -:}dw
2/2
Y at , Coat
= .:f [? feosd g 1 sindg) e o =

i

_ofe sind g ) eoxt g at I at f4 ,__’F_)
_0[5—(smqp -—3-——[111;: 3—)-!—2413:]0 —1*[3(T lﬁ]'

HTadané mno#stvo kvapaliny, ktoré pretedic plochou o jednotku éasu, je:

ha.: i'r
"_”['3 (ﬁ i Tﬂ')]

V' odlohdeh 1123 aZ 1125 ndjdite ohsah plochy o, ak je dané jej parametrické
vyjadrenie riu, v), (u, ») e B:

123 r — wcosvi - usin vf 4 utk, B = (0, 4% 3 (0, 2.

N
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. : sin 1 + sinu
1124, r = tg u cos vi + tgu sin »j + [_2-_6031 " 4 In V—-—-—m » -+ ‘ﬂ] k. B ==
= {0, =4y x {0, 2?:‘}
1125. r = @asin’ % CO8 ¥ an i + asin? usin v . Vsm 2vj+asinucosu Vsm 2k,
= <0, 72y x {0, w(2).

1126. Pomocou (aussovej—Ostrogradského vety dokdZte, Ze pre objem ¥ telesa A
ohrani¢eného plochou o plati vzoree

=%fr.dp ffmdydz+ydma.+,.<lx.-.iy

1127, Pomocou ploiného integralu vypotitajte objem clipsoidu x?/a? 4 #3(b* +
Lo2%er < 1. :

V tlohdch 1128 a 1129 vypoditajte pomocou plofného integrilu objem telesa ohra-
niteného danou plochou. '

1128, r = a cos u (cos vi + sin vf) + b sinw (sin vi — cos vj) + csinuk a rovi-
nami z =r, z=—¢. _

1129, r — u{cos vi + sinvj) + (ucosv — uyk, w z 0. a > 0 a rovinami z =0,
2 =10

1130. Nech plocha, ktord ohrani¢uje teleso A4, mi v sférickom siradnicovom
systéme rovnicu 7 = f(g, #), (g, #) € B. DokdZte, #e pre objem telesa A ohranideného

plochou, plati:
Fld) = —-ff-r-‘-cosﬁ dep dd,

1131. Na ziklade dlohy 1130 pomocou sfénckfch saradnic vypoéit.a]te objem
telesa ohraniteného plochou r — a cos & . ]J' sin 2¢ .

1132 Nijdite hmotnost pa.ra.bolmke] skrupiny 2z = (27" g?)/2, z € (0, I, ktore]
plodnd hustota je y(z, y, 2) =

1133. Vypoditajte hmotnost gulovej Skrupiny a? 4-y* + 22— R 220, ak
plodud hustota y(P) sa rovna:

a) vzdialenosti bodu P od osi 0;;
b} &voren vzdialenosti bodu P od osi oz -

1134, Vypoditajte statické momenty Skrupiny z tlohy 1132. Najdite jej faZisko.

1135. Ndjdite saradnice taftaka homogénnej Casti gule 2* 4 y? + 2% = a?,
rz0yz0,z20

1136. Najdite fazisko homogénnej skrupiny, uréene] éastou plochy z = l::t:z + i,
ktord sa nachddza vo valecove] ploche 2 + ¥? = ax.

1137. Najdite saradnice faziska homogénnej plochy 3z = 2{.1:]{:: + ¥ ly), ohrm:-
¢enej plochami z =0, y =0, 2 + y=1L.
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1138, Najdite faZisko homogénnej skrupiny, urfenej dastou gulovej plochy
24yt 2=a,x220,yz02z20z+y=a

1139. Nijdite hmotnost a siradnice faziska kuZelovej plochy2? = 22 -+ 32,0 2 2z 5
< 1, ak jej hustota v kaidom jej bode je imerné vzdialenosti tohto bodu od osi o;.

1140. Ndjdite stiradnice faZiska helikoidu x = wcosv, y = usinv, z = kv, pre
D<cu<a 0 <y <%

V tGlohdch 1141 a% 1144 najdite momenty zotrvadnosti vzhladom na os o,
homogénnych pléch s plofnou hustotou y:
141 22 4y A 22 =al

142 2 Lyt b2 =1, 0 < HS 25T

1143, 22 2 =2ez,0 S z = ¢

1144, B2 + y?) =022, 0 <z < B

1145. Vypoiitajte moment zotrvainosti homogénnej kuZelovej skrupiny z%/a? 4-
4 ytfa? —z2/bt = 0, 0 £ z £ b vzhladom na priamku r = i | bk, ak jej ploénd
hustota je y. :

1146. Nech ;:r je jednoduché, uzavretd, po kiskoch hladké plochs, orientovand
normélou von. Nech A je teleso ohrani¢ené plochou ¢. Vyjadrite dané integrily
pomoeou objemu V(4), stradnie taziska 7' = (£; », {1, momentn zotrvadnosti I,
telesa A. - '

a) fr'. dp; h) f(:!:zl -+ 2yzj + 322k) . dp;'

O [ @i+ 2eyj — a2k . ap; O [ty b ap.

1147. Najdite gravitainy potencidl V(P,) homogénnej gulovej plochy o :2? - y* +
+ 22 = a2, ktorej ploind hustota v bode Pp = (%0, %o, 20} je ¥, 1.]. vypotitajte:

Y
V(Po) = f Ve —xe)? + (y—wo)* + (2 —=0)? ap-

Nech ¢ jo orientované plochs, na kiom: posobi tlak kvapaliny p = —yz, lr.da ¥ je jej hustota
& Hadina kvapaliny je v rovine Ryy, pravouhlého saradnicového systému, pritom normalovy
vektor n,mé opatny smer ako pdsobisci tlak. 8ila F, pdscbiaca na plochu @, je:

F = —-f_-pndd.
a

&ide
F= }-[Ifzmudu'+jfscosﬂda+kfzaoa;vd ],
a L i

kde n = cos of -+ cos fif + coayk.

1l Zblerka tleoh
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Ph]?ﬁﬂnbiskn C = (&, 1, &) sily F na plochu ¢ sa nazfva stredom hydrostatického tlaku, pre ktory
ti:

Fo X F=—J‘{r>{ n) pde,
a

alebo
re X F=—4yf(rxn}zda.
o

1148, Nijdite silu, ktorou pdsobi kvapalina s hustotou ¥ na zvisli stenu nddoby
tvaru parabolického vscku ;':; (y*—a?) £ z £ 0, z = 0. Nijdite stred tlaku.

1149. Néjdite silu, ktori pdsobi kvapalina s hustoton  na dno nidoby tvaru
eliptického paraboloidu z = h(x?/a? + 32/ — 1), —h £ z = 0; nijdite stred tlaku,

Pre koeficient vzajomne] indukeie Ly,
{vzajomnd ‘indukénost) dvoch uzavretych
vodigov O, Oz, eer ktoré tedén pridy Iy, [,
plati:

Dy 2 1

o Ldp,,
1: II B!. P:

Uy

Typ=

kde @,; je magneticky indukiny lok cee
plochu @y (ohraniéend deubym vodidom )
vektora magneticke] indukeie B, magnotic-
lého pola vytvoreného pridom v prvom
vodiéi ¢y (pozri obr. 27).

1150, Najdite vzajommi indukénost
medzi vodiemi tvaru priamky a rovao-
strann¢ho trojuholnika, ak obidva vo-
dide leZia v jednej rovine a jedna strana
trojubiolnika, bliziia k priamke, je s fiou
rovnoheind, pricom jej vzdialenosf od
Ohr. 27 priamky je b. Vyika rovnostrannéhe
trojuholnika je a.

F151. Najdite vzijomnt indukénost medzi voditom tvaru priamky a medazi
voditom tvaru kruznice s polomerom a, sk sa nachadzaji v jedaej rovine. Vzdia-
lenost stredu kruznice od priamky je b,

54, Zdklady tedrie pola

Nech M je oblast v priestore Ky Hovorime, 2o v oblasti M je definovand akalarne ‘[vuktnrové]
pole, ak v kafdom bode X ohlasti M jo delinovani redlna [vektorovd] funkeia j(X} [fi X)].

Mnozinu vietkyeh bodov z ohlasti M, pre ktord platl f{X) = const, nazfvamo hindinou
skaldrneho pola f{X).

Krivka  sa nazyva veltoreron krivkow (silofiarou) vektorového pola fiX), ak v jej kaidom
bods X je dotykovy vektor £{X) rovnohelay s vektorom f{X}).

Vre vektorowva keivku X = ) - i), te o pola fiX), ktord prechidza bodom I -= O & rifg),
oo ML plati:

ety = A0 4 ()]s i)

gy v P — L (2}




5.4. Zékiady tedrie pola 183

Ak funkcia fiX) mé spojitd derivdciu na oblasti M, pritom f{(X) + o, X € M, potom nyata.m
diferencidlnych rovaie (1) so zadiatodnymi podmienkami (2) mé jediné rielenie, t. ). kaddym
bodom oblasti M prechadza iba jedind vektorovd krivka.
Ak skalarme [vektorové] pole f[f] mé v nejakem pravouhlom adrsdnicovom systéme tvar
J2, y, 2) = glx, y) If(z, y, 2) = g(z, y)], nazyvame ho drvojrazmerngm polom. Ak plati fix, y, 2} =
= giz) [flz, ¥, 2} = gix) i}, nazyvame ho jednorosmerngm po!-’nm
, Ak skaldrne [vekiorové] pole F[f] md v nejakom cylindrickom s@radnicovom systéme tvar
fle, @, w) = glp, u}ifip, @, u) = glp, v}, nezyvame ho esove (roladne} symetrickim polom. Ak
plati flg, @, u) = glph [f(g, @, w) = glo)], nazyvame ho eylindrickym (valcovim) polom.
Ak skalirne [vektorové] pole flf] mé v nojakom sférnickom sidradnicovom systéme
tvar fir, @. #) = g(r)[fir, @, #) = g(r)}, nazyvame ho sférickym polom.
Nech je dané skalirne pole diferencovatelnou funk ciou f{.X) na oblasti M. Gradientom skalir-
neho pola nazfvame vektorovii funkeiu

! grndf{X}——f +_'.LjTi.f- ) (3)

defirovant na muoozine M (poari &1, 2,2/111).
Vektoravé pole f{X) nazfvame po&sm::diﬂym, ak ho moino vyjedrit ako gradient skalgrneho
pola (X)), flX) = grad @{X), pricom funkciu @{X) nazyvame potencidlom veltorovéhe pola.

. Vein 1. Woch M je otvorend, plodno jednoducho savisld mnofina. Nech vektorove pole fiX)
: je definované na M, pritom f ma spojité parcidlne derivicie na M. Nevvhnutnég a postadujics
| podmienka, aby pole f bolo poteneidlne, je rot f{X )} = o pre kazdé & : M (pozri aj &). 4,2).
Tokom veltorovéhs pola f{X) cen orientovami p lecha razfveme pledny .ntegral

' 7o) = [f%).dp. (4

' Poznimka 1. Ak f = v, kde v{X) je rychlosf pridenia kvapaliny v bode X, potom tok T

| sa rovnd mnoistvu kvapaliny, ktoré pretedie vez plochu o za jednotku asu.

i Nech vektorové pole je dané funkciou f(X), X e M, ktord je na oblasti M spojitd, Nech A,

: 4 © M, je oblast, ohranifend gulovou plochou ¢ crientovancw norméleu von, pricom X j& jej
stred a @ polomer. Neeh T{4) je tok vektorového pola cez plochu ¢ & F{d} objem oblasti 4.

Divergenciou vektorovihe pola f v bode X nazyvame limitu z podielu T4}/ V(4] prea — 0~
. . T4y .

3 —m = ﬁ
div f{X) ln;:+ Vi) (5)

Poznamka 2. Ak vektorové pole je pole richlosti v(X) pridenia kvapaliny, polom div v(X})
uddva bustotu Zriediel (norov) kvapaliny v bode X,

Nech € je po émmstkach hladkd krivka, @irtaldeiou veklorovdho pola fiX) po krivke %)
nazyvame krivkovy intogrél

JET R

u=ff[Jl.".i.{I.l. {t)

Pozndmka 3. Ak vektorové polo je silové pole, potom eirkuldeia pola f po krivke € je prica
pola pczdlz krivky €.

Nech je dand veltorové pole flX), pricom f je spojitd funkein na oblasti M. Noch « jo krab
ohraniteny kruimeou (F onentovienet sdblasne & plochou o, pridom jej sired jo X a polomer o
Nech c{o) Jo cirkulicia vektorového polu £ po krivke ¢ o P{g) obash plochy g ohranicen: ke
kou €. Nech normalovy vektor k ploche ¢ v bode X je n. Potom rotdcion vektorovehn pola |
v bade X navdvames vektor rot fiX), pre ktord plati:

rot fiX) = Lm0
n.rot fiX) GL%-1+ Pio) _ (7

Pozndmkn 4. ?zt&hﬁm (7) je vektor rot flA) aréeny, kedZe napr. mdfme zvolif za vektor n
postupme vektory , f, k a urdit zlozky vektore rot f{X) v nejakom pravouhlow siraduicovom,

sy st eme,

*) Fiekedy cirkulicion nazyvu sa krivkovy integral (8), iba sk krivie € je uzavrols,
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Vela 2. Noch vektorowé pole f{X) na oblasti W je také, ie funkeia f md spojité prvé parcidlne
derivicie na M. Potom existuje div f(X) a rot f{X ) v kafdom bode X, X &€ M a v lubovolnom
pravouhlom stiradnicovem systéme, v ktorom je f{X} = filX) 1 4+ f2{X) ] + fH{X) k, plati:

div f{X) = f +%;—’ ' Wi, (8
L4

et i) = |5 5w |- 9 .
Hh i h ;

Pozndmka §, V élénku 2,2/TII 2d uvedend definicie div f & rot f pomocou vztabov (8} a (9).
Z definicie pomocon velahov (5) a (7} vyplyva, 2o div f a rot f vektorového pola v bode X
nezévisia od volby siradnicového systému. Preto tieto vzlahy =it vieobeenejiio ako (B} a (0).

Yeta 8. (Gaussova—Ostrogradakého veta.) Nech ¢ jo jednoduchd uzavretd po kiaskoch hladka
plocha oricntovand normalou von. Nech A je mno#ina pozostdvajica z bodov plochy a a jej
voiitra. Nech vektorovéd funkeia fiX) jo na mnotine 4 spojitd aj so svojimi prvyml parcidl-
nymi deriviciami. Potom pre tok T{4) vektorového pola f cez plochu o plati: j

T{A}w.fffdiv fIX) el cdy da. {10}
A

Veta 4. (Stokesova veta.) Nech O je okraj jednoduche] crientuovane] plochy g, po kaskoch
hladkej druhého rédu, pritom krivks 7 je sidhlasne orientovand s plochon g, Nech vekto.
rova funkein f(X) je na mnofine o spojité i so aveo)imi prvimi parcidlnymi devivdciami. Potom
pre cirkulaciu ¢ vektorového pola f po krivke O plati:

e(0) = frnt fiX). dp (1
o
Voktorové pole flX), X € M, pro katdy bod ktorého plati div f{X) = 0, nazyvame solenosddl-
nym polom,

Veta 5. Noch solenciddlne vektorové pole je dané apojiton funkeiou f na oblasti M. Potom
existuje také vektorové pole g(X):

-

l{x]=ff[Xn+ (X —— Xohe] x (X — Xp) tde, (12)
L]

pricom X, = (To, Yo. %o) jo zadiatoiny, X == (r, y, z} je lubovolny bod z M, taky 2e plati
f(X) — rot g(X) na oblasti M.

Vektorovd pole g(X) = vety 5 nazyvane weklorovim potencidiom pola flX).

1

. ‘.

Poznimka 8. Velctorovy potencidl nie je uréeny vziahom f(X) = rot p{X) jednoznadne. |

Ak jo vektorovy poteacidl g(X) urdeny vztahom {12} potom kaZdé vektorové pole B{X)} = i
= g{X)} 4+ grad @(X), kde @ je Iubovolnd difercncovatelnd funkeia, je vektorovym potencidlom

pola f(X). : ;

]

i

‘.

YVeta 6. Kakdd vektorovs pole f, pre ktoré mé funkeia f na oblast M spojité prvéd parciélne
derivicie, moino vyjadrif ako sddet potencidlneho a solenoiddlneho vektorového pola.

Priklad 1. Najdime tok vektorového pola f(X) = mrfr?, kde m je konstanta a r polohovy
vektor bodu X = (%, v, 2) cez Tubovolmi jedneduchd nzavretd a hladkd plocha g, vnite ktoreg
lezi zaciatok O = (0, 0, 0) pravouhlého siradnicového systému, orientovanid normilou ven.

|
1
Riedenie. Podla (4) méme: |

T[a}—fﬂx:c.dp-fm%.dp.
a -3

|
. |
—
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"

Tento plodny integrdl nembieme podital pomocou Gaussovej—Ostrogradakého vety, pretole f(X)
nie je definovand a teda ani spojitd v zadiatku Q. Zvolme teds priestorovi oblast ohranidend
plochou o & gufovou plochou oy, ktord mi stred v zatiatku O a celé le2i voitri plochy o {obr. 28).
Potitajme tok daného vektorového pola cez plochu & = o, U ¢. Podla vety 3 méme:

TE) = T{o) 4+ T(o) = m fffdiv ;—:—d-dyds, - {13)
A

priom 0 je orientovanid normélou dnu.
Poiftajme T(o,), méme:

Obr. 28

Ale X € oy, preto r = p(0, X} = a, kde g je polomer gulovej plochy a,. Odtial je:

T(o) = — = [ dp = ——--:'T‘lml:-—-lm.

gy

Pre div {r/r3), kde r = zi + yj | zk 8 r = |22 | 43 | 22, dostaneme:

. - x d fy d /=
dv 5= E(F) + a;(?-r) “'"'a‘?(??) =
3 —3ra? P8l 33 ]

pre kaidy bod X £ 0 = (0, 0, 0).
Pa dosadeni do {13) méme;

T{o]——-lrrm=mfff0dxdydz,
! A

-y
A
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&iZa
T(a) = 4mom.

Priklad 2. Dokélte, 3o vektorové pole filX) = (y —2) I + (z — x) J + (2 — y) k je solenoidéine
& najdite jeho vektorov§ potenciil.

Riedenie, Potitajme div f{X), X € F,, dostaneme:
div ) = 2y — B+ =)+ o) = 0,

pro katdy bod X = (x, vy, z} = E;. Preto je vektorové pole solenciddlpe. Zvolme za zadia.
tolny bod X, = O, potom pre jeho vektorovy potencidl g(X) podfa {12) mime:

]
,.;xyndfﬂo+x¢} xtI—ﬂ']lds:-fﬂﬂ,y#,ﬂ} s (el 4 yf | ozk) bt =

= [y —a1te—a)+ @m0k % @+ @~
L]

=y —) P+ (6 —2) ]+ (z—y) k] x (ai | yj+zk)fﬂd£=

-y 4 Y+ P2y — e+ )] (P —yr— 2+ 2k

1152. Najdite zlofky vektorového pola f, sk f(X) = a x grad g(X), pritom
@ =i+j+kagX) = arctg ()7 + 7).

V ulohach T153 az 1168 néjc_lit; divergenciu a rotdciu danych vektorovych poli.

153, f(X) =i + y] + zk.

ot f(X) = (22 + y2) i + (g + 22) ] + (22 + xp) k.

1155. f(X) = 2%yzi + ay%2} + zyz?k.

1186. f(X) = (z -} siny)i— (z— zcos y) j.

1167. f(X) = e*¥i + cos (zy) j -+ cos {xz2) k.

1158, f(X) = grad (z* + 4 + 22).

1159. Najdite rot [f(r) r], kde f je diferencovatelna funkcia, r = =i 4 yj + zk
ar=iri

1160. Najdite vietky cels &sla n, pre ktoré je div (rmr) = 0, ak ¢ — zi + yj + 2k
ar=|rl

1161, Dokaite, ie pre vektorové pole flz, y) = {—yi + zf)[(x? -+ 7). (=, y) =
# (0, 0) plati div f(X) = 0, rot f(X) = 0.

V iilohdch 1162 az 1166 najdite vektorové krivky daného vektorového pu[&
1162. f(X) = ai + bj + ck, kde a, b, ¢ 90 konstanty.
1163, f(X) = =i - yj + 22k.
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6L fIX) = (z—y)i+ (a—2) ]+ (y—2) k.
1165. f{X) = —ayi 4 axj - hk, kde @ a h si konitanty.
1166. f(X) = 2(y? —22) i —y(22 + 22) j + 2(2* + ¥ k.

1167. Teleso sa otdéa okolo osi o; 8 kondtantnou uhlovou rychlosfou w = wk.
Najdite divergenciu vektora rychlosti v & vektora zrychlenia @ v bode X = (z, . 2)
priestoru v danom Case £. ’

1168. Nijdite divergenciu gravitainého pola, ktoré vytvira koneény systém
hmotnych bodov.

1169, Vyjadrite divergenciu vektorovéhe pola f(X), X = (2, , 2) v ortogoniinych
krivotiarych stradniciach «, v, w, sk z = gy(u, v, ), ¥ = @:(u, v, w), = = g;(u, v, w).
Ako zvlistny priped ndjdite vyjadrenie div f(X) v eylindrickych a sférickych st-
radniciach.

-

1170. Dokazte, e rot (gf) = g rot f + [(grad g) x fI, kde f(X) jo vektorové pole
a g(X) je skalirne pole a na oblasti M sG funkecie f, ¢ diferencovatelné.

1171. Nech funkeia f(X) je spojite dvakrét diferencovatelns. Dokéite, %e pre

- vektorové pole f(X) plati rot (rot f) = grad (div f) — Af.

1172, Teleso sa otéla kondtantnou uhlovou rychlostou w = wn® okolo osi urdenej
vektorom n° = icosa + jcos § | kcosy. Néjdite rotdciu vektora rychlosti v
v bode X = (z, y, z) priestoru v dase ¢

1173, Nech o je tast gulovej plocuy a2 -+ 32 4 22 = 1, z 2 0 orientovane]j nor-
malot von. Vypoditajte:
[ vt ap,

ak f(X) = (@* + 2y — ) k.
1174, Nijdite tok vektorového pola f(X) = 2% - 2} + 22k cez &ast gulovej
plochy 22 + 2 +22 =1, 220,420,z > 0.

. 1175, Nijdite tok vektorového pola f(X) = yzi + zzj -+ 2yk cez: a) plast valea
x4y = a* 0 £ z £k, b) povrch tohto valea.

1176. Ndjdite tok vektorového pola f(X) = zi - yj -+ 2k cez:
a) pladt kuzela 2? - p =22, 0 <2 < 1,

b} zakladiiu tohto kuZela,

¢) plochuz =1 —}a? 92, 0gz< 1.

7. Najdite tok vektorového pola f(X) = yi + zj + zk cez povrch &tvorstena
vhrani¢eného rovinami x =0, y =0, 2 = 0, = -+ ¥ + 2 = a, a > 0, orientovaného
normalou von. Overte spravnost vysledku pomocou Gaussovej—Ostrogradského vety.

1178. Néjdite tok vektorového pola f(X) -= zi + yj + zk cez plast rotadného
valea 8 polomerom zdkladne R a vygkou k. ked os valea prechddza zadiatkom
0 = (0, 0, 0). '
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1179. Dokdite, %e tok vektorového pola f(X) = zi + yj - zk cez jednoduchu
uzavrettl po kiskoch hladkd plochu orientovant normélou von sa rovné trojnisobku
objemu telesa ohranideného touto plochou.

1180. Najdite tok vektorového pola

n
. £;
) = ) grod (— %),
i=1 .
kde ¢/ st kondtanty a ry — o(Xy, X) st vzdialenosti , Zriediel’* X; = (2, y¢, ;) od
bodu X = (z, 9, 2), ¢ =1, 2, ..., n cez jednoduchti nzavretti po kiiskoch hladki

plochu orientovand normélou von, pritom vietky body X¢, i =1, 2, ..., n ledia
voitri tejto plochy.

V idlohdch 1181 aZ 1184 najdite cirkuliciu vektorového pola f po krivke C:

1181, f(X) = (x> — y)i + (® 4 «) ja krivka C je kruZnica r = a cos ¢ - a sin tf,
t€ {0, 2r) orientované sihlasne s parametrickym vyjadrenim.

1182. f(X) = 2] — yj po lubovolnej uzavretej, jednoduchej, po &iastkach hladkej
orientovanej krivke C.

1183. f(X) = xf -} yj -I- 2k po jednom zdvite skrutkovice r = a(cos ¢ -- sin £f) +
+ bik, ¢ € {0, 2n) orientovanej sihlasne s parametrickym vyjadrenim,

1184, f(X) = grad (arctg%) po jednoduchej uzavretej po diastkach hladkej
orientovanej krivke €, ak: a) obchddza okolo osi o, b) neobehédza okolo osi o,

1186. Dokdite, Ze vektorové pole f(X) = (4xy’2 — 3y — 16a%) i + (baty?zt —
— Bxy + 22%) j -+ (Ba2y32® + 6y2? — 422) k je potencidlne.

1186. Dokdite, Ze vektorové pole f(X) = (25z%y — 392 1 + (6a® — Bzy — 5) j
je potencidlne a ndjdite jeho potencidl g(X), ak g(0, 0, 0) == 1.

1187. Dokdite, #e vektorové pole f(X) = y2(2x + y 4 2} i 4+ »2(x + 2y + 2) j +
+ ay(z 4+ y -+ 22) k je potencidlne a ndjdite jeho potencidl.

1188. Najdite potencidl gravitatného pols hmotného bodu s hmotnostou m,
ak intenzita tohto pola je E = —mrjr3, pritom hmotny bod je v zadiatku O a r
je polohovy vektor bodu X.

1189. Dané je vektorové pole f(X) = y%2 4 222%j 4 a?yk. Dokétte, Ze rot f(X)
sa nerovna o pre kaidy bod X, ale f(X) . rot f(X) = 0. N4jdite skaldrne pole g(X)
tak, ze g(X) f(X) je potencidlne pole.

- 1190, Dané je vektorové pole f(X) = a2yi -+ y2%j -}- x2?k. Vyjadrite toto vektorové
pole ako siéet potencidlneho a solenciddlneho vektorového pola.

1191. Nijdite vektorové pole f(X), pre ktoré plati rot f(X) = 2i <+ j - 3k v kai-
dom bode X € E,.

1192. Nech pre dve vektorové polia f(X), g(X) plati rot f(X) = cg(X) a rot g(X) =
= cf(X). Dokdite, fo div fiX) = div g(X) =0 a pre f(X) a g(X) plati Af(X) +
+ f(X) = o, Ag(X) + cg(X) = o.

————— m i o m m
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1193, Dokéite, Ze ak jednoduchd uzavretd hladkd plocha g, orientovand normilou
# von, ohranituje teleso .4 a funkeia «(X) je dvakrat diferencovatelnd na mno#ine M .
A < M, potom plati;

a} fu-g%dpszfgmdludxdydz+fffududxdydz.
o A A )
i du
b) fﬁdudp_—.fff(flu}zdxdydz+fffgradu.gr&ddudxdydz,
o A A

kde du = wug, + uj, + u),.
1194. Dokiite, Ze pre harmonické funkeie u(z, y) plati: |

1 d d (In
u{x;=ﬁf(lng.£;—u%) ds,
4]

kde n je normélny vektor jednoduche; uzavrete] po &iastkach hladkej krivky
orientovany do jej vymitra M & bod X -- (z, yyeM.

i 1195. Dokéite, %e pre harmonické funkeie u(X) plati:

X = o [z dp,

a

kde ¢ je gulové plocha ¢ (X, Z) = r 50 stredom X — (z, ¥, z) & polomerom r.
1136. Dokéite, %e pre harmonické funkcie u(X) plati:

1
WX) = f f f w (£, m, &) AE dn dt,
A

kde bod X = (, y, 2) je stred gule 4, (§ —x)2 + (p —y)2 + ({ — 2)2 < a2, ktorej
objem je ¥(4). '

-. 1197. Kvapalina pridi rychlostou v(X) coz oblast A, ktorej objem jo F(A).
: Odvodte rovnicu spojitosti : .

--m

: dp ' N
Tt div (g¥) =0

z6 predpokladu, %e v oblasti 4 nie s nijaké fricdla ani nory. Pritom g(X) je hustota
-kvapaliny v bode X a t &as.

1198. Mnoistvo tepla, ktoré prejde v skaldrnom poli & teplotou T = f(X), X =
= (%, y,2), za jednotku ¢asu cez plésku Ao s obsahom dpjedQ =—A2n . grad T(X)dp,
kde A je koefigient tepelnej vodivosti prostredia a n normdlny vektor plésky Ag.
Vypotitajte mnoistvo tepla, ktoré prejde do vniitra jednoduchej uzavretej po kis-
koch hladkej plochy ¢. Pomocou rychlosti zvysovania sa teploty T'(X) vnitri plochy
o odvodte diferencidlnu rovaicu, ktorej vyhovuje teplotné pole T(X) (rovnica pre
vedenie tepla). :

)
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6. ZAKLADY TEORIE FUNKCI¥ KOMPLEXNEJ PREMENNE/J

6,1. Funkeie komplexnej premennej, elementdrne transcendentné
funkeie

Na mnozine M komplexnyeh tsiel jo detinovania komplexnd funkeis f komplexnej prerennej,
ak ku kazdému komplexndmu &islu z € M je priradené jedno komplexné &islo 1w = f(z). Mnoinu M
nazyvame oborom definicie funkeie f a mnoinu N vietkych &isiel f(z), z € M nazyvame oborom
hodnét funkeie f.

Pojem ohranitenej funkcie, parcidlnej funkeie, absolatnej hodnoty funkeie, sidtu, rozdielu,
stidinm, podielu funkeii, jednojednoznadnej funkeie a inverznej funkeie sa zavidza tak ako pri
redlnych fuokeiéch redlnej premenncj.

Komplexnit funkeiu f komplexnej premennej » oborom definfeie M mo%eme zapisat aj v tvare
f(2) = u(z, ¥) + ivlz, ¥), kde z = z + iy a u(z, y), vz, ¥} i redlne funkeie dvoch redlnych
premennych z a y, pritom bod (%, ¥) je z definifného oboru funkeii u(x, ¥) & v(z, ¥} vitedy a len
vtedy, ked £ € M. Funkciu u(z, y) nazgvame redlnou éasfou funkeie f & oznatujeme ju Re f(z)
a funkeiu v(z, ¥} nazyvame fmagindrnou tasfou funkeis f & oznafujeme ju Im f(=).

Komplexna funkeiu komplexne]j premennej mézeme zodzarnit tak, 2e éislo z e M zndzornime
v jednej rovine komplexnyeh #fsiel & w = f(z) v druhej rovine komplexnych Zisiel.

Poznémka 1. Kazdému komplexnému &isiu z = x + iy (z jo redlne a y imagindrna &ast
&isla z) sa priraduje bod v rovine komplexngch Sisiel. Zvolme v rovine pravouhly siradnicovy
systém 8 osami 0z A 0y 8 kazdému komplexnému &isln z = x 4 iy priradme v rovine bod B ~
= (z, y). Takto mézeme zobrazovat mnotiny komplexngch éisiel do E; a vydetrovat geornetrické
vlastnosti t¥chto mnofin napr. pomocou metdd rovinne] analytickej geometrie. Geometrické nézvy
obrazov mnotin M komplexnyeh disiel v E; prendSame potom na samotné mnodiny M. V tomto
zmysle hovorfme, %o mnofina M komploxnych &isiel jo napr. Gseikas, polpriamka, priamka,
krivka, krufnics, kruh atd. Tak napr. mnozina M vietkjych komplexnych &isiel z = @(t) + iy(¢h
t € <a, B, kde p(t) a (2} = spojité redlne funkeie redlnej premennej ¢ & (%, #) jo interval z &y,
je krivkon.

Niektoré elementarne transeendentné funkele
1. 0* = of {cosy + i siny), pre kaZdé z = = + iy e K*).

2. cms-fi_*:—"u,pmzeﬁ.
3 sinz =-£“_2-—.:-k,praze£.
4. tgz = ﬁ: .pmz;&m,k=ﬂ,il,i2
"B Mtg#:%,praz#kx,k:— 0, 1, +2....
et + o7

6 coshz =

2—,pre:eK.

*) Minodinu vietkgch komplexnyeh disle] budeme ozoatovat K.
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eﬂ —_—E

7. sinh =z =3 —.preze K.
sinh z ™ .
8 tghz = e ,pmz;&(?-!-hr)i,l—ﬂ,-l;l. 42 ...,
cosh z '
: = - i, ko= ,,-Ll, [ R
8. cotgh 2 .lz.prﬂsyﬁkm,l. 0, 1, 42

Vietky tieto funkeie st periodieké, Funkeis o7, eosh z a sinh z maji periddu 2wi, cos z & sin 2
maji periédu 2x, tg 2 a cotg 2 maju pertédu 7 & funkeie tgh z a cotgh £ majd periédu 7 i,

10. (Logaritmickd funkein komplexnej premennes.)

Rovniea o = z, kde z 2 ¢ mé v kazdom wpbse* Jo o n = 0, -1, £ 2, ... koemplexn$eh &isinl 1,
pre ktoré plati (2n— 1} w < Tmw = (2n + 1) ® jediné rickenie w,. Pre toto ricienie plati:

wy =In|z|+iArgs (1}
(o Arg z pozri &l 2,1/1I),

MnoZinu vietkych riedeni rovnice e% — z, pri danom 2 % ¢ oznadujeme Lnz,

Na kazdom =z ,pésov* J,, n =0, +1, +2, ... je parcidlua funkeia funkcie e® = Jjedno-
jednoznaénd s existuje k nej inverzna funkeis, ktord nazgvame vetvou logaritmickej funkeie.
Vetvu logaritmickej funkeie, definovand na ,,phse* Jo, nazgvame hlavnou vetvou logaritmicke]
funkeie a oznadujeme ju lnz. Podla (1) pre fu plati:

Inz=1In|z| 4 iargaz
11, {(Moeninovd funkeia komplexnej premennej.)

(¢%)o = €™, pro kaidé z # 0 & pre kaidé komplexné slo .
Nech z je dané éislo rézne od 0 & a dand komplexné &slo. MnoZinu vetkjyeh &isiel tvara
ealts hbudeme oznatovet z%,

" e
Pozndmka 2. Kedn je prirodzens #islo, poutivame aj takéto cznadenia: Vz_ namiesto z™

n 1
Fz_ namiesto 34, (]."z_)q namissto (z " )., a {Iff;)u namiesato (Zl]u {pozri aj &1, 2,1/I1).
Mnozinu vietkych riekeni rovnice sin w — z pri danom z ornaéujeme aresin z. Podobny v{2nam
maji znaky arccos z, arctg z, arceotg z, argsinh 2, argeosh z, argtgh 2z a argeotgh =,

12. Podobne ako v 10. pre funkeiu * daji sa aj pre funkeie sin 2, cos z, tg z, cotg z, sinh ¢,
cosh z, tgh 2z a cotgh 2 néjst mnodiny, na ktorych sd tieto funkeie jednojednoznaéné & mofno
definovaf inverané funkeie k parcidlnym funkeidm definovanym na tychto mnofindch. Pre
funkciu sin 2 je takouto mnotinou jednojednoznaénosti napr. ,,pés,, komplexnyeh Eisiel 2, pre
ktoré — /2 < Rez < =n/2, Tieto inverzné funkcie nazyveme velvams funkeii arkussinus,
arkuskosinus std. a oznadujeme ich arcsin z, arccos z, atd.

Priklad 1. Néjdime pri zobrazeni danom funkeiou w — 22 + #:

a) obraz krivky » = C,
b} vzor priamky v = 0.

Riedenie. Funkeiu w = 22 4 z mdjeme napisaf v tvare w = {x? —y* + 2) + {22y + ),
priﬁumuuz*—y’+mjejejmﬂmnu=ﬂxy+yinwginirm&naﬁ.

" a) Pre z = € dostévame:
ﬂ=—g’+ﬂl+ G’I
v = y(2C 4 1), y € (—a0, o).

To &4 parametrické rovnico obrazu priamky @ = C. Pri 20+ 1 = 0, ¢.j. pri ¢ = —1/2 sa
v=0,%=—y—1/4, y & {—a0; o) & to je polpriamka v — {, u & (—e0, —1/4). Pri 0 %= —1/2
pe vyliéeni parametra doetaneme 4 — — (20 4+ 12 + €2 + C, &0 je parshola.

b} Hladajme toraz vzor prismky v = 0, Po dosadent za » méme 22y + y = 0. To je rovnica
krivky, ktord je vzorom priamky » = 0. Po uprave na tvar y(2r | 1) = 0 vidime, Ze 8 to dve
priamky y = 0 8 2 = —1/2.
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Priklad 2. Vypotitejme argtgh (1 — i),
Eiedenie, Méme ndjst vietky riefenia rovniee tgh w = 1 —1i, alebo

Po nprave z toho dostdvame:
e {2 1) == 0,
dite
gt = 1 — 27,

Vietky ricsenia posledne) a tied povodnej rovnice ad:

w = —;—In{—1—2i1-= %[ln|—l——2i|+:'.ﬂ;rgt—l—2i}]—-

- 1
= %{lnpﬁ+i{arctg2+ﬂ+2r:n)]= —;-ln & i[%amth + (ﬂ +---2-)n-].

kde n = 0, £F, 2, .... ~

V tlohdch 1199 a% 1203 zistite, aké krivky st dané nasledujicimi komplexnymi
funkeiami redlnej premennej { & (—ac, o0), pricom koeficienty a, 0. @ si redlne
Cisla:

1199, z = a(l - elt)2. 1200, z = a c't 4 e~fa.
1201, = = at | b el 1202, z == a(l + ifj et
1203, z = elaoit

V dlohdch 1204 aZ 1209 zistite, aké mnoZiny v rovine X =0 dané nasledujicimi
vzfahmi:

1204, [z —21 < |z | 1206, |z—1 |z 2z—1i].
1206, |22 —1] < 1. 1207, Im(L/z) — 2.

z—1 =
z -1 ‘:T'
1210. Vypotitajte f(8 - 6 1), ak je dand funkeia w = f(z).

1208. 0 < arg 1209, |22] < |1 4 22

1.
a) w =zt — 3z + 8O, b}w=i__if_|.

28 7
¢) w=z 4+ (z)2 4+ Im (=2).
1211. Ak f(z) = a2y + ilx2 — y?), vypoditajte f(—1 + 21), f(1) & f(i).
V tlohdch 1212 a% 1216 ndjdite obor definicie danej funkeie w = f(z):

1212, w =}z 1. 1213, w == In (—2z — i),

1 L a—lzi
lﬂll.w—;—_ﬁ, lglu'u_IZl-——l
1216, 10 = —

cosh z ’

- ——— ———
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1217, Vypotitajte:
&) enif:

¢) el

h} eZ-\i?Ii,I"‘

d} e-3-4i

Najdite aj hlavmi hodrotu argumentu tychto &siel.

1218. Néjdite vietky hodnoty nasledujicich komplexnych moenin s komplexnym

exponentom:
8) ll.f
e} 11,

€) 1,

g) (3 —aai
1219, Vypoditajte.

a) L4,

¢ Iini,

e) Ln(l -+ 1),
1220. Vypotitajte:

a) sini,

1221, Vypolitajte:
a) Arcsin 3

¢l Arccos -,

¢) Aretg 21,
1222, Vyporitajte:

a) ginh (2 i),

T
) tgh (n3 + )
g (n )
1223. Vypolitajie:

a) Argsinh i,

¢) Argeosh 21,

hy (1 + i]%‘

b) Ln {—1),
d) Ln (eln/q),
f) Ln(—8 + 15i).

b) cos (2 + i),

d) cotg (%— iln 2) ,

by Aresin i,
d} Arctg ;— \

1) Aretg (1 + 21).

b) cosh i,

d) cotgh (2 4 1).

b) Argeosh (—1)

d) Argtgh i.

V dlohdch 1224 a7 1230 nijdite redlnu a imagindrnu éast danej funkeie w = fiz):

1224 10 — 22,

o

1225, w ==

ry !
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1226. w = sin z. 1227, w = cos z.
1228, w = tg z, ' 1229, w = (z!)g.
1230, w = (z%),.

V udlohdch 1231 a 1232 vyjadrite dant funkeiu ako funkeiu premenne;j z:
1231, w — (22y -+ 22 — 1) — i(2? — 2 — 2p).
1232, w = 2* 4 iy
1233. Najdite obrazy danych kriviek pri zobrazeni w — 1/z:
a) r =1, - byy=0,
0) y =z, d) 224 g2 =9,
e} (x —1pP 2 =1
1234. Pri zobrazeni w — e® najdite:
8) obrazy priamok x = C, y = C, 2z =y,
b) vzor krivky p = @(0 = @ < o).

V Glohéch 1235 a% 1237 nijdite obrazy danyeh kriviek pri danom zobrazeni
w = f(z):

1235, Priamky arg z — @, a8k w = 11 :l'_i
1236, Kruznie |z | — Kok w = 2 | ,:

1237, Kruznice |z | — l,ak w = |z 4- 1.

V dlohach 1238 aZ 1244 najdite oblast B, ktord je obrazom oblasti A, B —= f(4),
ak w = f(z) je dand funkeia komplexnej premenne).

1238, w — 2 — z*/4, pricom A jeoblast [z ]z —4 1 < 4.

1239, w%V;,priE:nmA jeoblast |z < 2(1 —cosg)aprez =2 > Ojew > 0.

1240, w = z + e, prifom 4 je oblasf —x < Imz < =

1241, » — sin z, pricom A je obdiznik 0 < Re < /2, 0 < Tm z < a.

1242, w = tg z, pricom A je oblast — =/4 < Rez < /4.

1243 w = Arctg z, pritom A je kruh 2] < 1.

1244, w = Argtgh z, pricom 4 je kruh (2} < L.

1245. Ndjdite obraz roviny z bez bodn z = 0 pri zobrazeni w = —1— (— - —-) .

1246, Njdite obsah obrazu &vorea 0 < Rez £ 1, 0 = Imz < 1 pri zobrazen{
w = 2% a vypoiitajte dlzku jeho obvodu.
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1247. Dokizte, Ze plati:
a) €71 i = gty h) ef-271 —. eZ,
¢) (et2) = e~le,

1248, Dokiite, Ze plati:

a) sin z = —i sinh 1z, b) cosz = cosh iz,
¢) sin 1z = isinh 2, d) eos iz — cosh z,
¢) tgz = —itgh-, f) cotg z = i cotgh z.

1249, Dokdzte, Ze plati:
a) ain?z - voa?z = 1, b) sinz = cos{m/2 —=z).

¢) sin (z; L 2;) = 8inz; co8 z; - COB z; 8In 2z,

d) cos 2z = cos? z — sin? z, e} 8in 2z = 2 8in z cos z,
3 to = _ -_—
f) tg 2z == g —_ g) sinz = 8in 2.
- l —tg2z -

250. Dokdite, Ze plati:
a) cosh? z —sinh? 2 = 1, b} cosh 2z = cosh? z -+ ginh? z,
e} sinh 2z = 2 ginh z cosh z.

1251, Dokizte, ze funkeie sin z, cos z, e, sinh z, cosh 2, tgh z, cotgh z 0 perio-
dicke.
1252, Dokdite, Ze plati:
al Arccosz =— —i Ln (z + 1.':3 — 1),

b) Aresin z = —iLni{z -+ [ 22— 1},

1 1 -+ z 1 1 -1 iz
¢l Arcte 2 — Lin —- . Lin \
' 3 i—=2 21 iz
) 1 - 1
i) Areeote = == - Lin —
2 |
o) Argsinh =z Ln{z 4 12 - 13,
'y Argeosh » — Ln (= l zd 1],
1 | S
g) Argighz —. - In ,
] 2 -
bt Argeotg 3 = Ln i
Vodlohebel 1253 a% 1255 zostrojte v priestore graf funkeie w, kde fiz), 200 M,

t.j. mnozmu vietkyeh bodov (e, w " fle <2 dy) 1), pricom & - iy e M, (Niekedy
nazvvame tento gral relefom funbcie £ Nadrinite a) spidove krivky tvehio grafov,

i:]:):}. Iy l:.’ 1254, w 22, ]23:.' == HIN Z.

|I
|
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6,2. Limita a spojitost funkeie komplexnej premennej

A. Nevlastné kom plexné dizlo z = oo

Rovinu komplexageh disiel K mo#no zobrazit na Riemanova gulovii plochu K*, ktord sa
dotyks v zabistku siradnicového systému roviny komplexngch fsiel, Pritom bod P, ktory jo
simerng§ podla stredu gulovej plochy s dotykovym bodom, nazveme pélom. Ak spojime fubovolny
bod Z, ktory je obrazom &isla z v komplexnej rovine, s polom P, dostaneme hod Z* ako priesetnik
wiselky PZ s gulovou plochou. Toto priradenie bodov #, Z*% sn nazyva stereografickd projekeic
(pozri obr. 29) a celti komplexnii rovinu jednojednoznatne zobrazi na gulovi plochu bez péin P.
Mnotinu komplexnyeh &isiel moino rozdirit o daldie dislo z = a0, ktorému bude na gulovej

ploche priradeny pél P. :

Obr. 29

Pre nevlastné komplexné &islo z = oo nezavédza sa redlna o ima.giné.rna-ﬁnﬂﬁ a argument
Pro absolitnu hodnotu nevlastného komplexného &isla plati | oo | = + 0.

Pre z = w definujeme:

@ a=at 0= 0, . = . O3 = 00, 00 = 03,
/) oL o
e e = o, —_—— 0,
= a 0

l:cie a, o, & # oo a + G, su komplexné disla.

Operéoie w0 + @, 0. @, % .«%co—sa. nedefinuja.
Okolim nevlastného komplexného fisle z = co mszyvame mnodiny véetkych komplexnych
. tisiel z, pre ktord plati:
kde B je ubovoIné kladné Zislo.

Komplexné islo z = oo nazfvame limiton postupnosti komplernijeh disiel {h}f_ 1+ 6k v Tubo.
volnom okoli &isla z = oo legis skoro véetky &leny tejto postupnosti,

[2f > R,

B. Limita Tunkcle komplexne] premenne]

Nech funkeia f(z) je definovani na okali &ixla u. pncom v disle @ pripadne nemusi byt defino-
vand, Komplexné ¢islo b nazyvame Himitou funlkeie kompleanej premennej 1 v tisle a, ak postupnost
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{ﬂﬁ}}:_l konverguje k éislu b pre kazda postupnost {a.}:_ 1 » ktors konverguje k Cislu &, pritom
kaidy dlen postupnosti a, je z oboru definicie funkeie f & nerovnd se ¢islu a. Limitu b funkeie f
v bode g oznadujeme:

b = lim f(z).

I+

V tejto definicii éisla ¢ a b mdZu byt aj nevlastns komplexné diala.

Veta 1. Nech funkcia f{z) je definované v okoli komplexného &isla a (samotne tislo @ nemusi
pripadne patrit do oboru definicie). Funkeia f(z} mé v bode a limitt komplexné Zislo b vtedy
a len vtedy, ked pre Tubovolné okolie ¢isla a existuje také okolie &isla b, 2e f{z) je z tohto okolia.

Veta 2. Nech f(z) = u(z, y) + ivjz, y), pridom z = = + iy, u(z, y) je redlna & v(x, y) imaginarne
#ast funkcie f. Funkeia f komplexnej premennej mé v komplexnom &isle a = « + 1, 2 psa
redlne &isla, limitu vtedy & len vtedy, ked redloa a imagindrna &sst funkeie f ma v bode (x, §)
limitu a plati: .
limflg) = lim  uz,y) <+ ilim vz y)
Terad (=, y)-(,f) (zy){a b}

Pre limitu funkeie komplexnej premennej platia snalogické vety ako pro limitu funkeis
realnej premennej (pozri vety 1, 6, 8 z &lénku 1,5/11). :

. Spojitost funkefe komplexnej premenne]

Funkein f komplexnej premennej nazjvame spofitou v komplexnom Hale a, ak existuje koneind
limita funkecie f v &isle @ a plati:

lima f{z) = fla).

Zewdk
Ak je f spojitd v kaidom &fsle mnoziny 3, nazgvame funkeiu f apojiton na mnofine M.

Veta 3. Funkeia f(z) = wiz, ¥} -+ iv(z, y), kde u(z, ¥} jo realna o v(z, y) imagindrna ¢ast funkeie f
jo spojitd v disle @ = x + iff vtedy 8 len viedy, ked funkcie u(z, y) 8 v(z, y) 1 spojité v bode
(e, ). . ‘

Veta 4. Funkeia f komplexnej premennej, spojitd na uzavretej oblasti D, je na tejto oblasti
ohranitena, t. j. plati pre vietky z¢e I

flzd] = M,
ke M je kladné éislo,

Vets 5. Ak funkein f komplexnej premenncj jo spojitd na uzavrete] oblasti D, tak funkeia f
wé na D maximum a minimoum,

Pre spojiti funkein komplexnej premennej platia analogické vety sko pre spopita funkeiu
rodlnej premennej (pozri vety 1, 3, 4 & &lanku 1,4/IT).

Priklad 1. Vypoditajme limitu

i 2o
z_,__|'z_-‘+ 2t —gz 1

Riedenie. KodZe limita &itatola aj menovatela pre z — —i sa rovnd nule, nemokeme poukit
suetu o limite podielu funkeii, Preto upravmme dany zlomok pre z # i takto

24 1 {z + 1) (z —1) z—1

PO 2t —z——1 {z =) (z2—-1) PR

Posledna rovnost funkeil plati pre vietky z # —i. Ak limity tychto funkeii v Gile 1 - -
existuji, musia sa navzdjom rovnal. Teds mame: .

) 24 1 z—i Iimlljz—i} —2i .
lim = lim T zo> L= = i
o 2 12 —2F — 1 T —j B lim {23 — 1) e m
T —1F

17 Pherka atnoh
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Priklad 2. Dokddme, $o funkeia

@41 . +
T —1
pere 7 st A

fiz} = :
2i prez = -—i,
je v bode z = —i nespojité.
Riedenie. Kodde f—i) = 2i & lim f(z) = i (pozri prildad 1), dan funkeie je podla definicie
gr —4 .
b1y z = --~i nespojith. -

1256. Najdite transformatné rovnice stereografickej projekcie v danom pravo-
uhlom séradnicovom systéme. Zistite, ak je dané slo z, aky je obraz a) iisla —z,
b) fsla 2. -

1257, Néjdite cbrazy bodov el*, —1 4 i, 83— 4i na gulove]j ploche K*.

12568, Dokizte, Ze ﬂhrazﬁmrpriamky v rovine komplexnych é&fsiel je kruinica
prechadzajtca polom P na gulovej ploche K*.

1259. Dokéite, %e obrazy bodov z, 1/Z na gulovej ploche K* st simerné vzhladom
na rovinu rovnika.

1260. Dokate, Zo kruinica 4|z [2 + Bz 4+ Bz + € =0 (4, C st redlne &sla)
je stereografickou projekciou hlavnej kruznice gulovej plochy vtedy a len vtedy,
kedd 4+ C=0

1261. Néjdite stereografick projekciu loxodrémy.*)

1262. Nech C je regulirna krivks na gulovej ploche K* a y je jej stereografickd
projekcia. Dokddte, e dizka krivky € je:

2
fl+|z|="°

¥

V Gloh&ch 1263 ai 1266 zistite, & dané postupnosti komplexngch disiel maji
nevlastnd limitu: ' -

1263. {(—1)n}.1. 1264, {imn}o;-
1265. {'n el"}r,i. 19266, { ! -I:M o (i 4 i1y n2 ain}w
. . —

1267. Zistite, & mno#iny dané nasledujlicimi nerovnostami st uzavreté oblasti.

. Znézorpite tieto mnoziny v rovine komplexnych iisiel.
a) f22—1121,

b) [z—ift£ Lz 4i]s],
¢)lz—1|21,1z—2|= 2

*} Loxodréma je krivka ns gofove] ploche, ktord pretina vietky poludniky pod rovoakym whlom. -
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V' alohdch 1268 a2 1273 ndjdite limity:

¥ .
1268, Jim - S 1269, lim =
o2 2—i)z—21
£y ¥ [
1270. l::r: T - 12?1 LliI: 2 + i

iprelz—i » 1, iz2—2i| <2,

1272, lim f(z). kde f(z) == !Gpm reil= 1]z 2i) 22

gt

1273, lim = 5%

cey DEE =B

1274, Zistite. & dand funkceia f je spojita v danom &sle zp.
a) f(z) = 1)z, prez # o, floo) =0, 2 = oo,
b) f(z) = 1)z, prez -+ 0, fl0) = w0, 2 = 0,
¢) flz) = z, 2o = .

1 1 , .
1375, Zistite. ¢i funkeia a) 1T b) S je spojitd vnbtri kruhu | 2] < 1.
1276, DokaZte. e funkeia

flz) = agz® { a? - L 4 ay,

kde » je prirodzené éislo & do, @;, ... @ 80 komplexné ¢isla, je spojitd na mno-

wine K.
1275, Vyietrite spojitost funkeie f, pre ktord plati f(0) — 0 & pre = # 0, f{z)
rOVNA S8°
. __I_{f.:: _ Rez?
[N R R
= )2
b R_.(-..,: ) (Rez !_.
z . z?

1298, Nijdite body nespojitosti funkeie w = tg (aretg z).
12740, Niijdite body nespojitosti funkeie w —= £ (E arg z) .
K

1280, Naplite maximum a minimum modulu funkeie @ = 22 na uzavretej oblasti
“z—-11 % | Dokazte, e na otvorense] oblasti 12— 1 | < 1 modul funkeie nemd
nusNimnm i minimam,

G,3. Derivicia funkeie komplexnej premenne] a analytickd funkeia

Nech funkein komplexne] preenpe) f je definovanda na okoli komplexného &ilsla a & of,
Prerviciou funkeie komplexne] premennej f v &sle @ nazyvame viastod limitu

lim T8 — /@)

-y Z 4T
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s oznadéujeme ju fla). Plati teda
.ﬂal

;' “(a) = hrn
z-+a

Derivéciu funkeie komplexne) preiisinej f v &isle ¢ oznutujome aj [ f(z)]'z=a, (::':)

Nech funkeia [ komplexme] premennej mé v kazdom &isle mnofiny M deriviciu. Fun]miu
komplexnej premennej, ktorej oborem definicic je mnoZina M, a ktorej hodnota v kaZdom
tisle ae M ja f(a), nuj-umu derivdcion funkcie komplernej premennej f na mnofine M,

Oznabdujeme  ju f7, J“'{:}
Geometricky vyznam duwiun funkeie komplexnej premenne] pozri &ldnok 6,4.
Viraz

dw = f'{z) dz

nazyvame diferencidlom komplernej funkcis f v hode 2.

Ak f'(z) # 0 v bode z, potom diferencidl dw == f(z) dz definuje hlavnd (linedrnu) ast zobrazenia
w = f(z) (pozri &lanck 6.4).

FPre potitanie derivicie funkeie komplexne] pramennaj platia padobné vety ako pre potitanie
derivieie funkeie redlnej premennej (pozri votu 2, 3, 4, 5, 6 z élanku 3,1/11).

Pre derivovanie elementirnych funkeif komplexne) premennej platia podobné vzoree ake pre
potitanie derivdcii elementdrnyoch funkeii redlne] premennej (pozri & 3,1/TT).

Funkein f komplexnej premennej nazyvame analvtickou (regulérnou, monogénnou, elebo
ﬁonr;rfnou} v disle a, @ # oo, ak existuje také okolie diala a, 2o v kaZdom jeho bode mé funkeia f

vhciu,

* Funkeiu f komplexnej premennej definovand v okoli éisla a = o0 nazf¥vame analytickou

Funkciu f komplokpgdj premennej nazyvame analytickou na oblasti D, ak je analytickd
i [} Body komplexnej roviny, v ktoryeh jednoznaénd funkeis f komplexnej
premenne) je analytic nazjvame reguldrnymi bodmi komplexnej funkeie f. Body, v ktorgch
nie je analytickown, nag singuldrnymi bodm-i kompleanei funkeie f.

Veta 1. {Nawwt jpodmienka.) Noch funkeis komplexnej premennej f(z) = ulx, ¥} +
+ m[.f, yhz==z+ 1y m4 derivéein f’(z) ne oblasti D, Potom funkeio w(z, ¥}, vix, ) maji percidlne
véoie prvého ridu, pre ktord v kaifdom hode (x, y) € D platia Canchy-Riemanove rovnice:

u ow du v "

. dx

=i ()

Vela 2. (Postadujtion podmienka.) Ak funkeie u(z, y), v{z, ¥) maji spojité parciilne derivcie I

prvého radu na oblasti D, pre ktoré platia rovnice (1), potom komplexna funkeis f(z) = u(z, y) +
+ iv(x, ) mA na oblasti D derivéeiu f'(z).

Veta . Funkeia f komplexnsj premennej je analytickd na oblasti D vtedy a len viedy, ked
mé na oblasti D spojitd derivdaia.

- Nech funkeis %(z, y) je na oblasti D spojita a ma tam spojite purcialne derivieie druhého réddu.
Ak funkeis u(z, ¥} je riebenfm Laplacsovej diferencidlnej rovniee

a2y . u
dx? ay?
pre kaidy bod (x, y) € D, nazfvame ju harmonickou funkeiou na oblasti D.

Ak harmonické funkeie u(z, y), oz, ¥) na oblasti D spliaji Cauchy-KRiomanove rovnice (1),
nazyvame ich harmonicky zdrudengmi funkeiami na oblasti D,

= 0,

PR o s ——

B T —

— e e — et = = — = —




+
R
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Yela 4. Nech funkeie f(z) = u(z,¥) + ir(z,¥), £ = = + iy je definovand a analytickd na
oblasti D, pricom funkeie u(z, y}, v(z, ¥) majt ne ohlasti D spojité parcidlne derivdcie druhého
ridu. Potom funkeie u(z, y), v(z, ¥) st na oblasti [ harmonickjmi funkciami.

Veta 5. KoZdd barmonickd funkeia v jednoducho siivislej oblasti D tvord redlnu alebo imagi-
narnu éast istej analytickej funkeie v tejto oblasti.

Derivécie vydSich rddov funkcie komplexnej premennej definujeme podobne ako wvyikie
derivéeis redine] funkeie. Derivicia n-tého radu funkeie komplexnej premennej £ jo prvé derivicia
derivécie (n — 1).vébho rddu funkein f. Teda o

F®RI(2) = [fin-1{2)], n > L.
Podobne sa definuji s diferencidly vysSich radov komplexnej funkcie f.

Priklad 1. Ndjdime deriviciu funkecie w = 2z + i v keddom &sle z€ K pomocou definicie
derivicie funkeie. .

Riedenie. Nech a jo Iubovolné komplexné &islo. Potftajme:

i N @D e s ) = @t 4 a? 4t 3,

2eri z2—— PR
Podla definicie derivécie funkeie v katdom &isle z € K plati:
(2% 4 i) = 322,

Dand funkcia je teda analytickd v komplexnej rovine K.
Priklad 2. DokédZme, %o funkeis w == z nie je analytickou funkciou na K.
Ruedente. Nijdime redlnu a imagindrnu éaat funkeie w = 2, 2 = 2 4 iy. Méme:
ulz,y) =x, vz, y) =—w.
Parcidlne derivdcie tychto funkeii si:
FmL o oo Eeo
Fre vhetky body (z, y) € K2 plati:
R
éz 7 dy ' Oy ox "

Pretoie Cauchy-Riemanove rovnice : ‘e s spinend v #iadnom bode ¢ E,, dané funkeia nie je ana-
Iytickou v Ziadnom bode z ¢ K.

Priklad 8. Néjdime analyticku “unkeiu f na mnozine K, ak joj rohlna &as¢ jo u(z, y) = 22— -
— 2 —Guy +2—y + 3 af(i) =i

Riedenie. Kede funkeia f mé byt analytickd na mnozine K, pre kaid§ bod (z. y) € E; musia
platif Cauchy-Riemanove rovnice (1). Pretote

du Gu
podle (1) musi platié:
v
a_y.=4:_ﬁy+l, {4
P gyt 4
fz b Sl

Z rovnice {3) dostdvame:

oz, y) = f:u—ey + 1) dy + gla) = 4oy — 3¢ + ¥ + @la),
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kde g je diferencovatelnd funkcia. Odtinl dostAvame:
2 eytp@ | @)
. Porovaanim rovaoie {4) a (6) dostaneme:

4y + ¢'(z) = dy + 6x -+ 1,
tide
g'lz) = bz + 1,
z ¢obo
plr) = 322 + = + (),
kde ¢ je konstanta.

Imagindrna fast hladane] funkeie f jo:
v(z,y) = 4oy — 3y + y + 322 + 2 ¢ C.
Konstanlu € urdime 2 podmienky f(i) = i, t. j. #(0, 1} = 1. Mime:

l=0—341+40C.
dtial
=3

Hladana funkeia je:
ey =20 —2y —Bxy + z—y + 3 - alday — 3 +y -+ It 2 3)
Po dosadeni za z = (2 4 2)/2, v = (2 — Z)/2i a Gprave dostaneme:
f@) = 2+ 3027 (1 Fi)z2+4+ 3+ 3i
1281, Zistite, & funkeie 27, e, cosz, arcsin z, In z, spliiaji Cauchy-Riemanave
rovnice s dokéite, Ze platf:
a) (") = nz""!, n je prirodzend Hslo,
b) (e*) —= 7,
¢) (cog 2)" = —ain z,
d) (Inzy = 1z,
e) (aresinz)’ = /(1 —2z2).
1282. Napiste Cauchy-Riemanove rovnice v polirnych straduiciach.
V tlohich 1283 a% 1289 vypobitajte derivicin danej funkeie:
1283, 1w = 23— 5z 4+ 1/{(z —4).
1284, w = (2 — 3 D)f(2 iz - 4).
1285. w = 224(}/z — 1.
1286. w — {1 -+ i)z e
1287, w = ¢ F4¥ cos 2uy — i~ -7 sin Jxy,

128K, w = r-da-3le,
1289, w = (r + —:7) éoag: + i(r —%—) sin g,




-
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1290, Dokdite, Ze funkcia w = z Re z m4 derivéciu iba v bode z = 0, Nijdite

w'(0).

1291.

Daokaite, e funkcia
Jz) = #® — 3ay? + 18y — )

je analytickd funkeia na mnoZine K.

. L T . ..
1292, Dokdite, Ze funkcia w = Py i— r: je analytickd na mnofine
K —{0}. _
1293. Naijdite mnofiny, na ktorych st dané funkcie analytické:
3

a) w =4, c) w= (V;lo;

b) w = 1/z2, ' d) w=2Rez
1294. Nech f'(z) = 0 pre vietky ze K. Dokdite, Ze f(z) = const pre vietky

ze K.

1295.

Dokazte, ak w = u(x, ¥) -+ iv(z, ¥) & lim Re Aj‘;- existuje, potom
4520

existuje u_, », a plati u; = v,.

1296. Dokdite, ak f(z) je reguldrna v oblasti I a nenadobtida v oblasti D redlne

nekladné hodnoty a ak | f(z) | = () w(y),  + iy = 2z € D, potom f(z) = est*tbete,
kde a je redlne &islo b, ¢ s0 komplexné &isla.

V lohdch 1297 aZ 1306 nijdite analytickd funkeiu w(z) = u(z, y) + iv(=, ¥),
z =z + iy, ak je dand jedna z funkeil %, #:

1297, u = 22 — 42 + zy, w(0) = 0.
1298, u = z3 4 B2y — Jxy? — 23, w(0) =
. 1299, v = 22y + 3z,
1300, u = x/(x? + ) — 2y4.
1301, » = y/(2? + 32}, w(2) = 0.
1302, v — 3 42 — gyt — yf[2(x2 + 7).
1303. v = cf{ycosy + xviny) 4+ = + y, w(0) = 0.
1304, w == e7(x cos y.— y sin y) 4- 2 sin x sinh y - 23 ~- B2y -+ y.

1305, u —

2 sin 2x
el §. e W —2 opg 22

1306, v = In(x? + 42) -+ x — 2y.

Vodlohdeh 1307 az 1309 najdite analytickna funkeiu f(z), ak pre f(z) plati:
1307. Re f(z)} = ¢ st kruinice 22 -} y? = a?.
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1308. | f(z) | = ¢ 8l lemniskaty r* = a2 sin 2¢.

1309. arg f(z) = c st kruZnice 3? -- y* = al.

1310. Nech f(z) je analytické funkeia na oblasti D. Zistite, & funkeie | fiz) |,
arg f(z), In | f(2) | 84 harmonické funkcie na oblasti D.

1311. Ak u je harmonické funkcia na oblasti D, aké musf byt funkeia f, aby f(x)
bola harmonické funkeia na oblasti D.

1312. Dokéite, #e ak u(z, y) je harmonické funkeia, potom aj zlozend funkcia
ul@(z. y), p(z. ¥)], kde ¢ & y 8 zdruzend harmonické funkeie, je harmonickd funkcia.

1313. Nech Au = % -+ % . Dokaite, %e ak f(z) je analytickd funkeia

a rozna od nuly na oblasti D, potom A{ f(z) | = | f(e) |71 | f'{z) 2.
1314. Dokéite, #e ak f(z) je analytickd funkeia, potom plat{ A[| f(z) [?] = 4 (=) 1%

1315. Vyjadrite Laplaceov operdtor Au = u,, + u,, v polérnom siradnicovom
systéme (g, @) & nijdite riefenie Laplaceovej diterencidlnej rovnice Au = 0, ktoré
zavisi iba od p. Dokéite, Ze funkcie u = p® cos np, v = g" sin ng, n prirodzené
¢slo, st harmonické.

1316. Zistite, & existuji harmonické funkcie {rézne od konitanty) daného tvaru
a ak existuji, nijdite ich.

a) w = @lxfy); b) u= g+ ¥); ¢ u= g+ y) kdegpje dvakrat diferen-
covatelnéd funkeia.

V tlohdch 1317 a# 1320 najdite harmonicky zdruiend funkeiu s danou funkciou ».
1317. ulx, y) = 22 — ¥ + zy.

1318. u(z, y) == 23 + Gxiy — 3xy® — 2y

1319. wu(z, y) = z/(z* + ¥?).

1320, w(z, y) = (x? — y?)/[(«? + ¥*)]%

1321. Néjdite funkciu harmonicky zdruifeni k funkeii u(x,y) = e*(xcosy —
— y 8in y).

11322, Néjdite hlavni linedrnu ésst zobrazenia w — 22 v bode z = i. Odhadnite
chybu pre hlavni linedrnu &ast tohto zobrazenis v kruhu |z —i[ < 0,1

64, Konformné zobrazenie

Nech f je zobrazenie, ktoré zobrazuje spojite oblast D jednej (orientovane]) roviny do druhej
(orientovanej) roviny. Nech f mé tit viastnost, %e zachoviva v bode B velkoat uhlov kriviel,
prechidzajiicich bodom B a alebo zachovéva aj orientdciu vietkych tychto uhlov, slebo meni
orientéein vietkyeh tychto ublov na opaéni. Potom hovarime, Ze zobrazenie f je konformnym
zobrazenim v bode B.

Ked f zachovive velkost uhlov kriviek aj ich orientdeiu v kaidom bode z D, hovorime, Ze f
jo konformnym zobragenim prvého druhu na D.

Ked f zachovive velkoat uhlov kriviek & meni ich orientdcin v kakdom hade z 0, hovorime,
¢ f jo konformné zobrazenie druhého druhu,
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Geometricky y§znam argumentu a modulyu derivacie

Nech funkeis f mé v disle a derivdciu f(e) = 0. Nech (' je krivka prechddzajica bodom a,
ktord mé v bode  dotyénicu, a I” nech je obraz tejto krivky pri zobrazeni f roviny K do seba
[T prechddze bodom fla) 8 ma dotydnicu v bode fla}]. Potom arg f'(a) je uhel, o ktorg je po-
otofend pokial ide o orientdeiu dotytnica v bade fla) kaidej krivky I" oproti dotyénici v bode a
tej krivky €, Ltorej je I" obrazom (obr, 30).

Modul {f'la)| = lim -‘1‘-!1"'::——':{f:II | derivicie v hidde @ je limituou hodnoton prediienia
Z=+i1 :

(o nastane pri | f'(a)| > 1) resp. skrdtenia (o
nastene pri {f(a)| < 1) usediek s jednym kan. fw‘"
oo bodom v boda a pri zobrazeni f.

iglo | f'(a) | sa nazyva a) lokdlnou deformdcion
v bode a pri zobrazeni f. Ak | f'{a) | > 1 hovorime
o dilatderi, ak | f'(@) | < 1 o kontrakeii,

¥eta 1. Zobrazenie dané analytickou funkeiou
na oblasti D, ktorej derivdcia je rézna od nuly,
je na oblasti D konformnym zobrazenim prvého
druhu.

Vieobecné principy konformnéhe zobrazenia

Pojem oblasti a jednoducho suvislej oblasti
8a zavadza podobne ako v £,

. L=
Veta 2. (Riemanova veta o existencii konfor- 0| r=u
mného zobrazenia jednej oblasti na druhii,) Nech Obr. 30
D, & Dy s dve jednoducho #ivislé oblasti v roz- '

dlrenej rovine komplexnych &isiel K*, priéom '
obidve z nich st rézne od mnoZiny K* a o mnotiny K* bez jedného bodu, Potom existuje ana-
lytickd funkeia f, ktord zobrazuje jednojednoznaéne a konformnpe Dy na Dy,

Veta 8. (O jednojednoznadnom zobrazent hramic.) Nech oblast D, je ohranifend jednoduchon
hladkéu alebo po &iastkach hladkou krivkoun '. Nech w = f(z} je analytickou funkeiou na D, a;
na C a nech zobrazuje krivku € jednojednoznaéne na krivicn I, ktord ohranituje oblast D,.
Nech pri prebichanf bodu z po krivke € tak, 2e oblaat D zostéva na lavej strane, prebieha aj
bod f(z) krivku I' tak, fe oblas{ D, zostdve na Iavej strane. Potom funkeia f zobrazuje jedno-
jednoznaéne a konformne D, na D;.

Veta 4. (Princip symetrie.) Nech D, je oblast a 3 nech je tisetka, polpriamka alebo priamka,
ktor4 jo castou hranice oblasti D;. Nech funkeis 1w = f(z) zabrazuje oblast D, tak, ¥e f(y;) = V2
jo zase usetka, polpriamka alebo priamka, ktord je tastou hranice oblasti f(D,) = D;. Nech I,
je priamka, na ktorej lezi v, a [, priamka, na ktorej lei ;. Neoh f jo analytickou funkeiou na
oblasti Iy & vo vatorngch badoch 1. Potom f je anslytickou funkeiou aj na oblasti @, , symstric-
kej ku D, vzhladom ne I;, ak zobrazuje symetrické body 2, a z; vzhladom na !, na symetrické
body w: = f{2;) & w3 = f(z3} vehladom na priamku I3 (obr. 31).
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Okrem symetrie vzhladom na priamku zavadza sa a) symetria vzhladom na kraZnicu.

Budemes hovorif, $e dva rizne body z; a z; roziirens) komplexne] roviny K* si symetricke
vzhladom na kruZnicu k, sk victky primnky a vistky kruinice prechadzajace bodmi zy, 22 80
kolmé na kruinieu k (obr. 32a, b).

Veta 4 plati aj vtedy, ked niekiard alebu ohidve symetrie vzhladom na primmku nahradime
gymetriow vzhladom na krudnien, '

Obr. 33

Konfermné zobrazenia dané niektorfmi elementirnymi tunkeiaml

1. Konformné zobrazonie w = z 4 b je posunutie roviny komplexngch &isiel, dané vektorom
posunutia so zadiatodnym bodom v bode O a koncovym bodom v bode b {obr. 33).

2, Konformné gobragenie w = ze'¢ jo otolenie roviny komplexngch &isiel o uhol ¢ okolo
bodu O {obr. 34).

3. Konformné zobrazenje w = az, kde a je redlne &islo, « = 0 je strodovou podobnosfou so
stredom v bode O a koeficientom podobnosti a (obr. 35).

4. Konformné zobrazenie w = 1/z sa nazyvae inversngm zobrezenim (obr. J6).
3. Linedrne lomené zobrazenis,
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Funkeiu w = :: _Tf; o ol - be % O nazyvame linedrnou lomenou funkeiou. Pric — 0 dostdvame
linedrnu celistvé funkein. Funkeie uréujiee zobrazenia 1)—3) si linedrnymi funkeiami.
Linedrne lomené zobrazenie je konformné v celej rozdirene] komplexnej rovine,

Veta 5. Linedrme lomené zobrazenie zobrazuje priamky do priamok alebo krufnic a krugnice
zobrazuje do priamok alebo kruinie.

Ly

Veta 8, Nech € je krudnica alebo priamka a /" nech jo joj obraz pri linedrnom lomenom zobra-

‘zeni. Potom dvojica symetrickjch bodov vzhladom na € sa zobrazi do dvojice symetrickjeh

bodov vzhladom na [

Veta 7. Existuje jediné linedrne lomené zobrazenie, ktoréd zubrazuje Tubovolng iri rozne
body z;, z; n 23 do Tubovelngeh troch rdznych bodov wy, w; a wy tuk, 2o zohrani zy na Wy, 73 N
w3 8 23 na wy, Toto zobrazenie mA tvar .

(wh —wa) (ws — w) (20— zaf (23 — 2]

(10y — w) (w3 —103) (2 — 32) (28 — 2]
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Vota 8. Ka#dé linedrne lomend zobrazenic hornej polroviny na jednotkovy kruh so stredom

v bode (3, ktoré zobrazuje bod 2o hornej polroviny na bod O, mé tvar
w = eig 2 fﬂ
i —Zn

fe—m w0 (obr. 37).

Obr, 37

Veln 9, Katds linedrne lomené zobrazenie, ktoré zobrazuje kruh | 2| 5 1 na kroh [w| = 1,
pridom vnitorny bod 2o kruhu | 2 | < 1 zobrazuje na stred w = 0 druhého kruhu, mé tvar

w o= pi® 20
I — 2z
# € (—m, ) (obr. 38).

Veta 10. Ka3dé linedrne lomend zobrazenie hornej peiroviny ne seba mé tvar
az + b

W= ey

ez b d
i, b, ¢, d redlone &isle, ad — be > 0.
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6. w = 2", kde n je prirodzens &islo, n = 1, zobrazuje jednojednoznaine uhol § < argz <
2

. {Tnakomplamﬁminummlpriamkyftew‘aﬂ, Imw =0 {pre n = 2 pozri obr. 29).
Poznémka 1. K zobrazeniu w = 2" existuje inverzné zobrazenie, ktoré zobrazuje jedno-
jednoznaéne K* bez polpriamky Rez = 0, Im z = 0 na uhol H{A:gz{%:i.'rnminwrm
i
zobrazenie budeme v tomto parayrafe oznadovat |z, Je to jedns z vetvi n.tej odmoeniny, D4 sa
vyjadrit takio: '

n I on n n A —)
Vz_=u1ﬂ (V=2)e, alebo Vi=Vizien [arg (—2) + 2]

Obr, 38

7. Konformné zobrazonie w = z - % (Zukovekého funkeia) zobrazf jednojednoznatne vattro

jednotkovej kruZnice |z ] = 1 na eeld komplexni rovinu bez tsedky —1 < Rew < 1, Im w = .
Na td istih mnofinu zobrazuje toto zobrazenie jednojednoznedne s konformne &j vonkajiok
jednotkovej kruZnice |z | = 1 {ebr. 40a, b).

8. Konformné zobrazenie w = e? zobrazuje jednojednozoadne pas 0 << Imz < 2 na celd
komplexnd rovinu bez polpriamky Rew = 0, Tmw = 0 (ohr. 41).

9. Konformné zobrazenie w = sinz zobrazuje jednojednoznalne pés —x/2 < Rez < /2
na celt komplexnii rovinu bez polpriamok Row = 1, lmw — 0a Re w = —1,Imw = 0 (obr. 42).

10. Konformné zobrazenie w = cosz zobrazuje jeduojednoznaéne polpés 0 < Rezx < 2m,

0 < Imz < o na mnoinu vietkych komplexnyeh &isiel bez polpriamky Rew = —1, Imw — 0
{obr. 43},

Poznédmka 2. Pomocou tychto zobrazeni méseme utvorit duldie konformné zobrazenia,

Priklad 1. Najdiroe celistvé Jinedrne zobrazenie, ktoré nechédva bod 1 + 2i na mieste & bod i
zobrazi do bodu —i.

Riedenie. Linedrne celistvé zobrazenie mé tvar w — az + b, kde 2 # 0, pritora komplexné
¢isla a & b uréime z podmienck:

1+ 2i=ua{l | 2i) + b

—i=gi4b



190

6. Zdklady tedrie funkeie komplexnej premennej

Obr. d40a
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T F—

To jo systém dvoch linedrnych rovanic s dvoma neznémymi ¢ & b, ktorého jedinyn riefenim
jo dvojiea {a, b) = (2 + i, 1 — 3 i). Preto hladané celistvé linedrne zobrazenie je w = (2 + i}z +
+ (1 —3in

Priklad 2. Zobrazme kruh |z] <1 ocou linedrneho lomeného zobrazenia f na kruh
lw]| < 1 tak, aby f{if2) = 0 & arg f' (i/2) = =/2.
Riefenie. Linedrne lomené zobrazenie, ktoré zobrazujekruh |2 | < 1 nakruh [w| < 1abodi/2
ne ¢ podla vety 9 je: ‘
i

B o

it 2 e R )
w 1+.¥= a po Gptave w i e
N ﬁ\y N g
\x /
N ,
N \ &
T | 3
% N\ ¢ 7
#
N
&lr bll'
I — e S
-1 1 -1
|
Obr. 42 br. 4.3
Dalej mbme J') = 60, oo, () = g o0 o aves (3) = o (5 51¢) = 0 Protore

mé platit arg f* (i/2) = =/2, dostdvame, Ze md byt & = x/2. Odtial méme pre hladané linearne
lomené zobrazenie w = M .
2t iz
Priklad 3. N4jdime konformné zobrazenie, ktoré zobrazi jednojednoznaéne pas 0 << Rez < 1
bez Gsetky 0 < Rez = h, b < 1, Imz = 0 na hornt polrovinu.

Riedenie. 1. Zobrazenie w = mz zobrazi jednojednoznaéne pas 0 << Rez < 1 bew daedky
< Rez=1, Imz=0 na pas 0 < Rew = m bez usetky 0« Rew =3 h, Imz = 0. Téito
mnoZinga je symetrickd podla redlnej osi.
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2. Dalej zobrazime ibs polpis 0 < Rez < m, Imz = 0 pomocou zobrazenia it = cosz.
Pretode cosz = cos (¥ + iy) = cosx cosiy — sin rainiy = cos r cosh y — isin # sinh y, lahko
zistimne;

a) Pri prebiehani bodu z po polpriamke Rez =0, Imz =0 od bodu z — o poe hod
z = 0 prebisha bod w = cos z polpriamku Rew = ), Imw = ¢ od bodu w = o pobod w = 1.

b) Pri prebiehani bodu 2z po visedke 0 < Rez <= 7, Imz = 0 od bodu 0 po bod = prebieha
b-udw=ons=ﬁsa&ku—-—lgRewEl,Imwzl]odbndulpobud—l.

¢] Pri prebichani bodu z po dseéke 0 < Rez < xwh, Imz = Ofnh < Rez =, Imz =
prebieha bod w = cosz po vsetke cos nh = Rew << |, Imw = 0[—1 = Rew = vos nh, Im 1w —
= (.

d) Pri prebiehani bodu z po polpriamke Rez = m, Im 2z = 0 od bodu 2 = o bod z = o pre.
bicha bod w = cosz po polpriamke Rew < —1, Imw = 0 od bodu w = —1 pe bod w = .

Pri postupnom prebiehani bodu z opisanom v a), b} a d) prebicha bod z hranicu polpdsa
1 < Rez<m Imez 2 0, priom tento polpds zostdva po lavej strane. Bod w = cosz pritom
prebieha redlnu os a po lavej strane zostdva dolnd polrovina. Preto sa uvedony polpés jedno-
jednoznaéne zobrazi na dolni polrovinu. .

Usetks ©h < Rez < m, Imz = 0 je éasfou hranice tohto polpisa a zobrazi sa pri zobrazeni
w = co8 z na Gselku —1 = Re w = cos wh, Tm w = 0, ktord je éastou hranice dolnej polroviny,
Pouzitim prineipu symetrie {veta 4) zistime, 2o pés 0 < Rez < n"bez tsetky 0 < Rez < mh,
Im: = 0 sa jednojednoznadne zobrazi pri zobrazeni w = cosz na K* bez polpriamok Re w =
Zeoamh, Imz=08 Rew £ —1, Imz = 0.

3. Zobrazenie w = (2 — eos wh)f{z + 1) zobrazi jednojednoznaéne munofinu K* bez pol-
priamok Rez > coswh, Imz = 0a Rez £ —], Imz =0 na K* bez polprismky Rew = 0,
Im w = 0. To vyplyva jednoducho z toho, Ze zobrazuje bod cos 7k na 0, bod —1 na oo (teda
isecku na polpriamku) a bod 1 na (1 — cos xA)/2 (= 0).

4. Zobrazenie lf:_mbmzuje jednojednoznaéne K* bez polprismky Re 2 = 0, Im z = 0 na
hornit polrovinu.

Zobrazenia v 1—4 su jednojednoznaéné a konformné. Ieh zlofonim dostaneme hladané
jednojednoznainé a konformné zobrazenie

-
w_Vcoarr:—cmrrh
- 1 4 cos mz

ktoré zobrazuje pas 0 < Rez < 1 bez Gsobky 0 < Rez =k, A < 1 na horni polrovinu.

1323. Prizobrazeniach w = 228w = 23 néjdite uhol otodenia a lokdlnu deformaciu
v nasledujGeich bodoch: . '

a) 1, b) —1/4, o1+ 4, ) —3 L 4i,

1324. Najdite dizku krivky, ktord je obrazom tsecky z = #, t € {0, 1> pri zobra.
zend w = z/(1 — 2)2. -

1325. Zistite, v ktorej fasti roviny K dochddza pri zobrazeni w — f(z) k lokdlnej
kontrakeii & v ktorej ku lokalnej dilatécii, ak:
a) w.= 22, e) w=zt4 2z e) w=In(z—1)
b) w = 1)z, d) w = ez,

z -+ 1
z—1
l2} = 1, Imz 2 0 do dvoch polpriamok, vychddzajhcich z bodu w = 0. N4jdite
uhol « medzi obrazom tsetkyz = ¢, 1 (—1, 1> a polpriamkou Re w = 0, Im w =
a lokdlnu deforméciu v bode z = —1. '

1326. Linearne lomené zobrazenie w =

zobrazuje hranicu polkruhn

13 ZIbierka nloh

1 - . .
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1327. Najdite zobrazenie, ktoré zobrazi pravouhly trojuholnik s vrcholmi z, =
=32, 2,=17+2i z3=5-+41 na rovnoramenny trojuholnik s vrcholmi
w1=l], 'H.-'3=;2i, w3=1—i

1328. Néjdite linedrne zobrazenie f, ktoré zobrazuje tsedku s koncovymi bodmi
2 = @, z = b na Gsedku s koncovymi bodmi w = ¢, w = d tak, Ze f(a) = c. f(b) = 4.

1329, Pre dané linedrne zobrazenie néjdite vlastny samodruzny bod zo, uhol
ototenia & koeficient podobnosti. Upravte tieto zot azenia na tvarw — z = Alz —20)

(kanonickd forma): =
a) w=2z4+1—3ij, o) w=12+4+1—2i,
b) w =iz + 4, d) w=az+ b a=x0

1330. Néjdite linedrne zobrazenie, ktoré zobrazi:

a) horni polrovinu na seba, .
" b) hornt polrovinu na dolnt polrovinu,
¢) hornu polrovinu na polrovinu Re z Z 0.
1331. Néjdite linedrne zobrazenie, ktoré zobrazuje:

a) pds 0 < Rez < 1 na seba,
b) pss —2 < Imz < 1 na seba,
¢) pés (Rez) — 1 < Imz < Re z na seba.

1332. Najdite linedrne zobrazenie, ktoré zobrazi pis 0 < Rez <1 na pés
— 72 < Imw < =2, ak w{1/2) = 0.

1333. Nijdite celistvé linearne zobrazenie w(z), ktoré zobrazuje pas medzi danymi
priamkami na pas 0 < Rew < 1 pri danych podmienkach:
a)a < Rez<a+h wa)=0, b y=mV§,y=zV§+2,w{D] = 0.
1334. Nijdite linedrne lomené zobrazenie, ktoré zobrazuje body —I1, i, 1 +1
na body:
a) 0, 21,1 —1, by i, e, 1..

1335. Nijdite linedrne lomené zobrazenie, ktoré zobrazuje body —I, <0, 1 na
body: _
LAy i L1414, b) oo, i, 1.

1336. Néjdite véctky linedrne lomené zobrazenis, pri ktorjch body z1 = 182, =

_ = —1 g0 samodruinymi, t.j. w(l) =1, w(—1) = —1.

1337. Nijdite lineérne lomené zobrazenie, pre ktoré body z = 1/2 a 2z =2 st
samodruiné a bod z = (5/4) + (3/4) 1 s zobraz{ na 0.

1338. Néjdite obraz paraboly z = f -+ ié? pri zobrazenf w = 1/z.
1339. Dokaite, ¥e pri zobrazenf w = 1z kruh |z —a | <7, | @ | # r s& zobrazi

na kruh |w—¥&| < R, pritom b=adaf(laP—7r) a BR= ri(| @ | — r2). Vydetrite +

prlpndia_{=r.
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1340. Nijdite stred a polomer kruZnice, na ktori zobrazenie w — - .~

zobrazi redlnu os.

1341, Nijdite pri.amku, ktord sa pri linedirnom lomenom zobrazeni %uw: -
+ i{w + z) — 2 = 0 zobrazi na seba. .

1342, Nijdite obraz polpésa 0 < Rez < 1, Imz > 0 pri zobrazenf w = 1/z.

Vilohdch 1343 az 1347 néjdite obraz oblasti D pri danom linedrnom lomenom

' zobrazeni:
| 1343.Djeuhol{]«::argz<nf4,w=;i—l.
134-1.Dje1mdmntnez>o,1m::-q,w:-:—:—;.
1345._Djepéaﬁ{Rez<1,w=£—;.
1346. D je polkruh [z | £ 1, Imz 2 0, @ = 22—
. D je po lz] £ L,Imz 2 0, il prel
lﬂ?.DjemedzikruiieI-::[z|{2,w=z_z_l.

V vlohdch 1348 a# 1351 najdite konformné zobrazenie hornej polroviny na seba,
ak s dané obmy' Wy, Wy, W bodov Ly 22, 23l

1348, w(0) = 1, w(l) = 2, w(2) = on.
1349. w(e} = 0, w(0) = 1, w(l) = oo.
1350, w(0) = I, w(i) = 2i,

I 1351, wla)) = 0, w(ay) = 1, wias) = co, pritom pre redlne &isla a,, a., a5 plati
' a4y < @y < as.

1352. Nijdite zobrazenie kruZnice |z] =2 na seba, ak w(4) = 0 a kruinica
2] =1 sa zobrazi na priamku rovnobe#ni s imagindrnou osou.

: 1353. Néjdite linedrne lomené zobrazenie, ktoré kruh |z{ < 1 zobrazi na kruh
| jw! < 1 tak, Ze:

&) w(l{2) = 0, arg w'(1/2) = 0,

b) w(0) = 0, arg w'(0) = —x/2,

c) wla) = a, arg w'(a) = a,

- d) w(—1) = —1, w(i) = (3i + 4)/5, w(l) — 1,
i e) w(l) =1, w(—i) = i
1354. Zobrazte kruh | 2| < 1 nakruh | w —1 | < 1tak, aby w(0) = 1,2 & w(l) =

f
4 1355, Zobrazte kruh |z 2| < 1 na kruh |w—2i| < 2 tak, aby w(2) —
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1356. Zobrazte hornii polrovinu Im z > 0 na jednotkovy kruh |w| <1 tak,
aby w(2i) = 0, arg «'(2i) = 0.

1357. Nijdite zobrazenie w = f(z) hornej polroviny Im z > 0 na kruh |w | < R |
tak, ze w(i) = 0, w'(i} = 1. Aky velky je polomer R?

1358. Zobrazte hornt polrovinu Im z > O na kruh jw—1w| < B tak. aby bod i
sa zobrazil do stredu kruhu a aby lokdlna deformécia v tomto bode bola kladna.

1359. Nijdite konformné zobrazenie kruhu [z]| < 1 na hornii polrovinu tak,
aby w(—1) = oo, w(l) = 0, w(i) = 1. _

1360. Nijdite konformné zobrazenic kruhu | z | < I na dolni polrovinu Tm w < 0
tak, aby w(l) = 1, w(i) = 0, w(—i) = —L

1361. Najdite konformné zobrazenie w(z), ktoré zobrazuje kruh [2] < R na
pravii polrovinu Rew > 0 tak. Ze w(R) =0, w(—R) = oo, w(0) == 1. Nato sa
zobrazi horny polkruh?

1362. Zobrazte kruh |z — 4i | < 2 na polrovinu Imw > Re w tak, aby w($) =
= —4 a w(2i) = L.
x—i

1363. Najdite oblast roviny =, na ktori sa zobrazi pomocou zobrazenia w = Pt

prienik kruhov |z 4+ 1| = 1:"5, lz—1]| 2 ]vﬂ_

1364. Néjdite jednojednoznaéné konformné zobrazenie medzikruZia ohraniteného
krusnicami |z | = 1, | 2 — 1| = 5/2 na medzikruzic I < jw | < R. Aky je vonkajsi
polomer R tohto medzikruZia? .

1365. N4jdite konformné zobrazenie oblasti [z—3[>19, [z —8] <16 na
medzikruzic p < |w| < L.

1366. Nijdite linedrne lomené zobrazenic oblasti jz—a| >a, [z2—8] <¥
kde 0 < a < bnapis 0 < Imw < 7. .

1367 Najdite lincirne lomené zobrazenie polroviny Rez > 0 bez kruhu |z —
—(df2)! € df2 na pis 0 < Rew < 1. '
az - b

1368. Vyijadrite zobrazenie w == -

ot d ad — be # 0 akosuperpoziciu linedrnych

celistvyeh zobrazeni a inverzie.

1369. Dokézte, e body z, z* 84 symetrické vzhladom na kruZnicu [z —a | =1,
ak hod z* le#i na priamke iddcej bodmi @, z, pritom plati |z —a{|z* —a|=1%
Néjdite bod symetricky k bodu 2 + i vzhTadom na kruZnicu |2 —1{ = 3.

1370. Najdite obraz pri symetrii vzhladom na kruZnien |z | = 1:

a) kruZnice [z —1 | =1,
b) hyperboly [z — 2| — |z + |21 =1.

1371. Bod w — a?¥/z je symetricky k bodu z vzhladom na kruZnicu |z|~=a.
Néjdite obraz polroviny Rez > 2a pri tejto symetrii.

1372, Néjdite podmienky, pri ktorych zobrazenie » — oz +b

e zobrazi kruh

] z] < 1 na horni polrovinu.

—
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1373. Néjdite konformné zobrazenie kruhu |z| < 1 na vnitro kardioidy w =
= 2(1 4 cos ¢) el®,

1374. Néjdite konformné zobrazenie oblasti leziacej viavo od paraboly z =
= /(2p) + it,p > 0,1 € (—oo0, co) nakruh lw ] < 1tak, aby w{p/2) = 0 a obraz
vreholu paraboly bol w0 = —1.

1375. Nijdite konformné zobrazenie tasti roviny leiiacej vlavo od pravej vetve

hyperboly z = Vl + 2+ if, t € (—o0, 00) & uzavrete] vndtri uhla —n/d < argz <
< wf4 na pds —1 < Imw < 1.

1376. Najdite konformné zobrazenie pdsa ohraniteného parabolami 2 = 4{x 4 1),
=8+ 2)napis | Imw]| < L.

1377. Nijdite konformné zobrazenie kvadrantu 0 < argz < wf2nakruhjw| < 1
tak, aby w(l + i) = 0, w(0) = 1.

1378. Ndjdite konformné zobrazenie, ktoré zobrazi oblast lz]>1, Imz>0
na hornd polrovinu Im w > 0.

1379. Najdite konformné zobrazenic kruhu |z | < 1 na rovinu bez kladnej dasti
redlnej osi, Im w = 0, Re w > 0.

1380. Nijdite konformné zobrazenie w(z), ktoré zobrazf polkruh |zl < 1,Imz > 0
na horni polrovinu pri danych podmienkach:

&) w(—1) = 0, w(0) = 1, w(l) = co,
b) w(if2) = i, arg w'(if2) = —n/2.
1381. Nijdite konformné zobrazenie w(z), ktoré zobrazi polkruh iz | < 1,Imz > O
na kruh |w| < 1 pri danych podmienkach:
a) w(l} = 1, w(—I1) = —1, w(0) = —i,
b) w(if2) = 0, arg w'(i/2) = =/2.
1382, Najdite obrazy:
a) kruinic |z | = R, b) polpriamok arg z = ¢
pri Zukovského zobrazeni w = (z + =12, |z) > 1.
1383. Niéjdite oblasf, na ktord zobrazi Zukovského funkeia w — (z + z71}/2 kruh
2] £ 1 s vyrezom pozdlZ dsetky s koncovymi bodmi:
a) 1/2, 1, b) —1/2, 1.

1384, Zobrazte konformne vonkajiok kruhu fz] > 1 na vonkajsok elipsy
[w—e| 4+ |w+e|>2a (2= a?— b2, a, b, c>0.
1385. Zobrazte konformne vonkajiok jednotkového kruhu |z| > 1 bez pol-
priamky Im z = 0, Re 2 < —1 na:
) rovinu w bez polpriamky Re w < 0, Im w = 0,
b) pravii polrovinu Re w > 0.
1386, Néjdite konformué zobrazenie oblasti medzi dvoma konfokdnymi elipsami
21."5 <lw—2| 4+ |w+ 2| < 6 na medzikrutie R, < |z | < K». Ndjdite R,/R,.
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1387. Néjdite konformné zobrazenie horného polkruhu |z| < 1 na hornii pol-
rovinu Im w > 0 tak, aby w(0) = 0, w(l) = 1, w(—1) = —L

1388, Néajdite konformné zobrazenie vonkajéku kruhu |z| > 1 na rovinu w bez
obltka |w]| =1, —x/2 £ arg w £ =/2, prifom w(o) = co.

v lohdch 1389 az 1400 nsjdite konformné zobrazenie danej oblasti na hornt
polrovinu, ak dana oblast je:

1389. Rovina bez Gsetky Imz =0, —1 £ Rez = 1.

1390. Rovina bez teetky Rez =0, —1 < Imz = L.

1391. Rovina bez polpriamok (—oo, —13, <1, o).

1392. Polrovina Im z > 0 bez Gsetky Rez =0, 0< Imz £ &, A > 0.

1393. Kruh |2} < 1 bez Gisetky Imz=10,0 < Rez £ 1.

1394. Rovine bez Gsetky & koncovymi bodmi 1 41, 2 -+ 21.

1895. Vonkajiok jednotkového kruhu |z | > 1 bez polpriamky Rez = 0, 1<
< Im =z

1396. Kruh |z| < 1 bez tsetiek —1 < Rez <0, Imz=0a a<Rez<l,
Imz=0,0<a<l.

1397. Horny polkruh |z| < 1, Imz > 0 bez tsetky Rez=10, «a < Imz < 1,
kde 0 < @ < 1.

'1398. Oblast Tmz > i, |z | > 2.
1399, Kruhovy vysek |2 | < 2, 0< argz < wf4.
1400. Oblast [z | > R, 0 < argz < ma, O0< & £ 2.

1401. Najdite konformné zobrazenie kruhu iz | = 1 bez visetky Imz = 0, 1j3 =
<Rez< 1nakruh lw| £ L.

1402, Nijdite konformné zobrazenie vnutra elipsy 427 + 5y? = 2 bez tselky
spajajiicej jej ohniskd na medzikruzie 1 < jw| < & Najdite polomer R. :

1403. N4jdite konformné zobrazenie vonkajsku elipsy |z — 3|+ ]z+3[>10
na vonkajiok kruznice |w | > 1.

1404. Naijdite konformné zobrazenie uhla 0 < argz < wa, 0 <« < 2 na hornil
polrovinu.

1405. Nijdite konformné zobrazenie oblasti @ <argz < fi, 0 < f—a < o
na polrovinu Re w > 0.

1406. Na aku oblast sa zobrazi kruh |z | < 1, ak w = nz — 2% kde n je prirodzené
tislo, n > 1. Néjdite obsah tejio oblasti.

1407. Najdite konformné zobrazenie uhla —n/d < argz < wn/4 na hornd pol-
rovinu tak, aby w(l —i) = 2, w(i) = —1, w(0) = 0. '
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1408. Nech A jekruh |2z < 1a Bkruh |2 4+i| = 1. Najdite konformné zobra-
zenie oblasti:

a) A n B, b) 4—B8, ¢) B—A4, d) K—(d y B)
na hornid polrovinu.

1409. Nijdite konformné zobrazenie oblasti [z | > 2, |2 —Vf | < Ff na hornd
polrovinu.

1410. Nijdite zobrazenie oblasti "z| > 1, Imz > 0 bez polpriamky Re z = 0,
2 £ Im z na hornti polrovinu.

V tlohdch 1411 aZ 1416 najdite konformné zobrazenie danej oblasti na hornt
polrovinu, ak dand oblast je:

1411, Pisa < Rez < b.

1412, PisRez < Imz < Rez 4 A.

1413, Oblast 2| < 2, [z —1] < L.

1414, Oblast |z | > 2, [z —3| > 1.

1415. Polpds Rez > 0,0 < Imz < a.

1416, Pis 0 < Rez < = bez polpriamky Tm z — /2, Re 2 < 0.

1417, Nijdite konformné zobrazenie polroviny Rez > 0, bez kruhuiz — 12| £
= 1/2 & bez tiseéky 1 £ Rez < 2, Im z = 0 na hornti polrovinu.

1418, Néjdite konformné zobrazenie, ktoré zobrazuje oblast | z f>1, Imz <1
na:

a) hornit polrovinu, pricom w(—3i) =1 + i, arg w'(—38i) = =,
b) kruh |w| < 1, pri¢om w(—3i) = 0, arg w'(—3i) = =/3.
1419, Nijdite konformné zobrazenie kruhn |z| < 1 na pas 0 < Imw < 1.
- pricom w(i) = i, w(—i) = 0 & w(0) = i/2. )
1420. Néjdite konformné zobrazenie oblasti |z —a cotg | > ajsina, [z —
—acotg{x -+ )| < afsin(x+ f), Imz > 0, a, a, # 86 reslne &sla, na pds 0 <
< Imw < h.

1421. Nijdite konformné zobrazenie roviny bez polpriamok Re z < —a, Im z = 0
aRez=1g Ilmz=0napis 0 < Imw < b tak, aby sa prvi polpriamka zobrazila
ng priamku Im w = 0 a druhd polpriamka sa zobrazila na priamku I'm w = b, pri¢om
w(0) = b i/2.

1422. Nijdite konformné zobrazenie polpisa —r/2 < Rez < %2, Imz > 0
na horni polrovinu tak, aby bolo w(r/2) = 1, w(—mx/2) = —1, w(0) = 0.

1423. Nijdite konformné zobrazenie pisa —n/2 < Rez £ n/2 bez tisedky
0 = Rez < /2, Imz = 0 na hornit polrovinu.

V tdlohdch 1424 az 1429 néjdite konformné zobrazenie danej oblasti na horni
polrovinu, ak dand oblast je:

1424, Oblast [z—1|{>1,(z+1]> 1, Tmz > 0.
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1425. Polpss Rez < 1,0 < Imz < A

1426, Rovina bez asti parabol z = ({2 —1) + 21, te(—2, o), 2= (4 —1) +
+ 4ti, te (—1, 0> a bez polpriamky 0 £ Rez Imz = 0.

1427. Polpés 0 < Rez < 7, Imz > 0 bez setky Re z = w{2, h £ Tmz, kb >0

1498. Oblast [z—1] <1, |2—2| < 2 bez tsetky Imz2=10, 2 £ Rez 5 o,
a < 4. L

1429, Oblast |z —1] > 1, |z-+1|>1, Imz> 0 bez Gseéky Rez =0, 0 =
< Imz £ b .

1430. Najdite obraz pasa —mu/4 < Rez < mf¢ pri zobrazeni w = tg z.

1431. Najdite kenformné zobrazenie pisa 0 < Re 2 < /2 na kruh |w| <1
bez dsetky Imw = 0, 0 = Rew = 1.

1432. Nijdite konformné zobrazenie vonkajsku kruhu [z| > 1 bez usetiek
~d<Rezs —1, Imz=0a1z2Rezz= d, Iplz=(} na horni polrovinu.

1433. Na skt oblast sa konformne zobrazi horné polrovina Im z > 0, ak cos w ==
= cosh a cos z & w(n[2) = =/2.

1434. Konformné zobrazenie w = aretg z zobrazuje kruh [z | < 1 na pis v ro-
vine w, Néjdite dirku tohto pdsa.

1435. Néjdite Lonformné zobrazenie pésa |Imz| < 1/2 na jednoikovy kruh
lw| < 1 tak, aby w(0} = 0. Néjdite obrazy priamok Rez = ¢, Im z = ¢;.

1436, Najdite konformné zobrazenie pdsa 0 < Rez <= bez Gsetky Rez = 0,
0sImz = ke horn polrovinu.

1437. Néjdite konformné zobrazenie pisa —1 < Imz <1 ‘bez tseciek —1 =
< Imzg —1/2, Rez=0a1/2 5 Imz = 1, Re z = 0 na hornt polrovinu.

1438. Néjdite konformné zobrazenie danej oblasti na hornd polrovinu, ak pre

tiito oblast plati |z —i| > prra Imz > 0 & pre Im z < O bod 2 neleii na @secke
z=it, te{—2, 0.
1439. Néjdite obraz kruhu [z < 1 pri konformnom zobrazeni w = Argtgh z.
Ulohy 14;1{! az 1443 riefte pomocou priml:ipu symetrie.
1440, Nsjdite konformné zobrazenie oblasti:
a) voitra paraboly y? < 2pz,
b) vnutra pravej vetve hyperboly, -::—1--— %zi > 1,z >e
" na horni polrovinu. )
1441. Najdite konformné zobrazenie hornej polroviny bez usetiek z = km + it,
ted0, b, k=0, 1, £2, ... na hornit polrovinu. '

1442. N4jdite konformné zobrazenie roviny bez usetick —1 £ Rez £ 1,Imz =0
aRez=0 —2=Imz s 0 (pismeno 7') na hornit polrovinu.

1443. Nijdite konformné zobrazenie roviny bez tsediek z == tel®/4 te(—1, 1>
az—tentis te(—l1, 1> (pismeno X) na vonkajiok kruhu jw | > 1.
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6,56. Integril funkecie komplexnej premennej

V komplexnej rovine K, podobne ako v élanku 4,1, zavidzaji sa pojmy & oznatenia; jednoduchy
orientovany oblitk, jednoduchd uzavretd cyklicky orientovand krivka, vniilro uzavrete] krivky, jedno-
duchda sivisld oblast a dalej pojmy: delenie oblika, norma delenia, normdlna postupnost delent
arientovanej krivky.

Nech (! je orientovand krivka v komplexnej rovine s parametrickym vyjadrenim

2(8) = x{0) + iy}, tela . (1}

Nech f(z) jo funkeia komplexnej premennej, ktorej obor definicie obsahuje krivku 7 a nech f{z)
je na O ohranitend, Weeh D je delenie krivky € dané deliacimi bodmi z{a} = 2o, 21, «+.s 2p =
= z(f). Nech bod {, lefi na krivke € medzi bodmi zj_; a 25, j =1, 2, ., M

Integrdlnym siétom funkeie f(z) pre delenie D) orientovanej krivky € a pre vyber bodov ;
nezyvame sudet

SAD) = > fids) e — 2k (2)
j=1

Integrdlom funkcie f(z) na orientovanej krivke € nazyvame také &islo /, #e pre kaidi normdlnn
postupnost deleni { Dy }7_ | krivky € & Tubovolny vyber bodov {; plati:

J = lim Sy( Dx).

[ e

el

Integral z funkeie fiz) po krivke C £a oznaduje:
f fiz) dz,
o
Funkeia f(z) sa nazyva integrovalelnd na krivke €, ak existuje fﬂz} dz.
«
Pre integrdl f f(z} dz platia analogické vety k vetdm 4, 6, 7 pre krivkovy integral 1L drubu
L&
{pozri élénok 4,1). Dalej plati:

Veta 1. Nech orientovand krivke ¢ ma dl3ku L. Nech f{z) je na krivke ¢ integrovatelné a plati
iflz)| = M, ze C. Potom plati:

‘ f 1) dzil'g ML.
¢

Veta 2. Nech C je sihlasnc [nesuhlasne] orientovany obluk s parametrickfm vyjadrenim
z(t}, t& <2, f>. Nech 2’(f) je spojitd funkeie na intervale {a, fi; a nech funkeia f(z) je chraniéend
- ﬂ -

ne C. Potom f fiz) dz existuje préve viedy, ked oxistuje f flz(t)] 27(¢} dt a plati:
L5 2

# 3
cf Hezydz = ! Fl2(69] 2°(¢) de [‘{ flzydz = — ! Flz(e)] =*{e) cu].

Yeta 3. Nech € je po fiastkech hladka krivka stihlasne orientovani s parametrickym vyjadre-
nim z(f), t € <&, f>. Nech funkeia f(z) je na krivke € spojitd. Potom plati:

é“j{aldz = fu{a:, y) dae — vz, ¥) dy + ifvtm. y)dx + u(z, y) dy,
( c

kde u(z, y} = Re f(z) a v(r, y) = Im fz}.
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Veta 4. (Cauchyho integralna veta.) Nech ¢ je otvorend mnotine. Nech funkeia f(z) je na 2
analytickd. Nech € je uzavreta, eyklicky orientovana, po tiastkach hladkd krivka, kiord aj so
svojim vnitrom leki v G. Potom plati:

cfj{z}dz - 0.

Veta 5. Nech funkcia f(z) jo analytickd v oblasti D. Nech F(z) je primitivaa funkeia ku fiz),
1.j. F'(z) = f(z), z € D. Nech C'je po Siastkach hladké krivka so zatiatoénym bodom z, & konce-
vym z; lefiaca v D, Potom plati: '

f fir) dz = Flan) — Fiz). C@
[

Pozndmka. edze integral v (3) nezdvisi od integratnej cesty, podobne ako pri krivkovom
integrale, oznatujeme ho takto

22
JECES
oy
Yota 8. Nech €, ¢, Ci. +.., Cn 80 uzavreté kladne [zdporne] orientované krivky (poeri
4,3) a nech C,, €1, ..., Cq lefia vnitri krivky € tak, Ze #iadne dve a ani ich valitra nemajua

spolodné body. Nech krivka (' a jej vnitro, bhez voitra kriviek ¢y, €3, ..., On leia v oblasti
G. Nech f(z) je analytickéd na . Potom plati:

flyds = | flzrds 4+ | flapdz + .+ f;{z:adz.
Joos= Juases fanws o |

Veta 7. (Cauchyho integrilna formula.) Nech na oblasti G je funkeia f(z) analytickd. Nech '
je uzavretd kladne orientovana krivka, ktord lezi so svojim vnitrom v oblasti 7. Nech bod 3
lezi voatri krivky €. Potom plati:
_ 1 fiz)
el = 2t ) z—z20 dz.
E-"

Vets 8. Nech funkeia f(z) je analytickd na oblasti D. Neclr € je uzavretd kladne orientovand
po Ziastkach hladkd krivka, ktord so svojim vnutrom A ledi v oblasti D. Potom funkeia f(z)
mé v kafdom bode z € A derivéciu Tubovolného rddu, pre ktora plati:

n n! 2 N
JioNz) = Ei‘!mﬁ'd'z; n=12...

Veta B. (Cauchyho nerovnost.) Neoh (2} je analytick funkeia na oblasti D & nech C je kruznica
|z—a| = R, ktoréd 8j so svojim vaitrom leti v D. Nech M == max | f(z} |. Potem plati:
zell

TR T

Yeta 10, (Veta o atrednej hodnofe analytickjch funkeii.) Nech f(z) je analyticka funkeia v kruhu
[z—a]| %= R. Potom plati:

»

2=
1 1
ﬁﬁ)’ﬁ!f{!]dﬁ-z—ﬂfﬂﬂ +'Ba"¢}dg;,
]

kde C je kladne orientovand kruinica [z—a| = R,
- Veta 11. (Liouvilleova veta.) Nech funkcia f(z) je enalytickd na celej komplexne) rovine K

" a nech je tam ohranifend. Potom funkeia f(z) je konStantné na celej komplexne) rovine K.
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Priklad 1, Vypoﬁfhjminhgrﬂflzd:.priﬁnm € jo dsetka so zatistoéngm bodom i & konco-
vym bodom 1. ¢
Rickenie. Kode i = [0,1] a 1 = [1,0], dsetka C mé parametrické rovnice z =, y = 1 —#
te¢0, 15>. Parametrické vyjadrenie Gselky ¢ v komplexnej rovine je: .
_ 2(f) = ¢ + (1 —t}i, £ €0, .
Kedie st spinené predpokiady vety 2, mime:

1 i
i

1
1 1 . 2% — ) 1
J:*-fmf“*““=fmd‘”‘fw_z:+1‘*‘-
(1] 0 0

S I?f*—ﬁl-}-l[t—inmt {2:_1;1 i =
-z [ Rl et &

Priklad 2. Vypotitajme integr&l-fidz. ak krivka €' je &ast kruZnice z = o/, L€ {0, w2

shlasne orientovanej s parametrickym vyjadrenim.

Riedenie. Pousijeme vetu 3. Ak oznadime f(z) = 2, 2 =7 + iy, mame Re f(g) = =, Im flz) =
= —y. Kedie sii splnené predpoklady vety 3, mame:

fEdzs f:rd.:r-l— ydy+if—ydx+zdy,
; & «

kie C je éast orientovane] kruinice, ktorsj parametrické rovnice s & = cost, y = sini
E(“; 1:,2)-
Podls vety 3 ¢ldnku 4,1 dalej mame:

al2 ' ml2 a2

rEd==I [-—'cosrainc-!,-ainlcusr]d:-t-if [aiult+t'-os=:}d3=ifdt=i[!}{'}m=-fg—1.
0 L

& 0
_ 9
zlzt — 1) '
I

kde C je kladne orientovand kruinica lz—1] = 1/2.

Priklad 8. Vypobitajme integral

Riefenie. Dany integral upravime takto
H Ia(z + 1)
sz[z*—l}dz=[( P e

a pougijeme Caucﬁyho integralnu formulu. Funkeia fiz) = 1j2(z + 1) je na kruZnici [z —1 | =
= 1/2, ako s} v je] vnute anslytickd. Preto podla vety 7 marne;

dz . z{z + 1} _ . 1 .
f:{zl-lTl':f z—1 dz_gm[:tzi-ll] T
' [ g=1

11444. Pomocon integrilnych saftov dokdite, Ze plati:

1
a} f‘iﬂ=31——:a, b) fzdz=§(zi—z§},
C ¢

kde € je jednoduchy orientoveny obluk od bodu z, do bodu z;.
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V tlohach 1445 az 1461 vypoéitajte dané integrily po krivke C.

1445, fzdz, kde C je visedka z(f) = 3¢ -+ 4ti, £ € <0, I>.

1446, f Re z dz, ak krivka C je:

a) usetka so zatiatoinym bodom z; == 0 a koncovym 2, = 1 -+ i,
b) polkruZnica | z| =1, 0 < argz s modz =1poz = —1,
¢) kladne orientovand kruinica | 2 | = a.

1447, f Im z dz, kde krivka C je:

a) usecka so m&mtoén]}m bodom 0 a koncovym 2 4.0,

b) lomend krivka pnzostﬁva;ﬁcazdvoch tiseciek, pmom prva mai mémt.n{'-nf
bod 0, koncovy bod i a druha zafiatoiny bod i a koneovy 2 i,

¢} polkruinica |z| =1, Tmz > 0 od bodu 1 po bod —1.

1448, f % dz, kde 7 je kladne orientovana kruZnica |z | == a.

1449, f‘l 2 | dz, ak krivka ¢ je:
5
a) asefka od bodu 0 po bod 2 — i,

b} polkruinica| z ! = 1, Im z = 0 so zaliatolnym hodom—1 akoncovyml,

e} polkruinica iz, = 1, Rez £ 0 so zatiatoinym bodomn —i, koncovym
bodom 1,

d) kladne orientovana kruzniea | z | = a.

1
1450. f :‘5-+--r dz, kde ﬂ' jl!

a) kladne orientovana kruznica |z | = 2,

'b) kladne orientovana elipsa = = cos ¢ + i{sin £}/2.

1451, f (z — a)* dz, n je celé &islo, ak krivka ¢ Je:

a) polkruznica |z —a| =R, Imz 2 0 od bodu 2« - R po hod a—R,

b) kladne orientovana kruinics |z —a | == R

¢) kladne orientovany obvod #tvorea so stredom v bode g a stranami
rovnobeznymi so suradnicovymi osami.
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1452, Vypotitajle f |2]12dz, kde € je uzavretd kladne orientovand krivka,

¢
zlotend z polkruznice | 2| =1 Tmz > 0 a tsetky —I = Rez = I, Imz = 0.

14563, Vypotitajie f -;— dz, kde € je orientovand krivka podla obr. 44.

14564, f f{z — i}-- dz, kde €' je kruZnica |z | = 3 kladne orientovani.

%

1455, f ¢ sin 2dz, ak krivka € je:
c
) usefka so zafiatoinym bodom 0 a konecovym i,

b} pamhula'z — 2~ ¢t 4 if, f €0, 1, orienfovand sihlasne s parametric-
kym vyjadrenim,

1456. f ¢’ dz, kde C jelomend krivka, zloZend z dvoch Gsedick, pricom zafiatotny

c
bod je 0, koncovy bod 1 4 i a spoloiny bod oboch Usediek je a) 1, b) i

1457. Dokéste: Ak O je kladne orientovany obvod &tvorea, ktorého vreholy st
2 == 2o 4+ 0 A W0, 2y = Zg— @ 10, 23 = 2g—a — i, 24 = % — @ — 14, kde a > 0,
potc:m plati: =~ :

—1-—— dz = 21,
z— 2o
¢

1458. Dokazte, 7e ak jednoduchy po ¢iastkach hladky obluk € od bodu ¢ po bod 1

neprechddza bodmi i a —i, tak

dz T
fTIE—T+“
o

kde k je celé tislo.
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1459. Dokéste, e ak jednoduchy po &iastkach hladky oblik od bodu 1 po bod 2z
neprechddza zadiatkom z = 0, tak

J‘%i=ln|z1+ig:+2kni,

kde k je celé éislo a z = | z | e'¥.

1460. Dokaite, ze ak ¢ je Tubovolnd, jednoduchd, vzavretd, kladne orientovand
krivka, ktord neprechddza bodom e, tak

'I."i, ked » # --1
f{z—a.)"dz: i, ked n = —1, a je vniatri C,
0, ked n=-—1,a jezvonku C,

o
pricom n je celé dslo.

V Glohdch 1461 a2 1488 pomocou Cauchyho integrélnej formuly vypotitajte dany
integrél po kladne orientovanej kruinici C':

2
lﬁl.cfz_zzidz,akpreﬂplatia]|z|=3,b}‘,z|=1.

z44 .
l-lﬁﬂ.f g +5dz,akpre€platia}|z|-l, Wiz = 1 — | =

¢)1ﬂ"rl+ ]_2

1463. f 2 4z ,akpreCpl&ti|z—n.|_aa}1
1464. f—ajﬂz—dz ak pre Cplati |z 1] =L
1465. f 2+1dzukprc(3’pl&i-ilzw—21'|=3j’2

1466 f“‘“""‘“}dz ak pre C platf |z—1 = 1.

1467. sz z+a;dz akpreﬂ'pla.tﬂz[—-lRR}a

ef cos 2
(1 4 22) sin 2

1468. dz, ok pre € plati |z — 2 —1} = 2.

1469, Vypotitajte f zzd_: 5 Krivka C' je jednoduchd uzavretd po Hiastkach

d
hladk4, pritom:
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a) 3i lezi vnitri ¢, —3i zvonku C,
b} —3i lez{ vnitri €, 3i zvonku C,
e) 8i, —3i lezia vnutri C.

1470. Vypotitajte vietky moiné hodnoty integralu

="
2(z¥ —1)
C .

pre rézne jednoduché uzavreté po Giastkach hladké krivky ¢, ak krivky € neprechi.-
dzaju Ziadnym z bodov 0, 1, —1.

V tlohéch 1471 a2 1475 pomocou Cauchyho integralnej vety pre fim(z) vypocitajte:

1 . . :
1471, f -(z—z"—_}—:g—): dz, ak € je kiadne orientovans kruinica
L

a) |z—2i| =2, by |2+ 2i] = 2.
e . . . .
1472, f mdz‘ ak krivka € je kladne orientovand elipsa z = cosf 4-
¢

+ il 4 2sint), t {0, 2x).

1473. yr— dz, kde C je kladne orientovany ohvod &tvorca uréeného
[

£1
vrcholmi 1, 1 4+ 2i, —1 + 2i, —1.

1474, f ey 1)31(2 1) dz, ak (' je kladne orientovand kruZnica:
¢

a)lz—1|=1, by 2+ 1|=1/2, ¢) jzj=2.
1475. f 7{0_—'?-:_2]4_ dz, ak bod —2 je vnutri jednoduchej uzavretej hladkej krivky C,
J e

kladne orientovanej.

Ve 1 e? - ‘
H76. Vypolitajte i f Fips dz, ak € je jednoduchd, uzavretd, kladne.

[
orientovand krivka, pri¢om:

a) bod 0 lei{ vnitri a 1 zvonku ',
b) bod 1 le{ vnitri a 0 zvonku C,
¢) bod 0 aj 1 lezi vaidtri C.

1477, Vypodtitajte f P :z — dz, kde C je kladne orientovana kruznica
¢

|z{=r,la, <7 < |b|am je prirodzené &islo.
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1478, Nech € je kladne orientovand kruinica |z |=r, r < R. Dokikte, ze

ak f(z) je regulirna funkcia v oblasti 0 < [z| < R, potom integral f fiz)dz =
¢

2a
= ff[r el*} dg nezdvisf od r.
¢
1479. Pomocou vety o strednej hodnote analytickych funkeif vypoéitajte integral

2
f].n]re'“——a|dtp, r< |al.
(+

6,6. Nekoneéné rady

A. Komplexné nekoneéné rady

Nech {an}:’_l je postupnost komplexnyeh éisiel (poeri 2,2/11). Vyraz

4]
a;+az+a3+...+a,+...=zan {1y
m=1

nazyvame komplexnym nekonedngm radom alebo kemplexngym radom.

Sﬁ.ﬁet #n=Gy - @z + g b ... +an, m =1, 2, ... nazjveme n-t¥m Ciastoénym saétom
komplexného radu (1). Postupnost komplexngch éisiel {a,. }:_ | Nazyvame postupnostou &astotnych
siidtov komplezného radu (1),

Komplexny rad (1) je konvergentny, ak je jeho postupnost &iastotngeh saétov konvergentni.
Cislo # = lim a4 nazyvame sidom komplexného radu (I). Ak komplexny rad (1) nie je konver-

Tt
gentny, hovorime, e je divergentny.

VYeta 1, Majme komplexny rad (1), prifom ay = #n +ivg, n =12, ..., kde 1y 2 v, n =
=1, 2, ... & redlne disla. Komplexny rad (1) konverguje vtedy a len vtedy, ked konverguju

- -] aa
rady Z Up, z va. Ak komplexny rad (1} konverguje, potom plati

n=—1 n=1
=

ins = i“u + izvn-

n=1 #=1 n=1
o

Nech pre komplexny rad (1) plati | ay | = op, 2 = 1,2, .... Rad z #n S negaporngmi redlnymi
=l
Elenmi nazyvame majorantngm radom ku komplexnému radu (1).

Veta 2. Ak ku komplexnédmu radu {1} exiztuje konvergentny majorantny rad, potom komplexny
rad {1) je konvergentny.

: .
Yeia 8. Ak nekonaény rad Z | @n | je konvergentnyg, potom konverguje aj komplexny rad (1).

n=]

¥eis 4, Ak komplexny rad (1) konverguje, potom lim ag = 0.
Hiew o




-
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Pozndmka 1. Pre komplexny rad (1) sa zavidza pojem abanlitne a relativne konvergentného
radu rovnako ako pre nekonetné rady s redlnymi éislami {pozri é1. 1,1). Operdcie s komplexnymi
radmi sa definuji podobne ako operdcie s nekoneénymi radmi (pozri ¢l. 1,2). Pre konvergenciu
komplexnyeh radov plati Bolzano—Cauchyho, Cauchyvho. limitné Cauchyho, d'Alembertovo
limitns d'Alembertovo kritérium (poari &, 1,1).

Priklad 1. Zistime, & komplexny rad

= ]

Z e"ﬂ‘*lﬂ LY
T =

e an | ln

je absolitne konvergentny.

Riedenie. Potitajme |ay |, kde a, = e'tv=tomf(2e & ), n = 1, 2, ..., méme:

IeI[--i-h: nj'] 1 1
|¥n+lf""1"| - 2“+F; T

pren = 1,2, ...,

a
Z toho vyplyva, Ze konvergentny geometrieky rﬂ.dZ{l;'i]", ¢ = 1/2 je majorantny rad

n=1

k danému komplexnému radu. Preto podla vety 2 dany komplexny rad je absolitne konver-
gentny.

B. Funkciondlne rady kemplexne] premennej

o
Ak &leny fa, n =1, 2, ..., funkecionalneho rnduz Jfr 3G funkeie komplexnej premennej

. r=1]
definované na mnofine M, hovorime o funkciondinom rade komplexnej premenne;.

Definicie konvergencie, divergeneie, obdru konvergencie, rovnomernej konvergencie, majo-
rantného radu funkeiondlneho radu komplexnej premennej sa zavédzaji rovnako ake pre
funkeiondlne rady (pozri &l. 1,4). Prave tak veta 2 z &l. 1,4, ktord hovori o zistovani rovnomernaj
konvergencie funkciondlneho radu pomoeou konvergencie majorantného radu, plati aj pre
funkeiondlne rady komplexnej premenne;j.

Na rozdiel od vety 6 z ¢l. 1,4 pre funkeionéloe rady komplexnej premennej platia vety 5 a 6.

Vela 5. { Weierstrassova veta.) Nech filz), filz), .. .,f.{z].'. .. s analytické funkeie v oblasti I
a nech funkeiondlny rad komplexnej premennej

=+
D Il = 0+ S ) @)
=l .

v oblasti I} konverguje & mé sidet Fiz), z e D. Ak funkciondlny rad komplexnej premennej {2)
v Tubovolnej uzavretej oblasti 4 chranidenej krivkou, ktord leti vo vnitri oblasti D, rovinomerne
kénverguje, potom:

a) sidet F(z) je analytickd funkeia v oblasti D,

. b} denvacie Fk)(z), k =12 ..., n ... dostaneme derivovanim élena za Zlenom funkeio-
nialneho radu kemplexnej premennej (2). Tieto rady st opét rovnomerne konvergentné v oblasti A.

Vet 8. Nech funkeis fifz), f2(z), ..., fal2), ... e 8pojité na mnogine D. Nech funkcionalny
rad komplexnej premennej (2) konverguje na mnotine D rovnomerne a mé siéet F{z), z € 1.
Nech € je orientovand, po Siastkach hladké krivka, ktord le#i v mnotine D). Potom funkeionilny
rad komplexnej premennej (2} mdieme integrovat &lena za Slenom po krivke €, t. j. plati:

J' Fl2) dz = ; [sttz} d.-.],

14 Zbierka Lloh
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Prikiad 2, Najdime mnodinu, na ktorej funkeiondlny komplexng rad

Sl k)
n=1

konverguje rovnomerne,

Riedenie. Zistime obor konvergencie funkeiondlneho radu komplexnej premennej pmnmuu
d'Alembertovho kritéria, ak méme:

i () ;
lim f'“ |_ lim | (n+ 1) z = lim . .
R S fn I M= 0 i ,l_ (zl. + -—l-) e (Fe 4 1]1
im | 2 4=l 1 im nt lim 1 Zintz 4 1
' l + z-an ] nm iﬂ‘i‘”z' z 1 ..

et
Pre [z| > 1 je lim z-» = ( a dostévarne:

=
“m |fl+!.

W2 ]

=z =1

_1|

1+0
a teda rad (3) pre [ z] > 1 je divergentn. Pre [z | <. 1 je lim 2z = 0 & dostdvame;

fl-ﬂ

lirn
- ]

=1

e
1n+1]_ 1 )
z 0+1 ] |z

s tods rad (3) pre |z | < 1 je divergentny. Ostdva vydetrit pripaed |z | = 1. Poéitajme |fa |,
méme;
1 1 2
|fl|=“‘fﬂ'5"| (| |+_|.3_"_f_) {|3| +W)-§-

&ite rad 2121#] j& majorantny rnd k funkeiondlnemu radu komplexnej premennej (3). Podla

fi=1 ,
“vety 15 z &ldnku 1,1 je tento majorentny red konvergentny a podla vety 2 z tlénku 1,4 o rovno-
mernsj konvergencii, dany rad (3) rovnomerne konverguje na krufnisi | 2| = L

C. Mﬁnilﬁﬂ rady

Mocninovy rad komplexne] premennej je funkeiondlny rad komplexnej premennej tvaru

Za,.{z—a]' =gy +afz—altafz—aP + ... Ltas{z—af"+ ..., {4}
pritom ag, @y, 83, .., n, ... 8 G - komplexné éisln, Cislo ¢ nazyveme atredom mocninového

radu (4) komplexnej promenne;j.

" Yeta 7. Ak mocninovy rad (4) komplexnej premennej konverguje v bode 2o, potom je absolitne
konvergentny v kafdom bode kruhu |z —a| < |z0—a|.

Véta 8. Pre moeninovy rad (4) komplexnej premennej nastiva préve jeden z tychto troch
pripadov:

L . ) -
8} lim sup Vl ag | = oo viedy a len viedy, ked jeho cbor konvergencie jo mnoline s jedinym
T3

islom z = a.
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n
b} lim sup }"| @n | = 0 vtedy a len vtedy, ked jeho obor konvergencie je mnotina vietkych

fiew o

komplexnych &isiel K.

n :

e) 0 < limsup |as | < o vtedy a len viedy, ked jeho obor konvergeneie je mnofina,
ot

ktord obsahuje kazdé komplexné &islo z, pre ktord plati |2 —a | < p & neobsshuje Ziadne

"
komplexné &islo z, pre ktoré by platile |z —a | > p, prifom g = 1flim sup Vm
Fh=e QT

Poznémka 2. Cislo p se nazjve polomerom konvergencie mocninového radu (4). Obor kon-
vergencie moeninového radu (4) jo kruh |z —a | < @ 8o stredom a & polomerom g, pripadne
aj nejekd mnoZina bodov konvergenéne] kruinice | : — a { = g. V pripade 8} z vety 8 sa definuje
g= 028 v pripade b) g = @0, '

Pozndmka 3. Operdcic 5 moeninovymi radmi komplexnej premenncj sa zavédzaji podobne
ako operécie s moeninovymi radmi redlnej premennej a préve tak platia vety pre operdcie 8 moeni-
novymi radmi komplexnej premennej (pozri. &. 1,5).

¥eta 9. Nech ¢ = 0 je polomer konvergencie mocninového radu (4) komplexnej premennej.
Nech je 0 < g, <C p. Potom:

8} mocninovy rad (4) komplexnej premennej rovnomerne konverguje v kruhu jz —a| = gy
e0 stredom v bode @ a polumercm g,

bj sidet F(z) moeninového radu (4) komplexnej premennej je analytickd funkcia v kruhu
le—al < g

¢) stdet F{z) ma v kruhu | z— a | < g derivédeie katdého rddu, k = 1,2, .. ., ktoré destaneme
derivovanim &lena za élenom mocninového radu (4) komplexnej premennej,

d) tieto mocninové rady komplexnej premennej pre F(k)(z) maji rovnaky polomer konver-
gencie ako mocninovy rad (4) komplexnej premennej.

Vetr 10. Nech 0 < p; < p, kde p je polemer konvergeneie mocninového radu {(4) komplexnej
premennej & Fiz) jeho sadet. Ak orientovany, po fiastkach hladky oblik od bodu @ po bod 2

leti v krubu |z —a| < p;, potom moZno integrovat mocninovy rad komplexnej premennej
élena za élenom po obhiku € a plati:

f Fz)dz = z ﬁi’ (z— a)*1,

& n={
ad
Veia 11. Nech Fiz) je v kruhu |z — a | < g, ¢ >» 0 stétom mocninového radu Zn,{z—a}“
' n=1

=
komplexnej premenne], ako aj stétom moeninového radu Z bu(z — a)* komplexnej premennsj.
=1
Potom ag = by, pren =1, 2, ....

Priklad 8. Najdime polomer konvergencie daného mocninoviého radu komplexnej premennej

on
Zﬂ
a
n=1

n
Riedenie. V danom mocninovom radde je ag = 0 a ay = 1/n2 Protoge existuje lim UW & plati:
- Ty
n

—

lim -l-'— = (;)1 = (—1.-)1 = l.
=+ n n___ i
' lim Vﬂ '

Fi—e X
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i - L
je aj lim sup || an | = 1. Pre polamer konvergencie danéha radu platip = 1 flim sup §lan | = 1.

== b 0
Zistimne konvergenciu daného radu na konvergenénej krugniei |z| =1 Pre |z] =1 marne
o

| 2nin? | = | z |"/n? = 1]a% Ale nekonelny rad redlnyeh éisiel 2 1/n% je konvergentny majorantny

] n=1
rad k radu Z 27fn3, kde | 2 | = 1. Preto podla vety 2 dany rad konverguje v kasdom bode keu?.-
ne=l

nice | z] = 1. Dany mocninovy rad komplexnej premenne]j konverguje teda pre vietky body 2
% kruhuo [z ]| = 1.

. Tayloroy rad

Nech funkeia f{z) ma v bode a derivéciu katdého radu. Mocninovy rad komplexnej premenne ]
1 i 1
fla) + Jpf @) E—a) £ e @) Gt [T e

nazyvame Taylorovym radom funkeie f(z) v bode a.

Yeta 12. Kaidy moeninovy rad (4) komplexnej premennej s polomerom konvergencie g,
g > 0asuétom F(z) je Taylorov rad funkeie F(z) v bode a a pre koeficienty a, mocninového radu
{4) plati:

 Fda)

iy = Fa), iy == el n=12....

Yeta 18. Nech funkeia f(z} je analytickd v oblasti D, Nech 6 je bod 2 oblasti Da |z —aj < g
je kruh, ktory lezi v oblasti [1. Taylorov rad funkeie f{z) v bode a Konverguje v kaidom bode
kruhn |z —a | < ¢ & jeho sdet je f(z) pre z z tohto kruhu.

Vela 14. Pre ka#dy bod z € K plati:
£

=2 i :ﬂ
et =1+ — +—E—,+%+...'+?+...,

1!
. 2 z5 panl
S —-——:i'!—-‘.-ﬁ‘—---'F[—l}'-ﬁg-—*:—m-l‘...,
zt zt zin
“’“‘_l‘ﬁ+i_“'*"“"”"-{mm+""
sinhz——z+i+-2—’-—l— : =t +
- 30 s T @Ea gy T
z2 gt gan
cmhz-—l+i!-+r:-+...+—{-m-—i=...
Pre |z} < 1 plati:
1“{1+z},;_i-_i _-(._1;11.’:14.
2 T3 ni 1T
“H_z)m]n:1+mz+_____m[mzl—l}zi+___+mim—-—l}...;ﬂ.tm—u+1}z‘+__”

pritom m je Tubovolné komplexné &islo.

Bod @ nazgvame nuloojm bodom funkeie f(z), ak f(a) = 0. Bod a nazjvame nulovim bodom
k-tého radu funkeie f(z), ak plati fla) = f{a) = f*(a) = ... = f*=V(a) = 0, f®){a) # 0.

Prikiad 4. Rozviiime funkeiu f(z) = (Jz + iJo do Taylorovho radu zo stredom v bode 0.
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Riedenie. Dana funkeia je v bode z = 0 analytickd a podla vety 13 existuje JE] Tn.ylnmv rad
v bode z = 0, ktor§ je jej stétom v krohu |z | < p. Poditajme fim(0), n = 1, 2, ... Pre f("(2),
n =12, ..., dosthvame flz) = (z + iy1/?*), ' t=] [1.’2} @ + )71, ., fE) = (1) (12 —
—1) {11‘2—-— 2} A2 —n - D {z + ifeen, ., Z toho vyplfvu

F0) = — (~- — 1) ..... ——n + 1) it/z-n
tide
FONOY = (—1)»0 1. 8.6, ... . (2w—3}i1/2 ., i-#/28

alebo

1-+i (82— 31 in
R

pren = 1,2, ... . Pren=0,jefl0) = i1 = (1 4 i]fVE_. Po dosadeni do Taylorovho radu funkeie f
v bode 0 dostdvame:

FE0) =

1 +i P R R (2n — B)11 )
= oo —_— = = _— — —..--—--—-ﬂ—i"z"—...
1) Iz (l 2R TS T MR T " Bmn
pre |z | < g. Pomocou d’Alembertovho kritéria Tahko zistime, Ze g = 1. Pmt.o
14 i 5o dgm—mm )
1@ =~ (I_E"'"? ' 'm 128 Y T T @

pre lz] < I,

V tulohdch 1480 aZ 1486 zistite, ¢i dany komplexny rad 2 t, je konvergentny, ak:

n=1
1480, 2, = —
s = o 1481, a,; = eln,
in 1
1482, ap = © - | 1483, ap = - emi/n,
n . n
ny
1484, ap =S 1485. @, = —— sin (in).
T 3n
cos (in)
1486, a, = 5
[}
1487. Nech rady Z fp & Z a? konverguji. Dokaite, Ze ak Rea, 2 0,0 =1,2, ...,
=1 nee 1
tak aj rad 2 |y |2 je konvergentny.

rims]

V dlohdch 1488 az 1192 nidjdite obor konvergencie danych funkeiondlnych radov
komplexnej premenne;). )

1488, Z (zﬂ + Eﬂz—“) 1489, Z ezlun,
ne=1

*) ¥V tomito priklade kvoli struénostl pileme namicsto [z~ DY) ha (2 + i97/%, resp, namiesto (7%, leo i0? ad,
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ac og
1 z 4 1\» 2 n?)
1490. Z T (z_l) . 1491, Z(?'T+z_“ :
=0} fi= ()
1492. z*i“'“,
n
n=1

V dlohdch 1493 a% 1496 ndjdite mnofiny, na ktorych rovnomerne konverguju
dené funkciondlne rady komplexnej premennej.

1493, sz. 1494, Ze-s Inn
fi=() . n=1
-] . o .
1495. Z sonz 1496. Z sinnz
n=1 w n=1 "

1497. Dokéite, 7e dané funkcionélne rady komplexnej premennej st konvergentné
s definuji analytickG funkeciu na Tubovolnej ohranitenej oblasti:

[ 22 3z ehz
W1 g b bt
. in 2 in 3z i
b} sinz -+ ?—lg!—z+%—+...+i]%?z——|—....

V dlohach 1498 az 1506 néjdite polomer konvergencie daného moeninového
radu komplexnej premennej.

[ ] [- ]
1498. Zi. 1499. Zi.
n nt
l'l.=-1 ﬂ--l
o L] .
1500. Z anzm, 1501. Z T,
ﬂ:ﬂ'
'.:!—“ ﬂ:ll
1502, Z g-n2. 1503, Z 27 cos (in).
n—0 ‘ n=b
m . =]
1504. Z nlnagn, 1505. Z (n + an} zn.
n=1 . n=i

1506, Dokazte, ze kruinica |z | =1 j;e konvergentnou kruZnicou mocninového

radu z z%" (t.j. polomer konvergencie je 1).

n=1
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b

1507. Nech polomer konvergencie radu Z ax2" je o, & radu Z baz* je p,. Dokaite
ne] n=1

ze plati:

- -]
8) polomer konvergencie o raduZ(a,. -+ ba) 2# spliia nerovnost e =

] n=0
3 min {EI: 91]1
o
b) polomer konvergencie o radu Eaub,zﬂ splha nerovnost > 0102,
n=ij
oo

¢) polomer konvergencie g raduzaﬂz",-‘ﬁ,., ba #0, m=0,1, 2, ...

=)

splita nerovnost o £ pi/os,

[~
d) polomer konvergencie radu Z (@nbo + Gu_sby + ... + aghy) z# splﬁa

ri=1()

podmienku g = min (g,, p;).

V tlohéch 1508 az 1512 zistite, pre ktoré body dany mocninovy rad komplexnej
premennej konverguje na konvergendnej kru¥nici |z] =g, kde g je polomer kon-

vergencie.
’ @ a0
zn
1508, Z . 1509, Z =
n=10 . n=i
1510, ¥ 1511, Z ="
n "
el n=1
-l
1512. Z =" o,
In n
ri=2

1613. Dokdite, Ze rad .
" zz za' zﬂ
l+¥+_'3_z_+-nﬁ+§'+"'
konverguje rovnomerne na svojom obore konvergencie.

1514. Pomocou operécie s nekoneénymi radmi dokaste:
8) cosz L isinz = elz, . b) cosz —isinz = ez,

x o
15616. Nésobenim moeninovych radov komplexnej premennej z 22nt a Z 23in!

n=m0 =1

dokdite, Ze plati e% e = gnts,
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V tilohdch 1516 a% 1519 nijdite sitet danych mocninovych radov komplexnej
premennej v kruhu |z < 1:

| =] [+ &)
1516. 2 . 1517. Z ; .

n=1 nml
ol o
z2n+1 zn
1518. Z T 1519, 2 (s S
LT =1
1520, Dokaite, Ze plati: !
a) sinqm+%ain3¢:+%nin5-|p+...=%,preqp5(0,n);
b) cos ¢ + ! 008 ! co8 Sy -+ — i {eotg

pre ¢ # km, kde k je celé &islo.
a

1521. Nech f(z) = z ag2 pre | 2 | < 1 nech existuje M > 0 také, ie | f(z) | £ M

rie= 1)

pre vietky |z | < 1, potom plati lim ay = 0. .
= k- 1
!

1522. Nech p > 0 je polomer konvergencie mocninového radu Zauzﬂ a nech

£ n={

flz) = Eanzﬂ pre ze€ M, kde M je kruh | 2 | < ¢. Dokazte, yepre 0 < r < pplati:

|

2 = l

3= [ Mrenpdg =) lanf |
] n={

n={

(Parsevalova nerovnest.)

Vv tilohdch 1623 a7 1535 rozviiite dané funkcie do moeninovych radov komplexne;j
premennej zo stredom v bode 0 a ndjdite ich polomer konvergencie.

1523, f(z) = sin?z. 1524, f(z) = cosh? z,
2 U
1525. f(z) = (T:-T}z 1526, {() = (1 -+ [T = =)
142 - 1598, f(z) — In2 (1 — ).

1627, fz) =In 1i—3" |
1529, f(z) = es/i-2), 1530. f(z) = arcsin z.

1531, f{z) = arctg? z. 1532, flz) = In (L + /1 -+ 22).

R
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i533. f(z) = (aretg z) In (1 - 22). sin £

1535, f(z) = f =
-
kde C je tisecka od bodu 0 po bod z.

1534, f(z) = f et A,

LI
kde C je Gsetka od bodu 0 po bod =.

V tlohach 1536 a7 1539 rozvifite dant funkciu do moeninového radu komplexnej
premennej v bode z = 1. '

1536. f(z) = E‘% 1537, fiz) = Inz.
1538, f(z) = E%ﬁ . 1539, f(z) = sin (22 — =2).

_ 1540. Najdite Taylorov rad funkcie f(z) v bode i, ak:

3
a) flz) = |z, b) fiz) = Inz.

V dlohdch 1541 a2 1545 najdite prvé styri &leny Taylorovho radu funkeie f(z)
v hode z = 0, ak:

1541, f(z) = In (1 + eq 1542, f(z) =

cosz
1543, f(z) = sin - ‘ 1544, f(z) — erfo-2),
1545, f(z) = ———
’ ~ arctgz
1546. Dokaite, Ze
11 1.3 11.8.5 . =
e TRt N — I
l—g5t35¢ 5346 U -2

1547. Koeficient @, v Taylorovom rade funkcie f{z) = (4 — z2)j{4 — 2t + 2%),
te(—1,1) v bode z = 0 je Cebysevov polynom Tu(f). Dokaite, Ze

Tall) = E‘l_—l cos (n arccos t).

1548. Najdite r4d vietkych nulovych bodov funkeie f(z}, ak:

a) f(z) = 22 + 186, f) f(z) = elk?, .

b) fiz) = (22 + 1) (2 + 25)%, g) () = (1 — e?) (& — 4P,
o foy =250, h) () = esin e —ete <,

d) f(z) = zsinz, ' , i) f(z) = 6sinz? + 23(z¢ — 6),
0 sy =28, §) ) = e —1).
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6,7. Laurentov rad. Singuldrne hody funkeie

A, Laurentoy pad

Mnotinu vietkich bodov z & K, ktoré spliaji nerovnosti:
sleko 0En<|z—al<r (1)
ﬁgf.{lz—al. (2}
kde ry, r; 8t dané &isle, nazfvame ofvorenym medzikrufim so stredom v bode a.
Mnotinu vietkych bodov z € K, ktoré splhaji nerovnost:
tEnsjs—alE2naleho 0 S = |l2—al,
kde vy, vy ali dané &isla, n's.:zhrume uzavrelim medzifrufim so astredom v bode a.

Poznéamka 1. Taekto definované medzikruZie je medzikrufim v geometrickom zmysle len
pre 0 << v, << rz. Pre 0 = r; < r; dostaneme kruh bez hndu a. Pre ry < | z —a | vonkajick
kruhu s polomerom ry s0 stredom v bode a,

Nech funkeia f(z) je analytickd na medzikrui M a C je Iuﬁvol'nﬁ uzavretd kladne orientovana,
po éiastkach hladké krivka, ktord lefi v medzikruzi M so stredom v bode a, pritom bod a leki
v je) vmitri

Rad tvaru m
> atz -, 3)
o | k=
at:ﬁ%}_JTé-%dc‘ k=012, (4)

nazyvame Laurentovgm radom funkeie f(z) v bode a pre medzikrutie M. Cisla gy nazfvame
koeficienim? Laurenfovho radu.

-1
Rad z ag{z — a)* sa nazyva klavnow dastou, rad z ap{z —a)* =a nezyva analylickou
k== k=0
{nermdinou) ¢asfou Laurentovho radu (3).

Veta 1. Nech f je analytickd funkcia v medzikeudi M :r < [z — el < R. Potom pre katdy
bod ze M plati:

%
flz) = z ar(z — ajt, (5}

k=—m

kde pre koeficienty a; plati vzoree (4). Rad (3) konverguje rovnomerne v katdom uzavretom
wmezikruii M', ktoré ledi v M. :

Pozndmka 2. Ak je medzikrufie M dané nerovnostou, ry < |z — @ | <2 rz, potom hlavnd
tast Laurentovho radu (1) konverguje pre véetky 2, pre ktord plati | z —a | < r;. Analyticka
ésef Laurentovho radu (1) konverguje pre vietky z, pre ktoré plati ry < [z —a |

a0

Veta 2. Nech rad tvaru Z ce(z —a)¥ je konvergentny v medzikruti M a nech f(z) je jeho siéet.

ke

Potom tento rad je Laurentovym mdom funkeie f(z} v bode a pre medzikrulie M.
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Pozndmka 3. Veta 2 umoziiuje hladat vyhodne Laurentov rad danej funkeie tak, Ze jeho
koeficienty nepoditame podla vzorca (4), ale poutivame vhodne algebraické Gpravy a zndme
moeninové rady elementérnych funkeii.

Laurentov rad funkeie f(z) v bode @ = co pre medzikrudie |z | > R definujeme ako Laurentov
rad funkeie @(l) = f(1/{) = f(2), v bode { = 0 pre medzikrugie 0 < | § | < 1/R.

" Priklad 1. Najdime Laurentov rad funkeie f(z) = 7= 2}'“ —55 v bodo 0 pre meduikrutie
M:2«< |z <3

Riedende. Dané medzikrutie je ohranidend krunicami s rovnicami |z|=2a |z| =3 {pozri
obr. 45). Dana funkein je racionalna funkeia. Rozloime ju na elementdrne zlomky, pre vietky
z € M dostaneme:

1 1 1

oo =wm T -7 a—%’

Obr. 45
Pre]z| = 2je:
1 1 1 £ 2
BT I T —';(‘ P
]
2 an-i k=1
+;'-r..-+——=n_l. +---)=—2 P {8)
kel
Pre|z| < 3 je
1 1 1 1 z gt L et
?—':i"_ii_—?;F:""E(H‘?*'?"'?"'“+ 3-—1"'"')
1 o 2
=
¢ z__3='_ gl © {7}
k=0
Pomoeou radov (8) a (7) pre vietky z € M dostaneme:
o =
1 2k-1 gk
E—2(—9 —*Z 2 _2 et
kal k=0
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Podla vety 2 takio ndjdeny rad je Laurentovym radom danej funkeie v bode a = 0 pre medzi.
krutie M a plati:

Priklad 2. Najdime Lavrentov rad lunkeie f(z) == z2el/? v bode & = o pre medzikruiie
lz] =0

Riedenie. Luurentov rad danej funkeie f(z) v bode a = 3¢ pre medzikrufie |z | > 0 ndjdeme
ako Laurentov rad funkcie

W= s(H)m ot
v bode & = 0 pre medzikrogie 0 < | ].

Hladany Laurentov rad nijdeme tak, #o do Taylorovho radu funkeie g{{) dosadime § = 1/z.
Taylorov rad funkeie e? v bode £ = 0 je:

bl r2 r

R e R e (B}
Odtial Laurentov rad pre funkeiu @(f) v bode a = 0 pre medzikruzie 0 = | J [ je:
1 1 1 1 I a2
o= . — - .z
R D TR TR TR ®

Po dosadeni 1)z za £ do radu (8) destaneme:

1 1 1
f{$]=2’+z+ﬁ+'§!;+---+—“+""

ntzn=1

pre véetky [ 2] = O .
Podla vety 2 tento rad je Laurentovym radom danej funkeie f{z) v bode & = 0 pre medzi-
keutie |z | = 0.

B. Singulérne hody funkcie

Singuldrnymn bodom funkeie f(z) komplexnej premennej nazyvame katdy bod, v ktorom funkeia
fiz) mie je analytwkk

Ak bod a je singuldrnym bodom funkeie f{z) & existuje také jeho okalie, e v ftom funkcia Jiz}
nema ing singuldrny bod, nazyvarnc bod a izolovanym singulirnym bodom funkcie f(z) alebo aj
izolovanou singularitou

Tzolovany smgulémy bod a sa nazyva:

a) odatrdnitelngm singuldrnym bodom, ak existuje koneénd limita

lim fiz}) = A % mo;
L=+

b) pdlom (nepodetaine sirguldrnym bodom), ak
lim fiz) = w03
=i}

¢) podetatne singuldrnym bodom, ak

lim f(z) neexistuje.
=i}

. Vein 8. Bod z = a je odstrdnitelnym singuldrnym bodom funkeie z viedy a len vtedy, ked
Laurentov rad funkeie f{z) v bode z == g obsahuje iba jeho normélnu East

i ag{z — a)k.
R

— o wm ——
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Poznamka 4. Ak funkcia f(z) je obranitend v okoli singulérneho bodu @, potom je bod a
odstrénitelny singulérny bod funkcie f(z).

¥Yeta 4. Nech funkeia f(z} je analytickd v medzikrui M: 0 < [z — a}_ < B a funkeia ¢(z} =
= 1/f(z) je analytické v bode a, pridom g(z) 7= 0 pre véetky z € M. Potom funkeia f(z) mé v bode o
pél vtedy 8 len vtedy, ked funkeia g(z) ma v bode o nulovy bod. ‘

Rédom pélu z = g funkeie f(z)} nazgvame rdd nulového bodu funkeie g(z) = 1{f(z)-

Veta 5. Bod z — a je pélom m-tého rédu funkcie f{z) vtedy a len vtedy, ked pre hlavni Zast
Laurentovho radu funkeie f(z) v bode @ pre medzikrusie M platia_n # 08 a_x = 0, pre k = m.

Yets 8, Noch bod z ~ a je podstatne singularnym bodom f(z), potom ku kaddéru Tubovolnému
komplexnému &islu .4 moZno ndjsf takd postupnost bodov {z, }:_] , ktord konverguje kboduz = a,
ze platl:

lim fiza) = .
Fi—w o0

Vets 7. Funkeis f(z) mé v bode z = a podstatni singularitu vtedy & len viedy, ked hlavnd
#asf jej Laurentovho radu v bode z = a pre medzikruzie M md nekoneény potet &lenov s nenulo-
vym koeficientmi. :

Poznémka 5. Druh singulérneho bodu funkeie f{z) v bode z — <« zistujeme tak, e s'5f§el-rima
druh singulirneho bodu funkeie @) — _f(,l:) v bhode £ = 0,

Priklad 3. Dokaime, ¢ funkeia fiz) — 5-]-21 ma v bode a = 0 pdstednitelny singulirny bod.

Riedenie. Néjdime Laurentov rad danej funkeie v bode a = 0 pre medzikrutie 0 < |2/,
mame:

“osinz L 142 2 . il 22 gt
= -:“'“=—:(-17—'37+---“*”“-asm ‘)_1"3!+E"—'"+
220
+ (—1)n Iﬁﬂ_-i-l]-! 4o

Pretofe Laurentov rad cbsahuje len normélnu &ast, podla vety 3 bod a = 0 je odsgrédnitcInym
singuldrnym bodom danej funkeie.

Priklad 4. Dokéime, #¢ bod a = ¢ je pdlom druhého rddu funkeie f(z) =
Riedenie, Pre vietky |z | - oo plati:

Bin 2
)

i z =3 25 pinel
sne=qr =y b T T O e
Fotom
Bin 2 1 /= 23 gin+l
j¥—=?{F‘Wﬁ+“-+“4”@ﬁﬁﬂ )-
- 1 1 22 zdn=1
i T A P S T A

Tento rad konverguje v medzikruzi | z | = 0 a je podla vety 2 Laurentovym radom funkeie f(z)

" v bode a = 0 pre medzikrutie |z | = 0.

Podla vety 5 hod a = 0 je pélom druhého radu funkeie f{z).

V dlohdch 1549 a2 1565 najdite Laurentov rad funkcie f(z) ¥ bode a pre dané

medzikruiie:

1M&ﬂﬂ=iéz, B a=0lz] <2,

bYa =, |z] > 2.
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lﬁﬁﬂ.f(z}-—*z{l_l_z}, a)a=0,)2| <1,
' ba=1,|z|>1,
e)a=ow,|z|>L
=224 5 _ . -
lMl'f‘z)“(z—2}[zﬁ+1)’ a)a=2,0<|z 2|-::V5,
) BMa=01<|z]| <2
z
lm.f(z)={zz_4}{z=_”, a=01<]z] <2
. 1 ] )
1553-f12}=m,3=1,0¢:Iz—ll'{ﬂ.

1
28— 1) (22-—4)2 "

a)a=10,1 <]z!-a:.2,
ba=0,]z]| > 2.

1554. f(z) = {

lﬁﬁﬁ.f{z)zsinz_l ,a=1,12—1]> 1.

22— 4z '
1m-f{3]=mﬂm,ﬁ=2,lz—2l > 0.
1857, f() = sin—— @ = o0, | 2| > 1

1558, f(z) = z8el2,a =0, |z > 0.
1689, f(z) = et a=0,0 < |2| < .

1560. f(z) =€ **2 ;g = o0, | 2| > 2.

=+:,a=m,|zl::-1.

1561. f(z) = In

15662, f(z) = In ,a=0]2z]> 1.

zz
2—1
1 z—1

15%.]{1]=z_glnz+i.

a)a=01<|z| <2
b)a=0,1{z] > 2

1564. flz}:V(z—l}z[Z“E} ,e=0,1 < |z]| < 2, ak Im f(3/2) > 0.

1565. f(z) = cotgz, 8 =0, < |z| < 2m.

i 1
1566. Koeficient prin-tej mocnine z v Laurentovom rade funkeie f{2) = e *(‘_?)
v bode z = oo pre medzikruZie [z} > 0 je Besselova funkcia prvého druhu Jy(t).
Najdite vyjadrenie funkeie J,(f) v integrdlnom tvare a odvodte jei moeninovy rad.
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1567. Rozhodnite, & dané funkeie moino v bode a pre dané medzikrutie

0<|z—a|rou!uiitdohnrentovhondu:
1 1

n}m-;,a=ﬂ, c}tgh?,a=0,

1
b) cos ., & = o, d) Inza=0.

L]
1568. Dokaite, fo nutnou & postalujficou podmienkou, aby rad 2 auz® mal
——
neprézdny obor konvergencie, je: e

n n
lim sup [/[a_a | < (lim sup |1 am I}
Hew il A=+

¥ slohach 1569 ak 1589 néjdite singulérne body danej funkcie f & zistite druh
tychto singuldrnych bodov, ak f(z) sa rovné:

1569. 22 + z + 2. 1570. 1/(z — 29).
z 25
l&?ll -zf_+-1_ - 1572! ‘(_1-.—_5.};.
1 1
15?3- W - 157*- Iil]. - .
1575. nin;-. 1576. tgz.
1677 2% 1578, S ot
= z
1 o tg(z—1)
lsw‘tgz‘_l . lm- z—l
O :
1681. ginz - cosz ' 1582, e “ 77
1583, 22 ez 1584. e2 cos —
— 1586 !
1585. ¢ " * - o1
.
e e:—1
lm.‘m. l'ﬁmoe‘_l .
1588, tgh 2.
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V tlohéach 1590 a% 1597 vydetrite funkeiu f(z) v bode z = oo, ak f(z) sa rovné:

22 25—z + 1
]590- 3 + zz - | 1591. _zz_i_—z—l—l_' .
1592, —— . 1593, ez,
5 — 2z
1594. sin z. 1595, ellz + 22 — 4,
1696, ¢~% | 22 + 2 — 2. 1597. |z —1) (z —2).

1598. Nech A je Iubovolné komplexné &slo, potom existuje postupnost bodov
{za}z_,. ktord konverguje k podstatne singulirnemu bodu a tak, ze lim f(zn) = 4.

n—ex

Néjdite tieto postupnosti pre bod a = 0 a pre funkcie:

a) fiz) = sin —:— , by f(z) = ellz.

6,8. Reziduum funkcie a jeho aplikécie
Nech 2o je izolovany singularny bod funkeie f(z), ktord je na medzikrui M: 0 << |z 2o | < R
anslytickd. Nech Laurentov rad funkeie f(z) v bode 2 pre dané medzikrufie jo:

[

fle) = Z Gnfz — )™,

A== et

Koeficient a_; v tomto Laurentovom rade sa nazyva reziduum funkeie f{z) v bode zo. Reziduum
funkeie f(z} v bode zy oznatuje sa aj res [f(z}}r=s, slebo res flze).

Veta 1. Pre reziduum funkeie fiz) v bode z plati:
1
res flzo) = 4 ',;j Jiz) dz, (1}

_kde C jo jednoduché uzavrets kladne orientovand po tiastkach hladké krivka, ktord lezi v medzi-
kruzi M a v jej voatn lefl bod z.

Veta 2. Ak mé funkeia f(z) v bode zp pdl prvéhe radu, plati:
res [ fiz)li=z, = lim [{z — 20} f(2)]. (2)

kg

Ak 2o je pélom k-tého radu (k 3> 1) funkeie f(z), tak plati:

: 1 L dk=t )
res U{z”;=¢ll = lk___ IH i}-ﬂo dfr"_l [l:: - zn}" .ﬂz}] {3}
Yeta 8, Nech '
. _ ¥
flz) = v (#

pricom @(z) & p(z) 84 v bode 2, analytické, Neeh yiz) = 0, g{2) = 0. ¢'(z0) +* 0. Fotom bod 2o
je potom prvého ridu funkeie fiz) a pre reziduum plati:

¢ize)

res [ f(z)]e=z, = i) | (5)

———
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Yeta 4. (Cauchyho vela o rezidudch.) Nech f(z) jo analytickd funkcia ne oblasti D) s vinimkow
koneéného poétu bodov. Nech C je jednoduché uzavretd po tinstkacn hladka, kladne orientovans
krivke. Nech krivka € aj so svejim vnutrom leZi v oblasti D. Nech z;. 22, . - ., 2o 80 vietky jej
aingularne body, ktoré ledia voutri krivky €. Potom. plati:

f flz)dz = 21:i[ran:f(21‘,| + res fzz) + ... 4 ros flza)]. (6)
d .

Nech funkeia f(z) je snalytické v okoli | 2 | > 7, boduz = oo. Reziduom funkcie f(z) » bodez =
naziva se zéporne vzaty kooficient a_, v Laurentovom rade funkeie f(z) v bode z = co pre medzi-
krufie | z| = *

Veta 6. Pre reziduum funkeie f(z) v bode z = o platf:

rea f(e0) = g [ 1518 o)
G’S

kduc*jetdpnmnorionwvmihuinica|z|nﬂ,ﬂbr.

Veta 8, Ak funkeia f(z) mé v rozsirenej komplexnej rovine K* koneén§ podet singulérnych
bodov, tak stdet rezfdui vo vietkych tychto bodoch sa rovné nule. _

Nech funkeia fiz) je analytickéd v bode zo. Logaritmickgm reziduom funkcie flz) v bodeé 2o
nazyva sa reziduum jej logaritmickej derivécie

Dafa)) = % @

Veta 7. (Prineip argumentu.) Nech funkeia f{z) je analytickd v oblasti D s v¥nimkou koned- .
nébo podtu jej pSlov. Nech C je jednoduchd uzavretd po tiastkach hladké, kladne orientovens
krivka, ktord so svojim vnitrom leti v oblasti ). Nech f(z) je analytické v bodoch krivky
e fiz) = 0, z€ €. Potom rozdiel medzi pottom N vietkyeh nulovych bodov a pattom P pdlov
funkeie f(z) leziacizh voutri krivky C rovna sa midtu logaritmickych rezidui funkeie fiz) v poloch
vnuatri krivky O, t. ). plati:

L Jiz .
N — P = _211'_i _ﬂz} dz. {9]
) I
Veta 8. (Rouchdova veta,) Nech funkeie f(z) @ g(2) st analytické funkeie v uzavrete] oblasti ).
Ak pro kaidy bod hranice tejto oblasti, ktorou je pe CGiastkach hladka krivke, plati:
| fiz) | > 1gx) | = 0, {14}
potom funkcie f{z} & [f(2) +_g(z'}] maji v oblasti D rovneky potet nulovich bodov.

Priklad 1, Dand je funkcia
1'{:.} = -z'l_-_l-_;‘ .

Najdime vietky poly tejto funkeie a vypoditajme v nich rezidud.
Riefenie. Hladajme poly funkeie f(z) pomocou vety 3 z tlanku 6.7, Utvorme funkeiu g(z) =
= 1jf(z). Méme: .
glay = 2* + 22 = 23z + 1}

Této funkeia je analytickd na K o ma nulové body, & to z; = —1 prvého rédu & z; = 0 druhcho
réadu. Preto funkeis f{z) mé v bode 7 = -1 pé! prvého rddu & v bode z; = 0 pol druhého radu.

Potitajme res f{(—1). Funkeia f(2) mé tvar (4), pricom @(z) = 1, (g} = 2% + 23. Pretofe
wi—1) = (322 + ).y = 1 # 0, mozeme poufit vetu 3. Méme: -

1
reafi=1) = [3:3 + 2z] woa =t

Fea f(0) vypoditame podla vety 2. Mdme:
RN N PR ']_. [ R O R
res fi0) = LB ds["' Kirraray v Bliics ot B AT

15 zZhierka @iloh
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Priklad 2. Vypoditajme integral
LI
2+ 22
LK

kde C je kruinics |z —i/2] = 2/3 kladne orientovand.

Riefenie. Funkeis f(z) = 1)(z} + z%) jo analytické na oblasti | #—i/2 | < 1 8 vynimkou bodu
2y = O (pozri obr. 46). Krivka C aj 8o evojim vnttrom leZi v tejto oblasti. Podla Cauchyho vety
o rezidudch & na zéklade prikladu 1 méme:

flz)dz = 2rireaf(0) = 2xi(—1) = —2=mi.
0

Obr. 46

Cauchyho veta o rezidudch sa &asto poudiva s vihodou aj pri vipoéte urtitych integralov
funkecie realnej premeanej.

Priklad & Vypotitajme integral

Fd .
fmd‘-

-

Riedente. Pre dany integral plati:

w 0 )
x? a2 x?
f{x=+ﬁ='d”= ftm’+1}~’-d”+oj @y
—m : —n

pl{ﬁdﬁe obidva uvedenéd nevlastné integraly existuji (pozri zrovnévacie vety z &ldnku §5,9/11),
i ) .

-]
i ) x
f Erp T e | @wy dz.

Fotitajme preto integral z funkcie komplexnej premenne]

-
J ”f AT
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kde C je kladne orientovand krivka (pozri obr. 47), kde R > 1. Podla Cauchyho vety o rezidudch
plati:

=¥ . .
f__{z= - ”ng = 2mi ros f{i). (1)
l’l
Vypotitejme reziduum res f (i} funkecie

Siz) =

zt

(2 + 1p

Podla (3) mdme:

1oL, 22—8z—2 1
res ) = 7 ds=[{=+-m-'- TIPS MNP T T T

1 0l
Obr. 47
Zo vezfahu {11) mame:
1 b
f @ 1p dz = 2xireafii) = 2xi m= E.- {12}

Integral J viak méZeme rozlotit na dva integraly
z* z3
= L e e——— d= = e ——— »
S f @y f P T
¢ ey

J=‘—'J1+J:-

pritom

Krivka C; jo orientovans tseéka od bodu —R po bed R a krivka C; je po]kruimcn & polomerom

R = 1 {pozri obr. 47).
"
zl E
ne [t [
Ly —R

Dalej plati:
Polkru#nica 3 mé parametrické vyjadrenie 2(f) = Relt, ¢ e (0, n). Preto je:

o
Rz gt R3 jgm
et dt e | — O
f<z=+n*"‘ fcmemﬂv"““‘ J e
Pretole;ﬂ{.ﬂ*eﬂ‘—i—1|E|R’eﬂ*|—l—,ﬁ’—~l mhme:

' R jpitt

B
l {RI em+ 1)2

RITP
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& podla vety 1 &ldnku 8,5 dostanema:
Fis
| J3 1 = ‘l:ji,:“"“‘i'j; nR.

Kedie jo lim A = 0, z poslednej nerovnosti mdime:

R (R2—1p
hmlJ';l = 0, anlmJ;— 0.

]

Potitajme teraz dany integrdl. Mime:

o Jis
&
Jwsipe-
—a

Teda je:

lim = dr —
R {x* + 1) -

S
f{==+ =
"

lim Jy= lim {J— Jg}ﬂ -——v—'U
R 8

Ream

™

V tlohdch 1699 az 1620 najdite rezidunm funkecie f(z) v jej izolovanyeh singulér.

nych hodoch:
1599, f(z) = ‘j; .
1601. f{z) = !
. ) R N
D222
1303. f(z) = w .
1605, f(z) = + s T prirodzené tislo.
' L
1606. f(z) — 132
ez
1608, f(z) = =1
e
1610. f(z] = -W .
1
1612, f{z) — 2* cos oy
1614. f(z) = sin ——
’ T 41

1616. f(z) = zn a&n% . m celé dislo.

1618, f(z) = tg =
1620. f(z) = cotg? =.

1
1600, f{ﬂ] == m .
1602. f(z} == W .
) ZiR
1604. f(2) = -
Az
1607, f(z) = i

1609. f(z) — ezt1fe,

1611, f(z) = —%—; , 2 7= 0.
) s'n 2z
1613. f(z) = I ok

16156, f(z) = sin z sin % .

_ (=)
1617, f(z) = o W;)u .
1619. f(z) = cotg? z.
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Vtlohdch 1621 a 1626 vypolitajte: ,

1621, res (eliz),-,. 1622, res %LH

1623. res [ln ;.;—b’iLm 1624. res [([z—a) (z — 8 Jo Js— .

. : -1
16256. rea[e‘ In z—i] . 1626, rea[[{l -+ 22} coshiz] ]
z_b & am oy

1627. Dokdite, ak funkeia f(z) je nepdrna, tak res [f(z)]z=a = Tes [f{z]],__, Ak
funkeia f(2) je pémn. tak res [f(z)]mg = —[res f(z)]ze-g .

1628. Nech % je prirodzené &slo, & = 2 a funkcia f(z) je analyticka v okol bodu

z=a. Dokdite, Ze plati:

- kD
res [(z — a)~* f(2) ;g = H}l’_

1629, Vypotitajte f i _:fl dz, kde € je kruZnica z = 1‘;1 + cos ) - isint,
P .
te {0, 2z kladne orientovans.

1630. Vypeéitajte f =

-+ (1 + 2sint), te (0 2r) kladne orientovani.

dz - 1
1631. Dokéaite, Ze f = o wilfl 42 , kde C je parabola
N (1) 2 V2

z==f2 L it te (—m, o) orientovand sthlasne s parametrickym vyjadrenim. -

1}1 Epy dz, kde € je krufnicaz = (1 -+ 2 cos t) 4

V tilokdch 1632 a% 1640 vypotitajte dané integrdly po kladne orientovanej krivke C':

dz
1632.ftzz_l)ziz_gF,kde(}’je&stemiduz:2cosﬂ+ 2isin3t te {0, 2n).
¢ .

dz
I%E.f(z_a)”z By kdeu;e pnmdzené tislo & C je krivka z = cost -+
&
+isint, t e <0, 2rn), ak:
a) la] < b <1, b) Ja] <1 < |6, ¢}l <jal<|b]

1634. fliz‘,kdo(}‘]aellpaamzmarg;+_;=+:+y 0.

1635. f - l]( ; 4z, kde € je kruiniea |z —2 | = 1/2.

1636. f (zJ - 1) , kde C' je kruinies |z | = » 3 1.
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dz . .
1637. fza—(z:m—“_'T) ) kde ¢ je kruznica I 2! =
L!
es . 1 1 | f—
1638. fm dﬂ, kde C je kruinica L2 | = 1.
¢ .

1639. fsinl :l dz, kde ¢ je kruinica |z | = .

1 2™ 32 kde C je krukni 2
Biﬂ.f-l+z- : je kruZnica |z | = 2.

V dlohéch 1641 8% 1669 vypoitajte dané integraly pomoceu integralov funkeie
komplexnej premennej.

o 2 41 x?
16‘11- z‘ + 1_ dx- .1542' f w d-:
— —
oy
1643 !  aza>o0 1644 LA, W
’ (x2 4+ a?)? @z ) oat 613
e 0
" dz
015 f [ 1016 f (27 + @) (& + B
0 —
< | Y gam
1647. f Tl*-_'l—_‘x:—)ndx, 1648, fwdz, m o< .

" je prirodzené Eislo.

1649. fl-}-z

ot — s - dx
lﬂﬁl.f o dx, -1652,-[ T oavoss ko’
—c 0
N<a<l,0<cb<l, a je komplexné tislo, {a | # 1.
_ 1, -z <b<m
I$a3f m”_l_xzdz, 1l <a< mab<w

. Inx In x
1654. TR dzx. 1665. f Tz z
0 N
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2Inx
1686 f [

1658, f SN
xr .

sin x
1660. f:v(l+a:3+:z‘)

1662. f—Md:c,a > 0,70,

r: __l_ ri
1}

1664. fe-'“’ cosbrdx,a > 0.

sin gx
1666. fz{z“rm)

8in? z
16
68. f a -+ baosa:

T
1657, fmdm,ﬂ} 1.
1]

o0

1659, f (“‘:"’rdz.

0

1661. f cos 2ax — co8 2bx

po dz.
R v
[
CO8 ax
1663. l_l_z‘da:a}{i

m.fa
: Yo —= (1 +2)

1667. f cotg (z—a)dz, Ima 0.
0

1

4
1669, f Ezfl—w}’ dx
0

(1 4 z)*

1670. Pomocou rovnosti f e d_x = ;—VE dokdZte Freanelove vzorce

an 3 m. _1 -
Jm(m’]dz-_ufmn{w’)dx—-ﬂjl}?.

1671, Pomocou integrélu funkeie f(z) = [{1 + z2) msh-;—- nz| po obvode &tvor-
uholnika s vrcholmi 4N, 4N -+ 2iN, kde N je celé &slo, dokazte, Ze

f[(l - a:z}msh%x]“‘.ldlenﬂ.

1672. Pomocou integrilu funkeie f(z) = e%z-#-1 po krudnici | z | == 1 dokéite, ie

plati:

%
a)fefmzmm{m-nmnx}dz-- o
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b
b) fem#ain{m:——sinx)dn: = (.
0

1673. Néjdite pofet nulovych bedov danych polynémov v keZdom kvadrante:
a) fz) = 228 — 323 + Be2—z 4 1,
b) flz) == =% + 2* + 42?2 4 2z -+ 3.

1674. Kolko korefiov mé rovnica:
a) 2% — 226 4 22 —8z —2 =10,
by 27 —Bat 422 —2 =0

voutri jednotkového kruhu |z < 1,

1675. Kolko korefiov mé rovnice 2¢ — 8z 4 10 = 0:

a) v kruhu |z| <1, b) v medzikruzi 1 < |z | < 3.

1676. Dokéite, #e ak funkeia f(z) je analytickd v kruhu |z| = 1 & | flzy | < 1,
potom mé rovnica f(z) = z vkruhu |z | < 1 jediné riegenie zq, & to samodruZny bod .

pri zobrazeni w = f(z).

Ny o @

Obr, 48

6,9. Konformné zobrazenie mnohouholnikov

Nech W je mnchouholnik v rovine w, priom Ag, k=12, ..., n Az ¥ o s jeho vreholy
usporiadané suhlasne s klednou orientdcion hranice mnohouholnfka W a eym, k=1 2, ..., »

"
. at velkosti jeho vnitornyeh uhlov (Z = B — 2).

k=1
Funkeia w = f{z), ktord zobrazuje horna polrovinu Im z > 0 na vnatro mnohouholnika W,
jo dand integralom Schwarza-—Christoffela
%

fla)y = C f{t eyl —aTAl + 0 =0 f B — a7 Al + O 1)
2, . o k=1 *

%) Vo vzoreoch (1) & (2) kvoli prehladnosti pileme mamiesto {(f - a4, len @ — ante— -
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kde —= < a¢ < @1 < ... < an < 20 80 body na redinej osi, ktoré sa zobrazis ne vrcholy A,
Az, ..., 4, mnohouholnika W, ', €, ait komplexné &isla & 2 & 2, 34 2 hornej polroviny Im £ > 0
(pozri obr. 48).

Konformné zobrazenie polroviny Im z = 0 na vonkajiok mnohouholnika W je dané funkeiou

s n
. _ ay -1 1
' F(z) = ¢ f ];[] ( bﬂ. TRTyTI—=Y df + Cu, 2)

kde.wi{b) = =, body na redlnej osi b, = b3 = ... > by sa 2obrazia na vreholy Ay, Az, ..., 4a,
i3

Bem, k = 1,2, ..., nsivelkosti vonkajsich whlov mnohouholnika W(fy = 2 — o, z Be=n+2)
k=1
~ {posri obr. 49).

Obr. 49

Poznamka I, Ak obrez bodu z = @0 je niektory z vreholoy Ay mnohouholnika W, potom
vo vzorol (1) chyba dvojilen (I - ag)=-?.

Pozndmka 2. Nech mnchouholnik W nie je ohranieny a mé joden vrochol Ap v bode w = .
Nech strany so spolodnym vreholom A, i rovnobeiné, potom o = 0. Ak tieto strany nie st
rovnobeiné, potom na kaZdej si zvolime bod Ay’, Az" rézne
od vrcholu Ay (pozri obr. 50). Nech ich konelny prieseénik .
je B, potom za uhol pri vichole A berieme zdporné vzaty //V
vnitorng uhol pri vrechole B v trojuhclnfia 4,7, A%, B. y

Poznémka 3. Vzorec {1) plati aj pre tento pripad, ak
uhly vo vrcholoch @ = oo poditame podla poznamky 2.

Priklad 1. N4jdime zobrazenie hornej polroviny Im z = ¢ J
‘na polpds 0 = Rew = 1, Imw > 0, pridom w{ﬂ)=0 aﬂd
tﬂl}_l,w{m}—w{poznubr an. _" .
Riedenie. Zobrazend oblast predstavuje ,,t-rmuhn‘.lni‘k“ g keg /
8 vrcholmi Ay =0, d; =1, A4; = oo, pricom m = (, \
ws = 1, @3= . Uhly pri vrcholoch s oym = =2, ’ LN k-t
wr = ntf2, can = 0, fite oy = 1/2, oz =~ 1/2, oy = O, -~
i e
N "

Obr. 50 y 4,
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Hladané zobrazeme je dand vzorcom (1)

z H4
f@) = ¢ ftﬁ'—m-m{:—l:—mdr b e fc---ﬂu—n-mdc + ¢ =
' zy EN

13
= C’z‘:,- Wli—_-_z_;-dc + G. = (' arcsin (23 - l.} - s

7)
—— e A=
"Al ‘,— A‘
Ammﬁ@%a
* —a-' A *
AgEm—

6)
P A,
Aa *+— g Ag

A; Al .‘_ Al

/i

&)
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Konitanty €‘, C; uréime z podmienky w{0) =0, w{l) = 1. Odtial dostaneme ¢ = 1/m,
C: = 1/2. Po dosadeni do {3) dostaneme hladané zobrazenie

1 . 1
w-;ammn(ﬂz-—l]-{-—f.

1677. N4jdite prisluiné o vo vzorci (1) pre oblasti (ohranitené mvuobainfmi
priamkami} 8 vreholmi v nekoneéne podla obr. 52.

1678, Néjdite oblast, na ktori sa konformne zobraz{ horné polrovina ITm z > 0, ak

w = f (¢ —a)ut (§ —a)s (L —as)er dl
Iy ' .

a) a3 =1, : blaz=1a =ea=0.

o 1
R ——1
1679. Dokéite, Zc funkeia w = f z3 ' (1—=z)%  dz zobraz{ hornd polrovinu
0

Im z > 0 na rovnostranny trojuholnik so stranou Jé% I (%) .

'V filohdch 1680 a 1681 najdite tie oblasti z roviny w, na ktoré zobrazenie

w(z) = f $a-1(1 — £)f-1 dt,

]
[arg w'(0) = 0] zobrazi hornd polrovinu Imz > 0, ak:

1680. 0 < « £ 2,0 < § £ 2, preskimajte pripady:
_ a) a+ 4 <1; b)a+fg=1; cya+f>1,
Jpecidlne ¢« - f =28 a=f=32.

168l. 1 2 52, —1% ﬁ_ < 0, a 4 f z 1, preskiimajte pripady:

a)a=1 blat+tpf=1 ¢ o =2 d) o:h:=2, g =—1/2; ¢) x = 2,
= —1.

V Glohdch 1682 az 1696 nijdite konformné zobrazenie hornej polroviny Im z > 0
na: '
1682, Péa 0 < 0 < b, ak w(l) = c0, w(0) = 0.

1683. Pravouhly trojubolnik s vndtornymi uhlami /3, 76, ak w(0) = 0,w(l) =1,
wloc) = 1 + if3. - . '

1684. Pravouhly rovnoramenny trojuholnik, ak tﬁ{ﬂ} =0, w(l) =1, w(w) =
=141 : -

1685. Rovnostranny trojuholnik, ak w(0) = 0, w(l) = 1, w(w) = (1 + iVi]jﬂ.ﬂ .
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1686, Obdiznik s vecholmi w, = a, wq = —a, @ > 0, w; == a + bi, w3 = —a +
Fbio b o> 0, ak wt0) — 0, w(l) = a. wioo)=bi, w(lja) =a -+ bi, w{—1/a) =

= —a -+ bi.

V tlohach 1687 a7 1698 nijdite konfornng zobrazenie hornej polroviny Imz 2 0
na oblast 7 dani na wvedenom obrazku,

THRT. ‘ T

Lalr. 303 o e Gd

w(l) -~ 0, wiao} —= oo, i) - A, wfh) = 0 w{ae) o, w(0) = AL

1659, " 1690,

—
o

0

1A4=0 B
//////é -

o

«

EAANNANW
SO

Gbr, 55I [ #1771
w(l) == 1. w(eo) = oo, wi0) = 0. {0} = 0 (1) = 1. wlo0) = 0.
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1692,
7
4
D
/ 70,
Obr. 58
w(0) = 0, w(l) = oo, w(w) = 0.
1693. | 1694,

Obr. 66

Obr. 58
Preskimajte zvId3t pripady ¢ = 1/2 8 « = 1.

1696. »

xi

(w3 §
-

T TSR EFTFFFT

Obr. 61 Obr. 62
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1697. 1698,
v w
\z - ao®" ¢
D ; D
. at
0 %
z=qe ™ — — o
0
Obr. 63 Obr. 64

1699. Najdite konformné zobrazenie polroviny Imz > 0 na rovinu w bez pol-
priamok Re w = nx, Imw £ 0, kde n je celé ¢islo. :

1700. Néjdite konformné zobrazenie hornej polroviny Imz > 0 na rovinu, bez
krohu |w—i] £ 1 & prvého kvadrantu Imw 2 0, Rew 2 0 (pozri obr. 63).

Obr 65

1701. Najdite konformné zobrazenie krubu |z | < 1 na vonkajiok mnohouholnike

w=C f(C— ay )t (f:—ﬂu]“""%z—d': + O,

kde o st vonkajdie uhly mmohouholnika, ax si body na jednotkovej kruZnici od-
povedajice vreholom mnohouholnika a € a C; s konStanty. Predpokladajte pritom,
je stred kruinice z = 0 sa zobrazi do bodu w = o0.

.
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I?(:’i. Odvodte vztah pre zobrazenic jednotkového kruhu |z ! < 1 na mnoho-
uholn

w0 [(rmagt G apetdr sy,
I

kde ag st velkosti uhlov mnohouholnika vvjadrené ako ndsobok &sla w, body ax
na jednotkovej kruZnici |z | = 1, |ag | =1, k=1, 2, . .., n sa zobrazia na vrecholy
mnohouholnika a €, € st konstanty, pricom [z | < 1.

4
1703, Dokdite, Ze zobrazenie w = f Vi ! 4—dzmhraai kruh | z | < 1 naBtvorec
—z
s0 stranou 1_ I'3(1/4). N
4 Vf:
Obr. 66 o Obr. 67

1704. DokdZte, Ze zobrazenie w = f (1 -—22)"42(1 4 22)-23ds zobraz{ woitro
o .
kruhu |z | < 1 na kosoftvoree s uhlom 60° a so atranou% (13 I'(1/6).

1705. Doksite, fe zobrazenie w — f “_'_’lgn"j},r_n' dz zobrazi vndtrokruhu |z | < 1

0
na pravidelny n-uholnik, ktorého diika strany je
_A_TE. P: (l) F (t_g) sin!l.
n % i i _
" 1706, Najdite konformné zobrazenie kruhu | 2| < 1 na vonkajéok pravidelného '
n-uholnika.

1707. Nijdite konformné zobrazenie vniitra kruhu |z | < 1 na vniitre hviezdy —
2n-uholnfks, ktory md victky strany rovnaké a pre vniitorné uhly ktorého plati

M = dy= ... = g1 — P, uz=a4=...=ug,=&.
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1708, Néjdite konformné zobrazenie kruhu !z | < 1 na vnatro 5-cipej hviezdy,
ak o = Tnf5, f = n/3 a R =1 (pozri obr. 66).

1709. Najdite konformné zobrazenie kruhu |z < 1 na ,vianoéni* hviezdu
{pozri obr. 67).

6,10. Aplikdecie funkeie komplexnej premennej v tedrii rovinného pola

Majme dvojrozmerné vektorové pole flz, ¥, 2) = gl v). (x, #, 2) € ;. Hoverime, 2o fix, ¥, 2}
je rovinné pole, ak v danom pravouhlom siradnicovaom systéme je flx, 1, 2) = gz yH © gale yi i
(x, ¥,z E;3.

Poznamks 1. Rovinné vektorové pole posunutim pozdl2 osi v, sa nemeni, preto ho stadi
skémaf iba v rovine K.y ako usporiadend dvajien reélnyeh funkeif dvoch redlnych premennych.
Preto sa pouliva pri vybetrovani rovinngch vektorovieh poli funkeis komplexne] premennej
w = g(z), g(z) = pl#, ¥} + igalx, ¥), 2 =@ + iy

Poznémke 2. Katdému vektoru @ == ai +4- ayf, kde I, j st jednothové vektory v pravouhlom
gtiradnicovom systéme v rovine, motno jednojednoznaéne priradit komplexny vektor (v daldom
texte len wvekbtor) @ — a; ey, kule i je imagindrna jednotka a a., &2 s redlne &isla, Pre
takto zavedenéd vektory @ = a, + i wa b =y +1 b, 68 definuje analogicky rovnosf, silet,
rozdiol dvoch vekturov, ndsobok vektora rodlnvim sislom (skeldrom) ako v Elénku 4,51, Takto
zavedené operaeie roajd rovnaké viastnosti ako su uvedenéd v Eldnku 4,5/L, t. ). plati

g = b-2%a = b, a2 = by,
a -+ b= {a it} b ila: + &)
a-—b={a b+ ile—b
kea = ke, - ke,
kde & jo relne &islo.
Poznamka 3. Pre skalfmy sGdin dvoch vekturov a = o, 4 iag, b o= by + by platic
a.b = aly by

V tomto pripade treba rozlisovatl seéin dyoch komplexnyeh &fsicl a skaldeny sdéin ako saéin
dvoeh vektorov. :

Nech glz) = giw, ¥ 1+ galz, 92 ) toje @3 = ol h 4ol y), - & + iy, je rovinné
vektorové pole v rovine K. Podobne ako su zaviedli pojmy tok vektoruvihn pola, cirlulicia
vektorového pola po krivke, gradient skaldrnoho pola, divergencia vektoravéhe pola o rotdein
vekturového pels v &l 5,4 definujid sa nasledujiee pojmy:

Giradient skaldrneho pola @i, y) v bode z = i« 4 iy e

a L&
gl B, y) = e + i g -
Tok rovinméhe vektoroveho pola ere jednoduchd uzavretd po éiastkach hladkii orientovani
kriviu € jo:
ey - [ aende < [ ote ) dy— e v dn
¢ o
kde m je jednotkovy vektor normaly ku krivke €

i)ivergmuia vektorového poTa glz) v bade = g
1 o T
div glzy - i ]I:I||l s

s e
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kde C je kruinica so stredom z & polomerom g, A]: funkeia g(z) je v bode z analytickd, potom
: o G0

div ‘{Z) = H -+ ay .

Bod z = @ nazyvame bodovym édriedlom [bodovym norom] vektorového pola g(z), ak v istom -
okoli O(a) bodu a jo pre véetky z # a, div g(z) = 0 a 2(C) > 0 [T(C) < 0], kde € je lubovolnd
jednoduchd uzevretd po diastkach hiadké, kladne orientovand krivkas, ktord celd lexf v O(a)
& neprechidzs bodom a. '

Nech vkruhu 0 < |z —a | = ¢ je div glz) = 0 a bod 2 = & je iriedlo [nor]). Potom tok TY{C)
vektorového pola giz) po kladne orientovanej kruznici |z —a | = ¢ B8 naryva vjdatnosfou
friedla froruf a oznatuje sa Q[—@], @ > 0. Vidatnost Friedla [noru] nezévisi od polomeru g
kruZnice C,

Bod vektorového pols, v ktorom splynuli dva Zriedla s vidatnostou @ nachddzajice sa vo
vzdialenosti 4 tek, aby sidin p = @k bol kondtantny pre h — 0, nazgvame dipélom s momentom p.

Vektorové pole g(z} nazyva sa v oblasti D solenoiddine, sk plati div g{z) = 0 pre kad{ bod
z oblast: D. .

Ak vektorové pale g(2) je solencidélne v jednoducho sivislej oblasti I, potom existuje pridové
funkcia vektorového pols v = w(z, y), pre ktori plati: -

B .
v = j — gz, y) dz + gilz, y) dy,

kde krivkovy integrdl sa uvaiuje od bodu A urfeného komplexngm &slom z = a po bod B
urfeny komplexnym &islom z. Pre vektorové krivky vektorového pola giz) plati plz, ¥) = €,
kde C je TubovoIné redine islo.

Cirkuldeia veltorového pols g(z) po jednoduchej, po tiastkach hladkej, orientovanej keivke O
jes

oy = f g(z) . ds = f gi{=, y) dz + gz, y) dy.
¢ ¢

Rotéeia vektorového pola g(z) v bode z je vektor kelmy na rovinu Ry, pre ktorg plati:
1 . 7 T0) ]
jrot glz) | = — lim o ll
£ = lim S

kde € je kruZnica go stredom v bode z a polomerom g. Ak funkeia g{z} je v bode # analyticks,
potom pre rotéciu vektorového pola giz) v bode z plati: *

| fm O
ot gt) | = | G2 — 20},

Bod z = a sa nazyva virom vektorového pola g(z), ak v istem okoli O{a) bodu a jo pre vietky
: # a,rot giz) =0 a I(C} s 0, kde C je Iubovolna jednoduché, uzavreta, po diastkach hladka,
kladne orientovand krivka, ktord celd ledi v Xa) & neprechédzs bodam a.

Nech v kruhu 0 < |z—a | = g je | rot giz) | == 0 & bod z = & je vir. Potom cirkuldoia I
vektorovtho pola giz) po kladnej orientovanej kruiniei |z —a | = g sa nazyva cirkuldcion
viru 2 = a a oznaduje sa I'. Cirkuldois virn I nezévis{ od polomeru kru#nice ¢,

Ak.v kazdom bode oblasti IJ je | rot g(z) | = 0, hovorime, % vektorové pale g(2) je potencidlne.
Potencidlne vektorové pole m& potencidl % = p{x, y) & plati:

I‘tl} = El.'ﬂd U,

It
w = I(0) — J iz, ) Az + gl y) dy,

kde € je dsetka od zvoleného budu 4 urteného komplexnym éislom z = a po bod B urtenf kom-
plexnym dislom z. .

16 Zhierka Gloh
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Krivky glz, ) = C nazjvame ekvipotencidinymi hladinami vektorového pola g(z).

Veia 1. Rovinné vektorové pole g(z), ktoré je v oblasti D solencidédlne a potencidlove, ma
potencidl @{x, y) a pradova funkein iz, ¥), (& ¥) e D, pritom glx, ¥), yiz, ¥) 80 v oblasti 1>
harmonicky zdrutené funkeie, t. j. existuje analytické funkeia w = f(z), pritom flz) = g(z, Yy} +
+ iz, y)y 2 = & + iy v oblasti D. .

Funkeia flz) = @lz, y) + ipiz, y) z vety 1 nazyva sa komplexngm potencidlom wvektorovche
pola giz) v oblasti Ii '

Vals 2. Komplexnyg potencidl #riedla [noru] z = a s vydatnostou Q jo:
_ @
w = -2? In (3 - ﬂ)t
Komplexny potencidl viru z = a & cirkuldeiou I' je:
r
ﬂ:’ = ‘m ln(:—a}.

Komplexny potencial dipélu v bode z = @ 8 momentom p je:

_p_1
el = ——

Pozndmke 3. Ak v bode z = a je zérovei Zriedlo aj vir, potom hovorime ¢ virevom #riedle
a pre jeho komplexng potenciél plati:
I'+iQ

=

In {z —a).

Veta 3. Komplexny potencidl v pase 0 <2 Im z < h jo w == kz + &, kde k, k si kondtanty, )
Im k = 0. Ekvipotenciéine hladiny & vektorové krivky si usedky, resp. priamky (pozri obr. 68).

Komplexny potencidl v medzikruiry << 2| < 7 jew = kilmz + ki, kde k, &y 81 kondtanty,
Im k = 0. Ekvipotenciélne hladiny & vektorové krivky si usedky, resp. kruZnice (pozri obr. 65).

Veta 4. Nech rovinné vektorové pole glz) mé v oblasti [ komplexny potencidl w = f(z).
Patom plati: o

giz) = fiz)

Vets 5. Nech rovinné vektorové pole
glz) mé v oblaati ) komplexny potencidl
w = f{z) & O je jednoduchi uzavretd po
éinstkach hledkd orientovand krivka. Po-
tom plati:

ey 4 ey - f,f'{z}dz.
<'.

AV

i
N Ll s 0 LI T
et —_— i 1
b p—t—1—1 el A
=ttt b
B e e S S S et SR I TR (N
bodoe—— e S R i -
R | P pe—e
N [ | l__[:_.__-
0 n=(", x
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Porndmks 4. Medzi rovinné vektorové polis, ktoré maji komplexny potencidl, patri na-

s} pole rfchiosti v rovinného pridenia kvapaliny v oblasti bez Zriediel, norev a virov,

b) rovinné elektrostatické pole intenzity E v oblasti bez ndbojov,

¢) rovinné pele vektora hustoty tepelného pridenia § = -—A grad T' v oblasti bez tepelnjeb
zdrojov. Teplota T je redlna éast jeho komplexného potenciélu v oblasti I). Konktanta 1 je
#pecifické tepelnd vodivost prostredia.

Vyznsm jednotlivieh veli¢in charakterizujicich tisto polia je uvedeny v tab. 2.

Tabulka 2
Vektorové Teplotné Pridenie I Elektrostatické
pole pole - kvapaliny pole
w = f{z) J=u4iv f=u4iv f=u 4 iv
gz | = —grad u v = grad u : E=-—gradu
giz) = f(z) = —w'z) v = w'(z) E = —iw'(z)
w teplota potencidl ;E:E:ia
krivky
u = gonst . ekvipotencidlne -
ekvipotenciéine 1zotermy hladiny silodrary
kriviy ’
pradové pridové ) .
v funkcia funkoia . potencidl
ll:rivky' ‘
v = const . ' .
vektorové prddmao pridnice ckvipotencigine
krivky hladiny
triedlo Friedlo #riedlo —
; bodovy
wir — vir néboj
My tepelny L .
spid -
vy 1 _ prietak putenciding
' rozdicl

 Poznédmka 5. Pri hladeni komplexného potencidlu daného vektorového pola pouZivame
predovistkym metddy konformného zobrazenia dendhe pola ne jednoduché edkladné polia
(pole v pése, pole v kruhu, pole v medzikruzi atd., kde vektorové krivky & skvipotencidlne bladiny
g priamky & kruZnioe, resp. ich fasti). Kedie komplexny potenciél tychto poli pozndme, méieme
potom jednoduche superpoziciou prisluingch zobrazenf dostat hladany komplexny potencidl,
Z fyzikflne] povshy dloh vyplyve jednoznadnost takto néjdeného riedenia.

Pozndmka 6. Princip symetrie. (Princip ,,zrkadlenia*.) Pri hladani komplexného potencialu
Sasto poudfvame spolu 8 konformnym zobrazenim prineip symetrie, ktory thvie v tom, Ze pole
v danej oblasti D) médie symetricky -pokrafovat cez ekvipotencislnu hladinu resp. vektorovi
krivku, ktord mé tver priamky alebo kruZmice alebo ich tasti. Pritom Zriedlu [noru] odpovedsa
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symetricky polozené Zriedlo [nor] s Tovnakon v¥datnostou, viru odpovedsd symetricky polofeny
vir s opadnou eirkuldeiou, ak symetria je vzhladom na vektorova krivku. Ak symetna je vzhladom
na ekvipotencidlnu hladinu, potom #riedlu [noru] odpoveda symetricky poloteny nor [Zriedlo]
8 rovnakou v{datnostou @ a viru symetricky poloZeny vir s rovnakou cirkulédcioun.

Priklad 1. Néjdime pridenie kvapaliny v prvom kvadrante Rez = 0, Im 2z &= 0, ak v bode
2 = 1 je #riedlo 8 vydatnostou ¢ o v bode z = i je nor 8 vidatnostou —¢Q. Pozdiz polpriamok
Rez=10,Imz= 0 a Im z =0, Rez = 0 24 pevné sticnky.

A ®

- 0 20
T .

,'l ! /, “ / 1 i’

\/R

Obr. 70 : : Gbr. 74

Riefenie. Dand oblast je zndzornend na obr. 0. Aby sme nasli komplexny potencidl, zobrazine
ju konformne na polrovinu, mame [ == 2%, pritom #riedlo je opit v bode 1 a nor sa zobrazil do .
bodu ¢ = —1, obr. 71. Kedie redlna os Im{ = 0 je"v rovine ({) pridnica, pemocou prineipu
symetrio dostavame celt rovinu (2) so #risdlom v bode { = | a norom v bode { = —1 (ebr. 72).
Aby sme nadli komplexny potencidl pridenia v tejto rovine, zobrazme kounformne rovinu () i
pomocon lin, lomeného zobrazenia tak, aby w(l) = 0 a w(—1) = o, t.]. ’ !

_t—1
T+l

Pri tomto zobrazeni dostaneme rovinu (w) so #riedlom @ = 0 & norom v bode @ = o {obr. 73). :
Podla vety 3 pro komplexny potencidl v rovine (m) mdme: |

w

_ @
w =g In .
Superpoziciou jednotlivych zobrazeni dostévame hladang komplexny potencial pradenia v dansej

oblasti _ .
o =g (i) -2 ()

Priklad 2. Najdime potencidl rovinného elektrostatického pola medzi dvoma rotaénymi
valeami s rovnobe#nymi osami, ak ich priesefnice s rovinou Rzy s kruznice [z | = Ljz — 1] =4
& putencidl na prvem valei jo ¥ = 100 Voltov a druhy valec je uzomneny.

Riefenie. Dand oblast D je dvojnésobne stvisli (pozri obr. 74). Komploxny potencidl pele
néjdeme tak, 1o oblast D konformne zobrazime na medzikruZie 8o strodom v boade 0. Vyiadovand
mobrazenis mé tvar b
L e By
@= -, !
22—z 1

| ;
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kde body 21, 22 sd navzdjom zdruiené body podla obidvoch krufnie (pozri 3. 8,4). K‘adi_o tieto
body musia lezaf na spojnici stredov obidvoch kruinie, pre bedy z; & g plati: 22 = 1,
2y — 1) {2z — 1) = 16 a &isla z;, z; si redlne, t. . %y 2y, £z = Zz. Odtial méme:

zlzz - 1,,

Ty — 2 — 23 = 15,

fbr. 72

2o toho vyplyva, #4002y = -7 — 4 V.i_: £ = —T7 4+ 4 FET
A

247+ 4 )7

Pritom obraz kruZniee [z] =1 jo krufnien |w| = 7 4 4V3_. a obraz kruinico |z — 1= 4

akruinicalwm | = 2 4 |3 (powriebr. 75). Podla vety 4 jo komplexng potencial tohto medzikruzia
w==rkilnw + k&

2 teda komplexny potencidl daného pola je:

z 4 T— 4T

)-]-i;.
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Pro hiadany potencidl ¥ plati:
V=Imw

24743

p— I’k!
24+ 7-—4)3 !

¥V ==%kIn

kde redlne konitanty k, k2 = Im &y uréime z podmienck, e na kruiniel |2 | = I je V = 100
s nn krugnioi |2 — 1| = 4 je ¥V = 0. Zvolme ai preto nn prvej kruinici bod z =1 a na druhaj
e -: 5, po dosadeni do vatahu pre potencidl V dostaneme:

mu-_cmnlﬂ?_;|+ s

843

ﬂ—kln]-m—'{_—!v—?:\+kz.
12-—4)3

Z toho vyplyve:

100 .

ke iz, Ky o= —100.
m(z+}3)"

Hladany potencidl daného elektrostatického pola je:
I —
100 z+1+4v_'3|_ 100.

DT o L

v 2+ F3) |=+7—-4l8,

V alohdch 1710 a% 1716 najdite vektor pola, vektorové krivky a ekvipotencidlne
hladiny vektorového pola, ak je dany jeho vektorovy potencidl. Najdite aj Zriedla
resp. viry tohto pola,

1710, w = 3iz. LTI w = 2R
1712, w0 = 1)z, 1718, w = Jz —1.
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1714, w = In = 1716, w = (1 -+ i) Inz,
1716, w = iln [2/(z — 1)].
1717, Pridova funkeia vektorového pola je:

tg my
tgh e

v = arctg
Néjdite ekvipotencidlne krivky a komplexny potenciél tohto vektorového pola.

V tlohdch 1718 az 1722 nijdite pre dany komplexny potencidl rovinného prédenia
kvapaliny ekvipotencidlne krivky a pridnice. Néjdite rychlost pridenia w(z),
singulirne a kritické body pridenia, vydatnost #riediel a cirkulgeiu virov, dipélové
momenty & zistite vlastnosti pridenia v bode co.

1718, w = ¢z (¢ = a L if), 1719, w = 22,
v, B 80 redlne Uisla. Ty, s

l 1721. o= i ——5- .
1720, w = ——~1n 2. Tl o
2mi
zz_az
1722, w — lnm, a > 0.

1723. Majme Zriedlo s v¥datnostou Qa v bode  — ¢ a nor s vydatnostou —Qja
v bode z = —a. Pridenie vytvorené touto dvojicou v pripade, ¥e a — 0 nazyva sa
pridenim bodového dipdlu v bode z = 0 8 momentom M - 2Qa. Néjdite jeho kom-
plexny potencidl.

1724, Dva viry s cirkuldciami I' s —J" st v bodoch Zi, 22, 2y 7 2;. Dokéfte, Fe
pridnice tohto rovinného priidenia kvapaliny sposobeného tjmitoivfrmi 8t kruinice.

1726. Najdite komplexny potencidl pradenia kvapaliny, ak jeho pradnice maji
tvar xf(x? + y?) = C, '

1726. Pridnice rovinného pridenia kvapaliny st lemniskdty p? = a2 cos 2¢.
Néjdite pomer velkosti rychlosti pradenia v bodoch z — a, z = a{V&{S | VI_EJ,
a je redlne dalo.

1727, Pridenie v polrovine Imz > 0 je vytvorené Zriedlom v bode 2 = ai.
Dokdite, Ze pridnice si hyperboly 22 + a? = (¢ + 9 i) Re z. Im z.

1728. Nédjdite tok kvapaliny ecez jednoduchi nzavreti po &iastkach hladkn
krivkn ', vnitri ktorej leif bod z = 0, ak komplexny potencidl tohto pridenia je
i~ Inz. '

1729. Komplexny potencidl rovinného priadenia kvapaliny je w = In sinh nz.
Nijdite tok kvapaliny cez krufnicu 2|z | = 3 s cirkuldciu rychlosti pridenia po
tejto kladne orientovanej krugnici. :

1730, Komplexny potencidl rovinného pridenia  kvapaliny je w — arctg z2.
Ndjdite tok a cirkuldeiu rychlosti priidenia kvapaliny cez kladne orientovant krui-
nicu |z — ef®4 | = 1
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1731, Pradenie je dané funkciou w = 2 i In (22 — a?). Néjdite cirkuldciu rychlosti
priddenia po kladne orientovanych kruZniciach (z2—a| =g, [z} @[ =a.

1732. Néjdite komplexny potencidl priwdenia kvapaliny, ak jeho pridovi funkeia
je
v = In (o — 2a?p? coa 3¢ + a),
kde z = g el

1733. Pridenie kvapaliny je spdsobené Zriedlom z —a 8 v-j'da;tnaaﬁou Q. Najdite
pridnice a ekvipotencidlne krivky tohto pridenia. .o

1734. N4jdite komplexny potencidl pridenia s virom v bode z = ai a 8 cirku-
lacion I' [v({o0) = 0} :

1735. Pridenie kvapaliny mé v bode z = 0 vir 8 cirkulicion I" a Zriedlo s vydat.
. nostou @ {virivé Zriedlo). Dokaste, #e pridnice st logaritmické Epirdly.

1736. Najdite komplexny potencisl pridenia kvapaliny vytvoreného Friedlom
s vydatnostou @ v bode z = —1 a s norom vydatnosti @ v bode z = 0, pritom
v(oo) = 0.

1737. Najdite komplexny potencidl pridenia kvapaliny v hornej polrovine vy-

tvorensého Zriedlom s vydatnostou @ v bode z = a i, ak rychlost v(0) je rovnobeZné

s redlnou osou. Néjdite rychlost pridenia v bode z == 0.

1738. Doké#te, %o redlna os je pridnica, ak pradenie je vytvorené Zriedlami
s vydatnostou @, ktoré s v bodoch z; =a -} bi, z; =a—bi.

1739. V bodoch z; = @, 2; = lja st Zriedla s vydatnostou @ a v bode 2= 0
nor s vydatnostou —@. Dokdite metoédou zrkadlenia, Ze kruZnica |z] =1 je prad-
nicou tohto pradenia.

1740. Néjdite prodenie kvapaliny zvonka kruinice | #| = 1 spbsobené iriedlom

vydatnosti @ v bode z = a, kde @ > L.
1741. Néjdite komplexny potencidl a pradnice rovinného pridenia kvapaliny

'v prvom kvadrante, ak v bode z = 1 - i je ériedlo s vydatnostou Qavhbodez=10

nor s vydatnostou —@,

1742, Néjdite pridenie kvapaliny v oblasti [z] > 1, Imz > 0 vytvorené virom
s cirkuldciou I"' v bode z =ai, a > 1.

1743. Néjdite pradenie kvapaliny v kruhovom vyseku 0 < argz < 3, [z < 1,

ak v bode zy = 'a{V§'-|— 1)/2 je Zriedlo s vydatnostou @. -

1744. Friedlo s vyilatnostou @ = 2r je v bode 2 — & + bi, kdea > 0,0 < b <
< /2. Doké#te, %e pridenie z tohto Zriedls v. polpdse 0 < Imz < /2, Rez > 0
je dané komplexnym potencidlom

w — In [sinh (z — z) sinh (z - %) sinh (2 — zo) sinh {z + 2o)].

1745. Néjdite pradenie v pase | Re z | < =2, ak v bode z je ¥riedlo s vydatnoston
Q. pricom:

8) zo — 0, b) 7 = w2 -+ ki
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1746, Pradenie kvapaliny je dané Zriedlami s vydatnoston @ =2 v bodoch
2 = 2kxi. k je celé éislo a postupnym pridenfm srychlostou ¥(z) = —»,v> 1. Dokifte,
ze kvapalina z tychto Zriediel sa moze dostal iba do bodov, pre ktoré plati Re z <

1747, Dokdzte, #c pri prideni z predehidzajieej lohy je oblast pridenia zo
driedla z = 0 ohranitena krivkou cotgh r . tgy - tg vy. Dokdite, e vzdialenost
Jjej vetiev pre « -» oo je 2x/(r | 1),

1748. Nijdite pradenic idedlnej kvapaliny priamom potrubf s vyskou 24.
v ktorom je kolmo na jeho stenu postavens prepazka vysky H. Prietok v potrubi

je @
¥ < | _

I II AR

ey
7

Obr. 76 Cir, 77

1749. Najdite komplexny potencidl pridenia kvapaliny v potrubi, ktorého steny
maji tvar parabol z = 2—1/4 4 it, z = 2/4.— 1 +it, te (—oo, ©0), ak prie-
tok kvapaliny potrubim je Q.

1750. Néjdite komplexny potencidl rovinného pridenia kvapaliny, ktord pradi
z Tave] polroviny do pravej polroviny otvorom na imagindrnej osi medzi bodmi
zy = —i a8 £, = 1, Prietok je Q.

1751. Nijdite komplexny potencidl pradenia kvapaliny v nddobe podla obr. 76,
ak v strede jej dna je maly otvor s prietokom Q.

1752. Nijdite pridenie kvapaliny, pri obtekani prepazky vyiky I nad vodorov-
nou rovinou, s rychlostou v(co) (obr. 77).

1753. Najdite pridenic, ktoré vaniké pri obtekanf polkrubu |z - 4/3] < 2/3,
Imz > 0, ak v{w) = —0.

1764, Nijdite komplexny potencidl pridenia w — f(z) pre spojité symetrické

obtekanie eliptického valca s rezom h2? -t a*yt = a*h?, ktoré v bode z = oo ma
rychlost w(oo) = .

V ulohéch 1755 aZ 1757 nijdite obtekanie danych profilov.
179565. Paraboly z = it 4 #2/2p, te (—oo0, co).
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L

1756, Pravej vetvy hyvperboly & - ":, | b+ e (oo, wo).
1757, Polpriamky Rez < --1. Imz;, =

1758. Najdite priadenic  kvapaliny  pri obtekani  paraboly = — if + 2{2p.
te (—o0, oo), ak pridenic je svmetrické podla redluey osi a smeruje k parabole (pozri
obr. 78). Ukdzte, Zze bod z = 0 je bodom
rozvetvenia pridenia,

1769, Najdite komplexny potencial pri-
denia kvapaliny obtekajice] valee [z | =
- 1. ak pridenie je vytvorené zriedlom
« vydatnostou @ v bode = = a {a > 1),
pricom v{o) - L

1760, Ricite dlohu ako + 1759, ak
pridenic je dané namiesto Zriedla virom
s cirkuldetou [

R \S“\: . 1761. Najdite obtekanie dodtitky tvarn
_ Rezi g e Imz
a) # danou rychlostou w(oc) bez

Obr. 78 cirkuldcie,
bh) & danou rychlostou & cirkuld-
ciou uréenou podmienkon, aby jeden z koneov dosticky bol bodom zjednntenia pra-
denia (Caplyginova veta).

1762. Nijdite obtekanie Zukovského profiln s danou rychlostou v(oo) 3 cirkuld-
ciou I', ak bod vratu profilu je bodom zjednotenie pridenia.

Nech pridenio kvapaliny je urfenéd komplexnym potencialom w — ftz} & izolovan¥mi sin-
gulérnymi bodmi e, &= 1.2, ... Ak pridenic je staciondrne (2 ¢asoml sa numeni), tak’
body a, st pevné. Ak pradenic nie je staciondrue, potom body e, sa pohyhuji v rovine
pritom pre rychlost k-teho bodu plati:

day, [ [dfiin
O [ | SR

kde f(z) = flz) ~ H(z,n,) a Hz.a,) je sifet hlavnej (normilnej) tasti Lourentovho raduo
funkeie #7z) v bode a, pre medzikrufie | z—a, | < 0. p > 0 a logaritmického Glenn. ak o,
jo virevé friedlo.

1763. Pozdlz redlnej osi je nepriepust i stena. V bode 2 == Ai je vie s cirkuldciou /.
ktory vytvéra nestaciondrne pridenie v hornej polrovine imz > 0. Dokaite, ¢
vir sa pohybuje rovnobeine s osou o, rychlostou [7/(d4mh).

1764, Nestaciondrne pridenie v prvom kvadrante Rez > 0, Tm 2 > 0 je dané

virom v bodez = & + #i & cirkuléciou I". Dokdzte, Ze t rajektoria vienje £-2 4+ 52—
= ¢ & jeho rychlost je
N A )

TIRE ) \ g 3

1763. Najdite tok elektrostatického pola cez kroznien =z - 3. ak jrho kom-
plexny potencidl je w == In (22 &+ 4) £ Jilnz

L
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[
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1766. Najdite nihoje a ich polohu, ktoré vytviraji elektrostatické pole s komplex-
ny¥m potencidlom w = 2qilIn (22 -+ 1/22).

1767. Nijdite celkovy ndboj rozlozeny v kruhu |z | < % + 1/2, » je prirodzené
tislo, ak komplexny potencidl pola je w = 2q i ln (1/sin 7z). :

1768. Najdite komploxny potencidl elektrostatického pola vytvoreného nekoneéne
dlhym prismym drotom, ktory je kolmy na rovinu z a pretina ju v bode O.

1769. Nijdite komplexny potencidl a ekvipotencidlne krivky elektrostatického
pola vytvoreného dvoma rovnobefnymi drétmi nabitymi kladnym ndbojom ¢ na
jednotku dizky, ktoré s od seba vzdialené 2h.

Ay

"‘-.._‘
/ 0 9 5
47, i r
C
i i) o
Chr. T4 . B IT Y |

1770. Najdite komplexny potencidl e]nl-[tméta.t.iulgéh?i pola vytvoreného dvoma
stiosovymi rotaénymi valeawi s polomermir. B, r < R. Dokiite, Ze kapacita takého

' -1
kondenzdtora je% (Iu LR;—) na jeduotku dizky.

1771. Nsjdite komplexny potencidl clektrestatického pola medzi dvoma valeami
|z1 =1, |z — 1| =4, ak potencidl prvého valea je 1 a druhy valee je uzemneny.
Najdite kapacitu takéhoto kondenzdtora.

1772. Nijdite clektrostatickd pole dvojzilového vedenia .{pnzri obr. 79). 2k poten-
cidlny rozdiel medzi ohidvoma Zilami je .
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1773, Najdite elektrostatické pole kondenzdtora, ktory sa skladdé z dvoch ne-
konetne velkych dosiek, ktoré leZia v jednej rovine a rez kolmy na tito rovinu ma
tvar ako na obr. 8. Rozdicl potencidilov na doskdch je 2F,.

1774. V bode z = 2 je ndboj ¢. Imaginirna os je uzemnend. Najdite potenecidl
v bode z = 1.

1775. Na krivke |z— 11! } 1z 4+ 1| =4 sa potencidl rovni 1 a na Gsedke
medzi jej ohniskami je 0. Najdite potencidl v bode z = 1.

1776. Nijdite elektrostatické pole v polkruhu {2z | < 1, Im z > 0, ak na obliku

0 <argz < w/2. 1z} =1 je potencidl — Vo, na obliku /2 < argz <@, (2| =1 5
je potenciil Vg a na priemere --1 £ Imz = 1, Re z = 0 je potencidl 0. Body z, = 1, '
23 = i, 23 = ~—1 su izolujice body.

1777. Nijdite elektrostatické pole zvonku elipsy z = a cos £ -+ ibsin 4, € {0, 2%,
ak elipsa je jednou z ekvipotencidlnych hladin tohto pola.

1778. Na lomenej éjare z = z + i, 2 < 0, 2 = iy. ¥ > = potenciadl sa rovni 7.
Na osi 0z potencidl sa rovnd 0. Najdite elektrostatické pole v oblasti ohranic¢enej
danymi ¢iarami pouZitim Christoffelovho-Schwarzovho integrélu.

1779. Nijdite elektrostatické pole zvonkn &tvorea —1 < x <1, —1 <y <1,
na ktorom je ndboj g.

1780. Na kruZniei | z-— 21| == 1 je hustota ﬁihuja o = 1. Ako sa rozloZi ndboj
na tejto kruznici, ak uzemnime priamku Imz == 0, )

1781, Nijdite elektrostatickd pole v priestore medzi dvoma rotaénymi valcami
s rovnobeinymi osami, ktorych priesednice s rovinou kolmon na ich osi st kruZnice
lz] =1, |z— 1] = 5/2. Rozdiel potencidlov medzi valcami je Vo= 1. Néjdite
najmensiu a najvaciiu hustotu niboja na valeoch.

1782, Na polpriamke Re z = 0, Im 2z > 1 je potencidél Vo a na priamke Im z = 0 -!
sa rovnd nule. Najdite hustotu ndboja ¢ na priamke Tm z = 0, ak viete, ze g = :
| E [fd.

V dlohich 1983 az 1787 mi.jdit:a komplexny potenciil elektrostatickych poli
vytvorenyeh danymi bodovymi ndbojmi v danych oblastiach:

1783. V hornej polrovine Im z > 0 ndbojom 2¢ v bode z.

1784. V kruhu | z| < R nibojom 2¢v bode %, [ 2| < R.

1785. Na vonkajsku kruhu |z | > K ndbojom 2¢ v bode 2, | 2 | > R.

| |
1786. Na vonkajsku clipsy |z —el| 4 |24 el =21, e= Va.z — b2 nabojom 2¢ i
v bode z = a. . o i
1787. Na vonkajsku &tvorea | Rez| < d, | Imz| < d ndbojom 2¢ v bode z == oo. |
1788. Najdite elektrostatické pole medzi dvoma rovinami, ktoré zvieraja vhol =/3, |
ak v rovine ich symetrie vo vzdialenosti a od ich pricseénice je homogénne nabitd i

priamka s lincirnou hustotou g (pozri obr. 81). Néjdite aj ekvipotencidlne hladiny
tohto pola, ' i

—————————
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V dlohdch 1789 a7 1792 nijdite elektrostatické pole vytvorené danym dipolom
v danych oblastiach:

1789, V krnhu | 2| < R dipdlom v bode ¢ 8 momentom p.
1790. Na vonkajsku kruhu | 2| > R dipélom v bode @ s momentom p.
1791. Na okoli tisetky | Re z | < R, Im z = 0, dipblom v bode oo 8 momentom p.

1792. Na vonkajsku elipsy |{z—ej+ {24 ¢e|=2a, e= ]/u.i — b2 dipdlom
v bode o0 s momentom p.

1793. Na kruznici |2—5i] =4 je teplota 100°C a na redlnej osi Tmz = 0
je nulovd. Najdite teplotu v bode z =1 1,

1794, Na kruZnici | z| = 1 je teplota 0° C a na kruinici | 2 — 1 | = 5/2 je teplota
100° C. N4jdite rozlozenie teploty v priestore medzi kruZnicami.

1795. Na elipse 8 polosami 2, 3 sa teplota rovnd 0° C a na fisedke medzi ohniskami
je teplota 100° C. Najdite rozloienie te- '

ploty. hy .

1796. Nijdite rozloZenie teploty vnitri
polkruhu |z | < 1, Imz > 0, ak teplota
na polkruinici |z |=1.Imz > 0 je 0°C
a na priemere [Rez| <1, Imz=10 ocy .0 WtC
rovnd sa 10° C. IR

1797. Najdite rozloienie teploty kru-
hového vyseku 0 < argz < a, [z| < a,

ak teplota na jej ramendch ga rovnd 0° C S B°C —d z.
a na oblaku 100° C. 8 _
. 1798. N4jdite rozloZenie teploty v doske Obr. 82

uhra.méene] dvoma rovnobeinymi ste- .
nami, ktoré udrzujeme na kcmgta.ntne] teplote 0° C a hranon, ktord je zohriata na
807 C (pozri obr. 82).

V tilohdch 1799 a2 1801 ndjdite rozloZenic tepluty v danyceh oblastiach, ak tepelné

pole je vytvorené tepeinym zdrojom v bode zg s prikonom @ a na hraniei oblasti
je teplota konstantna:

1799. V hornej polrovine Im z > 0, 20 = «.
180, V kruhu (2] < R, 20 = a,
1801. V polpdse | Rez| < a, Imz > 0,z = ik, & > 0.

Nech u(l) = u(R,#) jo redlna funkeia definovanid na kruinici { = Reld, 0 < § < 27
Potom integral -

1 B g2
Hfu{R'ﬁ] R: . 2Ry cos ({F — ) + 72 i
O -

sa nazyve Potssonovym integrilom (2 = re'e).
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Integral
Im

1 Sd4 e
-E“f u(f) S 40 Fin0),

kde {0} je redlne &fslo, nazgva sa Schwarzovim integrilom (D =0 Ro'? 5 = rei®).

Veta 6. Nech w(?) = w(R, §) je po Ciastkach spojité redlna funkeis na krudnici { = R i@,
0 = # < 2r. Potom:

8} Funkeia '

B y2

1 [y
wz) = ulr, @) = Ef WB ) R con (b o T W

jo harmonickou funkcion na kruhu |z | << &, z — ¢ 8i® a této funkeia v bodoch spojitosti £
ne kruinici { = Rei?, O = # < 2x nadobdd.a. hraniéné hodnoty «(l), . j. plati:

lim wi{z) = u({),

=l
ak z sa blizi k ¢ po Tubovolnej krivke, ktors legi v kruhu 2| < L
b} Funkeia
fe) = f ut) g2 a8 + im0 (@)

jo analytickd na kruhu |z | < R pritom funkein u(z) zo vzfahu {1) je jej redlnou éasfou.

Priklad. Nijdime harmonickd funkein na jednotkovom kruhu, ktora ne obliku [ = e'®,
# e (x, > hraniénej kruZnice nadobiida hraniéni hodnotn 1 a na zvyiku hraniénej krufnice
nadobida hraniéni hodnotu 0.

Riedenie. Podla vety 6 potitame Poissonov integril

2
ulz) =__f 1—-2rcua{ﬂ @) + .

s #—
Poutijeme substitiiciu tg "Ti = ¢ a po uprave dostaneme:

e
2
11— dt B
- [FUSSp=T Ty Y
x—p
2
=g
2
| I R * e
n (1 + rp [ '1_-—r)=+t=
N =
a--‘-p
.E"

Hladané harmonickd funkeia je:
- 1 -
= & o (12502 %) e (1275

kde 2 = rolp,
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1802, Nijdite elektrostatické pole v polrovine s n -} 1 elektréodami, ktorych
potencigly si Vo, V..., Vy a leiia na redlnej osi, pricom izolujice body st @,, az,
..., @y (pozri obr. 83).

1803. Nijdite elektrostatické pole v polrovine s troma cloktrédami na redlnej
osi 8 potencialmi 2F,, Vo, 0 a izolujicimi bodmi z; = —1, z, — 1. Néjdite silotiary
tohoto pola (pozri obr. 84).

1804, Néjdite komplexny potencidl elektrostatického pola v hornej polrovine so
styrmi elektrédami na redlnej osi & potencidlmi 0, Vo, V=V, 4 (V2— Vijx, 0

a izolujdeimi bodmi z) = —1, z; = 0. 73 = 1.
k4
Vo ¥ | Va
ﬁ & 8 b o sl e———
a2y -ﬂ.n Ey-1 [ 2% £
fibr, 83
2V, -l Ve T 0
Obr. K4




7. VISLEDKY

1. Nekone¥né rady

1,1. Ciselné rady

L1414 + 1/64 + 1/16 4 171024 + .02 1/3 + 5/7 + /13 + 183/21 + 1731 + ...
B.0 4 1/21—2/8! + 1jAl+ 0+ ... 4. 1/{3n—2). 6. n/35-1. 8, 1{(Zn + 1} (In—1). T. n}/(2n— 1)1t
8. s=1 0 8=0 10.s= 1/2. 11. 1/2. 12, 1/2. 18, 1. 14 2/5. 16. —5/12. 16, 54[110. 17. 6/b.
18. 9/4. 19. &) (a8 #in &)/(1 — 2a cos @ + a3}, b) {a coe & — a?)/(1 — 2 cos a + a?). 20,1 4 pwfd.
£1. Diverguje. 22, a) # = 1/5; 400 8lenov, b) & = 1/8; 1 768 flenov. 28. Diverguje. 24, Diverguje.
£5. Konverguje. 26, Konverguje. 27. Diverguje. 28. Konverguje. 29, Diverguje. 30. Konverguje.

o

81. Diverguje. 32, Konverguje. Ndvod: Porovnajte s radom Z 1/n=. 88. Konverguje. 84. Xonver-

n=1

guje pre a > o. 86. Konverguje. 86. Diverguje. 87. Konvergvie. 41. Konverguje. 42. Diverguje.
438, Konverguje. 44. Konverguje. 45, Konverguje. 48, Diverguje. 47. Konverguje. 48, Konverguje.
49. Diverguje. 50, Konverguje. 51. Konverguje. 52. Konverguje 58. Konverguje. 34. Konverguje,
55. Konverguje. 68. Diverguje. 57. Konverguje. 58, Konver yuje. 58, Konverguje pre p > 2.
60. Konverguje. 81. Konverguje. 62, Konverguje. 83. Diverguje. 84. Konverguje. 5. Konverguje
pre a > 1, diverguje pre a < 1. 66. Diverguje. 87. Konverg: je. 8. Konverguje. 89, Diverguje.
70, Konverguje. 71, Konverguje. 72. Diverguje. 78. Konverguje. 74, Diverguje. 75. Diverguje.
78. Konverguje. 77. Konverguje. 78. Diverguje. 79, Konverguje. 80, Konverguje. Bl. Diverguje.
88. Konverguje. 84. Konverguje. 85. Konverguje. 88.Konverguje 87, Diverguje. 88, Diverguje.
89, Relativne konverguje. 80. Diverguje. 91. Relativne <onverguje. #2. AbasolGtne konverguje.
98, Absoltitne konverguje. 94, Absohitne konverguje. 95. Absolutne konverguje. 96. Absoltitne
konverguje. 97. Relativne konverguje. 8. Absoltne konverguje. 100, a) 1,8 < a < 1,7,0} 1,206 <
< & < 1,207, ¢} 0,12 < & < 0,15. 101, Konverguje. 702 V = 2A2R2[3(4R2 + 3A%).

'l’io o’m ) :.imj

11%. 14 -+ % , 118, a)méte byt konvergentny, b)neméze byt konvergentny. 114. 0 — {:—j—;
. L]
14 = z . an !
I#l‘iloll&m-l’h ﬂ) ﬂﬂ“", b} {ﬂ+l}*\’?&lﬁﬂ!‘lﬂ“lﬁ?[l—m——i}—!+

n=1]
i

+ il{n“—.l?:+ (_”‘]'-F)i(ZET:PE)’d“+W+ w+4;4+,___1“_im._._
1

ﬂ-’-lr- I'I'-l
. m "
25 1 1,1 101
118, 22 | llﬂ-Z(«“n‘Z , divergujo. 122, 1 + & + o + - — o +
49 | — C I B
& gle—ErnEdD h ‘
i 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 71 1
+'i'+"lT+W+l_ﬁ—T-...lS&‘l+-—3"—?+'E+T+§'—-T+
v — — —
11t 1 ! ’
I .
*aotwtutm oo
4
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1,5. Mocninové rady 257

1,3. Postupnosf tunkeii

124, (—o0, ), f(z) = /2. 126. (—1, 1), f(z) = O pre z & {—1, 1), f(1) = 5/6. 126, (—co, ),
fiz) = o%. 127, (0, w), flx) = Inx. 128. (—o0, ), fl2) = 0. 120, (— w0, ), f(z]} = 2. 130, N =

= (=, @) — U {2km + 7w} y {2k + 3n/2}), flx) = 1 pre ze M = U ({2kn} y {2kr +
- km—a

+ mf2}), (=) = 0 pre x &€ N — M. 181. (0, @), fiz) = 0 pre z > 0, f{0) = 1. 182, a) ¢—I, 1>,
fiz) = 0; b) {—1, 1), fiz} = lfz pre x € (—1, 0} u (0, 15, f(0) = 0. 188. dno. 184. nie. 185, no.
136, dno. 137. nie. 188, dno. 188, &4no. 140, 4no. 141, nie. 142. &no. 143, nie. 147, 0. 149. 4no.

1,4. Funkelonalne rady

160. 1/(1 + 2x), z € (—1/2, 1/2). 161, 1 + 23, 2 € {— 0, ) 152, n > 10: n > 1 000,
158, 1/[2(z -+ 1)}, 1/{2(x + 2n + 1)} » = 26. 154. SBudet radu jo 1 a zvyiok po n-tom Elene
Rau(x) = z7*1; n = 85; také n neexistuje. 1566, (—wo, @), 1586, {—e, e). 167, ¢—1, 1> 158, (—2 .
— 8, (12, 2). 188, (—1, 1). 160. (—20, —1) | (1, @), 161 Vietky sisla okrem 0, —1, —3, . ..
=, ... 162, (—1, 1). 168. (—e0, 0) y (0, co). 184 (1, o). 185, (—oo, 0). 186, (——c0, wo). 167
{—eo, ). 188. (o0, ®). 169. (0, o) 170, (0, ®}. 17L. (0, w). 172, (1/2e, e/2). 178. (1, )
174. (0, o). 176. (1, ®); (—co, 0. 176. (e, w); (0, 13, 177. (2kx, (2k + 1) 1), & jo celé dislo;

: 1
v ostatnych bodoch je divergentny. 178. n = 7, 101, (—w, ), 194, G

v DeBpojita

v &igle 0. 196. 1 — x, prox > D;ﬂpmx—ﬂ;—l—#pm#{ﬁ.lﬂ.l,‘ﬁ.iﬂhallng :b}%lnﬂ-j—

+ 12%3_-. 202. —In (1 —a), z€(~—1, 1). 208, srotgz, || < 1. 2us 1 - —In(1—2),
11 i
7€ (-1, 1. 206  In li:-—u—é-a.rctg#,#el—l. 1). 208, ———, z6 (—1, 1),

1,5. Mocuninové rady

207. 1/5. 208, 0. 209, 0. 210. }/2/2. 211, [/2/3. 21, 1. 218, 4e/27. 214, 1. 2i5. 2. 218, e. 217
(—o, ©). 218. {—e, &). 210. (—1, 1. 220. (—1/3, 1/3). 221. (—1, 1). 222, (— o0, o). 228. (—1, 1),
£24. (—0.1; 0,1). 228. (—2, 2). 228, (—4, 4). 227, (—1, 1. 228, (—1, 1), 229, (—1/e, 1/e}. 230
<=L I). 28h z = —3. 282. (0, 2). 288. 1/8 — (x — 3)/9 + (x — 8)3/27 + .... 284, 1 —

. w -] ol
_?_ 1.3.....(3n—5) {z— 1) Inll?_ . o e Dra-1 "
+ EE{—H" oy - .zsa.l‘+z—“i z .233.2{ 1o T
e ) . LT =1
o [ <3
_, an 5 o TR TN 1 1 1.3
2#7.1n2+211{—l}ﬂ = .sss.z;l-’z e A e i e T
Ti - n=
1.3.5 < ) Catnb 1)
“Taesg ot LD ““"z(""' Ham (=1, u.m.z___ﬂ (—a)r=t, (—1, 1),
n=10 n=]
an - +]
0 t_l}l- 1 1 1
L L T P o I
| i) e
= ., an n ' ooy M— 1
-z, V2). 245. 2 + z (—IPt o 3% (=0, @) 2481 4 z{—n P,
H=2 i
o] =]
. 2in—1 a o i t'n -f- 2} in .
(—eo, @) 247. 1 + 21{—1} @ T (o, @), 8. 2 zu{ Iy B i,
LT Tl 2=

" 17 Zbiecka aloh




258 T Visledky

3
(s, ). M p o 2T .’;__._ (e, o). 2B, Z (— 1t = ':H} (—1/2, 12
1wl
L) N Lo
251, .?.'_ff_‘r 252 Z_ n___"__ . snit _]-Z qmeran e F
251, -Z 250 {1} T P L2358 7 [(~==TPjm =t 2n i 1) e
S n-2 =]
2 I i at
——] 2 @ N 1 P AT » 351"-'- Nt T e e
{ 2123 254 Z[iln,’l" (Zu-—-",‘l' v \"h - -11 ] A= 1) 2 2 5
w =)
Tt e Hxd @l a4 1 £ ad - .
ce S ORI s D Sl B5T ) — _-_--ﬁ__e',_._...--_______._, La, i
ey T T TS g BT lTEr s R TR E R T R e :
51\ B—1
— _1_ ¥3—1 o1y _]’5 _.!_) z (1) .-.‘?“Ti__, S, L. 2820
1‘:5 2 2 T —-
‘ u’ﬂ(l
sl

D 1) gl . 2 — 1y -1 .
': ’:zﬂ]!,_]' e zn:-—n" : '{'2"}”} G 26

n=1 ﬂ-l

3 " n—1
o S ), 1h. 260 8 32-“’2 R z#, (—a, o) 266, 1 -+

-]
- 2. ZL‘;E‘."."" i i, ). 267, 3 4 T et b (L zas.zt_.nmm_

{2n)!
ne=] N n=g
) I - {(2n — 1) rintl

xn=l ; P Eal — 1) o -

s A Ve, Vo). 2601 + T G T BT e (b D 200 2
n=1
I 1 . 1 1 o — Q@ 1-_1_ Em_. 2;..4.. Gl
_(1+,_2_)a~=-+ (1"'?* )mr- o (=1,1) 271 & 3 R
+1
_ ?_“__'l o (—1,1).27% zt--n —-L— (-1, 1), 278, (1 + 281 — z2)2,
7% 1)

2T {1 — )2 275, —{12) I | 1—{:—3]1 | 278, 2;’{2—9:]’ 2T —=x) 298, (4 — 2)/(3—2x)2

278, 18 230, 2561323, 28l. l.-Ind. 289, In(2/3). 283, 115/128. 284, 1 —In 2.

285, e N1 4 x2). 286, (1 — 2z)/(1 -+ z)*. Ndved: S¢itajte dany rad s jehox -néasobkom.
[= 5] =]

pIN-L

. . " _ : 1
ONT. 2/(1 — )k 288, ¢ Z{_n YT TETT e 289. ¢ = In |7| +Z e

ol @
; N I.3.....(2n—3) xin-2 a o s
{—03. U}'I l{'. J-:'}- 200 ¢ ] Z : 211-:.:“ J— 1}? ‘iﬂ o 3 ¥ < l. 1}» -ﬁl. z 9“ __

n=4 Hes ]
s

3. ... {2n— 8) ,.,3—: o, Z x:n—: i z .

- : . . and, Qpmer

9 2{ T T TR ™ =8 s = 2n — 12 1( U
n=1 Tt nel

05, 1.5874. @96, 2,1831. 207. 2,0005. 298, 1,99535. 200. 1,6487. 300. 0,7788. 201, 04794,

302, (,3000, 804, 0,9848, 804, 0,2403. 305, 1,4281. 306. 0,1973. 307, 0,6031. 808, 1,6084. 309, 0,4343.

310, 0,497, 311, 0,747, 312, '32 831 313, ﬂ‘ﬂ'l 314, 0,323, 315, 0,783,

Taylorey rad pro funkeie viae premennych

816, z Z =D RDT  )e Bi os1n 2(——-1}" 4 (2 — N — 1,

¢n4
me=() re=i) s ()
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1,6. Riesenie diferencidluych rovnic pomocou nekoneingeh radoy, ... 250

[= ]

. J— ki
—0 w0, 0<y<2 818 1+ (=1 =& ["{"2“}1“12]] - Jx, y)e By 819, 1 o x4

ty+attay i+ (moy)e(—1, 1) % (=1, 1). 320, 1+22 y—am jo—yi<l.

=1
A—zty 2. 2 _ v
T¥eTy T T T g B ey —g
= &}

an
P yz ) 22 x?ﬂ"lyh"'l
B2 ltztytodt ot Gr g b 828 z z{_nﬂ @m - 1) (2n 4 1)t °

Ndvod + (e Ba.

M=) =

(%H)EE:.I!&II,E i_]}ﬂ (e 4';2:':_:-:;!]1“4-1 e s 3}EEJ.325-—-Z i i -f:hy)E{—l, l} s

i3
n=0 ne
X {—L1). Ndvod: 1—z—y+ay=(1—2)(1—y). 326 (&+3) + Z"_“{E’{‘z:}nlr]” .
ZIntL o gand o _rl -
TR 1 fm| =1, |y | =1. Nivod: aresin (a:}’l—ya 4y Vl—m?}=ar¢am=+
. 1 1)
+oarcsiny. 827, &y — = (2 —y) +::-{==‘—y’l—--.+ ‘2(,@ +’1 fantt — yaodt) L

1,6. Rielenie diferencidlnyeh rovmie pomocon nekoneénych radov, Besselova dilerenclélna
rovnica, Gaussova diferencidlna rovniea, Legendrova diferenciflna rovnics

820. 1+ 20z — 1) + 4 (2 — 1) + (26/3) (z — 1) -+ (B1/4) (x — 1J* | ... 880, x -+ a3f2 +
2033 4 1latf24 4 532120 + ... .881. 1 - 2r — 242 — Ba¥3 + .... 382 —2 4 2u -
— 2 4 2B —atd & T80~ ... 888, ) + @ + a2 4 Y] + 296 - 215 - 4036 5 ... .
384 1+ 2320 & 23! £ 2B 4 L. BB L + 236 - o424 L ... 8836 1 4 %2 22—

— 23 —zH4— ... 887y, = 2=, y;—zfx'1e='d=,y=z{c.+q;fz“=o='d:r}.m¥.=e=,

o
Ya=2, y=cre* -t cyw. B39, y, =1, y; = arcsinz, y = ¢, + ¢; arcsin x. 840, cZ(:):v"
’ kﬂl
Bilioy [1 —4290(2.3) + 422402 . 3.5 .6) — ... + (—1)k4bz3%/(2 3. 5.8 . ... .{3k—1).3%) +
=] ol — datf(3.4) + 42203 ALBLT) — Lk (— )R gRds 48,7, ...,
Bk (8R4 1)) + L B4R el — 2B - 2240 4+ ...) 4 ool 4+ 22/6 — 212 - L),
343, 41 + 27 4 4 ces) FooalzE 4o o2t L) = f{l — 23} + expf(l — x2). B44, eyl -|-
=22+ Bt L) el 122851 - - BAS. or (1 — 2221 o 33 — A1 BaS[5Y - -
— o) b oe(@ — 23— 24t 72515 ), 846, eif{l — a6 + 25[120 — .. .) -+ cxfz —
— 2412 4 28180 — ., ), 847, (1 - 2 4 31D 4 5xYT2 4 L) 4 eaf b 236 2324 e
Foaal) BB o1 — 22 4 a4t — 3Bl L L, 4 {(—1)% xk (2] -|-_ R exrt {1 — zf31 4
B — T b (—D)E 2R 2k — 1)) 4 L) =y us V2 + ¢ sin V. 349 eyips o
T b 22 4 ela? 4 M4 4 TV(4.5) 4 x4 5. 6) + ...} BBO. a1 + 22(5.6) -+

T AEL 6L TLL ) ) b (1 (6. T) (6. 7,12, 1) + ...} 351, [1 T

-} 23{21}*{{21: + 3]!!] piflop {czll':c}z ab kB2 2fw {4/} Z ({160 — 482 -+ L)) [eos Zke —
k=0 k=0 k=1

— (2R/(4R2 —— 1)) sin 2kz]. 358 Z [ + k) cos kx — sin £x)/[2¥(k> -+ k)2 " 1}]. 854, Jo(r) =

b=l
= Lol 4 (20 43) —ao(22, 42 8% .. b (=D a2 43, L (20R) 4 ... =



260 ' 7. Vysledky

o
= 2 (=1 a3nf((2n)11)2, Ji(z) .=_ x|2 — 23 (22 . 4) + 52 . 42, 6) -—aTf(23. 42 .62 8} + ... +
n=0{ ) w0
4 (1w aInIf(22 43, ... (2npt . (2n 420 + ... = Z{—l}ﬂ .m“*_‘i,l'[{l:ﬂﬁ}!!}z (204 2)],

n=0

[a)
Jusle) = VZj(ne) . sin %, Yoz) = (2/m) Jo(a) In (z/2) — {EIEJZ{—I}" @(n} 23[((2n)11), kde
fie= ()

gin) = —p + 1+ 1j2 + 1/3 + ... + ln a p(0) = y jo Eulerova konStanta, Yafz) =
o .

= (2/m) Ji(z) In {z]2) —2{{mx) — (Ehﬂzt—l)' [(2n + 2) pln) + 1] 20120 - 2012, ¥z} =
n=0

= —J_yalz) = — V2/(rex) .08 2. 888, o (z — 1) + e ¥y[x — 1). 856, e-#[e;Jo(x) + ca¥olw)].
857, crda(22) + c2¥slx?). 858, e, Ja(}7) + ea¥a(lz). 858, 2fey Jipala?) + exlspala?)] = eacona? +
& casinzl. 880, z2[enfa(x) + e2¥a(z)]. 36L. [ai(dx) + ca¥i(dx))jzt. 868, (—go/ew?) [1 —
— JolwrpiTo(wafv)] sin {wt + @), 368, oF(2, —2, 32, #%) + cyx-tF(3/2, —B{2, 1f2, 2%).
870, (27 — 1)4c, F(1/12, —1/4, —1[3, %) + cmtlPF(17/12, 13/12, 7/3, 2%)]. 878, Polz) = L.
Puz) = z, Pilz) = (3z2 — 12, Py(z) = (Bz* — 3z)f2, Palz) = (362" — 30x2 -+ 3)/8, Py(x) =
= (63x% — 7023 + 16x)[8, Pslar) = (231z¢ — 3152 + 10522 — 5){16, Py(z) = (42027 — 68327 +
+ 3162° — 362)/18 (obr. V1). 878, eiPa(1/2) + exQalljz). 379. o.Py(}7 + 1) + e@uila® + 1.
880, ¢ Py'(x) + ¢:Qs"(). 88L. 2eiPal®) + caQni®)]. 882, e F(—p/2, (1 + p)/2, 1/2, cos? # +
+ cye08 BF(1/2 — pf2, 1 + /2, 3/2, con? B).

Obr, VI

1,7. Ortogondlne systémy funkeii, ortogondlne rady

890. [/2/(3n + 1); Pyw) = =, Pafz} = (322 — 1)/2, Prlz) = (52 — 3x){2. 391, | V= pre n = 0,

VaZpren =1,2,3,...; Trle) = =, Talz) = 2x? — 1, Talx) = do® — 3. 392, Vﬂsns ¥: By =
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1,8, Fourierove rady 261

§'

~ 2z, Ha(x) = 427 — 2, Hy(z) = 82> — 122, 898, 1; Ly(2) = 1 — =, Ly(@) = 1 — 2z + 2732,
o

Lyir) = 1 — 3z + 3x2{2 — x3/6. 898, 3T\(x)/4 + Talz)/4. 899, (4/r) Z (—1)m+ 1T {@)(2n — 1),

nel

100, 2m + (4f7) z:r,.(a:}muz — 1), 201 (4/n) 2(—1)“1@,._,{::1;(2“ — 1) 402 12 4

LEN nm ]l

e Z (—1)m=1{(dn — 1) (25— 2)3[28 nt (n— 1))} Pagoa(r). 408. 23 — 2 ZP.{::}}'[(%-—

nws ] . n=]

— 1) (20 + 3. 404 (5/2) Z (41 1) [(2n— 1)1/2001] Pya(z). 405, (/2) Z{(En— 1)11j2mn1ps

Fie=1 o ()
[Pamala) — Panotx)]. 407, mFEJZ{—nﬂ Hyna{z)[(2n + 1).2.n1). 408 I)x +
n={

+ {1,']1:?)2[—.1}--*H;,{:u[(2n—11 n22in— 1)), 408, w'fiz (—1)8 an Haa(z)/(2% (2n)!

n=1 n={
[} e
110, eal/s z (=1 anM(zy2n nt. 41l Z {(—1Lm[{n1)3/min — m)!] Im{z). 412, {1 + a)™*.

D (Gl @) Lnfe). 418, 2 ZJ..u«uxm-an.(a.n, pridom Jo(ls) = 0 pro n=1,2 3, ...

ne={

414. 2 zJ;(p,.z}j[p..J;{g,}], pridom Jalua) = O pre n = 1,°2, 3, ... .

1,8, Fourierove rady

cos2z 3 cosdr 4z = ;
415. ) 5 LA i b g - g +-.m; . 418, —-22{—11"“' m:m - 417, ’: +

n-l

08 HE cos (2n 4 11z gin (2n— 1)z
—*Z(—” 413.-— —*—-z Bn 1 11 41'-—2—-w -lEIL-— +

i) n=l

i _2_ sin(2n 4 Dz 2 sinh (am) 2 B , 129 MZ gy
- o T 4210 {—1) +#=amm=. - - e L

n=0 L | =l

a T cos(2n-=1)z ain nz 1
rp—r cos nx. 423, *—Z[ ? I:E'n—'—l*]ﬂ—-t-{—]}ﬂ — |- 424, -5

B .
! cos (2n - 1) nx 10 ¢ (=D onme . [J_
oo Z rtTrm T 2 o sin ———. 426 2 sinh b |-+

n=1

n=} =1

=
=0
Z[:—nn ﬁ i oo -":i SR Y P+ Mx, gin o ]] 427, Pre o pérne

| 4 @Za--1) *_2;’“— i
= e T (2n — Iir, pre a nepdrne je - ’ ol —dna 2n.
el ) =
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2 #] s

16 7 etn—1[1 08 T e sin Ry
498, —— E B RS 429, e | - E — _
9, - (—1ym+ Gy sin 2nx. 429 - [2 + (“: 1 . )] 104,

n=1 =1

o
2 cos 2{Zn — 1} x 1
= —— . P
noe 2n — 1) 2
o - E 1)
! L s 2 — 9 con Znna
-+ -2—‘_2 I co mhT ¢
H= Cm=1
o

o

4 {—l)’" 4 Z cos(2nt 1z ¢ L

-; ﬂ.z coa Bnr. 'I'B'ﬁo - [2“ + 1‘2 2
=1 n =il

%0, " —
‘ i‘i

4 eos (2n + 1 x 2
] s T D (o SRR s =y

o I

ain 2wne

Z - s T E N,
n

=}

) L=
_4_ cos (2n 1y r 9 z f—1)n-t
= (2n — 12

=]

q|~

=

kde n je celé &islo. 437,

m!;ﬁ

n=1
P 3

Lra] Lw
2 cos (2n 4 1} sin 2m: b g eosmr 24 cos{2n 4+ 1)z

‘.!'I.=|. =

= ﬂ.:—l
3
2n? Z{—-l}“ lﬂmw - 122 (—1)» Em - 440 &—l E qmm (E + l)s'mz—- :
= ™

n=l n=1

sin 2 1 20 sin 4z w? co
e Rl R L e R 12

» X E{—, W)
=1
e o

w0 .
n? , 8innz B sin {2n + 1) x ) r?  4m? < 08 nx
— s e | §7 0 o — — e ——— . Y mm v T m— . —
o D (et S e L 4

= 1 "‘"",

@ o .
Z sin wr i B Z gin (2n — Do md - it
— 4 n s E {Gp 21':}. 5 . 442, — (?ﬂ — l}h ¥ E . 448. T B

™
=1 n=1
ofy Ead '
+ 4 z (—1)9 fo.;ﬂ:‘i D2 z (—1)m=t fm i i Z (—I)m sin nz -_ﬂi, 4 B2 5
ﬂ-l =1 re=1

Z(r”"M +4BZ: s S gy by = On = 012 L M5 G =

n=1 .
===bn,,-=ﬁ,n=ﬂ,12 oA b = b =0, 1,2, ... ML @y = 0 by = 0, n=
L= ﬂ. l, 2, v m- alq_l = U, bn = ﬂ, n = 1, 2| 31 4‘49 Iy = ﬂp bzﬂ.+1 = “p "n = “r lg 21 e ow

il ol a X {2
. o . €03 N . . . ppey TOERX L, zsm n+ 1} x
450, —In 2 Z M 451 Iz Z[ et SEEE gz, > BRI
n 1 - e
' < 26+ i
n{r—a;l LA 2 z [ ..... ¢ lan
458, 5 {T dma -+ 3al). 454, - o I}: -+ o 1 plinz,
ein -1 1iin—1h i Z e | — ]t
455, — PR T efnr, 456, 2i (—1} - 1 alnr,
e —af =

457, A0y + 2 {[A(n) + A(—n)] cos nx — [Bin) — B{-—ﬂ]] gin nz}, lkde A(n) =

n=1




2,1. Dvojny indegrdl 263

2(-—1)n-t . - . _ =1t (e — 1)
Sy g i [ar cosh (ar) — sinhk (ar)], B(n) = e e vy cosh (am) +
2a sinh (ax) . . .
-+ POty " — 1]1] & n je celd &islo. 458, B(D) + zl {{A(ny — A{-—n}] sinnz 4- [B{n) + B(—n}].
=

- cosnr), kde A(n) a B(n) ma rovneky vyznam ako v priklade 267. 448. — + 5 sin & -—

o

-3 2
-

=1

2. Z4klady integrélneho poétu funkeie viac premenngch

2,1 Dvojity integri

. 0 : '
465. 4,6, 466. D,V [2+ -“—],s =0,1,...,0; D0 = [-- 2.4 H?- Fe=0,1,. .. m

Do== D0 5 D% . 467, 1/4. 477.7)12. 478, 1/40. 479. 4/3. 480, ——mh-—muli 481, 4.

- 1 G '
482. 32/3. 483. m/12. 484, —'ln . 485 & — 1. 486.2In2 - l

3 487. 32, 4B8. -‘uj'.lﬂ 489, 2.
4+ 2
491, J[ Sl y) dy . 492, J[J’.i’ ") d-'a'-'] dy = f [ S, u) dﬂ’] dy.
1 1.«’1-:!
493, J J-_ﬂx,y}d: dy 494, J- f ﬂ:ry}d.:: . 495, J.[f Slz, o) dy| de 4

1 1-z 1 1:’1—? e v’al—u'

J[Jﬂz,y)dg | s ase ![ f Sty e 4o “J‘ ﬁmm]_&ﬂ

I'.'II

+ .:.J.[ f fiz, 9) d*] dy + ” fﬂ:fy}dzJ ay. 495, J‘U’ s ax].;y o “1]__,

1 a ¥iia

ﬂxmdz] dy—” ]ﬂz yrdy] dr. 500. I[.U 1t wda:] dy - ‘J-Uﬂm,wdu}h+

3 3-r 1 %rid g1

![fftry}dy da.- soL. f[f}[zy]dy d“.‘f” f[zy]dz dy+![

o 2ril
1

{x.JM]@+J[ fﬂw,y:-dr]dy- so2. ;f[ ff‘”*”"‘” d"”"JA[

gzt

" —_—

—2—-—4 = A 1

3 Vi -V¥-i v"_:T'

flx,ylda:]dr+f[hf!:%.ﬂz.yldy] j[\/_i f{z,_y}d:]dy‘i[
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L 13 =
ﬂ:.!r)dz] dy + f[ _f_ﬂ.r,y]dz dy+f [ f Sz, y}dx] .jy.l. [V—i

-t 0= 1 V=
1 i
fir. w) de ]dy. 503, f [ f flx, ¥) dy] dr. 504, 3. 503, 2/3. 508, 6b%. 507. ¢/3. 508. 33(140.
i

300, 0. 510, In 2. 511, 1/2. 512, 1 225/64. 513. «*/4. 314. =/8. 516, 24m. 518. 3n/2. 617. 92

518, —10/3 + 4 V3. s19. -?: + 8ln —r}— 520, —1/e; —1je + 1/2, 521, —x/2,7/2. 522, Ndvod:
x

i

Dokaz urobte tak, iadnkﬁ.ietu![f{: wdy J'[f{x_wpdx]dy 528. 1f

824. 1/6. 525. —6 < -”‘ (23 + y3 — m}da'udye.: 78, 528, --19. 45 < J.'.{x‘ — 3y +

4
+ day — b — ldady < t—l}vixs. 527.— ;:_.{J.J{a:ﬂ — y?) dz dy < 4x. 528, ,‘{Il'-
I

1
(1 4 y)* . dz dy < 36. 529 1.nﬁ<J.J T00 T oot s T oy W <2

2,2. Trojn§ ® n-rozmerny Integral

380, 1,5. 381. Nech n-té delenie D,0 intervalu 1, 3} je 2/n, n-té delenie Da'® intervalu
\—1, 3% je 4/n a n-té delenie Da®» intervalu (1, 5> je 4/n, potom delenie Dy = D, %X Dal® X
*w D, n o= 1,2 3, ... je normélna postupnost deleni intervalu 1682 0=zxsLOSYS
= (1—x))2, Dgzﬁl——z—ﬂy 533, 0zrsl, 0sysl—z 0Z2z5l—2—4
53, 222 —Ji—msysli—a —Vi—a2—p¥ps2s V&= = — ¢
533 —1= xgl—Vi—a-zs.ysl’}—z:x:+y=s=sx 588, — = z = &

"Vaz—xzdyg—]fa:—xi.{:-é-g;;vam:— — iyl 587. —1 Sz s L
osyslTmogsy 8 —lszsl—l+jzisysl—Izl—1+4

Izh+tyléx£1—ltl—!yl 59, 1sr=<2a—2Szs—L1—iz[Sys2—

—lx| s —2 + |ﬂ=15§5—1+13’|¢1—|T|""-|!|'|55$2—|-‘¢|—|ﬂ|5-—2+|3|+
—jyl 22z —1+|x]+ 1yl ﬁiﬂ.ﬂSa‘E’-.r.——lv:qr—zlgysvm_zu'_vrz_._sl_,zs

S:ofr—sig sl 0Sr=1,0sysS—2+ L1553 — 22—y m. 13..

543, mab?/6. 344, 1/110, 645. 8(31 -+ 12 lzuﬂ 13)/15. 546. 0. 547, 2¢ — 5. B48. f[f

3 l—y

[b’-ﬂ: y,:}dy]dz}d.n-l- f{f[ ff{,r.y.z]dy dz dx:bf[f[ fﬂz,y. }d:r]dy ds +

.H;”f f‘”-”-"**']dy} 34, J'{f[ f ﬂ:.y.:}dy] ar} dx =

l I I'| —_— Il—\t‘
1wz l—z—y

J'{f[ f '_,{::. ¥, 2) dz]dy} . 550, a]!dx fdyf iy, 2) At "’f""

TR S [y |



2.4, Obsah rovinwgeh itravor 263
}’r'-u:' 1 =8
J dyff{r. % 2) dz; e) fdx f ff{.r, woz)da 381, /1440 382, 46
= =R STy

558. 104[2?2 — 1),!3 554, 3(4— 1)21n @. 584 (&> — 1} (e2 — 1) (o — 1}{3. 536. 0, 557, 4/4 6.
538. (3/2) ~2In2. 559. mabe?/d g0, g2 |'c/36. B6L. 59nRY480. 562, ma(18 [3 —07/6)/5.
363, nR’{E—I.I’EHE 564, Baby/6 — a®b?/4. 585. (In2--5/8)/2. 566. r%16 — 1/2. 567. 1j48.

588, mh2R2/4, 560. a) 8/5; b) 3(a — 2). 570, 8) 0 < f f{x* +y? 4 ) drdy dz < 49%/3; b) 24 <

fff (*+y+2)dedydz < 72, BTL. 4/3. 572 1/120. 378. (2 ¢ — 5)j32. 574 1/045.

nia
19/2. &76. 1in!. 677, If-:m,rr(l‘;i YT il f SV wnizmy de, 382, 18m2y2 04015,

)

2,3, Translormiela n-rozmernfeh integrilov

583. Je; u. 384, Nie; v —u, 585, Jo; —2u2f13 — 2. 586, Jo; 1 -+ 1fed. 387 Jeseven Iuinu — 1).
583, Je; abg. 580. u = zry, v = x — y. 691, A je ohranitend dvoma ststrednymi kruinicami su

22
stredom v zadiathu a polpriamkami so spoloénym prieseénikom v zatiatku, 592, r e
3 w2 avosy a2 1 'isin!(;-p al4i
J'f{g cos ¢, osinp)pde. 408, f Agp “ gfio cos ¢, (_a sin g} dp. G4, J de
—af2 D-
w2 2 nr{'tg. fcoag
efip cos @, g sin @) de. §96. f degp J‘ flo cos @, osin @) p do. ﬁﬂ&f dep f
! £ F'EIW;I'P—-"J'_" J Ji:m ~h a&}ﬁ:’l}
flo cos g, p sing) pdp. 597, f de ff{e cos g, g sin ) g dp. 398, -t f dv
Y b Yo"
Sl — vhuja, urju du 4 o-! f J JUHY — v} e, wv]judu.  5H. 293 fdu f S =
M{m b] 1 —u

+ v¥/2, {u — v){2] du. m 3 fdg f flocoa’ ¢, psin? ) pcos g Kin? @ dg. 606 2= 802 mad)s,
808. a'(x — 4/3)/3. 604. n'{r: — 2)/8. 805. 2w 608, —O6x 807, w30, 608, S{a-s —

— bels) (guls __ psis)i48, 609, 2wab(3. 610. Sx. 611 Ba2/9. 612, 16m/3. 613, =/S. 614, B44n/15.
615, =/10. 816. kR3[4, 817, 16a’(n/2 — 2/3)/3. 818, dmabe/5.

2,4, Obsah rovionfeh dtvaroy

¥ —

620.7. 621, 7 ab(x —a). 28 3 (B — 4). 828, > (a— 1) Jabs 624 . 62 30

" f

n o 2 a* H=ad frd

- _L z 1 - - - — i -l T a I ——— L

La?in 2. 828, (2 1) 627. 5 ) arpBin Vﬁ' 628 5 . 829, a2, §30. 3 . 881 o

ma? Amal a3 i ab a? h?

p B . B35 3). Ta C 3

1% 2 633, A . 884. e 835 3 ab{ltﬂ =+ b3). G4, . B3 l 2 ( + l’)
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ah asla 4 b3 (a? — b2} (2 — B 1 B 1
BN, o B3 g 60 g ML e b D e (@ -

— b (s — A1), 643, % {# —b) (x— ).

2. 1b]ein telies

: (R 16 e r e 4 B 32)'3 186 .
644, 9-5 . Gda. 3 648, 7.0, 645, 4 3 L BE, = 5 . %, - J_',u . 850, 12-—1-— ﬂal.—-_s—R
B32. 3 ¢ — B. aaa.-;wh.ﬁﬁ-l. 78 ;2 . 835, 2('.1 —_ % . Bo8. 3rx. 557. 3 . BN, —3— 659, dm{2 -~ VE}
dnat 45 St
“ - ' o 2. '_ [ e 23 = 1 _ -
0, - 3o . G661 ( I.) 68 . 663 55 . 884, (Ll —e!). 684 A a" 866, —— ﬂf'ﬂa
13 -l T 2 1 1 i i
[T ) . e e — o 5 N, —— i g7l e @
667, 13 ud, B8, mibt! 469, 3 (2 a)a 8y0. 16 gk, 671, 9% wials, 72, 3 abe.
1 Rt
833, - - mab lf;— s f’?) au.— wiabe. 675, Eabc{&:‘r + 20—16]."2} 8786, 4:;'i 877, — :n.-xu!lfz
1 '.T 3 In
‘- R & ¥ " - m— L] i L] W ——. — -
‘ miat, 638, 27, 680, 49 73 1) R 12 682, .35 . 088, —— 95 884, 7 685. 4(4 —3In 3
688, T 43?. = (l} 1" 3 — 35), B8R, — Bnu . 638, 5 [8 —3 ]." 3) TR, 890, -E—R!{ﬁ-— o). 801, ma®,
1 1 1 'B-im i 1 abct
= mad, 898, . relgd 12 T as. 894, — . BB5. —2 3 897, 1 —— =Y ar andi)
3 wal, 692 3 eig 12 ina. 3 a*_ 884 3 o TS . 698, ﬁﬂ'a 897 3 (l E)“ ﬂl_& 80d°
8 r 5 = drabe? 1 (abe)? 1
699, - mabe. 700. - athe. TOL ﬁ‘ﬂ“lﬁ’ mabe. T02 e 08—~ . T04. & abe.
- ay, by, o
?ﬂﬁ.% =} a. Ttlli.—_:: LT, 4’;:-2 3. 708, ‘Si:g:h_a kde o = | as, bz, €2|.
- sy by, €

2,8, Obssh plochy

T, 4[«'5 710, l'a®e? ¢ bie? 4 etay2. 111, w3 712, —2ri3 + 21211 4 (7 In 3)j4)3.
T 2n [l 4 e — 1) T4, 320 — Bry9. Tla. 13/12. 716 (may (32 — |¥ —

e (JZm2y2 4 V3me 4 V2 m(f3 + |2 717 13medl2. 718 n{n(k + V2) + |2
TI0.52 | 2. 720, 4. 721, 25, 722, 8 | Sab. 728. 2nab(['§ — 1)/3. 724, dc[b + (a?/} @i — b?) aresin (bja}].
725, 2ma?, 726, Bal 727, Sa?arcsin (bfe). 728, 2 |2, 729, 4n{2n/3 — 1/2 — 2 arcsin (3/4) +
+ F21j2]. 780, nd. 781, (nB?sin 3° . cos 51)10. 782.malal + Aiywh2le [(a + Ja? + R3)jR].
738 a(d — 3} [Mf = a) + a{sin § — ain @)]: dnlob.

2.9, Fyzikalne aplikicle

734, 4a%/3. 735. gabla? + b2)/3. 786. 3gabii. 137, S; = abl)3, S, = a®b/3. 788, {3a/5, O).
788, Na osi siunernosti vo vzdialenosti 4r sin® {2f2))3{x — sin &) od stredu kruinice. 74{. Na oai
stimernosti vo vadialenosti 4(f22 + Ry -+ r2) sin (2/2) od stredu krugnice. 741. £ = 5 = a(l0 —
— 31)/3(4 — m). T42, T = {a%/14c, ab*/14c). 743, T = (ma/S, ma/8). 744, T «= (—a/5, 0), 745,
viat — b4)/48{a — b). 746. 326A105. 747, r{p — (sin 4p)/4]/2. 748, a*(2¢ — sin 2¢)/8; a'(2¢ -+
+ sin 2g — B2(sin? @)/Bp /8. 749, wlab® — ab)/d; m(ah — alb)/4. 760. 3mad [/2; dmatjd [T
751, 9a%/8: Ba*/8. 758. a¢/32|/3. 754. —madd[h — (beos x)/2] (sin &) -+ ocos k), wal ik +
+ (b eos @)f2] (sin af + coa ah). TH6. 3/2. T56. 2mpRY[3. TET, 13n/4. 768, mRIH(3R® 4 2HI)jE,
759, knh?R2L TO0. T = (3012, 5af12, fa/12). T61. T = (0, 0, 1/4). 762. T = {3a/5, 3b/5, 9 | ab/32).
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4.2, Neelastné parametrické integrdly 267

763, 7' = [3wa (sin ¢; — sin @) g — ), 3me (eos @1 —— o8 g,) 16{gy — @), Juf8). THE T -
= (0, 0, 3¢/8). T65. T .= (1, L, 5/3). 766, T = (0, 0, 7/20). T67. T = (9rra/8a(3n —4), O, O).
P88, 7 = (0, 0, 5a(6 }3 -+ 5)/83). 768 T - (0, 0, 3a/8). T70. T = (Sarn/448, Ohr/448, Jer/448).
Tl T = (3/4, 5/6, T/8). 172 I, = abo(b? | ¢2)/60, I, = ube(a® + 2)/60, I; = abe(a? + 5380,
Y8 I — whibt — a%)j2. 1T I = nabelh? |- 462)]20, I, = wubefad + 408)/20, I, = mabe{a? |-
+ 0720, 7768, I = dnabe(b? +- ¢2){15, I, = drabola? 4 )15, 1, - - drwabela? + b3)[15. 776, 15
= wagida® - Be12. 77 I = 32 [2a%135 798, I, = 4n(d [T — GY18. 779, I, =
= 2abe[106m(b? -+ 3} — 16(1702 - Te1)){1 575, Iy = 2abe[1057(a? - 62} — O2ql —112¢2}/1 575,
{: = abe105m(a? + b7) — 92a* — 27262)]1 575. T8L. 2a5/3. 782, 28mAS15. 783, AM R, kde M
jo hmutnost gule. 784 xMmja2, kde M j¢ hmotnost gule a x je gravitaind kon3tanta.
785, 2mh(V R+ hr - k) R TR TSTF — gm0 B Voo v n =g — 12—
— ik —LI D]k, # je gravitatnd konStanta. 788, 17xM/5682, » je gravitadng konStanta. 789,
a) {h sin 2}/2: b) {3k sin o)/4, :

2.8, Nevlastné viucrozmernd integrily

ity 1

T, 2,791, 0. 702, - 5 THi. T P04, -;:- . 794, TT%IL% - 796, Konverguje. 797, Divorguje.
9% Tre x <2 1 konverguje. 799, Pro o « 2 konverguje. 8640, Diverguje, 801, " = i 02, - ;;—z.
803, - 808, T 5051 808, T so1. " L aes, Neexistuje. 809. Ne-

2 v Jaz i1 2 iy ar e
. [ o 2 B By tyatoap
existuje, 810 Pre — | o < Lexistuje. 812, . §1%. w2, 814, 2022 815, . -
xiztu)e o f 5 existuge 5 ™ [ 5 (ﬁ-i—y}{y+a:](a+ﬁ} :
516, ; . 817, TB; . 818, -:— mat (lnrl— -;) . 810, /2, 820, % — 1. 821, Konverguje. 822, Diver-
4 al W

E; —
guje. 828, a) konverguje pre o - —-g—-,- i} konvergnje pre a > o R24 I(':-:ﬂ.

3. Parametrické integrdly

3.1. Integrily zdvislé od parametra

823, (—cc, 0) U (0, on). 820, 1, S30. 83 881, =14 882, (1/2) In (5201 + y2)]. 888,370y} | 2uf(y).
83 (n— 1) iy BBB. [0+ 1327 1 n 2 Qass + J],'lﬂ_-l-_ !}2. S40. (3/8x%y aretg {1/x) |-
4 3fBat{ar -+ 3] -+ L4 1)), 84l = In [{a -+ L‘ral— L2 842, O pre e | 2 1, win a?
pre |al > 1. S48, msgma In (4 laly/2. s4h (2 [k 1 2 2 + 2a 4+ 2}

u .

43, Zye ¥ e f 22 e~ die. 846, eGVTHLY [Ly + By/(357 - 1)] — 3 e¥¥y. S4T. [1j6
Cos y

S UMb = )] sin s © )] — (U + L - )] sin (via + y)] SIS —evisin ol siny

+ evivosy| pos y - f 151 prenil— et g

ain
2. Nevlastné parametrické integrily

849, y € (0, o), 850,y e {1/2, o). 831, ye (—o, 1) 852 ye (1, «). 853, Rovnomerne kon-
verguje. 854, Rovnomerne konverguje. 853, Nerovnomerne konverguje, 838, Rovnomerne kon-
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verguje. 857, Rovnomerne konverguje. 838, Rovnomerne konverguje. 338. Nerovaomerne
konverguje. 880. Rovnomerne konverguje. 362, Body nespojitosti prey = 1, y = —1. 868, Spojiti
funkeia, 864, Spojité funkeis, 885. Nespojitd funkein pre y = 0. 888, (n — 1)!fam. BGT. M:-_—l .
1.3.5...(2n—13), b 1, & (2a)3e (2b)2 b

SIS R — . B&S, lnF.BB'B.-EIn = 870, In TR ReL. -mtg -
alb —¢)

—arctg L. s72. L 07 b aretg & = arotg &
u.rctgm. 872, ‘]n L+ el & 873, arctg — — arctg — arctg a:‘w.

874,

a? -+ b? 1 +1?|l_—u3 T i
I — — . AT7. — . LA
ilnn:+¢3 5 77 5 In (e -+ b). BIB. 3
J{arcsin a)?, 8§70, -;-Jln {a If'l -+ ai}, S%%In {1+ a), pre a = 0, n—% In{l—a}hprea = 0.

b -
YIS T Gl 0 il 882, r,:(-;-‘—lia). 888, u;_—lntl + a), pre a > ﬂ,-—;ln{la—-a},

2 {ab)s® ~ ~ -
pre o < 0. 884, |72, 885. |'n(}s — Vo) sas.. |/ T obiles 887, — VE 8~bi/4a BRS: b
' P ' o 2V a 4ala
849, %]{'1 . 801, Vr, Vrj2. 892, & sgnb. 898. X a—bLe>b>0 894 — |al
y 2 2 2
b
2

.

. 874, %]n (1 %+ a). 876, =In

ﬂ‘b:f‘ﬂ.

595, ; 8gn 6. S&I-%agn{l + a) +
d) I'(8/2)/p*ls.

agn (1 — a). B97. &) n!fpn*1; b) pf(p* + 1) ) 1j(p — a;

3,3. Eulerove integrily

901. a) 2,0913; b} 1,5446; ¢) 3 }/4; d) 1,2280. 902, Ia). 003. I'(a). 904 | n "D [(m -+ 1)/n}
pre (m + 1)/n > 0. 905, ©/8. 808. w. 907. B(1/5, 3/4)/5. 908, |7 I(1/m}n(Lin + 1/2), n > 0.
909. B(1/m, | — 1n)fm,n < 0,n > 1,910, 2r/}/3. 811, 2e+241B(or + 1, f + 1)@ > —1, 8 > — L.
912, 3-0am ) .4, ... {3n— 2)(3.6.....3n 016 w2}2. e16. 2m3 VE e17. w22
$18. 2=/9 lﬁ. 019, mefsin me. 920, B{n —m, m), 0 < m < n. 921 xn/[ngin (mr/n}], 0 <m < n.
922, V:?Ftn—* 1/2}/ F(n). 928, n(l — a)/sin am. 924, (n?sin (maf2)}/4 cos? {ra2). §26. w1 +
4 sin? (raf2)]/F ~o8® (ra/2). 026, [ I(nf2 + 1/2)/2T(n/2 + 1). 927. 27 B(m[2 + 1/2,n/2 + 1j2),
m>—1, n>—1, 928, m/2. 928, m/4. 980, mftg (rm/2n)]{2n. 931, wm/[2n cos (wm/2n)).
$32. a) ma™ /2 / () coa (mat/2); b) ma™ =12 m) sin (mmw(2). 988. a2(B(1/4, 1/4)]/2. 884, aB(1/2,1/4).
985 T'e) I'B) )Tt + B + ). 988, [Bipla, aIf)fafiplx + 9/f — m), &k pla -+ g[f > .

98%. arbler [I(pla) Iig)By Irfy) [T (pl + ¢/ + n‘?}']”‘fﬂﬂ gipfatalfarfy=n dg.
. . - 0

8,4. Fourierov integral

an Lesl o
. o o . s
988, EJ NG s wzdw. 988, - f Jes e e dw. 840, if (3"“—"1)
b3 w T I n‘ﬂ w
(E4
w = CO§ - ——
i ; — - 2
cas @x dw.  B41. E— wsinw +cosw—1 cos ox do. M2, — f ----—---r-?-— cos wr d.
3 iyt b 1 — w?
L]
- =] -] oy
— Y, .
pag, L [gorex HiZ LM conr A m 4, g4y, 2 fumicosmrdm.ﬂi&.l o-aw
i e L] {4 — ?) @
' . o
o 2 o ar \ ot )
cos wr de, M6, f a-tw gin wa dw. 847, -——f ﬂ%dm. D4R, f—_ﬁ % cos wr de.
. T @t a . I=
i



4,4, Geometrické a fyzikdalne aplikdcie krivkového integralu - 269

 FBa 3 2 2 [ s |
‘.hli.hf%t—:-mcmmdm, 830, n}—;f—f%i:sl—dw; b} ;f % dw. 951, :
U )

71 FoNE L
pe0<c<noprerzn %% |2 s 0T T. 0k 07 T coshoan.

wT

21, I 1 1

. L
= e gind — @ e,
wl 2

4. Krivkové integrdly

4,1, Krivkové integrély 1. a II. drohu

959, 5 1n 2. 960. 1 4+ |2, #61. 24. 962, (17 V17 — 5 }/5)12. 983, (5 |5 — 2 V2s3. 984. av3.
965, 2a2. 988, atblarcsin {e/a) — be(b? — c?)/at){8e?, kde ¢ jo ohniskova vzdialenost, ¢2 - a2 — $3,
967, 407/, 968. 2022 — |/2). 968, dmadlr 970, 2miak(L + 2ml). 7M. 2a%b [T 4 GH(L + 453).
932 8ma [E13. 978, (8 — 2 )33 074 2na¥3. 076, VT (100)38 — 72 — 1T In [(25 -
+ 4 [38)/171y/512. 976. &) 23/2; b) 38/3; ¢) 22/3. 977, 0. 978, 0. 979, 4/3. 980, —14/15. 981. 0.
982, —2r. 988. 0. 934, —-2ma?. 985, 3mat!)[18, B86. /4 — 1. 987. 13. BRY. O, 989, 23/6. 990. 0,
991, —n. 992, —4. 998, —mad/d. '

4.2, Neadvislost krivkového integrilu od Integratnej cesty

¥94. a) -—B88; b) —88; ) —8B; d) —88. 995, Nezdvisi, #96. Nezdviai. 997, Nezdviai. 998, Zhvisi,
999, Rovnd sa nule, ak krivka C neobsahuje bod 0 = (0, 0), 1000, 2=, ak bod Q0 = {0, 0} je vniitri,
0, ak bod O nie je vnitri oblasti ohranidene] krivkou (', 1008, 4. 1004, 62. 1006. —15/4. 1008,

In (13/5). 1007, In (5/2) — 1/10. 1008. 56. 1009. 0,5, 1010, —53—17:,,:. 1011. 0. 1012, b — a.

1018, Flz, y) =238 + oty —ay? — 3 + C. 1014 V(z, y) = In (yfa) — 2y/(z — ) + C.
1016, V(z, y) = e**¥(z —p + 1) + yer + C. 1018, 1z, ¥ 2y =x—afy + ayfz + C.
1017. (22 + ¢33+ C. 1018, 22cosy 4 ylecosr  C. 1018, (x2 + y* + 2942 4 (.
1020. arctg xyz + C.

4,8, Greenova veta

1021, a) 4; b) 4r; ¢) 3n/2. 1022, 0. 1028, % In 2. 1024, 2raz, 1025, 4. 1026, 3_7" . 1027, —2rab.

1030, P = —;ufzdy—yd.r.
: é

4,4, Geometrické a tysikilne aplikicle krivkovébo Integrilu

1087. wab. 1088, 3ra2. 1089, 3ma?/B. 1049, 3a3/2. 1041, 4/3. 1042. 1/30. 1048, xc(n < 1) (n } 2) 2.
1044, @B(2m + 1, 2n + 1)/2. 1045, (ab/2) In (xofa + yofb). 1048. k{17 V3/32 — i (22 +
-+ 3)1/64}. 1047. 25(b -+ a (arcsin e)/s]. 1048. a[(6 |3 — 2) + 3In (1 + 2/} F)y/16. Tode. & Var 7 o2,
(2ma? + Br%b?(3). 1060, (L—e-n) |3 1061, 2nk/3. 1052, T = (a~lasin @, «). 1058. T = (na,
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4a/3). 1064, T = (dafdz, da/8z, 4a/3m) 1055, T' — (2/5, - 1/5, 1/2). 1056, 402 108%. I = [ =

= (a2 + 33} }41-2;;: Rt I = at fdmia? ¢k 1069, a) 4/3; b) 17/12; o) 3/2: d) 1. 1081, ra?,
1062, 0. Pole je konzervativne, 1068, 0. 1084, (Ze27 — Se* — 5 — 3)/10. 1065, kia® — b3)/2,
k je kongtanta Gmernosti. 10686, (& pa’- = b2 4 ef In B)je, & je konstanta Grmernosti. 1067, flx, y) =

= (gt 4y Wi -z + yj, L=In V}. 1068, w) V = —mgz, L = myglz, — 22);
BV = puir, L = —aflar + 83 = che) V = —k3r32, L = k(b2 —a?)f2. 1088 T = 25xa In (1u),
ok 20?4 Yo = a®i V= 2mxa In (1/ro), ak ro? = 20?4 yo? = a%, 1070, B = [patl)2(a? + 2P k.
1073. Br = (uljdra tg &) {(Nme tg « + b)f[e® - (Nnatg a - 822 + (Nrae tg o — b)f[a? +
+ (nma tg o — BV 1074 Lul 1y 2xe, - ak prady maji opainy smer, — ak pridy maja
rovnaky smer.

5. Ploiné integrdly

5,1. Ploiné integrily I & 1L drahu

1077, w{a) T5 @+ o+ YT a2} 1078, 7 sin wewst o, 1039, 55, 1080, 1fer
1081, ‘Eﬁ- toke. (1412, 108 -?'—:-;—V—E— cF—nme 1080 ARVET 14
+n iR+ PRI DL 1085, E_Eg:'l’ 1086. 0. 1087, ﬂ}i ;bl—-g— ; ) 24; d) d7ad.
1088 27 1089, 72 1090, — - .1091._%. 1092, R:a( + _—) 1098. 0. 1094. ) Ju*;

= ?+-I-});c]—§:;1[a+b+¢}r3.lﬂﬁ.% 1“96.—[W+W-b2¢:=)

6,2, Stokesova veta, veta Gaussova-Ostirogradského

1097, jxfz—yldx+y{x—=l dy+z{y—x}d=—ff y+ 27 b (zb )it (4 yik]. dp,

ano. lm 0. 3098, (0, 1100, O, 1101, Zra?h. 1102, —9«3{2 1104, A33. 1108, - =, 1107, 0, 1108, 4/3.
1108, —4. 1110, 4z 11110 178, 1112, 1. 1118, 72(rc -+ 2). 1114 3. .lllﬁ. 'n.'j'S. 1118, 12met)s.
1121, Ndwved: Dokéite, najprv vetu o stredne] hodnote: Ak wiz, y, z) je funkria harmonickd
wvattri gulove] plmhy o & polomerom @ s so stredom v bodo 8§ = {1y, ¥, 2), potom u(8} —

= [1f(4mar)] j f u(z, y, 2) dp.

8,8, Geometrivky & fyzikilny y¥yznam plofného integrdlu

3

1128, 2a%9. 1181 1*’2::@1‘2{1,4};43 1132, 2(1 + 6 37 &/15. 1188. a) m2R32; b) 4nké/a.
1184, 8) My,{0) = 2rRY3; (0, 0, 4Rj3); b) Mazy(o) — mRY2, (0, 0, 3R[8). 1185. ()2, a/2, 4/2).

1128, 65x()/65 — 1)/6. 1124, 8x/3. 1125, =%a?/8. 1127, 4mabe3. 1128, — - i (w -+ —bg) Pei.

1136, (a/2, 0, 16a/0). 11‘57.(26 16)2 26--15}7 @1}F -lom i V) .. (alf314,
s U o 4 nd o pa ke
afZrd, all2 + Ly, 1139, 2 V2 knj3, (0, 0, 3j4). 1140, (0. — T 'EJ

an 4 htln - P
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141, Bma%y(3. 1142, 2rey(20 —3H + B3, 1143, (55 4 0 [3)ery/65. 1144, mady .
Fai TR, 1146, nya(3ar 4 202) @@ L 612, 1146, a) 215 b) 0VL; o) VL dy4J,. 1147, V(Po) —
= dxy. min (a, a¥/rg), kde ro = [xo? + yo* 1 2% 1145 F = —dyahk|15, C = (0, 0, —w?].

1149, F = —myabkk[2, C = (0,0,0). 1150. L,; = —V-:' [i:a + ) 1n (1 + —:—)—a] 5L Ly =
) 14
= dmuth — J o2 - a3,

5.3. Zaklady teérie poa

162 (Va2 48 + y2) i — 27 £y + ) - (o) 2Kl + g2+ ) V2L 42 1158 3;
0. 1154 2z + ¥ 4+ 2); 0. 1158, Bayz; w(z — 3} i + yla? — 22) | + z(y* — #2) k. 1168, —r sin i
i+ | 1157, y o™V — zaindxy) — 22z sin (wz?); 22 sin (222) j — [x et¥ | ysin (2y)] k. 1158, 0: o.
1169, . 1160. —3. 1162. Rovnobezky r = ro -+ (al -+ bj + ck} ¢, te(-— 00, o), kde ryje fubovolny
vektor, 1168. r = tI |- citf + eat’k, kde ¢y, ¢z st Tubovolné redlne Gisla, 1164, Krunice & -
+ ¥ +2=cd, r+ ¥+ 2= ¢ 1165. Skruikovice r = ¢coa (ad 4 1) § + sin {od -+ egy f 1
1 (A £ ea) k. 1188, Krivky 22 + 32 4 22 = ¢;2, yz = gz, 1167, divy = 0, diva = —20,
ak v &ase ¢ je bod X bodom telesa. 1168, Mimo bodov X¢, i = 1, ..., », jediv E = 0, 1168, divf =

i d
= (1/hihghs) [% {hahafu) + —au—{hs-’i:fu) + ;;w M‘Lhzfau)] » kde f= fut® & fuv® 4 fuw0 a b =
= {@u? + qau" + @, By = ('t + gt 4 gV B = (Gt 4 g + 3’2 Pro
eylindricky saradnicovy ay:tém X = (g, @, u) mime div f = % [i (ofe) + ifw +p _a_'i_f“] X

Tres at’ancks’r aiiradnicovy systém X = (r, g} jedivf = ris o [ o {riaind . fr) f—a— {fe) +

+ ?ﬁ'(’m# fa)] 1172. rot ¥ = 2w, ek bod X je v 3ase ¢ bodom te'esa. 1178, 0. ll?el. AmE.
L
1175, 0; 0. 1196. &) O; b) 75 ¢) . 1177, 0. 1178, 2 R2Ah, 1180, z e 1181, 27a2, 1182, (. 1188, 232,
i=1 .
1184. 8) = 2rn, kde n je potet okruhov krivky € okolo osi o b) 0. 1186, Vix, y, z) = Sa2y
— 3zy? — by + 1. 1187, V(z, y, =} = ayz{w + y + z) + €. 1188, V(X) = =m/r. 1189, Jedno
také skaldrne pole je (X} = (zyz)=2. 1190, — (28 + 23] + k)3 + (1/3) grad (=% ¥ - 2.
11981. Jedno také pole je f(X) = (3xr — 22) j — rk. 1194, Ndved: Zvolte kruh so stredom v bode X

a polomerom ¢ tak, aby legal vnutri krivky €. Potom pouzite druha Greenovu formulu a ¢ —» 0,

1198, cy %T = div (A grad T'), kde ¢ je merné teplo a ¥ jo hustota telera.

6. Zdklady tedrie funkeie komplexnej premeunej

6, 1. Funk¢ia komplexne] premennej, elementirne transcendeniné funkele

1199, Parabola. 1200, Elipsa, 1201, a # 0: @ = b eykloida, ¢ < & prediZens eykloida, « > &
skratena eykloida. 1202, Evolventa krufnice. 1203. Pre a +* 0 logaritinickd &pirdla, pre a = ¢
kruZnica. 1204, Polrovina Re = > 1. 1205, Kruh aj so svojou hranicou. 1208, Viutro lemniskdty.
1207. KruZnica. 1208, Ak Re 2 <2 0 vonkajiok krubu (z -~ 1)? 4 2 = 2, 1209, Prienik vonkajsich
pasti kruhov 22 L (y — 1) =2aa? 4 (¥ + 1)2 = 2. 1210, 0} 4 + 2i: b) 18 — 3 i;e) 36— 9014
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1211, —2 — 3i,i,i. 1212, E;. 1218, K bez bod —-2-1- ., 1214. K bez bodov i, —i. 1215. K bez

. ™. , X at e
keuZnice |z | = 1. 1218. K bez bodov (2k + 1) — i, k celé. 1217. 8) L, -5 ; b} o 4+ ==
o) o (cos 1 + isin 1), 1: d) &= (cos 4 — i sin 4), 2x — 4. 1218, &) cos (2k ['2x) + i sin (2% Van);

%y ),

b) cos [(2k + 1) = V3] = i sin [(2k -+ 1) =} 2); ¢) e3%n; ) efn2 2k (cosln 2 + isinln2)ie) o

v _+2k
arcleg "[m(ln 5—arctg%) + i sin

f) cos 1;t—{l 4+ 4k} b i osin 3—; (1} 4k); g) S e
' 4 o m . . T )
(lnli — arctg E)] : h) ]n"ﬂ [cos ) {1 -+ 8k} - 1 sin ry {L -+ Sk]] . 1219, &) In 4 -+ Zkwmoi;

b) (2k + 1) 7wi; o) (2:; + %)ﬂ'i; d)(ﬂk + %)wi; 8) -;—Ini + %'i;f} In 17 ——imt.g%+

: i 1 o .. . sind-—isinh2
{2k 4 1)y mi, 1220, a‘ja-(a—?). b onsﬂcoshl—lslnE?lnhl, ¢} oot 2 & sinbi 1)
84+ 101 1

- 1221, (2:;4— —-)n; b) 2w —imm (2 — 1), 2k + ) = —iln (2 + 1); ¢) 2kn :I:%;

2

d) ke + %m 2; e) % + ilrf;- o kw, k ocelé slo; ) km -r-%-arntg 2+ .;. In 5. 1222
sinh 8 —isin 4

2{coshi 4 — vos? 2)

k celé dialo: b) (2% 4 1) mi, & celéd &isle; ) In {Vﬁ 4+ 2} + (2&. + %) i d} (%- -4 .ht)i, k celé

d)

a) sinh 2 cos 1 —icosh 2sin 1; b) cos 15 ¢) i; d) 1228, a}(% +4- 5:1:) i,

tislo. 1224, Rew = -&ﬁ—. Imw = m:’"y] 1925, Rew = —y}Tmw = 2ay. 1226,
Re w = cosh y sin &, Im w = sinh y cos x. 1227, _Raw=nusxcoshy, Im = —s&in @ sinh .
1228. Rew = sin 22 LAmw= sinh 2y 1229, Rew = ¢~®cos (In7),

cosh 2y + cos 2z cosh 2y <+ cos 2z
Imw = e~Psin(lnt), ¢ =argsr=|[z! 1280, Rew — rrecos (mg), Imw = ragin (7g),

1
g =argz r=|3i 12BL, w = —iz? + 2z — 1. 1282, w = -4—{21 - 22z + 2 — -;—(z’u

Az

Obr. V2 Obr. V3



6,2, Limita a spojitost funkeie komplexnej premenne) 273

2
— 223 4 z3), IBM&](H—%) +l?z=%ih)ﬂ=ﬂ;ﬂ]ﬂ+ﬂ=ﬂ;'d]ﬂz+!’1=—;‘;ﬁlﬂ= %

1284,  a) kruznice g == oC, polpriamky @& = C, épirdla g = e?; b} krivky ¥ = e* + 2kn. 1235.
Krugnica #? 4 v? — 2u cotg @ = 1, 1286, Krufnicu | z | = R % 1 zobrazi na elipsu
v 2
“13+ ﬂlzsl,h-uf.nia:u|z1=1zubm:ina.ﬁmékuﬂ=(},—25u$2.
B o en = .

(#+5) (=)

1237, Lemniskéte o = }2 | 008 20 |, kde w = g o 1288, Kruh | w | < 1.1289, Kruhw? + v* < 2v.

1240, K bez polpriamok v =, —0 < u < —lat = —m, —o < % < -—L. 1241, Btvrtina

vnitra elipsy s polosami sinh @, cosh @, s ohniskami v bodoch 1 a —1. 1242, Krub |w| < L.

1243, Péa |Rew | < }:—. 1244, Pés |Imu| < i:-. 1245, Usedkn v = 0, —1 < u < 1. 1246,

8 - 1

3020 + )2y er+V7. 1258, Rotaéns plocha z = Voo obr. V2. 1254. Rotaény parabaloid
x* -+

z = ¥ 4 33, obr. V3. 1255, z = cosh? y sin? -} sinh? y cos? z, obr. V4.

| coshy %

Ohr. V4

6,2. Limita n spojltost funkele komplexnej premennef

1268, Pre pravouhlé siradnice X, ¥, Z obrazu bodu z = x + iy plati X = 4R /{4R? +
+ 1z3), ¥ = 4R¥W[(4R? 4 [2]?), Z = 2R | z [H{4R* -+ | 212}, kde R je polomer gulovej plochy
& 0y = O3, Oy = Uy B 08 0, prechddza stredom gulovej plochy. a) Obraz bodu —z lefl v priesed.
niku poludnika a rovnobezky, ktoré prechédzaji obrazom bodu z; b) Obraz bodu z leii na rovno-
beike, ktord prechédza obrazom bodu 2, a na poludniku, ktory je sumerne poloZeny k poludniku
prechédzajticom obrazom bodu z vzhladom na rovinu, v ktorej letia obrazy redlnych tisiel.
1257, {cos «, sin a, 0), (—2/3, 2/3, 1/3), {3/13, —4/13, 12/13). 1261 Logaritmické Bpirdla. 1268, Md.
1264, M4. 1265. Md. 1266, Nema. 1267, a) Nie; b) nie; c) dno, 1268, Neexistuje. 1268. 0. 1270, —i +
+ 1/2. 1271, 0. 1272. Neexistuje. 1278. i/5. 1274, a) Spojité; b) nespojitd; ¢) nespojitd. 1273.a) Je;
b} je. 1277, Pre z == 0 a), b), ¢), d] s spojité; pre z = 0 a}, dj 8t spojité, b}, ¢) s nespojité. 1278,
Body nespojitosti tvoria priamku Im z = 0. 1279, Body nespojitosti tvoria priamky ¢ = nk/€,
ko= 0,1, L8 .., =6 1280, max | f| = 4prez=0min|f|=0pre z= 0.

i8¢ Ihierka dloh



274 7. Visledhy

6,3. Derivicia funkeie komplexne] premennej o analytickd Tunkeia

Ju de du du 1
2 I aug. —_— ———, z ¥ 4 i . .
:!-32. r A - , 37 ¥ A 1283, 3=2 i G — 4y N * 4, = S 1284
— ] — 5 Had
ﬁj{ziz—liqu_&'zq&Si' 12585, H;,z;‘:il,z;’:w. 1286, (1 + 1) (1 <+ =) &% 1285,

—dzemi 3 £ oo, 1988, —3/24, z # 0. 1289, 1 — 1/22, = % (. 1290, 0. 1203. a) Komplexné rovina.

bez hodu z = o; b) komplexnd rovina bez bodu z = 0; ¢) komplexn& rovina okrem bodov

Rez < ¢, Im z = 0; d) prizdna mnogina. 1286, fiz} je regulirna v oblasti D, teda In
2 z

@(x) -+ In ply) jo harmonickd funkeia. P"t"’m"d%? In glx) = —%zln wly) = 2a = const

(@ je realne &islo), Odtial In glz) = ar? -+ b + ¢, In ply) = —ay? + by + e M fl2) | =
= a(z?—y3) + b +by + & + ¢, arg fz) = 2axy + by - b + dy, log f(2) = a2* -+
1oz 4 ¢ 1297 wiz) = 22— )2, 1208, b = 2¥(1 —2i). 1200 w =2 + diz - c. 1300,
we=1jz+ 2iz { ci. 180L w = 1/2 — 1/z. 1302, w = 12z 4 iz? 4 3i+ e 1303 w =20 4
{1 +i)z. 18304, w=2z2e* | 2icosz 4 2} —iz § ci. 1385, w - cotg z. 1306, 2ilnz—
—{(2—i)z +ec 1807, w=alnz+ Bi4+p 108, Inw= igfe - f ok dy. 13090 w = czix,

1310, | f(z} | nie; arg fiz}, In | f{z}| &no. 1811, f(u) = au -+ b 1315. e ﬂig (9—3}%) +
e

Aot tu = o ln g-+ cz. 1316, a) u = ¢ arctg % - £3; b) w = o3 In (&2 4 ¥2) 4 25 ¢) noexistuje,

1307, wlx, ¥) = {—&* + ¥3)/2 + 2xy, flz) = (1 —if2) 2% 1318, w(x, y) = ——2pd e Futy - Bay?—

. 2
g f(z) = (1 — 2i) 2% 1810, w(z, y) = /(22 + ¥, flz) = =) 1820, u(x, y) = Reo |': i
= Rez-%; oz, y) = Im 2z~ flz) = 2-2. 1321, »(x, ) = Tin 2 ef = ef{ycos y -— xsin y), H32L,
w1 =2i{z—i), tide w=1+2iz; [dw—Jw|=]z--1}%

6:4. Konformind zobrazenic

1 o - [}
1328, w = z2: a) 0,2; h) m, 35 ) % ;2 1’2, d) m— aretg %. 10, w = 2% a) 0,3, b) 0, ._ll.gﬂ_ ;
z 4 T

- 1

c) E-.ﬁ;d}——znmtgi,'lﬁ. 124, i 18#5. Kontrakeiaproa} |z | {E;bnzlb T;e) |z +
: 1

--1|{%;d) Rez < 0; e) [2— 1] = 1. Dilatdeia pre a) |z | g byizi<<l;e) |zt

~L1|}f;-;d}ﬂcz}0;e]iz—l|-::l- 1326, 'n:,-;-. 1827, w=-———;-z-|-%i- 1. 1324,

w = [(d— )z | be—adlitb —a). 1320, &) —1 + 3i, 0, 2, -+ 1 - 3i = 2+ 1—3i);

b) 2+ 20, %,l.w——E—Ei — i(# — 2 — 2 i}; ¢) nemé vlastng samodruiny bod; d) ked a = 1,
[

tak nemé vlastny samodruzny bod, ked e # L: l_iﬂ._ yarg a, |o |, w — T =

=a :——l.--f—a- . 1330, a) w- az b, a > 0, bredlne; b) w = az -+ b, 4 <2 0, b redlne;

e]w-i[aé + B), & = 0, b redlne, 1831 a} w =2+ b4, aloho w = —z + 1 4 bi; h}waez+b,
alebo w = —z 4+ i+ by ¢) w = 2z + b{1 + i), aleho w=-—2 + 1 4 b{l 1), » 1882, w =

. 1 _r—a _; 5 Zi(z + 1}
_.1:]{2—?). 1888, a) w = - h_’b} W= e 5o+ 1334 a]wsm_ﬂ_:l-——ﬁi H
(1 4+ 2i)z +6—31 . (L4+z4+1+31 iz + 241

= e — . 16 = : = — . .
b) w 5= : S P ;b)) w 1 1336
w—1 z—1 ; P _:{1--4i]—2(1—i]
751 -am,ktlﬁa}a TubovoTné komplexné éislo. 1387, el — 1

1338, Kissoida wi( + 1) | +5 = 0. 1339,  Obrazom je priamka. 1340, = > : 2 ,-5}; ?




6,4, Konformné zobrazenie 2975

1841. Priamke uréend bodmi — (J3 + i)/2, (/3 —i)j2. 1842, Oblast Rez =0, Im z < 0
bez polkruhu Iw—%ié%ﬁ 1343. Dolné polrovina Im w << 0 bez kruhu

L
w—gtz|
. 1844, Polkruh || < 1, Tmw < 0. 1845, Dhlasﬂuhraméanékruinlcm1|wm—m'=

-} . 1346. Oblast, ohsahujica bod w = 0 a chranidens oblikmi krusnie

2 I
3- ‘ 2—-2' 184“4: W o= p—
22 41 Ay -y T-— & z—4 2z 1
23 By — @y 2—ay z—l'l‘“&n}w= 2 —z i) w
1-:.__ ;_? ;d}w;M;e]w:ﬁ}__:ﬁ_l.)_zl 1854, w =
z F ] l—i—z
—_ 1—8 z_2+1 — 2 L r—1
Sy PR p—r T T W% w=2i]
Lz —1 ==z . {1+ ij{z—1i)
rEE : 1 +2 ' 1860. @ (1—3i)z43i+1
R'_: horny polkruh sa zobrazi na IV. kvadrant Re @ > 0, Tmw < 0. 1862, w —

i+ 2 4z + 1
= s z 44
r+ 24 3

5 'E=E' 1368. (b —a)zw = ma(2bi—z). 1865, w#—i+l+ﬁri,ala'bn
be — ad a

w=i+hi 1868, Prir.:a&ﬂiew———c-—=1+—. z._—:-a, z;-cz—l—d 1m—+;.
2

1370, a) pl‘mmlm Re z = 1/2; b) lemniskdita (@ + g4 = a2 — 42 1371. Kruh |z —

—(a/4) | < afd. 1872 ad —bec = 0, Im (b/d) > 0. 1378. w = (1 + 2)% 1874 w — 1 — a/z.

1875, w o= i(222—1). 1876, w — 2fs it + J3) 1877, w = -7

Ve—1 2t
1880, 8) 10 = 1+’) D = 2t B3

22+ 32+ 2
#+2iz + 1 2==+3u+2 _
’+2#+: b}W=-———2ﬂ_3u+2 1382, n}ellpayu![ (R+R—1]] +

+ [— (R~ .R‘I}] = 1; b] poloviea jednoj vetve hyperbol w? cos 2§ — o2 gin—2 § = 1.

. IBGO. w = —

, B =2

. 1861.

R = 2. 1865.

1268. Ts¢g-ﬁ‘41,kdew= petw. 1364, w =

w =

1878. w =

1+1.=-

z—1
_(B+1 lﬂ?ﬂ.Naprw_—(

1351, a)w =

1888, a) K bez useéky —1 ERew5%,11:11»=ﬂ;h]Kh¢zpn]pnnmokRﬂwg—T,Imw—
=0aBew=—1Tmw=0. 1884, w = %[{a-i- byz 4+ (g —b)z1]. 1886, a)w = z -+ =1%—--2;
— - 1 — -
b fw=(—afz 1886 w=:+_, R =%fl’u + 1) Ry = %4/5 + 3), RafRy =
=z+1

l - 2z [ -
- -ﬁ-tlfs + 1. BT o= on 1389, w = (s 4 V2 + 2)2). 1889, w = .

1390. w l/‘i; 1391, w-=|/"'i.1 L1892, w = Vi 4 A2 1898, w (Eﬁii) .
Togimy e [ (FT e - (e 1) (+ 2]

R 3 e e O R (Rt

1304, w =
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1 e
4+ 1842 2® —R* 3{ 1 R EN L NE
__(-z_'l_iﬁ) L1400, w = L—-l) 40l w = E(Z '—;—)—-'4— +'l [?(2’*‘2_)_? —1.
Lz*+R*

1408, w=z+)F—1, R=2+)5 1408 w=—(z+[a2—0) 104 w=2
x_ __impta
1406. w=2"%e 2 7%, 14086. Vnitro epicykioidy s plochon mn{n + 1). 1407, w —=
i a
9z 4 I'E—i)i _ |/*>z+l-':i+j)l

3 el
{d o 3 4
= 2” 4 1] © # L1408, a) w = 1 ( — 2 : blw
23--—],-"3+i L-e———l.] + 1

3 M3 3

(Ji—2)e3: % + 34

S T C VR B _ Va oy

¢) w= (Q{—l) ; dY w=— (M) T, 1409, w = (z———lf—{l——l})
22 — )3+ ) 34 Lz — 21+ i)

milz—a) a1 —ijz =z

¥

ied L 17a2 L A _ o
Vet 1+ 1728 + 4 il w—s 4 M%Zw=c 5 148 w=o " —2.

1416, w =
3z + 1)
3 A
2 . 1—d -
= - ) —1 —
M4, w=e3 %, 14l w=-———. M6 w=[oF 1l M7 we=
o o4
¥ _ —_— — i =71
. 1 i | i :
i — — = 41 g FI Lo
‘=1/1 + 8 (:— “ j . 14184, J.l}l w o= '-'"E— = i b:l W o= —- l ll— tgh
L -
1 e =

i i } z
FiE 8D e w= —1In (i 1+2) 1420 w= = [m L i+ @il 1421 w =
diz — 1) ™ L=z + z-

Ry Hinz 4+ 1 —iz
- b—lﬂ il_z_u L1488, w= sinz. 1428, w = V-un.z + 1 1424, w = ur)s-'--[ -?']-
L 7] glty & 2z,
1425, w — —cosh C T 1426, w = cosh[n(2 + |2)). 127, w = Vl’.‘” 2z 1 cosh 4
k vos 2z 1
i T "
/ 1 + cos § RS = —— 08 z—
z _ A
] " - &}y - . —— i e
1428, w = o i 1420, 0 ! - .o 1480, w1,
COR —— — CO¥ ——- ] — oo —
1 [#1 =
z IR TR . . .
1431, w = tg? 5 1488, w = l 1 — tg? 3 1 — —}|. 1433, Horna polrovina bez auetiek
. . . ™ . n Ty h
g=nn+ti,fe0,a), njeceléddislo. 1484, —. 1433, w tgh < 1436, w = |/ tgh? 3 + tg? =
/ r: . RS
| tgh? [? {z-—.)] + 3 + 2|2

qm f 2 14z\ 2 4
1437, w = 1/ - 435w = i tgh‘( - In 1--—-—) + tg? (-—r— aret —-).
" tght [—:-— (z — i‘,l] + 8.5 - GL"2 ! 4

1489, Pés 1Imw | < —

[

1 =
. Ndvod: w = — log I44h 0] 1w = Ll-'2 cosh [: ]
2 2p .

b)w = ll 2 cosh ];E‘;— argeosh —] kde & = arcsin -:-{— 1441, W = mr'nm( LO;;}) PR L
fZa—1+il5 - .
= l/lz—_—'_—_llf—— L8 o= Hl — 1zt l—l iT‘J.

R [y | Iz
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6,3, Integril lunkeie komplexnej premennej

1445, (3 4 41)32, 1446, &) (1 4 1)/2; b) wi/2; 0) ma? i 1447, a) 1 + if2, b) 2 + §f2, ¢) —m /2.
1445, 270, 1449, 8) ['5 (1 — 1/2), b} 2, ¢} 2, d) 0. 1450, 8) 0, b} 0. 1451, &) RA"{(—11m+1 — 1}{(n +
+ lhkedn 2 —limi, kedn = -1 by} 0, ked n =2 —1; 2m i, ked n == 1, 1452, m 1. 1458. 4/3.
1454 4 i, 1465, i (sinh L —cosh 1), 1458.ak—e!"1 -1+ 2e;b)] o™t —2e~d, 1461. &) —Brn i;
by 0. 14682, &) & b) {2-- 3 0)/4; ¢) (2 + 3i)/4. 1468, mi/2. 1464, 2xsinh 1. 1465, 271 e-(1+alid),
1466. —i/2. 1487, (sin a)/a. 146%. 0. 1369, &) 7/3; b) —n/3,c) 0. 1470. 0, L1 i, & 27 i. 1471 a) n/b4;
by —xiad. 1472, wif2, 1473, —micosh 1. 1474 a) Imifs: b)—-3mi/8;e) 0. 1475, =ifded 1476.
A)1; B)—ei2:0) [ -— 02 1477, - 2midb-— ) m, 1475 2% Ina.

6,6. Nekone&né rady

1480. konvergentny. 1481, divergentny. 1452, relativae konvergentny. 1488, divergentny. 1484,
Relativne konvergentny' pre g o 2kx, k jo celé Salo. Divergentng pre @ = 2ka, k jo colé &islo. 1485,
absolitne kenvergentny. FASG, divergentny, 1488, 1/2-7 |z | < 1. 1489, Rez <« —1. 1490,
Rezmo, ML {2 =1 1402 Imz= 0. 1483. RezZ a,a»0. 1404 Rez= 1 4 2,0 > 0. 51495,
Imz = 0. 1496. Na kaddej Guecke 2hn - e« Rez < 2 + DVt —e¢, Imz = 0, kde 0 < & = T
a k je celé Cislo, 1488, 1. 1489. oc. 1500, 0. 1501, e, 1502, 1, 1503, Lje. 1504, 1. 1585, min (1, Lje),
1308, diverguje vo vietkfch budoch konvergrnénej kruinice. 1509. absolttne konverguje vo
victkyeh bodoch konvergenénej keagnice. 1510, relativne konvergujs vo vietkych bodech
konvergenénej krufnice okrem boda z = 1. 1511. relativne konverguje vo victhych bodoch
konvergenénej kruznice okrem bodu z = —1. 1512, konverguje v kaidom bode konvergenénej
kruZnice okrem bodov 2, = —1, 73 = (1 -+ 1]’3};’2 23 = I;. 1516. 2f(1 —2)2, 1817, -~In (1 —z).

n_
1518, (12)In ({1 + 2)/(1 - 2], 1519, In (1 = z). 1523, Z{—nﬁ 2{2 ;‘f“ R = w. 1624,
npil
zﬂ =1 = *
? + Z T T R @ 1ok Zp—nn:-n - lyzn, R=1. 1526, WZ{—H‘“"“-
=y 0= i LTI
{(2n 4 l:,lr = alntl 2 w
HH - &
Wl“.ﬂ = 1. 1327, Ezlﬂ-'i‘: 1 Moo= 1. 1528, gqu{ﬂ'j? ¥ kde ﬁﬂ} =
. (R i
1 1 e 1 '
=lsgt.+=— R=1 L. IZ[ZT(:ti)] 2 R=1. 1680,
n-l k=1
]
) (2n— 1) gan . (—1yn-1 1 1
= 4 [2.“!1,‘.! . —2" " -'1- » ko1, 1581, --'-'—"z— (. + E + e B In— 1 ) 2",
=] . L )
| E‘ 7t -
— e 1. —y,
R=1. 1332 1In2 + Z(-_-L 2R -1 180, 22 (-—-1;»--(14- LR
M 2 ﬁﬂ-
I‘Iﬂl
on =imol gin+l
e R L 1384 -
RITRE | » Zl‘.l W2 + 1)! prR= o 158, Z{ (2n + 1)1 (2n + 1) 1B = oo
1 < ' :
1536, — 2 Z[—l)w EZl r-s na 'Z{_I}“I G k-1 asss.

n= e ]

3
i
1 P+ dz — 1) ;. o o . . ) )
3 T 3yiuy )+ pri¢om El2) = "'{'. @(2k — 1) = 24, k je prirodzend &islo, R = 2.
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i — (z— 1y 3= : @in) (z—1i"
1539, sin (1 +—) 2 R= w0 1590, a) [1 Y (n —|~—~—_-]
ﬂ;’ " Z. " [3 L]

o0
; : wi (—Ijm-1
kde g(n) = 2.8.8... . (3n -4 pmugﬂazp[l}=l,ﬂ=l;b}—_jﬁ+ Ceml—

nin
=l
2 4 2 *
(=i B=1 (68 W24 5 b gt Bem 1542 14 3 +"5i""
L]
DA R 1a4&s:nl+=cosl+( 1—3‘91)#+(im1—mn13)=’+

- 13 z2 440
G R= l.lll'!‘i-ﬁ(l + & + ?zl-i-Tz-’-!- --.),R- 1. 1545. 1 -Iuﬁ-l_-l_ﬁ“l__'ﬂw_
LR =1 1548, 8) 4i, —di,n=1;b)i, —i, n=1,5i, —Bi,n=>58¢)i,—i,n =100,
no=2;d} 0, n = 2, km, k& jocelé éislo, n = 1;0) 0, n = 2, kr, k je celé gislo, n = 3; f) —; g} 2kw i,

kjo celé ¢alo, n = 1,2, —2,n =3;h) 0, n=3;i} 0, n = 15: j) O, n = 4.

8,7. Laurentoy rad. Singulirne hody funkeie

1549, a 2( ) b) z . 1350, 8) 21 4 Zz" b) -~ -1+ z(—un

n-ﬂ o) mr=lk
AL D e s —) R
(z — 19 c]—Zz " 155L &) _“T b z: g B 5,“:‘ D (2 — 2y
=2 n=Ilk
*© w© = oo,
1 S | 1 zn+l i
b) 2 Z(—l}s adn _Z_ﬂi:l_ 1352 Z TR T ) Z . 1568, — 4[3_”7 -
el =1 u-l fi={)
m '
- Y P .
__—H,lip + Z = + 3;,:*(.' LT Y a)% Za..zﬂ, an = 1, pre n < 0, ap =
n=1 e
" [ al oe) . f'z]
_'En.-l—‘? ] 1 14 (In—T)4n2 _zgm{l—l-m: .
== I'—H-._. pm ki) g 01 b} 'E Z Zin . 1555‘- “!(z_ l}ﬂ . 1'5“.
n=2 il
1 o - ax - . & - D2k+1 1557 1 1
Y — —1in R
cos kZﬁ{ } TS + umlz (1) BE T 1) (2 g . =
== k=1
s oo mw
5 1 1 ] -
- 'ﬁ?j' o F_ caee 1558, Z? z=nt+s 155 Zﬂﬂxn + Zﬂ_nz ", kde ¢ = c.p =
n=i) = n=

. [ =]
—l—-—- =0, 1, 2 1560, el — 2/z + 6/=2 4 1681 ﬁ
"Z Fin — gy PO S e ARl sl e [ ‘zmk—nzﬂr—l'
i

k-l
[«
1562, 27 4+ 2742+ 2793 + .... 1368, a) @ Z (%)n 4+ (—) 7] z Ta k—-) » pricom
na=( n=
Il 1 1 —L)Fti
Cgl.=c21|+1=-—-l[?—-3—.-§r+.---E-m—(_—l-ﬁif—_-l-];ﬂﬂljﬂﬂ — ] Fpﬁn-“+

— cn. 1564 Cond™® + enz®, kde cop = —— = 2) l- ( ’ ) ( ’ )2-1‘];
,Z; ; I’IE [( il m o+ n k(]
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i =Ly 1 < 2R,
€y = 27" _p,. oy = VE 1+ 291 2-m| . 1583 = - {—1}n z228-1 kde
_ ], 3 Z m , z Z on!

me=1 fis |

Biw st Bernoulliho 2isla, pre ktoré plati B = I, (ﬂ o 1) By + (n H I) Bi+ ... +(ﬂ " l) By =

= 0, pritom B, =0, pre n=1, 2, 3, .... 1566, Jn(t) =;—“J‘um (ng — ¢ in @) dg,

o

(1 foyee . | .
Jult) = -k__"‘{ﬂ Y (E) . 1667. &) énc; b) éno; c) nie; d) nie {v Tubovolnom medzi-
k=0 ) .

kruii vkolo bodu z = 0 funkecia nie je spojita). 156%. z = oo je pél tretieho rddu. 1670. z = 0,
z = +1 st pély prvého rddu; 2 = o je obyéajng bod (nulov§ bod prvého rédu). 1871 2 = i
jednoduché pély. 1572, z = 1 je pél druhéhq rddu; = o je pol treticho rddu. 1578. 2, ; =
= + TE{I — 1) st pély tretieho rddu; z = oo je odstréniteIny singulérny bod. 1674, = »w,
kde n je celé ¢islo, st jednoduché body; z = «c je podstatne singuldrny bod. 1675, 2z = 0 je
podstatng singuldrny bod, 2 = w0 je odstréniteIny aingulirﬁy bod. 1678, z = (2k + 1) % » kde

& je celé Eislo, si poly druhého rédu; z = oo je bod zhustenia pélov. 1577. z = 0 je pél druhéha
ridu; z = @ je podstatne singuldrny bod, 15678, z.—= 0, z = 00 si podstatne singulérne body.

1579, 2 = 1 + T2W21ﬁ_ , kde f je celé &slo, st pély prvého rédu; z — 1 neizoloveny singuldrny
bod. 1580, z = i;-'- I m, kde k je celé &ialo, s pély prvého rddu: z = 1 je odstraniteIny singu-

larny bod. 1581, z = —x/4 + km, kde k je celé &fslo, sii pély prvého rddu; = = =« je neizoloveny .
singuldrny bod. 1582, 2 == 2i je podstatne singulérny bod. 1588. z = o je podstatne singulirny
bod. 1584. = = 0 je podstatne singuldrny bod; z = w je podstatne singulérny bod. 1585, z =
ﬁ-—h—ﬂ » kde k je celé {islo, st podstatne singuldrne body; z = w je obydajny singulérny
bod; z = 0 j» bodom zhustenis podatatne singulérnych bodov. 1586, z = 2kmi, k= +1, 42, ...,
80 jednoduché pély. 1887. z = i s pély prvého radu; z = oo je podgtatne singulérny bod.
1588, z = 1 je podstatne singulérny bod; z = 2kw i, kde k je celé &islo, st pély prvého rédu;
z = @ je neizolovany singulérny bod. 1588. z = kxn i, kde k jo celé #islo, s pély prvého rédu;
z = o0 je bod zhustenia pélov. 1590, Odstrdnitelny singuldrny bod, f{co) = 1. 1591. P4l treticho
rddu. 1502, Nulovy bod tretieho radu; odstranitelny singuldrny bod, floo) = 0. 1598, Podstatne
singularny bod. 1594, Podstetne singulérny bod. 1685. P4l druhého rddu. 15698, Podstatne
singulérny bod. 1687, Pél prvého rédu.

8,8, Reziduum Tunkele a ]eho aplikéele

1599, res f(2) = 5. 1600, res f(0) = L, res f(1) = —1/2, resf{eo) = 0. 1601 resf(+1) =

= —1/2, res f(0) = 1, res floo) = 0. 1802 -res f{i) = —if4, res f{—i) =1/4. 1608. res f(0) = 2,

res f(1) = —3/4, res fl—1) = —5/4. 1804, resf(—1) = (—1jan (,..2: 1)’“"’““"’ =
(nﬂ_"l) - 1808 resflzi) == —a/n, pre zy = elk+alin; res fl) =0, sk n # 1;

res flog) = —1, ak n = 1. 1608. res f(—1) = 1/e, res fla0) = —lje. 1807. rea f(—i) = if2,

vosfli) = —if2, res f(co) = 0. 1608.res f(1) = af6, res f{on) ~ —e/6. 1609, res f(0) = —resf(0) =
[+ N

- mem + 1)1 1610,  res f(0) = 1/4, res f{2i) = i(con 2 + i sin 2)/16, res f(—2i) =
=0 '
= a—i {cos 2 —isin 2)/16, res floo) = (—2 + ain 2)/8. 1811, res fkn) = {(—I1}*, k celé &islo.
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1812, res f(2) = —res f{cc) = —143/24. 1818, res f(~—1) = 2 sin 2, res f(co) = —2 sin 2. 1614,
res f{—1) = —res f{c0) = ——coa 1. 1616, res f(0) = res f(0) = 0. 1816, res f(0) = 0, ak n jo
nepdrne a n < 0 alebo n > 0; res f{0) = (—1pff{n + 1)), ak n je pirne & n > 0 alebo n = o
res flao) = —res f(0), 1817, res f(kimt) = (—1)* 2k?xn2, k=1, 2, .... 1618, res fiz) = —1,
2 = (2k + 1) /2, k celé Bislo, 1619, res fizz) = 0, z¢ = km, k celé felo. 1620, res fla) = —1,
2 = k& celé islo. 1821. 1. 1622, (1 — a) e7e4/24i, a redlne &islo. 1623.a — b. 1624, = (a — b)¥/8.
1625, o — b, 1626, 1j/2mi. 1620, —x i/Z. 1680. —x if2. 1682 3wi/64 1638, &) O;
b) (—1)mt 220 — 231 if[{n — 1)1 (@ — b)*"1; o) 0. 18834, =(i — 1)/2 2. 1685. —2x i. 1686, 0,
1687. 0. 1688, — 25 /0, 1889, 0. 1840, —27 /3. 184L. = |/2. 1642, /20, 1684, 3rfSa%. 1644. /8.
1645. 3VEn/18a, a > 0. 1646. =(a + 2b)j2ab%a + &)%, & >0, &> 0. 1647, (2n—
— )1 /22 (n — 1)17. 1648, n-iwoosee [(2n + 1) m/2n). 1849, wsin am, 0 <a < 1. 1650
nlsin ar. 1851, r(cotg ax — cotg brr). 1852, 2r/| @2 — 1 |. 1853. w(sin ab)/sin ax sin b. 1654, —7x/4.
1855. w38, 1856, =/4. 1867, 2n/)a? — 1. 1658. /2. 1850. 3x/8. 1660. ',;1»@‘—1“'E sin {4 +

+ VB2, 1661, w(la|—1b ). 1662. mo-ar. 1668, 47 |2 e~ Ereos (af}Z) + sin o/} D).
1864, 2 [njae-t2lee. 1685, 2x/)3. 1866, m(1— elevi)2b? signa. 1667, i sign (Ima).
4

1668, 2r(a — |/a* — 57)/b2. 1669. 3 [/2[B4. 1673, 1, 1, 1, 1. 1674. a) 1; b) 4. 1675, a) 0; b) 4.

W

= 2
a+fi<l oo+ (3 >1

6,9. Konformné zobragenie mnohouholnikov

1877, 1. oa = 07 2. oy =y =0: 3. o3 = 05 4 otz = a4 = —13 5. g = —32, g =0; 6. 2z =
=a:;=:4=l]': 7. 12:"—2, KAy = Ay = 0; 8. ﬂ:=-—-—2,¢4=¢—2. 167&.3} Uhol m; h) Pas

so dirkou f{a — b). 1880, ,,Trojuholnik* s dvema vecholmi v bodoch v = 0, w=d = -%:ﬂTJTg}l

a uhlami ma, T8 v tychto vrcholoch. a) Ked a + § < 1, tak tretf vrchol jo konetny; b, ¢) Ked

x -+ f = I, tak treti uhol je v nekoneéne. Ked = f = 1, potom = R.mn“n e ,trojubolnik®

mé tvar sikmého polpdsa, ak o # f. V pripade x + f§ = 2, strany trojuholnike vychédzajice
—1
e — 1 Ak =8 =32,

sin w{e— 1}
tak trojuholnik je vonkajok ,priameho polpése {pozriobr. V). 1681, ,, Trojuholnik* s jednym
koneénym vreholom v bode w == 0 s uhlom nx & dvoma vreholmi v nekoneéne. Dve strany
trojuholnika s polpriamky vychadzajice zo zatiatku, tretia strana je priemks vzdialend od

zafinthu ok = ﬂ“ﬁ— . At g~ 1) s a} V pripade x = 1, dostaneme pés so Birkou w3 b} Vpri-

i 'z + f)

z vreholov zaklsdne si rovnobedind, opaine orientované a Jd =
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pade a + f = 1, dve strany st rovnobe#né a & = m; ¢) V pripade a = 2, dosteneme polrovinu

& vyrezom pozdiZ lkladnej reédlnej polminh=%-d] Bpecidlne h = 4,8k § = —1]2;

o) b=, kod = —1 (pozri obr, 6). 1682 w= 2 112 40 s o ten HU ) ke

X .
a je redlny parameter 1688, w = C 6( 27808 (1 — z)~1/2 dz, kde C = 1/[B(1/8, 1/2)]. 1684, 1 =

f 2
= 06" 3"“"(1 —_ S}'”’ d.t, kde C = m . 1885, w = Uﬂf g3 u. _— I)"h‘ d.#p kde 0 =

= 1/B(1/3,1/3). 1686, w = . dz alebo z = saw; kde an je eliptické
V= (0 — k=)

Jacobiho funkeia. 1687, w = — — f _— . dx 1888, w = — ‘5[ ( ? 4z, 1689.
b ="'lﬂ 1)¢
Obr. V6
2 .= e 2 .y S— k
W= — [u.rcsm Vs — (1 —22) Yz —=23). 1680, w == - [mmn_V:—]’s—zi]. 1601, w = - -

1+F 2k - = 2i ke
. (]n - —2 ) = (arotgh [z —Jz). 1692  w -=—-“—(h arctgﬂzT—__..Ez, .

E
+ H arctg h ‘—). 1698, w = Mdz+i&; u=1,r2,w=3;‘—[}'“zT1'+
l"ﬂ—al g 2 ™
+ln(vz+l——-l}—h;#;u=1,w=£{1nz+z+lj. 1684, W=H14Tm.
Eid ki

£
f I'f’_ d:.lm.aunﬁln(l-—-z]+£’-ln(1+£z).lﬂﬂ$.w—z+

{z— 1) (z + HiJk%) n = b

+ 1 4 Inz 1697, w = gax(]l — x)« (esz — olz—1)2), 1898, w = %Vﬁ(l—%);. 1699,
w=ilnsnz 1700, w= -}r-{lfs__lz—- L —1n [23— 142 Vsz'—“n']} 1708, w -
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-1

Z
(1 zn)in (1 —gm) . :
=E’f —-—;z——-—d=+(l'|. 1707, w= md:, u'_l:f.if: l——’-"-- 1708, w =

20 r( ) _ B
_ V_ ) J‘ {25 1)3/s sz, 1709, w ==f (1 ,ql.‘:

3 EE T —zopp
")

6,10, Aplikdcie funkeie komplexne] premennef v tedril rovinného pola

19l —3i y=¢, ¥ = 3. 1718 2%, oy = ¢y, 2 == y? = 3. 1712, —2[27, 9 == ¢y nos 2¢,
5 s ked poldrny stradnicovy systém

ma pol v bode z = 1 a polérna aﬁrndmcové. o= je atbhlaane orientovand s osou oy, 1714, 1fz,
y=ox, 2+ ¥y =r¢; bod z = 0 je griedlo s vydatnostou 2w 1716. {1 — i}z, p = ¢; 7%, p =
= ¢; e, Bod z = 0 je friedlo s vidatnostou 2r a vir s cirkuldcion —2x, 1716, i[[3(z — 1}], krunice
fo — C)2 + y* = C{C — 1), kruZnice iddee bodmiz = 0az = 1; v bode z = 0 je vir a cirkuldcion
—27 a v bode z =1 je wir s cirkuldciou 27, 1717, |sinh{wz) | = ¢;, w = Insinh (22} + O

0 = ez 8in 2, 1713, 1j(2 Vz —1),p =c;||’sm= L0 = eafoost L

\\ \.\ |
M #

W ——

Obr. T'7

1718, Postupné priudenie s rychlostou v = o — iff; v bode o dipol s momentom p = Zwe; prudnice
fr -+ oy = ¢, ekvipotencidlne krivky er — fy = 0. 1718, v = ni*~1; v bode z = 0 kriticky
bod {bod rozvetvenia), v bode o multipél 2n-tého rédu. Pradnice p* sin ng = ¢4, ckvipotencidlne

krivky of cos ng = ;. 1720, v — i/{2nz) v bode z = 0 je vir & cirkuléeiou }\— I pridnice si

F_
kruznice o = o, ekwpotenenélne krivky @ == o2, 1721 v = Q + I .~ , v bo-

S (F—d)lz—b

doch g, & virivé Zriedla s vidatnostou @, resp. —@ a cirkuldciou I, resp. if‘. Pl!l.‘:dnice :n,'l lng =
= @1} # + €, ekvipotencialne krivky ]n'g =—( M@ -+ O, kde ge'? = (z—a)j(z—b),
poeri obr, V7, 1722, v = 4az7/(34 — a9), v(ow) = 0; v bode 2 = 0 je kriticky bod; v bedech a, —a
sh #riadla s vidatnostou 2w a v bodoch @i, —a i s0 #riedla s vidatnostou —2z. Pridnice sd
o - oalplsinlpg —at = 0 a p=nkf2, X = 0,1, 2, 3; ekvipotencidlne krivky si gt +
+ oepalplcos 2 4 at =0, e | = 2, posri obr. T8, 1728, w = —Qmez. 1725, w = kifz, k je
redlne &islo. 1726, 1:2}/2] 1728, 2r. 1729, 67; 0. 1780, 0; 7. 1781 —dm, —dmw. 1782, w =
=2iln(22—a?) + C. 1788 ci(x —a) -+ cay = 0; (x —aP + ¥ = ;2. 1784 (T/2m i) In (z — a).
1786, w = (@2m) In{{z -+ 1)J2]. 1787w = zo{a0) + (@/2x) In (33 + a2}, v(0) = w{wo) 1740, w =
= (f2r)In {(z —a + 27t —a1), kruimiea | z | = 1 je jedna z pradnie. 1741 w0 =(@{2x) In {1 4
+ 42, ¢f = HCsindp —cos dg).  1T42 w = ([]2mi) In E‘: :: :::: L ::*:: C 1748, w =
= (@2x) 1n (2% +} af), 1748, &) w = (@/2x)Insinz; b} w = QM=) lnsin{z —hi). 1748, w =

= (2Q]r) In(]fE_cushf-;—-}- l/-:oa %) 1749w = 2Q 11";. 1750, w = (@) In{z | l‘rz? + 1) +

+ -"7;':.‘_. 1751, w = (Qfx) In sin ((w=)/(2d)]). 1752, w = v(o0) |22 + HZ 1768, w = —o[z + 4/3 +

+ 4/(9z + 12)]. 1764, w = v(az — b |22 — c3)j{a — b), ¢ = a¥ — b%, 1755, Pre obtekanie para-
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boly zvonka plati w = l"z-—pfﬂ = (7; pre obtekanie zndtra w = 1 cosh {1—’2: pli2 ]'p]]
1758. Pre obtekanic zvonka je w = (1/[/2) [(z + [z — e?)a/28 e-inufdf — (z— |22 — cqjafas,
colmaf2d] + ¢ kde tg & = bja, f = m — a, ¢2 = a? -+ b3, pre obtekanie znitra je w = {111"'2-} flz +

4+ Yet Zeljaiza - (2 —-—]"zi—c“]'ﬂh] + €. 1757, Pre w plati: z = em!® 4 mw/v, 1758, w =
= v{w) . (2 — p — l]rﬂpz —— 22 1758 w = (2=} In (2 -+ 27V —a-—a™ ). 1760 w ==
= (Miniylnfiz —a){z—a1). E761. &) w=12(z —cosa—Ii }’ -—otsin &) + 'y, kde
v(0) = vel; b)w = v(z cos e — i J22 —e2sina) + (F12mi). In(z+ [ —¢f) 4+ € kde I' =
= —2mevsina, ¥(wo) = velx a e jo bod zjednotenia. 1782, w = (#R[2) (neiajR — Relaln) -
+ {2z ) Inyg + 3, pricom Zukovského profil vznikne =zobrazenim kruinice |J — Ly | =

Obr, T8

=il—fel=R=1 {e=1-—ReW, 058 < w2 pri zobrazeni z= (I~ 1/3)2, 5 =
=z-—{p -+ sz— I avix)=rvelz, I' —2zRrsin(x |- f#). 1765, x. 1766, V bode 2 — 0
niboj 2 a v bodoch zp = ef™* /4 L = 1, 3, 5, 7 niboje —y. 1787. @ = (2n | 1) g. 1768, w =
= —2qiln 2. 1769, w — Zg1in (22 — k), Cassimbho ovidly, 2 A . a4+ & — &, 1770, w0 —
= i In=YrjR)ln (z/R). 177l w = —iln-! {2 4 I"{ Inf2/(2 | }3)), € = N[22 l-]”
1772, w = (V, i/2)ln" [(a + 1a1—r2}fr]ln [[* + 1n-—rz};{=—Lfa="“Fi}] 1753, w —

= (2Vy/m)In (z + Vz‘—a’}, E = {21"“"1"”1 [ B - a .; z—-_u| ekvnpntﬁnmﬁ.ln.e krivky =i hyper-
boly s ohniskami z, —a, 22 = —a. 1774 I = 2¢In3. 1775 V =In (1 4+ }2)in (2 4- | 5.
1776, w = (2Ffm) In [{1 — 221 - 2] — (2T/min2, ¥ = [anfrr] arg {(1 — =3)[(1 4 =27
1337, 2z = (a + b)ei* + {a—b)e-iv, Konfokdlne krivky (clipsy, resp. hyperboly) Ae? <+
+ (et F Ayt = Aer + 1) a0 ekvipotencidlne krivky pre A = 0, silodiary pre —c2 < 1 < 0,

wr

E T,

1= qt—pr 1778, 2z = f],"e; Tras o) e (fF + 1o 1T gz — nf Veost at =
0 0
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uw
—i | Veos /2y ac. 1780. Y3i2 + sing). 1781 w = (ifln2).In[(4z + )iz + 4. @ =

= 225af(l7 -+ 8 cos ¢), o3 = 18a/(d + 4 cos @); Ormsx = 26a, Oimin = 92, Oimax =
= 184, O3,min = 20, 1782, Vof(2n? I,a‘rl 4+ 22). 1788, w = 2giln[{z - Zo)/(z —20}] + C. 1734,
w = 2giln [{R? — Ze2)/(Rz — Rzo)] + €. 1786, w= 2giln[{e — b].’is —Vz“ — )] -+ Oy,

ot = at — b2 1787, w = 2¢ i In [1/f(z)], kde & = f(z), z = (2d[B(1/2, 3]4)] f ;2 Y1 0%ag 4 ag2,

1788, w = 2¢iln[(23 + @ i)/(z* —asi}], sindp = Clg* + %) l?cﬁll. w= piffs —a) +
+ p*ijz—a™ + C, a* = R3d, p* = R @ a # 0;prea = Ojew = pifz — (p i/R) z + C,
1790, w = pijiz—a) + p*if(z — a*) + €, a* = R4, p* = R¥[/a* a # . Pre a = o jew =
— pifs — T iglR: + C. 1791 w = g(z cos % + isin & |22 — K3) + O, kde p = gelx 1792 w =
= [gfla — b)] [{az — b Vzi—al} cuam—i{bzﬁ—n}’#—cl} pin @) + O kde 62 = g2 —blap=
~ gol= 1783, (100/In4)In (17/5). 1794, T = (100/ln 2)In | (4z -+ 1)j(z + 4)|. 1796. T =
= 100 [1—In-' (2 + [3).Injz+ JeE =11 1796. T = (20/m) arg | (1 + 2)f{1 — z} |.
1797. T = {(200)x) arctg {—sin (w@/x) sinh~! [xx11n {g/a)]}. 1788, w = (160/m) .
. In[ieotg (z/2)], T= (180jx} arctg (sin z/sinh y). 1799 T = (g/2rm)} In |z — @)f{z —
—a)| 4+ C. 1800, T = (g/2x) In | (R* — @az}{(Rz — Ra) | + €. 1801, T = {g/2w)

In |[sin (nz/2a) } isiph (mh(2a)]/[sin (wz{2a) — i sinh (7h{2a)] |. 1802, V = Va + [(Ve-—
— ¥Vl |z —ay |+ oo+ (Voo — Valfr)lin lz2—ap |, E = [(Vo— Vi) z—ap))fimi| e —
— @ ] 4+ o {(Vaor — Va) (2 — an)lfwi|z — an?). 1808, V = (Vo/n)In |22 —1],
Cussiniho krivky. 1804, w = (Vofm) In [z/(z + 1)) + [Vi + (V2 — Vi) z]f{m In [{z — 1)/z]}.
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