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PREDHOVOR

Tretia tast Zbierky uloh 2 vydSej matematiky je pokrufovanim pryjeh dvoch tasti. Jej
obsahom je Litka z diferencidlneho pottu funkeie viac premennych, vektorovd analyza,
diferencidlng geometria kriviek a pléch a diferencidlne rovnice.

Tdto ldika tvort Sast preberanej ldtky z matematiky v drihom roénikw vaddiny vysokych
$ibl technického smeru. Zvydnd dast litky z matematiky v drukom rofniku bude zahrnuld
v pripravovanom Etvriom dieli Zbierky.

Spdsob spracovania ldtky, ako aj usporiadunie prikladov, dloh a ich vysledkov je
rovnaky ako v proyeh dvock fcstiach. Pri odvolavani sa na ldtku 2z proych dvoch fast
poutivame takéto oznalenia napriklad: 4,711 alebo 5,917 znamend dnok 4,7 prvej
baste, resp. tdnok 5,9 druhej Easti Zhierky.

Za vielky kritické pripomienky na odstrdnenie nedostaikov a zleplenie tohto diels ~
budeme Eitatelom velmi povdaéni.

Za mnohé vyznamné pripomienky a kritické pozndmky na zlepienie virovne tejto knihy
dakujeme lektorom J. Chavkovi, odb. asistentovi Katedry matematiky SF VST v Ko-
diciach a doc. V. Sedovi, CSc. z Katedry matematiky PF UK v Bratislave. Zdroves
vyslovujeme vduku prom. mat. J. Zdmofikovi :a nakreslenie obrdzkov a Slovenskému
vydavatelstvu technicke) literatiry za starostlivost, ktord venovalo vydaniu tejio publi-
kdcie. ' :

-
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1. DIFERENCIALNY POCETFUNKCIE VIAC PREMENNYCH

1,1. Bodové mnofiny v K,

Mnodinu vietikych n-tic redlnych Ssiel naxjvame Heelngm n-roemernym Euklidovgm
lkpuhldndwjimn-ﬂnd.-{o,.a.. e B, B = {by, by, ..., b,) je definované alo

eld, B) = i(ﬂl_bt]‘l
=i
ktoré naxfvame ich vzdialenosfou.
Puvldhhnutphﬂ
A, B) je nezdporné, t. A, By 20 A, B) = 0 vtedy a len viedy,ak 4 = B.
!. A,g[ Q{Bj.'ﬂ.]. {viastnoat jynﬁhn] s0s e * d
kaidé tri n-tice 4, B, O plati p(d, O} S {4, B) + ¢(B, 0), (trojuholnikové nerovnost).
mm«mmms a n-tice 1 B, nazjvame bodmi &fselného n.rozmerného
Euklidovho priestoru.
Priestory E,, E, a E, moino geometricky interpretovat, a to E, pomocou Eiselnej osi, Hy
pomooon roviny a J; pomoocou prieatoru, v ktorjch jauvodanf pravouhly sdradnicovy
_ 'Mw[vnﬂhmguh]?mﬂ,nmdomvhodadapolommr.rb-ﬂ.mﬁnme
mnodinu véetkych bodov X priestoru E,, pre ktord plati o(X, A) = r [p(X, A) < r].
Uszavredym intervalom priestoru E, nazyvame mnokinu vietkych bodov X = (z,, z,, ..., 2,),
. ktorfch siradnice spliiuji nerovnosti
o, Sz b,

kdea, = b,,i=1,2,. .n;mﬂujmehm?= (OB % (B, By X ... X o, b, Uzavreté
intervaly <a,, ﬁ.)s i=1,82,. , n narjvame hranami intervalu J.
! Akjnqu,pruvhtkyi- 2, ..., n, interval J nazyvame nedegenerovany. Ak aspoii pre
jodnoiphttu,-h,l,ili:dem:fvmdwmjm.
Uzavret§ interval J priestoru E_ nasyvame aj uzavreljm kvddrom priestoru E_ s hranami

{a, by,

Oivorengm inlervalom priestoru E, nazyvame mnotinu vietkyeh bodov X = (x,, 24, ..., 2.}
ktoryoh siradnice spliiuji nerovnosti a, < z, < b,+ = 1,2, ..., n kdoa, < b,i=1,2,...,n
a omnadujeme bho J = (a,, 51) X-(@ys Bg) X ... X (a,, b). Intervaly (a, b), ¢ =1, 2, ..., n
narfvame Aranami intervalu J

Wwi%devMNE,wvmﬁakedynjmﬁmhﬁrmpﬁamﬂ_
8 branami (a,, b

Uﬁ&kﬂudﬂ:ﬂ" H.,kdo;!—(dl.dl'. |-|-||G.]'B=[blib.! rcut'.)ti‘#ﬂ'wm'
mnofinu vieikyjch X = (z,, 4; ..., %,) & priestoru F,, pre ktoré plati

Zy = & + b — ay),
31-“!""{5!_“:}-
L L L R '

x, = a, + tb,—a,),

kde £& <0, 1>. Uvedené rovnice nazyvame rovnicami taelky AB. Krétko ich zapisujeme X —
= A4 + 4B — A)*)

‘ *) Rovnoet a operdoie s rovnost a operdoie 8 n-tieami (pozri 3,1/1),

..



10 1. Driferencidiny podet funkete viac premennych

Okolim bodu A priestoru E, nazyvame vnitro kaZdej gule prisstoru E, so stredom v bode 4.
Ak r je polomer gule, toto okolie oznetujerne O,{Ad).

Bodom zhustenia [hromadnym bodom] mnoiiny M z priestorn E, nazjvame bod Z
priestoru E,, 1o kaidé jeho ckolie 0,(Z) obsahuje sepofi jeden bod muohny M rézny od bodu Z,

Bod zhustenia mnoiny M mb#e, ale nemusi patrit do mooziny M.

Yeta 1. Bod Z je bodom zhustenia munofiny M viedy o len vtedy, ak v kaidom jeho okoli Tedl
neltonedne mnoho bodov muoodiny M.

U rovretd mnofing je takd mnosine, ktord obsahuje vietky svoje body zhustenia,

Vniitorny bod mnofiny M je keidy taky bod mnofiny M, ku ktorému existuje okolie, ktord
je fazfou mnofiny M.

Vwiitre mnofing M o mnofina viethych vondtornfeh bodov mnoodiny M,

Otvorend mnofing je takd mnofina, ktorej kaidy bod jo jej vodtornym bodom.

Veta 2. Nech 4 je uzavretéa mnofina a B otvorend muodine, Potom mnofina A — B je uza- |
vretd.

Yela 3. Noech A, H sl uzavreté mnodiny, potam aj Ay B a A NB #d uzavretd mnoiiny,
Nech 4, B 80 otvorené mnodiny, potom aj A U B a 4 N B ad otvorend mnodiny,

Vetu 3 mofno rozéirit aj na koneény pobet mnodin,

Hranifng bod mnofiny M je taky bod mnoiiny M, ktoreho ka#dé okolie obsshuje aspoi jeden .
bod z yunoZiny M a aspod jeden bod, ktory nepatri do mnckiny M.

Hrantca mnofing A je mnotine vhtkych hranitnfch boduv mnofiny M. )

Qhanilend mnofina v pricsiore F, je katdd mnofina x £, pre ktort existujs také Kladng |
tialo A > 0 a bod P, e pre kaddy bod X tejto mnodiny platf 1 X, P <¢ K.

Mno2inuz E, kt-arﬁ. nie jo ohrani‘end. nexyvame neohranitsnou mnofinou v E,.

Vets 4. Kazdd nekoneénd mnofins budov z priestoru £, ktord je chrenitend, ma aspofh jeden
Lod zhusieuia.

Nech X, Xz, ..., X 30 rdzne body ﬂmwmru Hyak > | Lomenou Fbrivkou, ktord spija bo-
dy X, u X, nazvvame mnofinu vietkich bodov aGsediek XX, XXy, covs Xiey Xe-

Oblasiou nazyvame otvorend mnodinu M z priestoru E,, ktorej kazdé dva body moino spojit
lomanou krivkow, ktord le2i celd v mnozine M.

Uzaeretou oblusfou naz§vame mundinu, ktord je addtomn dansj oblasti s jej vistkych hranié.
nych badov,

Priklad 1. Néjdime bedy zhustenia mnofiny M, ak téin poroatéva zo wietkyck bodov {1k
Lm}, kde &, m sa lubovolné prirodzend &isla. Zistime, &i mnodina M je uzavretd alebo otvorend.

Riefente. Ukdfome, 2a bodmi zhustenia mnofing M ad vhtky body (i/k, 0}, (0, 1/m), kde &k, m
% fubnvoeing prirodzend &sta a bod (10, O).

Zvoimn lubovolné okolie hodu {1k, 0) 8 polomerom ¢, Pnl‘.um exmhua takéd prirodzené &alo m,
e 1/m, <2 ¢ & vedialenost bodov A== {1k, 0y a B = (Uk, 1/m,) jo

olA. B}aV b= lce
M, 1

T¥m ame ukdzali, Ze v TuboveInom okoli bodu {1k, 0) ledi aspofi jeden bod mnoiny M, & teds
bedy (1/&. € 80 bodm: zhustenia mnoziny 3. Todobne to mono ukdzat aj pre body (0, ifm).

Ukatmo edtn, 14 aj v katdom okoli boedu @ = (0, 0} lel aspoi: jeden bod mnodiny M. Nech
pelorner okolia jo e. Potomn ku &slu ¢/2 oxistuje teks prirodzend &islo my, o 1/my < /2. Ale
v Tuboveinom okolf Lodu € = (0, ljmy), toda a) v cicll 8 polomerom &/2, ledl aspon jeden bod
% innotiny M, Jobo bod € je podla ué uvedendho *wninm zhustenia mnodiny M. Nach tento bed
1 X, Ukékmea, 2o bod X je bodom % okolia hodu 0 = (0, U} a polomerom & Z trojuholnfkovej
aprevnosti pra bocdy 0, €, X vyplgva

pl0, C) + o(C, X} = p(0, X}

ol

. :- 4 e = F.



1,1. Bodové mnodiny v E, ' 11

Tfm sme ukézali, #o bod O je bodom zhustenia mnoiny M.

Mnotine M nie je uzavretd, lebo joj body zhustenia do nej nepatria & nie j& ani otvorend, lebo
nemé vodtorné body.

Priklad 2. Zigtime, &i mno¥ina bodov z K,. pre kiord plati 0 < r; <Jo(0, X) < 7;, je oblast.

Riedenie. Dané mnoZina M predstavuje v E, medzikruie (po-
xri obr. 1). UkéZeme najprv, #e kasdy jej bod X = (a, 8! je vou.
tornym bodom ranodiny M. Zvolme dsio ¢ tak, e

& = min {r, — p(0, X), g(0, X) —r,}.

Potom pre kafdy bod £ == (z, y) okolia bodu X = (4, 8) & polo.
merom e plat{ -

ol0, F! S p(0, X) + (X, P)

s teds
(0, P) < p(0, X) + ¢ & ,.
Podobne jo
00, X) % pl0, P} -+ 02, X),
a teda

f, 5 00 Xiee o0 aif P

Uhrnom méme
ry < o0, Py < ry.

Tym sme dokdzeli, e M je otvorend mnodina.

Ukddme edte, 2o kn2dé dva body tojts muodiny mnoeo spojit lomenou krivkou, ktord celd %€
v mnodine M. Zvolme dva labovelus Lady ¥ a Z = mnofiny M. Nech napriklad je r == {0, ¥} -
< p(0, Z}. Zvstrojme pravidelny s-uholnik opisang kragnici 22 + 43 — 5 Pritom zvolme n také
velké, aby atrana tohto n-uholnika holn mendin ake: rozdiel (0, Z) — r. Z elsinuntirnej geometrio
potom vyplyva, Ze jomend krivka pozoetivajuca vo gtrin tuhto wnohouholnfka o vsochy, ktord
gpdja bod Z & najhliZiim vreholom tolite mncinuhalnfka, W2i v inrodine W a spajs hody Ya Z,
Dané mnotina je teds oblast.

Nech (X, X, ... X, ..} je postupnost bodov priestuen £, Bod X jo lmitou tojte postup.
noati, al je

lim (X, Xj = 0.
b—-m{?t :

Al postupnoat {X 17, iod limitu, hovorime, 3= jo konvergentnd, ak limitue uoma, jo divergantnd.

Veta & Konvergentnd postupnost beday mé Do jodma fimitu.

Vela 8. l'ostupnost Lodov 4 T,0%,, kde Xe= (", &% o 2 komverguje k bodu L) o
= {a;, 4y, .., a,) vtedy a lon vtedy, ak lim =% = g, pre véetky ¢ = 1, 2, (.., w,
k-

Veota 7. Ak postapnost bodov {X,},7, honverguje k bodu A4, potoin kazdé z nej vybrand
postupnosi kenverguje k bodu- 4.

Veta 8. Z kaZdej ohranidenoj postnpnesti bodov [X,17, d4 sa vybrat konvergentnd pomtup.
nost,

Priklad 8. Ziatine, & postupnos {10, = |1/2%, 1, (} — 1jk)*}2, konverguge s ndjdime jej li.
mito,

Rrefenie. Poditajme Limity
lim=*, lm =%, lim z*,
| B e boem



12 1. Diferencidiny podet funkeie viac prmnnfu.'l . i

lm -t =0, liml=1 lim'(l l)' -1
ks 2 ke R s k e
Podls vety & dend postupnoat konverguje & jej limita je .
| lim X, = (0, 1, 1fo). |
= o

1. Zostrojte gulu: |
a}vpriﬂhomﬂlmatrednmvbodad={2}aapolomaromr—lfﬂ '
b) v priestore £, so stredom v bode 4 = (1, —2) a s polomerom 2, :
¢) v priestore K, so stredom v bode A = (2, 1, 3) a s polomerom 3. !
2. Zostrojte intervaly: '

ﬂ} <21 3> P '("1:3)’ d) <11 2) )(_(2, 3} x <""2: 1}:
b) (1, 2) X (—2,1), e) (—2,1) x (—4, —2) X (=1, 4),
o) (3,5) X <4,8), f) ¢(—1,2) X (—3,2) X (—3, 2).

3. Néjdite vletky body zhustenia intervalu (2, 3).

4. Nech sa mnoZina M skiadd z bodu 4 = (0, —0,001) & zo vietkych bodov
X == (z, y) roviny, pre stradnice ktorych plati y = | z |, 2? + ¢* S 2. Dokdlte, Ze:

a) bod 4 = (0, —0,001) nie je bodom zhustenia mooZiny M,

b) bod B = (0, 1) je bodom zhustenia mnotiny M, ,

¢) bod € =: (1, 1) nie je bodom zhustenia mnofiny M. |

5. Nech mnofina M = (2,4) x (—1, 3). Dok4ite, #o mnoZina vietkych bodov |
zhustenia mnoliny M je interval J = {2, 4> x (-1, 3).

V tlohéch 6 aZ 8 néjdite body zhustenia mnofiny vietkych bodov X = (z,y, z), pre
ktoré plati:

6. X = (1/k, 1/I, 1/m), kde k, !, m s prirodzené éisla.

7.2t by 422 < L

X = (ry, 14, 1y}, kde r,, r,, 3 80 raciondlne &fsla.
9. Zistite, ktoré z danych mnoiin i otvorené, ktoré si uzavreté a najdite ich

hranice:
a) M = (-2,3), e} P = (3, 5),
b) N = (2, 4), d) Q = (4, 6.
10. Z mnoZin uvedenych v iilohe % utvorte mnoZiny:
a) Mu N, . ¢ Pn @
b) (M n N)U P, P —@Q

a zistite, ktoré z nich st otvorené a ktoré uzavrets,

11. Dokdite, e mnoZina M je uzavretd, ak:

a) M = {2,5) x (3,7, b) M = (1,3> x (2,4 x {3, 6.

12. Nech M je mnozina vietkych bodov X = (x, y, 2), pre ktoré plati p(X, 4) < 2,
kde 4 = (1, 1, 1). Doké#ta %¥e mnoZina M je otvorend a nijdite jej hranicu.

13. Dokéte, Ye mnoZina M, ktord je mnoZinou vietkych bodov X = (x, y, 2), pre
ktoré platf p(X, 0) = 2, O = (0, 0, 0), je uzavretd.

14. Ukéite, Ze mnozina M = (—1, 2} x (3, 6) nic je ani otvorend, ani uzavretd.

V tlohdch 15 aZ 22 zistite, ¢ uvedené mnoziny st otvorené alebo uzavreté:

16, a%a® 4 33/b* < 1.

16, 0<rf<a®+ gt +22 13

—



1,1. Bodové mnotiny ¢ E, - 13

-

17. 22 4 ¢ > 0.

18, 2* + 9y + 22+ uwd £ 1. '
éislla.g. MnoZina vietkych bodov X = (ry, r5), kde ry, r; st lubovolné racionlne

20. MnoZina vietkych bodov X = (Lim, 1/n, 1/p), kde m, n, p st Inbovolné
prirodzené ¢isla.

2l. X =A+ B —A4),kde A =(0,0), B=(0,1),0<t <1, v E,.

2. X =A +H{B—A4),kde 4A=(0),B=(1),0<t <1, v E,.

23. Dokékte, Ze mnoZina bodov X = (1/m, 1/n), kde m a n st lubovolné pri-
rodzend ¢isla, je ohranideni.

V ftlohdch 24 af 30 uréte, ktoré z mnoZin danjhh uvedenymi nerovnostami st
-ohranitené:

2. 2> 28+t v B, 25. |zl + |y =4,
lz|+ |y| = 2v &,.
26, 22 = 2% 4 48, . 2l gl x>0,
m’+y’+z'$4vﬂ, y>02z2>0v E,.
28. 234 — 32/9 + 23 £ 1 v K. 20. 2¥ad 4 yibr 4 2% + uMd2 S 1 v E,.
30. U1M" kde M, je gula so stredom 8, = (2 — 3/2",0) s polomerom r, = 1/2»
v Hy.

31. Zistite, & vnitra dvoch gil v E,, n = 1, 2, 3, ktoré maji spoloény jediny
hraniény bod, tvoria oblast.

V tlohéch 32 aZ 86 urite, ktoré z danych mnoZin st oblasti resp. uzavreté oblasti.

.2 P A riv B,

33. 2+ 9y + 22 > O v By,

.22y < z2=0vE,.

35. P+t (-2 4P s AVE,

—ag25a —bJa*—aV)fa <y s b()at = B)av E,.

V tlohich 37 a# 43 zostrojte oblast M urdent nerovnostami:

37. 2> 0,y> 0,z > yv K.

38, 21—y > O v E,.

39.4 L 42—yt > O v E,.

0. 22 + ' —1>0, ¢4 —2* —y* > 0v E,.

41 1 — 2o — y3b% - 232 > 0,a>0,5>0,¢>0v E,,

2.2 <3 -2 -yt 2> 0v E,.

B. '+ y*< Bz, 22+ +2"< B, BR>0v K,

44. Z postupnosti bodov {X,}2,, kde X = [1fk, (k + 2)/k, 3] utvorte vybrand
é]mmpm pre poatupnost prirodzenych &isiel {2k 4 1}2,. Napfite jej prvych pat

enov.

45, Napiéte aspotl jednu postupnost bodov z E,, ktord konverguje k bodu:
a)d={(,11), b 4A=1(0,0,0),
e) A = (1,2, 0)

46. Dokéite, %e postupnost bodov {X,}=,, X, = [k/(k + 1), (2k — :ua&. 1/k),
konverguje k bodu 4 = (1, 2/3, 0)
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V vilohdch 47 a 49 zistite, & dand postupnost {X,}®, je konvergentni a vypo-
Gitajte jej limitu.
7. X, = [k -2 |7, 2].

. X, = (J2,0, 1/8).

49. X, = [1 — 1/2% 2k, (—1)4/54]. '

1,2. Funkeia dvoeh a viac premenny$ch

Nech M je mnofina bodov priestoru E, . Redlnu funkeiu*) definoveni na mnogine M nazyvame
redinou funkeion n premenngeh a ornadujeme ju

SIX} slebo flzy, 25, .. .. Z,}**)

Mnotinu M nazyvame oborom definicie funkcie.

Podobne ako pri funkeii jednej premennej zavidzame pojmy: ohmniéam‘ zhora, ohranidenos!
zdola, ohranifenocst, maximum, minimum, supremum, infimum funkeiz, parciding funkein a ope-
récie s funkcigm:.

ZloZend tunkela. Nech jo funkeis f(z,, 2y, . . ., z,) definovand na mno#ine bodov N priestoru . .
Nech funkeie z; = @(T), 23 = @o{T)s .. +s 2 = @), T = (44, b, ..., #,) 806 definované na i
mnotine M priestoru £,. Pritom nech plati, Ze bod [¢(T)., @a(T), .. ., tp,.{T}] je z mnofiny N, :
ak T je z mnoZiny M, Potom funkeiu HodT), gdTY ..., @dT)] = F(T), ktoré je definované
na mnofine M, mj-vnma zlofenou funketow, Funkein fla,, ., ..., z,) nazfvame hlavnou zlofkou
a funkeio @(T), @u(T), ..., @(T) vedlajfimi zlofkami.

Ak jo funkeia urdend vzorcom a nio je udany jej obor definicie, rozumiome pod oborom defi-
nicie mnofinu vietkfch bodov,~ ktorych md vzorec zmysel,

Grqfom Junkeie f(X), deﬁnomej na mnotine M © E,, rozumieme mnofinu @ vietkyeh bodov '

= (Zys Ty + + o4 Ty &n,q) Priestoru B,,,, pricom prvych n stradnic urtuje bod X = (%, %4, ..., !
at_‘,l mmnodiny M B T = fX) = flx,, x5, ..., x,). Napriklad pri funkeii dvoch premenngch ‘
fix, ¥) bude grafom fMunkeie mnofina vietkfoh bodow {z, ¥, z), kde bod ({z, ¥) je bodom z aboru
definicie funkeie,a z == f(2, y).

Pri zmtrn;avm{ grafu funkeie dvech pramon.njnh je vfhod.ué mntm;!ﬂ rezy grafu funkeie
rovinami rovnobe#nymi so sGradnicovymi rovinami alebo rovinami praehﬁdm]ﬁmm: nisktorou
2o adradnicovych osf, Rovaobeiné rezy s rovinou R, nazfvame vrefevnicami,

Priklad 1. Néjdime obor definfoie funkeie

.ﬂzr L !:l = '—-"—!- e

o= =g T
Riedenie. Obor definicie ndjdeme 2 podmienky

Bt yt— 2 = 0,

odkial dostdvame
ey g8

Obor definicie je teda mnoZina véstkyeh bodov X, pre ktoré plati {0, X} < 3, 8iZe vnitro gule so
stredom v bode § = (0, 0, 0) a polomerom 3,

Priklad 2. Néjdime hlavnd a vedlajiiu zloiku funkeie i
Fit), tg) = arosin (1 — 1 — &) + o2 +h. i

Pozri
“! Ak m;;ﬁk nastat nedorozumenie, oznadujeme funkeiu len znakom f.

..
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Riedenie. Funkeia F(t;, t,) = arcsin (1 — ¢, — fy) + 0717 jo zlokens funkeia, pritom hiavné
ziokka jo f(x,, v;) = arcsin z, + o™ a vedlajlie lotky su

= =t —h, fy=4 + 4.

, Rozklad zlofenej funkeie na zloiky nie je jednoznalny. Napriklad dend funkeiu mo#no roz.
lotit na zlotky aj takto: hlavns zlodka f(z) = arcsin (1 — z) + o* a vedlajéis zlotka z = # + &.

Priklsd 8. Zostrojme graf funkcie

1
TEER
Riedente. Dand funkcia je definovand na celom priestore E, ckrem bodu O = (0, 0). Grafom
funkeie bude mnoZina vietkych bodov X = (z, y, 2} priestoru E,, pritom (z, y} € By, (=, ¥) #

# (0, 0) 8z = 1{{z® + y*). Kedie je z > 0, cely graf bude le¥al nad rovinou R.,. Roviny ¢ = &,
k > 0 re®i graf funkeie v krivkéch

‘kul,:’(#‘+y’}, sit {x‘-t-!'r‘-:l,fl:.

Vidire, % 81 to krudnice so stredom (0, 0, k) & polomerom IW_anumvmouy = 0 dostaneme

kriviu
z = 128,
g == 0‘.

Podobne ka#da rovina idtica osou o, vytvéra rez takého istého tvaru. Tede graf funkeie z dos-
tanome rotéciou tejto krivky okolo osi o, (obr, 2).

50. Vyjadrite plochu trojuholnika da-
né¢ho obvodu 2p akoe funkciu jeho dvoch -
strdn =, y.

bl. Vyjadrite objem V pravidelného
Btvorbokého ihlana ako funkeciu strany a
jeho zdkladne a vyiky h jeho boénej steny.

_‘

Es4V
Obr. 3

52. Vyjedrite vyku rotatného valea ako funkeiu jeho objemu V & plésta .

53. Dans je n grammolekdl plynu, ktory mo#no povatovat za idedlny. Vyjadrite
jeho objem ¥V ako funkeiu absohitnej teploty T a tlaku p.

54. Do okruhu st zapojené dva premenné odpory x a y podla obr. 3. Vy]adr'
a) odpor okruhu ako funkciu z, y, b) vykon elektrického pridu sko funkciu z, y

5. Vypolitajte f(1, 1/2), f(—1, 2), ak:

a} flo; y) = oty +y + 1, o) f(z, y) = arcsin (z + y).
B flz y) = (9 — |z D — | v,



18 . 1. Difersncidiny podet funkoie viac promenngoh

56. Vypolitajte a) f(0, 0, 0), b) f(2, 1, 3), ak f(z, 9, 2) = |1 — 2* + JJd —¢» +
-+ Je—=, '
87. Zostavte tabulku hodndt funkeie z = 2% -'1/y pre celodfselné hodnoty z, y,
kde z € 0, 5>, y € {0, 3).
568. Dand je funkcia F(z, y) = 2¥ + y%/2. Néjdite: :
8) ¥(1,0), o) Flz+ by + k).
b) F(a, lja),a > 0
9. Vypo&h]ta .ﬂgs &, =)r f(—ﬂ, —¥ _:}- .ﬂlr l! ‘}! .ﬁli yﬁ“’ ‘f'fv}! z 7 Ol Yy # 0:
akfunktﬁaf[z,y, ) = xyz + wy/z.
60. Dokéite, Ze pre funkeiu f(z, y) = 3%y — /2% — ¥ plati f(tz, ty) = #¥(z, y), ¢ =0
61. DokéZte nasledujice vztahy:
8) Plz, y) = —F(lz, 1fy), sk Fiz, y) = @ — )% + 9,2 0, y % 0,
b) Flzy, 2) = F(z, z) + Fly, ), ak F(z, y) = Inz . Iny, :
62. Néjdite f(z, y) ak f(z + y, & — y) = o® — 22y — g,
63. Néjdite f(z), sk flz/y) = z|/2* + 48 jy", 2> 0,4 # 0.
64. Néjdite funkeiu f(z, y) & @(z), sk f(z, ) =2 — y + @z + y) a f(z, 0) = 2%
65. Néjdite funkceiu f(z, y), 8k f(z — y, zjy) = z* — g
66. Néjdite funkeiu f(z), ak f(z/y) = 2ey(lnz< Iny)/(a®* + ), 2 > 0, y > 0.
87. Néjdite obor definfcie funkcie f, ak:

8) f(z, y) = l/z + 1y — 1), o) f(z, y) = 1/(25 — 2% — ),
b) fiz, ) = 1/(y* — 23), d) f(, y) = 2%z + | y |).
68, Néjdite obor definicie funkeie f, ak:
8) f(z, y) = |3z — 2/}y. d) flz, ) =1z + [y] — YY)z =Ty],
b) f(@, y) = 2/)/=y, o) f(z, y) = myt]/=* — yif8,
o) flz, y) = |0 —2F — 3%, Ny =020 =4
69, Néjdite obor definfcie funkcie £, sk:
a-]f{#,y,z}=xf|y+=|, blf(’-l‘-*)"y*—z'—?'-‘ﬂ':

o} flz, ¥, 2) = In aye.
70, Néjdite obor definicie funkoie f, ak:

8) f(z, y) = 1/sin w(z + y), b) f(z, v) = Jysinz .
71. Néjdite obor definicie funkeie f, ak:
8) f(z, y) = y + arccos z, b) f(z, ¥) = arcsin (z + y).

72. Néjdite obor definicie funkeie f, ak:
‘]’f[zl y) = h:(zain.y],
DS y)=In(lz|+9+Y}Jy—=,
o) fiz, y) = (In2%)] | Ty — =],
dfe )=+ —1+In@—a2— g,
e) fiz, y) = ny? Yo' — ¢ + Inzy,
f) flz, y) = In sin [w(a* + y¥)).

73. Funkcia f(z, y, 2) = x + 3y + z je definované na mnofine M = <0, 1) x
X (0, 1) x <0, 1). Dokédte, Ze funkcia je'ohranidens. Néjdite jej maximum a mini.

mum.
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74.

Dokdzte, ze funkeia fix. y) = 1/2 — sin? (22 + y?) md v bode O = (0, 0)

maximum,

-
1.

Dokéite, e funkeia f(z, y) = (x — 1)2 + (y — 2)* — 2 je zdola ohranitend

~amd v bode 4 = (1, 2) minimum. Nakreslite jej graf.

76.
7.

8.

Dokéite, Ze funkcia f(x, y, z) = xyz nie je ohranidend.

Utvorte parcidlnu funkeiu z funkcie f na mnoZine M, ak:

a) flz, y. 2} = zf F;r‘ + 4+, Mzx=1)

b}f':x!y:3}=2 — |z — ¥y —z M(y=2), resp. 4‘.‘{{#-0,3 = 3),
¢) flx, ¥, 2) = Inazyz, M(z = 1), My =2,z=1)

Utvorte parcidlnu funkein z funkcie f na mnozine M, ak;

8) f(x, y) = ay/(2* + y*), M(x = 2},

b) flx, ) = e, iy = 1),

¢) f(z. y) = arccos (z* + ¥*), M(x = 0).

79, Nijdite rezy danych pléch rovinami rovnobeinymi so saradnicovymi rovinami
R_,R,.:
’ ﬁz:x‘—y‘, b) z = ay®.
80. Nijdite vrstevnice na danych plochédch:
a}z=l"l—x’—y’, ) z = ay.
b} 2 = 3a® + 242, !
81. Nijdite mno¥inu vietkych bodov, v ktorych mé funkeia f hodnotu k. kde

cislo & = 0, ak:

82,

83.

84,

Ay flo, y, 2) =22 Ly —z., c) flz, y, z) == x* + y* — 2%
b) flx, y, z} = a® + y* + 22,

Pomocou vrstevnic zostrojte graf funkeie:

a)z=2z — i, ¢) z = ylx,

b} z = 2% — ¢, d) z.= 2yf(z* + ¥*).
Zostrojte graf funkeie f, ak:

8) fle, ) =2 —x —y, c) fla, y) =4 — 2* — ¥,
b)f{ﬂ-’. y]=zl+y‘1 I d]’lf{:l:, y)=e—:’+y‘_
Zostrojte graf funkcie:

a) z = KE(x + y), e)z=|x—yl,

b) z = E(z* + y¥), . flz=]2z—y+1}]
e} 2 = E(x + y) + Elx — ), gr=lx+yi

d) z = (—1) E@-E@,

V tlohdch 85 az 90 rozloite na zloiky zloZend funkeiu:

83.

r=lr—y+)aty

86. u = (xfy) e* =

-
[

88,

59.

m.

£ = Fx’ + y* — 2 +log({4 — z* — ?).

. r+ Y-z
=8I0 oo
|2 gt
] '
E = lnm.

2 = arctg |yllz —y). .

V tlochach 91 az 93 utvorte zlofend funkeiu F(z, y), ktore] hlavnd zlozka je
glu, v) a vedlajiie zlotky s u = f(z, ¥), v = g(z, ¥), ak:

¥ Zhierka Glah
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M. plu,v) =u + v, u =2+ 2y, v =2

92, p(u, v) = sinu + o, u = 3zy, v = 2% — ¢,
93. ¢(u,u}=]/uv,uwz—y, v=x-4y.

1,3. Limita a spojitosf funkcie viac premennyfch .

Limits funkele viao premenafch. Majme funkeciu {(JE}, X = (%, 2, ..., x,) definovani
na istom okoli bodu 4 = (a,, a,, ..., a,} prip. 8 vymimkou bodu A*}. Hovorfme, £o &slo b je
#imitou funkeie f(X) v bode 4, sk pre kaidia postupnost bodov {X,};2, z cboru definicie funkeie
J(X), pritom X, # 4, ktoré konverguje k bodu A, postupnost funkénych hodnét {f(X,)}2,

konverguje k dielu b.
Ak také Zislo b neexistuje, hovorime, e funkcia f{X) nemd v bode 4 limitu,

Limitu funkeie f{X) v bode "4 oznatujome bud%i.lhd AX) bud lim fiz), =4, ..., 7,0

£yl
Ty—wrily

F
Nech je [unkeia f{X)} definovand na istom okoli bodu A. Hovorime, %e funkeia fi.X) mA v bode A
nevlastni limitu © [—ow], ak pre kazd( postupnost {X, 17, bodov z okolia bodu 4, pritom
X, # A, ktora konverguje k bodu 4, mé postupnost {f(X,)},7, nevlaetni limitu © [—w].
Nevlastod limitu funkeie f{X) v bode A oznatujeme bud

i {0 @ 0 = — )

bud ' ‘
lim f(z,, ....%,) = o0 [lim flz,, ..., 2,) = —x]
Ty iy yeily
-';n,"“;., J:n—"ﬂl.

Noch d = [(a,, 8, ...,a,) jo nevlastny bod, t. |. asponi jedno z a,, ¢ = 1, 2, ..., n je nevlastné
fislo w0 alebo -—ao. Okelim nevlastného bodu A nezyvame otvoreny interval Hd) = J, x J; =
¥ oo..ow o, kde J, jo okolie éisla o, resp. okolie nevlastného &ista a, (pozri 1,5/I1).

Limita funkecie viac premennych v nevlastnom bode A definuje sa podobne ako limita funkeis
viae premennych v bode A, iba namiesto okolin bodu A treba vziat okolie neviastného bodu A.

Yeta 1. Funkeia fiX) ma v bode 4 za limitu &islo & vtedy a len vtedy, ak ku keZdému &lalu
€ > U existuje také kladné &islo 4, 3o pre keddy bod X # 4 z okolia Oy(d) je

[fiXy— k! <&

Veta 2. Nech funkeie fiX) a giX) maji v bode A limitu, Potom ma v bode 4 Limitu aj ' f(X) };
e fLX) = et ), kde e, oy 80 kondtanty; f{X) giX): fIX gl X, nl-:}éi.m g(X) # 0 a plati
A

lim (fiX)] = lim fiX) .
X N =

im [e, fiX) = eup(X) = e, lim fiX} + ro lim giX),
N-d X |

lim [F(X]) g{X}] = lim f(X) lim g(X),
XA e

R | -

bm [f{Xg(X)] = lim fX1lim g(X}).
X1 X1 X-=0
Veta . Majme funkeie frX7), o(X), MX) kde X = (z,, ..., «,} definované na okoli bodu
A = {a;, ..., &, prip. 8 vinimkou bodu 4. Nech pre kazdé X # 4 z tohte okolie plati (X} =
- --u;_.ﬁll:d_\' s namiesto okolia bodu 4 wvaiuje o funkeit definovane) no mnodine Y. pridom bod A
Jr bedom shustenia tejto mnoding a pripadne nemusido nej patrir,




1.3. Limita o spojitost funkoie viac premenngoh 19

ZglX) S MX)a lim flX) = lim A{X)= c. Potum existuje aj limita ng(X}a plati limg( X} =
T X4 XA X+ X=A
= .

Poznémke 1. Uvedoné vety platia aj pre limitu funkeie v nevlastnom bode 4, iba namiesto
okolia bodu A4 trebe vziaf ckolie nevlastného bodu A4,

Poznémka 2, Pre limitu funkeie viac premenngch platia vBetky zékladné vety ako pre
Lirnitw fu.nkcm jednej premennej. (Pozri 1,6/I1.)

Veta 4. Nech funkeia f(X) = @(»), kde X = (%, ..., z,}, & nech existuje lim g(z,). Potom

existuje limita funkeie f(X) v bode 4 = (a;, ..., a,, ..., a,) & plat{, o
i Xy = i .
x-.,a:ﬂ ) :;nm Plz)
Yetn 5. Ak axistuja--xlin.ld_f(xj =b, kde X = (x, ..., 2,), 4 = (a;, ..., a,}. potom plati

bm  fla,, ..., 2, ..,6)=bprei=12 . . &

Tty

Pozndmka 3. Okrem limity funkcie viac premennych feato sa poudivajl tzv, opakované
limity funkcie viac premennych, ktoré dostanema postupnym poditanim limft podls jednotlivych
promoennych v iatom poradf.

Veta 8, Ak oxistuje Jim f(z, ¥) = « a pre Tubovolné y také, e (a, y) jo & okolie bodu 4 = (a, b),
ek

y-rb .
plati p{y) = lim f(z, ¥), potom plati
from g 3 !
lim @y} = Lm lim fiz, y) = =
y—=b

Y=l z+a
Priklad 1. Nech fix, y, 2z} = & 4+ 3* + 2% Dokééme;
a) Ak bod B = (b, by, by) je lubovolny bod priestoru Ey, plat

lim f(X) = f(B), kde X = (=, y, 2).
s fIX) = fiB), kde (= y, 2)
b) Tato funkeia mé v bode A = (1, 1, 1) limitu &slo 3.

Riedenie. a) Dand funkeia je definovansd na celom priestore K. Treba dokdzat, #s pro kaida
postupnost {X,};7,, bodov X, # B, ktord konverguje k bodu B, konvergujo postupnost {AX ks
k alu f(B). Nech {X,}2,, X, = (%, ¥4 2,). X, # B, konvergujo k bodu B = (b, b,, b,). To znamens.
#e postupnost &isiel {x,};2, konverguje k &islu b, postupnost {y,}, konverguje k &islu 5, a po-
utuﬁnn:!- {202 konverguje k &islu b;. Na zdklade pravidiel o politanf s limitami postupnost{

lim f(X,} = lim (=} + yt + 20} =
kvm Frew omy
= li 4+ i WS | p o= by by ] .
kﬂ’u+ﬂl‘?ﬂ¥t+bﬂﬁ v b B = f(B)
by Ak B = A = (1, 1, 1), z predchddzajiiceho vypljva
lim flX) = lim (2% 4+ ¢ + 23) = 12 4+ 1% 4. 18 = 3,
X—+4 T+l

g1
2 wml

Priklad 2. Vypotitejme lim 12+ @— 10+ I—1
;:-? 2% 4y — 1P
-+

f—— m e
Riedenie. Funkeia f(z, y) = b +x£y;:j' ':}: —1! je definovani v kazdom bode prieatoru
E, okrem bodu 4 = ({0, 1). ProtoZe limita menovatele jo

—
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lim (2 & (y — 1] = lim 2% + lim {y —1)? =
=1 =i} =i}
-+ 1 y—=1 - gyl
= lim 7% — lm {(y — 1% = 0+ 0 =0,
=) pTaal}

nemoZeme pouiii vetu 2 o limite podielu. Ale pre vietky X % 4 platt

forgy o VE+ G—= 1 T ) (@ TGP 14 1) _
[« + v — 1] [t iy =7 1 + 1]

a4y — 172 1

N YO Ity WY Rl =y i

Protofe je

lim Vaf 4+ (y— 12 1 = 1= lim 2 = limiy 198 + 14+ 1 =2,
E 2= f=e1
y=1 L.
méme .
lim f(X) = lim e 3 B
Xod 0 Vo + g—1F £ 141 2
y—-

Spojltost funkele vine premennfeh, Hovorime, %¢ funkeis f(X), kde X = (z,, . . ., x.) je spojiti
v bode 4 = (ay, ..., a,}, ak je v bode A definovans a ak lim fiX) = fid).
X4

Ak je funkeia f(X) spojitd v kazdom bode mnoginy M, hovorime, %e je spojitd na mnofine M.
Ak je spojitd v kazdom bode svojhe oberu definicie, hovorime, %o jo spojitd. Body, v ktoryeh
funkeia f(X) nie jo spojit4, nazyvame bodmi nespojitoats.

Neech je funkeis f(X) definovand na mno¥ine M a nech bod 4 e M. Funkeia f{X) jo spojire
v bode A s ohladom na mnodinu M, ak pre kazchi postupnost bodov {X,}5,, X, +# A4 z mnoZiny M,
ktord konverguje k bodu ‘4, konverguje postupnost {f{X,)}7, k f{4).

Ak je funkeia f(X) spojitd vzhladom na mnozinn M v katdom bode mnoZiny M, hovorime,
te funkeia f(X) je spojitd na mnofine M vihladom na mnofinu M.

Funkeia f(X) definovani na mnozine M boduv priestoru K, je na mnogine M roznomerse
spojitd, ak ku kefdému dislu & > 0 existuje také &islo 6 > 0, %o pre ka2dé dva body X, # X,
mnodiny M, pre ktoré je p(X,, X,) < &, plati nerovnost

|!{x1}—‘.ﬂxﬂ btk

Pre spojitost funkeie viae premennych platia podobné vety ako pre spojitest funkeie jedne]
premennej, ako napriklad veta o spojitosti adbtu, rozdielu, saéinu, podielu funkeii, veta o spoji-
tosti zlofenej funkeie. Stati uvatovat namiesto bodov a okolia v £, body a okolia z E, .

Veta 7. Nech je funkeia f(X) spojitd na ohranifenej a uzavretej mnofine M vzhladom na
mnofinu M, Potom: '

&) jo na mnofine M chranidend,
b) mé na mnozine M maximum & minimum,
¢) je na mnofine M rovnomerne apojits.

Veta 8. Nech jo funkeia f(X) spojith na oblasti M. Nech A4, B st dva rozne body z oblasti .
Potom funkeia f{X) nadobudne keddd hodnotu medzi ¢istami f(4), fiR) aspali v jeduom bode
tejto oblasti.

. Priklad 8. DokéZme, Ze funkeia -fiz, y, 2) = 22 + 3 + z? ju spojitéa v Iubovolnom bode
B = (b, by, by) 2 priestoru E,.

Riedenie. V priklade | sme dokézali, 2e v lubovolnom bode B € E, mé funkeia f limitu a plati
lim (22 4 y2 + 2) = bl 4 b} -+ b} = f(B). |
X=B
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Pretode limita funkeie f v bode B sa rovnd f(B), je dand funkeia spojité v bode B. Pretods bod B
jo Iubovolny bod % By & E, je oborom definicie funkeis f, dand funkcia je spojitd.

Prikiad 4. Dokéime, Ee funkcia f(x, ¥) = sin (22 + y) je spojit4.
Riedenie. Dand funkoia je zlodend funkeia. Je definovand na celom priestore E,. Jej hlavna
gluihﬁu}=ﬁnujodnﬂnovm$sspojiunuulompﬁutumll.?od:hjl:'.n.lluilmu—h+y

je definovans a spojité na celom priestore E,. Hodnoty vedlajie] zlotky tvoria podmnodinu E,.
Bplnené st vietky predpoklady vety o spojitosti zlofenej funkeie, preto fankeis f jo spojitd
na celom prieetore E,.

V tlohdch 94 aZ 109 vypoditajte limitu funkeie.

94, lim (2* + y + 2). 85. lim (22® 4 Ty — 32 - 6).
. sl
g2 y—=+3
£=31
. xR gy
96, lim = 1Y . 97. lim =T ¥
yrm =0
N o . 2=yt
98. lim . 99. lim —9_ .
w0 T3 4 3t s (@ + ¥)*
0 ]
100. lim —— . 101, lim 2= Ve — 20
0 %+ Y+ 2z ey || xy
s s
. 1 — cos (2 + y?)
102. lim B®Y) 103. Lim .
y0 y—+0
. . . sin (2 4 ¥ + 2%)
104. lim (z* . 105. lim .
""ﬂ( ~+9')mxy 08 -0 X4yt 42
0 =0
108, Lim (1 — zjy) | 107, lim (2® + y?)=%".
ok nwl}
1 1
108, lim &__"" 109. lim (1 e
e HA ———— N
o AT o (1 2y)
y-+0 p=a0

V dlohdch 110 aZ 113 néjdite opakované limity lim [lim f(z, y)] & limb[lim fiz, v)1.
23 y—+h

y=b g

110, f(z, y) = :.T; , @ = o00,b = co.
T
lll.ﬂx.y}=l—%§§, a=0, b= oo

112. flz, y) = log, (@ + ¥), 6 = 0, b = L.
sin mx

113. f(z, y) = 2ty

=00, b = oo,
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14, Ukdite, % pre funkoiu fiz, y) = £ neoxistuje lim f(z, v), slo

r—y

lim fim f(a, y)} = 1, lim flim f(z, 9)] = ~1.
y—0 z+0

y—+0

¥ 4y x? 4 it )
b. Ukaite, #e lim {im —— =} = lim {li
6. Ukiite o m (i Z ) =t (i - E o) v
lim —= 19"
sl T (5 — Y

5‘ L
116. Ukéfte, % pre funkeiu flz, y) = (x — y}tg% tg % obe opakovand limity

lim [ lim {li istuja, ale plati li = 0.
’3 [yhﬂf{z, 9)]'M[L"§f{”’ )] neexistuji, ale pla ﬂ:]f{#, y) =0
yu

neexistuje.

117. Ukéste, %o funkeia
4—:\: Yy, prex # 2,y #1
S y) = prex=2y=1
je v bode 4 = (2, 1) nespojité. Zmeﬁte definiciu funkeie f(x, ) v bode A tak, ab].r
bola spojité.
118. Ako treba zmenif definfciu funkcie
fz, y, 2) = 3::+4y 22 + 5, prex#0, y£1, 2#2

prexz =0, y=1 z=2
aby bola v bode A = (0, 1 2) spojitd.
119. UkdZte, Ze funkcia
Y
0, pre X =0
je v bode O nespojitd, hoci parcidlne funkeie f(z, 0), resp. f(0, ¥) st spojité funkecie.
V ulohdch 120 a 121 zistite, kde je funkeia nespojitd

]
120. f(z, y) = sin - 121, f(z, y) = :;"f; 5

fiX) =

122. Ukdite, o funkcia

1
S y>=[“m’ per#0 ¥l
2,

pre z ==y =(
je nespojitd.
V tlohéch 128 aZ 131 najdite body nespojitosti funkme
123, 2 =2 ty
-y
x2y? :
—Z 0, 0
l%f(x,y)=‘3" R SR e
0, pre x =0,y = 0.
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0, prex =0, y = (0.
126. 2 = 4_:3_3;2 . 127, Fein o
| 128.==Ein,misin,w_ 120 2= In | 1 — 2t — g1,
0S5 = e T
13, flz,y,2) = :§_H3z .

132. Dokadzte, Ze funkeia f(z, y) = wa — 1 je spojits v bode 4 = (2, 1/2)s ohla-
dom na mnoZinu M dand nerovnostami: 0 < z < o0, ¥y = 1/x. o
133. Nech M je mnoZina dané nerovnostami —3 £ 2z < 3 a — 2[/9 — %3 <

£ y £ 2 /9 — 2%/3. Dokéite, %o funkeia fiz, y) = |1 23[9 — 334 je:
a) spojitd vnatri mnofiny M, .
b) spojité v keidom bode elipsy 22/9 + y?/4 = | s ohladom na mnofinu M.
Preto nie je dand funkcia spojitd v bodoch elipsy z2/9 + y2/4 = 1?
134. Nech je dans funkcia

fe, y) = 0, ak z, y = raciondlne &fsla
¥ =11, ak jedno z &isiel z, y nie je racionédlne.

&) Ukdite, e funkeia f(z, y) je v bode 4 = (1, 1) spojitd s ohladom na mnofinu
vietkych bodov s raciondlnymi stradnicami.
b) Ukézte, Ze funkcia f(z, ¥) je v bode A = (1, 1) nespojité s ohladom na £,.

135. Dokéite, e ak v oblasti D je funkeia f(z, y) spojit4 s ohladom na premennd z
a splia Lipschitzovu podmienku vzhladom na premennt: y, t. j.
|flz, 40} —= fle,yo) | < Ly, — v,
pridom {z, y,) € D, (z, y,) € D a L je konktanta, potom funkcia f je spojité v oblasti D.

136, Dokéite, ak funkcia f(z, y) je spojité vzhladom na kaidd premennd z, y
v oblasti D a monoténna vzhladom na jednu z premennych, potom funkeis f je
spojité v oblasti D.

1,4. Parcidlne derivdecie

... Mejme funkeiu fiX), X = (2;, 2, ..., x,) definovanii v okoli 0,(4) bodu 4 = (a,.a,, ... a,).
Nech g.(x,} je parcidlna funkeia '

F|Il3|, -.ﬂﬂp Bgo ooy B qs Ty Oiyqy + ooy ),
¢ = 1,2 ..., » definovani na mnotine M, = (ay, Gy, - ... Gy_y,s 2y, Geypr - ., G} €O, (4).

—
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Parcidinou dericdciou funkeie f(X) podla premennej z, v bode A nezjvame derivéciu funkeie

Fgifze) v &isle &y = oy a vznafujeme ju jednym zo znakoy

3 ad) . J
(W{)‘ ’ 'gbl} ,"f':[dl’ fﬂ[ﬂl: By a0y a,).

Plati

&ﬂA} . . glt-".] —giay)
—_ = i i = I.l -
g, g la) :‘-I:la. T E —a,

Ak funkeiu f méme dand rovnicou z = f(X), potom parcidlne derivicie funkeie f{X) podla
premennej &, v bode 4 znafime aj takto
oz !
(), stebo =204).
Parcidlnou deriviciou funkcie f(X) podla z, nazyvame takd funkeiu, ktorej obor definicie jo
mnodina M vietkych tyeh bodov, v ktorfch existujo

LX)
dx,

s hodnota tejto funkoie v bode X € M jo a{af’ .
[
of

oznadujeme ako Pl alebo f;‘[x,'p, alebo j,'..
’ :

Parcidlnu derivéciu funkeie f{X) podla =z,

Pozndmka. Pre parcidlne derivécie funkeie f(X} podla z,,4 = 1, 2, ..., n, platis podobné
vety ako pre derivaeie funkeie jednej premennej (poeri 3,1/II). Preto tieto derivaein potitame
podobne ako derivicie funkeie jednej premennej, pridom okrem z, vietky premenné povazujeme
za konitanty. '

Vet 1. Ak funkeia f{X} mé na otvorensj mnoofine M ohranifené parcidlne derivécie podfa
avojich premennych, tak je ne mnokine M spojitd.

Veta 2. [Lagrangeova vela o prirasthu funkcie). Majms funkeiu f(X) definovant v okolf bodu
A = (a,, a3, ..., a,) 8 nech mé v tomto okoll parcidlne derivicie podla ka¥dej premennej. Nech
bod X je Iubovolny bod z tohto okolia, potom existuji také body P, = (£, 24, ..., 2, Py =
= {ﬂl- E‘- Ly, ..,,x,}, Pt: ':apdit 'E.: Lgy ve ey m.}l 1--9P..-"’|l Bys ooy Gy E-]'I fo {

SiX)—fld) =

] .

a EIPp Ay < P{xr A), f“ i, 2, ..., n

tieometeickf vyznam parcidlnych derivicil funkele fiz, y). Ak gref funkeis z = f(z, yl':fuﬁmjﬁ
rovinyx =aay = b v krivkdch z = a, z = flo, y), Tesp. ¥y = b, 5 = f(z, b) & v bode 4 = (a, b)
existuji parcidlne derivécie z;(4), z,{4), potom dotyénice k tymto krivkdm v bode A zvieraji
8 080u 0,, resp. osou o, uhly «, §, pte ktoré plati

tga = {d) 128 = ()
Priklad 1. Néjdime parcidlne derivécie funkeie z = x* v bode 4 = (3, 2).

Riedenie. Zostrojme parcidlne funkeie g;(z) = 2% & gy{y) = 3*. Pre hladané parcidlne derivécie
dostdvame

(%)4 = gi(3) = (#M)is = (22)es = i,

(%). = gi2) = (3)us = (3 B )0 = Bln 3.
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Priklad 2, Ndjdime parcidlne derivéecie funkeie
u = ay? 4 3%z -+ £t 4 2ayz,
Vypotitajme u,{4), ak 4 = {3, 0, — 1).

Riedenie. Potltajme % . Premenné yaz pﬁvniujmu za kondtanty a « derivujme ako funkeiu

jednej premennej x, dosteneme

Lﬂ:=f.1+as.w+o+zy=.1-,=+%+zy=.

Podobne pri poﬁ[t:n.nj-g% povafujeme premenné z a z za konBtanty a w derivujeme ako

funktju jednej premennej y, mime

.'%=x.zg+o+o+m.1-zq+zu.

Pri vipoite %:- povafujeme premenné z a y za konitanty & u derivujems sko funkeciu jednej
premennsj z,
Du

Tieto parcidlne derivécie funkeis u = f{z, y, 2} et definované v celom priestore Ey. Pre u,{4) dosta-
neme

(%) = 8.8 4 d(—I] + 2.3.0 = 71,

V dlohdch 137 aZ 144 néjdite parciélne derivécie danej funkeie v bode A,

137. fiz, y) = ne%y/3, Ad=1(4,6). 188 flz.y)=zly +ylz, 4=(1,1).

139. flz, y) = e*siny, A =(1,2). I40. f(z,y) =3y + e, 4 = (3, 2)’

ML f(z, y) = aretg (zfy), 4 =(0,1). 142 f(z, ) = /35 — 368, 4 = (3, 2).

143 _Posy —yoosp — _

S, v) I Teing +siny’ A4 =1(0,0)

144, fiz, gy, 2, u) =In (2* + ¢* + 22 - %), 4 = (3,2,1,0).

V dlohéch 146 aZ 176 vypoditajte parciélne derivécio danej funkoie podfa jednotli-
vyoh premennych. ’

146. f(z, y) = 32* + Baty — 245, 146. f(z, y, 2) = (2zy* + ).
147. f(z, y, 2, w) = zyz + y2u + z2u + xyu. 148, z = 2% 4 y¥/=t.
149, u = zfy + y/z — z/z. 150. z = 1/(Jz — |/y).
160 w = 1/)a® + % + 28 162. z = yein z + cos (z — y).
153, 2z = o — ztsiny + 2v, 154. 2 = (cotg z%y)/(x + ).
185. u = 2 cos (zy — 2) + (22 — 2)'g?. 156, z:-amtg:i:.

r—y ' ,
lﬁ?.z=mtgl_!_—xy,_ 158, 2z = e®i¥ 4. 2%, z > 0.
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159. 2 = arosin }/ ==Y . 160. z=Wn*"Y,
. -ty T—y
161, z = xy 67+, 162, z = In (z — Ja? + 3*).
163, u = 27r+wiz 164. u =zlny +ynz +zlnz.
165, z = z¥. _ 166. z = z*".
167. = yv'. 168, u = z'v 2z,
169, u = (y/2)*. 170, w = (3 + 2z).
171 u = [zy (22 + 32)i % 172, 2 = (Inz) ¥, a > 1,

173, u = (ytgz) ", kde y > 0, > 0, tgz > 0.

- 174, u = (sin x)*¥ ¢ . (cotg z) "™ ¥, kde sinz > 0, cotgz > 0.
175. 4 = {cos z)'["“ﬂ}m., cosx > 0, cosy > 0.
176, u = z e**1n co8 (z—y¥) )
177. Dokaite, Ze funkcia z = In (¢* + 3*) vyhovuje rovnici

o 8
Var "% T
178. Dokaite, Zze pre funkcie u = e* cos y, v = e* sin y plati
du v on oy

Pz oy oy dx
179. Dokéazte, %c funkeia 2z = y¥sin (2® — %) vyhovuje rovnici

oz . 02 .
O oan St = 9
_:,-’a +ay xz

180. Dokdite, ie zo stavovej rovaice idedlneho plynu

pl’ = nRT,
kde p je tlak, V objem a 7 absolitna teplota plynu, vyplyva
dp AV T .
av 8T dp

181. Pre intenzitu pridu vo vodiSi plati podla Ohmovho zikona I = U/R,
kde U je napitie na koncoch vodiéa a R je jeho odpor. Vypoditajte

o
au’ R’

182. Aky uhol zviers dobyinica ku' krivke z = }/1 - ® | 4%, y = 1 v bode
4 =(1,1,)/3) s osou o, -

183. Vypoditajte uhly, ktoré zvieraji dotyénice k rezom eliptického paraboloidu
2 =12 + 2yt rovinamiz = 2,y = 1 v bode 4 = (2, 1, 6) so siiradnicovymiosamio,ao,.

184. Néjdite rovnicu dotydnice ku priesednici eliptického paraboloidu z = 2z* +
+ 35" — 4vboded = {1, —1,1) s rovinou prechédzajicou bodom 4 a rovnoheinou
srovinou:a) R,,,.b) R,,.
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185. Napfite Lagrangeovu vetu o prirastku fupkecie, ak je dané:
a)flz,y) =2+ 3xy* + P 1, A= (1,2), X =(3,4)

. b) flz, y) =vcoszy, 4 = (0,0), X = (n/2, n/2).

| c) flz, y, 2) = Bayjze, A = (1,1, 1), X = (2.3, 5).

1,6. Totdlny dilerencidl a jeho poufitie

-Majme funkeiu f(X} = flx,, x4, ..., =,), ktord je definovend na nejakom okolf 0{4) bodu
A = (ay, ag, ..., a,}. Hovorime, ¥e funkeia f{X) je diferencovatelnd v bode A, ak existuji
iela K,, K, ..., K, a funkcia w(X), ktord je v bode 4 spojité a rovnésal, t. j-.%irndw[.?t] =0,

%o plati

n
JE) —fld) = > Kz, —a) + o(X)elX, A). ()

i=1
i ijé K{x,—a) vo vatahu (1) nazgvame totdlnym diferencidlom funkcie f{lX} v bode A
& oznadujemse ho dfid, X).

Yeta 1. Ak je funkoia f(X) diferencovatelné v bode 4, jo v tomto bode spojits.

Veta 2. Ak jo funkeis f(X) diforencovatelné v bode A. potom pre Ssla K, vo vatabu (})
plati i
o,
Désledok. Pre totdlny diferencidl funkeis f{X) v bode A plat!

K, = =12, .,n

. L) 'a,ﬂd'li -
df(d, X) = El B, (2 —ad. (2)

Veta 8. Ak ma funkeis f{X) v bode A spojité parcidlne derivédcie podla kaZdej premennej, tak
je diferencovatelnd v bode 4.

Yein 4. Nech je funkeia fiz, ) apojitd v okolf bodu A = {%g+ %) & v bode .4 nech je diferenco-
vatelnd. Potom rovnica dotykove] roviny ku grafu tejto funkecie v bode 4 je

Pt e—ay + L gy — e — a0 = 0. ®

Pozndmka 1. [Geometricky viznam diferencidlu funkcie [z, y).] Privastkom alebo dife-
renciou Af(d, X) funkecie f(X} vehiadom na bod X nazfvame rozdiel

| - afid, X} = flX) —fiA).
Cislo Af(4, X) geometricky znamend rozdiel £-ovych stradnic bodu D a bodu B mp B
i P Ak polotimo J(A) = %, z0 vetahu (3) vypve
7z = df(4, X), (4)

Teds diferencidl dfid, X) geometricky znemend rozdiel z-ovych siradnic bedu ¢ dotykovej
roviny ku grafu funkeie v bode A & bodu B resp. B’ (pozri obr. 4).

Pozndmks 2, Zo vzfahu (1) vyplyva, %o pre priblifng viypodet prirastkn funkeie f(X),
Af(A, X) = f(X}—f(d) plat!

Aftd, X) = dfi4, X). ' (5)

——
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Majme funkeciu f(X) n premennyeh a body X = (z,, 25, ..., 2,). ¥ = [yz, Yas = oor M)
z oboru definfcie funkeie fiX) Nech je funkeis f{X). diferencovatelnd v kaidom bode X
mnofiny M. Diferencidlom funkcie f(X) no mnofine M nazyvame funkeiu 2n premennych .
Zys Ty, -5 Tay Yis Yas - oo Yoo ktord oznaduje- '
me df & pre ktord plati

df = }: 2y (6}
=1 "7 l

Rozdiely (diferencie) y,—=,, =1, 2, ..., n 8d
diferencidly nezdvisle premenngfch x, a oznadu-
jeme ich dx,. Pre ‘diferenciél funkeie f(X) na
ranodine M potom plati

df = ‘Z: —;midz
=

Priklad 1. Vypotitajme totélny diferencid)
funkeie f(z, y) = 1)(z* + %) v bode A = {-—1, 2).

Riedenie. Poditajme prvé derivicie.
Jom —tzfla® + @0, fi = —4y/(* + P

Toto 8l 8pojité funkeie pre vietky body (z, y) # (0, 1), preto podla vety 3 je dand funkeis v bode
A = (1, 2} diferencovateIng a plati

— it 4
Ty 2y e A = 125 @+ =gzt

Priklad 2. Pomocou diferencidlu ndjdimo priblitnt hodnotu 1,947 . e%12, ]
Ricdenie. Podls poznamky 2 méfeme pisaf _
JX)y —fld) = df(4, X} !
AXY == f(4) + df(4, X). 7
Polotme flX) = 2%e¥ & 4 = (2, 0). Zo vzfahu (7) méme
atel = (s o], + [2x o7, dx + [s? &*], dy =
= 40 + dof(x — 2) | de¥y — 0) = 4 + 4(x — 2) + 4y
Pro = = 1,94, y = 0,12 méme
1,042 0040 = 4 o 41,04 —2) 4+ 4.0,12 = 4 — 0,24 + 0,48 = 4,24,
1,849 g0 = 4 24,
V dlohdch 186 a 187 zistite, & funkcia f{X) je v bode 4 diferencovatelnd a najdite
jej diferencidl v bode 4.

186, f(x, y) = 2® — Z2zy — 3y, 4 = (—1, 1). ;
187. fiz, y) = o™, 4 = (0, 0}.
188. Uk4dite, e funkecia

dfid, X) = (= 4+ 1) + — 2}

dife

Teda platf

Sz, y) = F‘f‘?* pre (2 ) # (0,0)

0 , pre (=, y)=(0,0)
nie je v bode (0, () diferencovatelns.
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189, Dokdzte, ze funkecis f(z, y, z) = 2 + y® 4 2* je v bode 4 = (1, 2, 3) dife-
rencovatelnd a najdite jej diferencisl.

190. Dokdite, ze funkeia f(z, y, 2) = cos @ . sin y . cos z je diferencovatelns v bode
4 = (r/4, =/2, 0). Ndjdite diferencidl df(4, X).

191, Zistite, ¢i funkcia f(x, y, 2) = V:.:‘ + y* + 2* je diferencovatelné v bode
A4 =(0,00). '

192. Ukdzte, Ze funkeia f(z, y) = Vl xy | je spojitd v bode O = (0,0), mé v bode O
parcidlne derivécie f,(0), f,(0), aviak v bode O nie je diferencovateln.

193. Ukéite, e funkcia

(w*+y’)sinleTya, pro X 0

0 , pre X =0

flz, ¥) =

mé v okolf bodu O parcidlne derivécie f;, f,. ktoré st v bode O nespojité & v Tubo-
volnom okoli bodu O neohranitené. Uk4azte, Ze napriek tomu je tito funkeia v bode O
diferencovatelnd.

184, Ndjdite diferenciu. Af(4, X) a diferencidl df(4, X) funkcie flz, ) = 422 +
+2zy — ¥ -2 v bode A = (3, —1), ak X = (—1, 2),

V tlohdch 196 a% 196 vypotitajte hodnotu totdlneho diferencidlu v bode 4 pre
dané prirastky Az, Ay resp. Az

195, f(z, y) = aretg (z/y), 4 = (2, 1), Az = 0,01, Ay = 0,05,

196, f(x, y, 2) = 2%siny . arctgz, 4 = (—4, n/2, 0), Az == 0,05, Ay = —0,06,
Az = 0,08.

V dlohdch 197 a 206 ndjdite totdlny diferencidl funkcie.

197, flz, y) = 2® — 2xy + 42 198. fiz, y, 2) = xdyis.

199. f(z, y, z) = cos {3z + 2y — 32). 200. f(z, y, 2) = xy* cos ayz.
201. flz, ¥) = In V:r’ -+ y* 202. f(x, y) = In cotg (z/y).
208. f(z, y, 2) = e cos (Byz). 204, f(z, y, z) = Bu¥*.

205. f(z, y) = arct :—;g . 206. f(x, y, z) = arctg (yz/a-).
V Glohch 207 aZ 212 pomocol diferencilu vypoditajte priblizne:

207, |/8,03% 5 9,012, 208. 4,004 . 2,0022 . 3,003%.
209, 1,05%01, 210. In (/6,96 + |/1,02 + 2)
211, sin 151° . cotg 41°. 212, sin 1,51 . arctg 0,8 , 2395,

213. O kolko sa priblizne zment uhloprieka a ploiny obsah obdlznika so stranami
z = 12m, y = 9m, ak prvd strana sa zviid o 2 ecm a drubd sa zmendf o 4 em.

214. Vyika kuiela je h = 15 cm & polomer zdkladne r = 8 em. O kolko sa priblizne
zmenti objem kuZela, ked vyika sa z2vidif 0 0,3 cm s polomer zékladne sa zvi i 0 0,2 em,

216. Doba kmitu 7' matematického kyvadla rovnd sa 7' = 2n VUQ‘, kde ! je dlzka
kyvadla & g zrychlenie volného padu. S akou chybou je urdens doba kmitu T,
ak pri meranf bola dlika kyvedla uréens s chybou Al =-a a zrychlenie volného
pédu 8 chybou Ag = b.
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V dlohdch 216 e 218 nédjdite rovnicu dnt.}'kovnj roviny & normély ku grafu
funkcie v danom bode.

216. z=22" 4+ A= (L, 1, 0).

7. 2=+ 2% — 2y + 2, A= (1, ¢, 2).

218. s =xy, 4 = (1,2, 2).

219. Néjdite dltku tseku priamky z 4 1 =0, y — 4 = 0 medzi grafom funkcie
z= m;0+2y'2 )+ 22 — 2y + 2 a dotykovou rovinou ku grafu tejto funkecie v bode

220. N4éjdite rovnicu tej dotykovej roviny elipsoidu #}25 <+ ¥*/16 + 2/9 ~1=0,
ktord vytina rovneké dseky na siradnicovych osiach.

221. K elipsoidu 2® + 23* + 2* = 1 nédjdite dotykovi rovinu, ktors je rovnobe#né
srovinou 4r + 2y 4+ z2=10

1,6. Parcidine derivécie zlo¥enej funkeie

Veta 1. Meajme zloeni funkeiu F(X) = flg(X), ..., gu(X)], kde X = (z,, 75, --., Z,)
s funkcie ¢,(X), i = 1,2, ..., mau diferencovatelnd v bode 4 = (8y, ay; . . .,8,). Nech g (4) = b,,
1=1,2, ..., m Nech ja funkemf[y,. Yo - -1 Yu) diferencovatelnd v bode B = (b, &,, ..., ).
Potom zlofend funkeia F(X) jo v bode 4 diferencovatelnd e pladi

BFIAI af[B] aw.[.ln )
aﬂ:, -1 3!!; a“t
k == 1. 2; sy k]
Veta 2. Majme zloZenu funkein F(X) = flp(X), ..., @,(X)], kde X = (z,, 2. ..., 3,).
th 8i funkeio @,(X boeea PulX) diferencavabefné na mnoine M z priestoru £, & funkmf{ ¥
= {H11 Ygr 0 0r Ym) JO Lfemnuova.t»el'ném mnoZine N z priestoru E,,. Nech pre keZdé X ¢ M
patrl m-tica [¢,(X), ..., ¢.{X)] do mnotiny N. Potom zlofeni funkoia F{X) je na mnotine M
diferencovatelné a plat{
ﬁ_F af{Y] Btp,(xj @)
P TR
k= 1,2, .., n kde Y = (7 ...y Ya) = [@ilX) ..., LX)
Pozndmks. Ak & splnené predpoklady vety 2, dostaneme zo vziahu (2} pre-
aym =1, n=2  Flx,y) =flu), kde u= gl y).
' ar _df 3¢ ar _ df d¢ 5
Pr  du ez By dw oy )

h) m = 2, n o= I, Flx) = flu, v}, kde v = @(z), v o= yplx).

dF _ 8f de | 8f dy
dr " e dr T e T de (4)

el m =2, n=12 Flz, y) = flu, o), kde 4 = gz, ¥, v == iz, y}.
af_aj‘a_¢_+af_a¢
Pz Bu dx | v oz
F A e A Oy
oy du fy " oy

(8)

Priklad 1. V}rpoéfhjm%, ak z = e¥+% Lde 1 = ain x, v = 21
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Ricdende. Dand funkeia 2 jo zlofend funkeia premonnej z. Funkeie u = @(z) = #in z, v = y{x) =
= 2% i diferencovatelné na celom priestore E, , Funkeia e%*# je diferencovatelnd v kaZdom bodo
u, v} = [@l{z), ylx)]. Funkeia z je diferencovatelnd a jej derivécia podla (4) je

. d_!= (2dﬂ-+lr) _d_“ + (36"‘"") .iﬂ_ EBMRI'-"?S:B' {EBOGI + 95‘]
dx y=sinz dz % =ain z
U om= pd v—=xl
. gF AR
Priklad 2. Nech Fiz, ) = (32 4 y8)¥=%, Vypoéita]ma—-a-;' '

Riedenie. Dand funkeis F(z, y) je zloZend funkeia, ktorej hlavnd zloZka je flu. v) = w, u > 0
& vedlujiie zlodky ad u = gz, y) = 327 + 4%, v = gz, ¥) = 3z + 2y. Hlavné zlokks fiu, ¢) mé
spojité parcidlne derivdcie ng oblasti N z E, uréenej nerovnostami u > 0,— o0 <2 v < 60, & preto
je diferencovatelnd na oblasti N, Vedlajsio zlozky u, v maji spojité parcidlne derivdeis na celom
priestore K,, a preto si diferencovateIné na celom priestore E,, pritom pre kaidf bod 4=
= (#. ¥) € B, je dvojica (u, v) € N,

Podla vely 2 resp. vziahov {5) mame:

F
g;:{ = vu™ bx + ¥ {lonw). 3, g—y— = putt | By + wt(lnu). 3,
kde # = 32% + y%, v = 8z + 2y. Z toho dostanems
gé = (Jx? L _-:j‘ll'}“*’i—l[l&ux 4 12z | 332 | ) In(3x? + ),
%y{”-—- = (32 - ypPTev-i[Bey + 4y 4 2(32% + p¥) In (32 + y7)].

Priklad 8. Dokaime, e funkeia z = zy -+ wg(y/z). kde funkeia @ jo diferencovatelna, vyhovuje
rovniej
fz &z
E E + ¥ E; = Xy + z.

Ricfenie. Polotmo yjx = ». Potony mé dand funkeia tver

z = ¥y - rq.p{u}.

Paoditajme % . _:;' méme:
¢z dg ¥y iy ¥ o
Ej-—y"f ?fﬂ]“l‘-r-{j"';("';?)- ¥+ glu)— .'r giul
R L L
Ey—z .r-—-;:- — = r + glu)

kde u = yir.

&z dz . . .
Po dosadeni a0 Edo lavej strany dane] rovnire dostanemo

o & .
. %5 - y-é = .r:lly + plu} — —i-ir’m}} +ulE ot Pilw) =

Ty + T@plu) — ye'lu) + xy + yg'lu) = gy + rglu) + 2y = oy - 2,
&0 amme mall dokdzat. .

222. Vypotitajte %v disle = 2x, ak z = 22 4 VE, kde y = cos z.

223. Vypoéitajte deriviciu funkeie f{f) = |[/zy, pridom z = sin, y = 2.
224. Vypotitajte derivdciu funkeie f(t) = =", pridom z = 3, y = £2,
225. Vypotitajte derivaciu funkcie z = z V;, kder =Int, y =1 4+ &',
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. Oz dz

226, Vypoﬁitu]t-ag L

8) z = In (z* + 3?), kde y = @(z) je diferencovatelnd funkcia.

b} z = zyu, kde y = @(x), u = y(z, y) si diferencovatelné funkeie.
V tlohéch 227 a 229 vypotitajte jz—:c .
227, 2 = uwe'® kde u =sinx, v =cosz, w= gz
228, z = (u — v)e™10 kdeu =3 sinz, v=cosz, w=r.
929, 7 = u? + wv + %, kde u = €%, v = sin z.
V tlohéch 230 a% 237 vypotitajte parcidlne derivacie prvého rédu danych funkcii.
230, 2 = u?v — wv?, kde u = xcosy, v = rsiny.
231. z = uw¥ln v, kdeu == zfy, v = 3=z — 2y.
232. 2 = arctg (ufv), kdeu = zsiny, v=axcosy.

233, z = %arctg (4 v), kde u =2y, v =2 +y.

234, z = ue*?, kde u =a? + ¥%, v = a2y

935, 2 = In (u? + t2), kde u = ycos v, v = z8iny.

236, z = flu, v), kdeu =x + y,v =2 —yafje diferencovatelna funkeia.
237. z=flu,v), kdeu =0+, v=1xyafje diferencovatelnd funkeia.

du du Ou

ox ' dy’ oz

98, u=r-+ v kder =22 L siny + 3z, v=In{z 4 ¥ + 2).

939, u =r 4 vinw kde r =32 —y + 2% v=120? — 3y + 2, w=2a* 4y + 2%
240, u = In (r® -+ v + &), pridom r = 2¥4¥'9 y = oy, s = sin (T + ¥ -+ 2).

V dlohdch 238 az 240 vypolitajte o—

e, ., OW  Ou Ou xy it
241. Vypoéitajte 0 B aw ak # = Incos- Tl 2 = tow, ¥y =", 2=
Y/ w
=
du  Ou ou

242, Vypotitajte - aku = f(r,8,4), kder = 2 + 2y — 2,5 = 3r —

dx ' Oy 6z
— y — 22, t = sin z sin y 8in 2, pritom f je diferencovatelnd funkeia.
V tlohdch 243 a7 245 dokaite, Ze diferencovatelna funkeia z == f(z, ¥) vyhovuje

danej rovnici.
1 ¢z 1 &z z

— 2 aed —_— — e TR ——
243, z = ze(y® — 27), = o2 - Y i
fz oz
— 2 0 —
244, z = f{x* + %), xé‘y Yo 0.

oz 0z
245, z = zy + yolxfy). —-+y 3 =zxy + 2
948, DokéaZte, Ze funkecia z == arctg{u/v), kde w =2 + y, v = x — y vyhovuje
rovnic
bz L 02 _ 29
fr |y 24y
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2t 4 9
¥

247. Dokaite, Ze funkcis u = 2° sin

Ju ou du
x'b‘_z'-}-y?y_ +zﬁ=3u.

vyhovuje rovniei

248, Dokazte, Ze funkeis u = (z? + y? + 2%)/2 + @& — y — 2), kde @ je funkeia,
ktord mé prva derivdein, vyhovuje rovnici
du Ouw  Bu
2%ty T a

249. Dokazte, e funkcia u = zy @(x? — y? — z8), kde ¢ je funkoia, ktord mé
prvi derivéein, vyhovuje rovnici

I e 1m 1(l_ 1),
z 0z 2 |2t y
Funkeiu /(X) nazgvame homogénnou funkciou k-tého atupfia, k jo reblne dfslo, ak plati
Sy, fag, - t2) = Ef(@y Xy -0 Zah
pre ka2dé X z oboru definicie funkeie f & pre kaZdé ¢ == 0.

250. Dokaite, Ze pre homogénnu funkeiu k-tého stupiia, ktord je v bode X # O
diferencovatelnd, plat

=2z + y -+ z

f(X) af(X) of(X)
lﬁ;_"l— 323_":2' coe o2y axu “kf(x}r
kde X = (,, %, ..., 2,) {Eulerova veta o homogénnych funkeidch).

1,7. Parciflne derivdecie vyisfch rddov

Majme funkeiu f(X), X = (x,, %3, ..., ,) 8 oborom definicie M a predpokladajme, s mé na
mnotine M, € M parcidinu derivéeiu f;, = g{X). Nech funkeia g(X) mé na mnofine M, < M,
parcidlnu derivéciu g, podle premenng) . Thto parcidlna derivicia g; sa nazyve druhou par-
cidlnou derivdetor Tiinkeio f{X) podla premennych z, & z, alebo parcidinou dersvdciou druhdho rddu
funkeie f{X) podla premennych z, & 2z, na mnofine M, a oznatujeme ju znakom

----- L slebo S,

Ak jo &, = x,, potom pidome i‘f.
i
Podobne definujome parcidlne derivacie trefisho rddu, Stvrtého rddu e dalbich vybifch radov.
Parcidinou derivdcion & tdho rddu funkeie f(X) podla premennych =z, 3, ..., #x, ¥} D&
mnotine M nazyvame purcidlnug derivdciu podfa premennej x; = funkeie, ktord je parcidlnou deri-
véeiou (k — 1).ho rédu z funkeie f{X) podla premennych #,, 1, - . ., 7. Tito derivasiu oznadu-
jeme zhakom
avf E
sbo fi¥)
gtz . .. Grydx; al 'f{ﬁ TR e T

Teda jo

LEA a( &y ) (n

Frafty ... Gxgdr;  02\0%ed%3 ... Oty

3 Zbierka tloh

vl
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Ak sa promenné, podla ktorej derivujeme viackrat za sebou opakuje, piSemo v menovateli

namieato znaku xx, ... z, iba dxl. Napriklad
—r—
I-krdt
*f asf

O Oy 0ny i, | Oy 0%10%50%,
Vetn 1. Ak funkeia f(X) md v bode 4 diferencovatelné parcidine derivéoie Jepr f,"., potom plati

Fa)  ay)
Gz v, Ouir, @
Désledok. Ak mé funkeia f(X) v bode A spojité parcidlne derivdcie druhého rédu, potom
platf (2).
PFunkein fiX), X = (%, ¥, -.., ¥,) naryvame k-krdt diferencovatelnou v bode A, ak ma dife-
rencovatelné vetky parcidlne derivécie (k — 1)-rédu v bode A.

Vata 2. Nech parcidlne derivécie k-tého rddu funkeie f(X) s apojité v bode 4, potom funkeis f
je v bode A k-krit diferencovatelnd.

Veta 8. Nech funkeis f(X) je v bode A k-krét diferencovatelnd, potom v bode 4 sa navzdjom
rovnaji vietky smiefané percidlne derivieie k-tého rddu podla t§ch istych premennych v rovaa-
kom poéte, ktoré aa lilia od seba iba poredim derivovanis.

Veta 4. Majme zlozent funkeiu F(X) = F{g,(X), @(X), . . ., @ X)) kde X = (2, 2,, ..., %)
Nech funkoie ¢,(X), ¢ =1, 2, ..., m maji v istom okoll bodu X, diferencovateiné derivécie
tdu o funkeis Fly,, ¥y, ..., y,) mé v istom okolf bodu Y, = (@,(Xs), @s(Xy), - ...

¢.(X,)) diferencovetelnd parcidlne derivécie prvého rédu. Potom plati

aF - & oF @, gy - aF Py
=T = AR ey T TR + o oA = 3
OF O3, "21 =1 a!’p!aﬂi' dx, éz, ,21 aﬂ ox, Oz, @

Vztah (3) je dost komplikovany. Preto v praxi vysie derivécie zloZenej funkeie pofitame
postupnym derivovaniro, .

Diferencidl k-tého rddu funkeie f(X) v bode A. Majme funkein f{ X} v bode A k-krit difsrenco-
vatelnti. Diferencidlors rddu k-tého slebo k-tym diferencidiom funkcie f(X) v bode A pre bod
X =2y, 25, ..., z,) nazyvame polyném

" ' x

a

i . o . .

d*f(A, X) gl i, (=, a.}] fid} (4}
Symbo! na prave] etrane vefahu {(4) znamens, 2e:

1. treba utvoril ,,k-td mocninu'’ z vyrazu v zdtvorke,

2. namiesto mocnin znakov 2 treba uvatovai parcidlne derivicis funkeie f(X) v bode A4 takéhe
ridu, akd je mocnina, l

3. moeniny dvojilenov (x, — a,) zostdvaji moeninami.

Pornémka. Pomocou vztahu 4 modno politat aj totélny diferenciél &-tého rédu funkeie f, d'f,
stadl uvaiovat vletky derivdcie v bode X a namiesto diferencii z, — @, dosadit diferencidly
nezévisle premennych dz,, i = 1, 2, ..., n.

Prikiad 1. Vypoéitajme parcidine derivdcie druhého radu funkeie
Jim y) = Tt + oyt + 22 + 3yt
Vypotitajme 8j f,,(4), ak 4 = (1, 2).
Kiedenie. Pre prvé parcidlne derividcie na mnofine E, dostdvame

ar . af
= A 4 6 Gy = 2y + 82yt + 6y
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r:r Parcidine derivdeie oylﬂo.\- rddoy ¥, 149

Tieto parcidlne derivécio sa diferoncovatelné funkeie ne K, a je
& 8 (of\_ 9 _ .
et () - s e e 4 i

> of -
W +(F)- ay{w+3y'+wr 8y + oy,

5::( lﬂr‘y+9my'+ﬂsl=h‘r+is‘.

ﬁ’{:_ 9f 24 6
4 éy(éy) 2 (2uty 4 zy® + By) = %A + 182y +

na mnodme K, Kedie vietky druhé plmﬂne derivécie s gpojité na By, je f7, = /.-
Potitajme edte f1,.(4), dostdvame

ggé;} [a,, 3,55,]‘ [ey{ﬂm'y+9y'l] = (8a® + 18y), = 44.

Prikisd 2. Néjdime zI,, sk z je zloend funkcia z = f(u, v), kde 4 = 2y, v = zjy, ktord md
diferencovateiné parcidlne derivécie prvého rédu.

Riedenie. Poditajme z;, méme

2o = fu.up + fo.v, = yfi + (LA
Z toho doatdvame

= 2] = (ufe + (M) £y = Tofe + (U fid - uy + (Wi + (U AK .o + L — (L) f =
= (¥ + i) = + [l + (U L) (—efy®) + fi— N 1
Po dprave & poufiti vety 2 rmdme

22w = zyfeu— (@) fo + fo— (U i

Priklad 3. Vypolitejme dif(4, X), sk je dané funkeia z prikladu 1, fiz, y) = 24 + Sa* +
4 22 4 3y & bod A = (1, 2).

Riefenis, Podla vzorca (4) méme

aia, X) = [ Tt — e oty — o f14) = fra ) e~ +
+ 3 malA) (2 —a)t (y — ay) + Ymald) . (2 —ay) (y — 3y} + fnuld) (y — o)
Vypolitame este potrebné derivécie tretieho rddu. Z prikladu 1 vyplfve
JEAA) = [(fa)le = (24zy® + 12), = 108,
FEadd) = [(frh)y = (242%), = 48,
fruld) = 44,

Tl A) = [(fi 0] = (18x), = 18.
Uhrnom méme

(A, X) = 108(zx — 1} + lid(z — 1)* (y — 2) + 132 (z-— 1) . {y — 2)* +18{y — 2.

V tilohdch 251 ai 268 ndjdite parciblne derivdeie druhého rédu danej funkcie.
261, z = 23 — 3y 4 5. ' 262, u = xyz.

253. u = xy + yz + 2z 254, u = (2 — g3t

26h. z = 1/3xy. 258. z = xy + y/.
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257. u = P::' + y* + 22, 268. u = esrtiuter,

269. z = oM gin x. 260, u = 27,

261. z = In :ii 262, u = In (e + 4 + 24).

263. 2z = zy + cos (z — v). 264. u = zsin (z + y) -y cos (z + y).
== z_y =

265, =z arut-gz+y 268. z = av

ﬁ?.z=ya.‘fl' ﬂ'ﬂs,u=;¥z

V tlohdch 269 a¥ 272 zistite, & plati z2,(4) = z],(d).
=—Y__ sin(2® — -

ﬂﬂ.z-—s._i_y‘am{a:’ y%), 4 = (0, 0).

270. z = 2% sin (zfy) prey £ 0, z =0 pre y =0, A = (0, 0).

271..2 = x arbsin ijy, je Iubuva!nj bad z mnoiiny M, na ktorej existujé uve-
dené derivécie.

272. 2 = arctg (y tg z), 4 je Iubovolny bod mnoZiny M, na ktorej existuji uve-
dené derivdcie

V tlohéoh 273 ai 281 vypoditajte:

mf:ﬂ! npf. -.f:nrv sk f(z, y) = ’-“"2”3?3_23’?‘4‘33?‘—'9‘-
274. uy,,, ak u = e*¥
276. ug,, 8k u = cos (zyz).
276. z;,,, 8k z°= yIn (zy).
277, 2.y, Bk 2 = In (2* + 39),
278, 2pazs Zzay» gy, 8k 2 = co8 (siny 4 ).
279, 28,y Zyres 8K 2 = 3%, Ukbite, Ze 23, = 28,,..
280, 2.y s Bneryrs » 8K z = G23y? 4 2ry? — i,
g™inz z+y
ml- Bt"ay" a.kz:: x_'y
V tlohéch 282 aZ 287 najdite parcidlne derivacie druhého rédu zloZenych funkeif:
282. z,,, ak z = f(u, v), prifom u = 23 { 42, v = 2y,
ﬁui?. T2 — Y'2gy, 8K 2 = flay) + p:cy gly/x), kde [, g sti dvakrét diferencovatelné
e,
284, z,‘- 2-;', 3;.,, 8k z ".Hmyl xfy).
28b. 2,0 25y Zyy s 2w Zyws Zeur BK 2 —ﬂrfy. yfu).
2886. =", akz-—f{t 13, £3).
287, gy gy, Ugy, Usy, Uy, Uy, 8k u=f{x’+y’+z’}-
288. Nijdite parcidlne derivicie n-tého radu funkeie u = f(t), kde t = ax + by +
.+
289, Uk4dte, %o pre funkein u = In [/2* + 32 platf
Uzp + Uy, = 0.
290, Dokd#te, fe funkcia z = zy + cos (x — y) vyhovuje rovniciam

Zoy + Ty = 1, Zgy + Zyy = L.
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291. Dokéite, fe funkecia z = f(z — 2t) + g(z + 2¢t), kde f & g s dvakrét dife-
rencovateIné funkeie, vyhovuje rovnici

993, Dokélte, fe funkeis u = zf(z/y) + yg(z|y), kde f & g st dvakrét diferencova-
teIné funkcie, vyhovuje rovnici

atu,, + 2ayugy, + Yy, = 0.
293, Ukéite, 2e pre funkeiu u = r™ cos me plat
up, + (1) + (1F) gy = 0.
9204, Ukddte, Ze funkeia u = [1/(2a |/nf)] e~ -1 yyhovuje diferenciflnej
rovnici pre vedenie tepla u,, — (1/a*)u, = 0.

295. Dokéite, ¥e funkeia f(z, y, z) = lfr, kde r = o(X, X,), spliia Laplaceovu
diferencidlnu rovnicu
Jor + Joy +fe = 0.

Funkciu f nazyvame Newlfonovym potencidlom bodu X,.

296. Dokéite, %o ak funkcia u = f(z, y, z) vyhovuje Laplaceovej diferencidlnej
rovnioi g + iy, + %, =0, tak aj funkecia v = zu, + yu, + 2u,, prifom u je
trikrét diferencovatelns funkeia, vyhovuje Laplaceovej diferencidlnej rovnici.

297. Ukéite, %o pre funkciu u == (4 e 4 Be¥)/r, kde r = Vz'+y' + 22
a A, B st konstanty, plati

Upy + Uy, + U, = atu.
298, Dokéite, fe pre homogénne funkcie f(z, y, z) n-tého rddu plat
d am

[z%+y-é;+zal f=nn —1) ... (n —m + 1)f, kde f jo m-krét

diferencovatelnd funkeia (pozri dlobu 2560).
V tilohdch 299 a% 302 nijdite d2f(4, X), sk:
299, f(z,y) = e, A = (0, 0).
300. f(z,y) = zy + yz + 2z, 4 = (1, —1, 2).
0L flx,y, 2) =2/(x* + ¢*), 4= (1,1,0),
m' f{xr y) = z%?, 4=(1)
V dlohdch 303 az 309 vypoditajte d%f.
303. f(x, y) = y/x.
804. f(z, y) = 23 + 2% — ay + 3z — By + 7.
806. f(z, y) =In |/2* + ¢
306. f(z, yy = e*¥' | cosz.
307. f(z, y) = ysinz 4 xcos y.
308. f(z,y,z) =sin (z + y + 2).
309. ff#,y}=i’, kde 2 = w,y=ﬂ+ﬂ.

310. Vypoditajte d*f, ak f(z, y) == g(z® + y*) & g je dvakrét diferencovatelnd
funkeia na mnotine M.
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311. Vypotitajte d2f, ak f(u, ») je dvakrét diferencovatelnd funkeia na mnoZine M,
pritom % = ax | by 4 ¢z, v =mz + ny + pz & 4, b, ¢, m, n, p st disla.

V dlohéch 312 a% 318 vypoditajto: | |

312. d¥(4, X), ak f(X) = zyz a A = (7, 11, —10). |

313. 4194, X), ak f(X) =In(z | y) a 4 == (0, 1).

314. df(4, X), ak f(X) = glz + y + 2z}, 4 = (1, 0, —1) a g je n-krdt diferenco-
vatelnd funkeia.

316. 4%, ak f(X) = cos (x + 2y®). ,

316. diu, ak u = 2* 4- y* + 4y% 4 2ay® — 3alyz

317. dtu, ak w = ln (—2 3 2y + 32). |

318. dz, ak z = z™y". i

1,8. Taylorova veta pre funkcie viac premennych

Veta. Nech funkeia f(X) n premenngch jo (n + 1)-krét diferoncovatelnd na okoli 0{A) bodu A.
Potom platf

SX) = dY(A, X) + - AfiA, X) + 5 GYA K)o e AL X
(1}
1
“+ TR d* T4 + BX — A) X + (X — 4)), !

pritom je 0 < 6 < 1.%)

Vyraz

T(f 4, X) = AYA, X) + - fUA, X) + 5o dfA, XD A4, X)
nazyvame nelym Taylorovim polynémom funkcie f v bode A a vyrez
1 *
md iflAd + OX — A), X 4 O(X — 4))

nazjvame Lagrangesvym ivarom zvyéku po n-tom Taylorovem polynéme v beds A.

Ak za bod A berieme bod @ = (0, 0, ..., 0) hovorime o Maclaurinovom polyndme roap.

o Madaurinovej vele.

Priklad 1. Rozvifime podla Taylorovej vety funkciu f{z, y) = 327 4 2zxy — 8y* 4+ 10z — 13
v bode 4 = {2, —1), kde n = 2.

Riedenie. Vypoditame parcidlne derivdcie prvého a druhého rédu funkeie [z, 9) v bode A,
méme
af

() =@ +awrro 20 (5) =ex—ton, =20

(@-e (@ ()

Vietky derivécie treticho a vydich radov sa rovnaji 0. Podla veorea (1) dostaneme

. 1
S =T+ - 20[@—2) + y + D]+ (B2 + 4z — 2) (¢ + 1) — 16y + '] =
=74 200 —2) + 20ty + 1) + 3z — 2 -+ Az — D) (g + 1) — Bly -+ L

*) Oznséujerne d*f (4, X} = f(A).

—
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. . . ORI
Priklad . Aproximujme funkeiu Fiz, y} = _cc:ﬁ - v okoli bodu A = {0, 1) polyadmom drehého
¥

stupha.

Riedenis. Hladajme Maclaurinov polyném druhého stupiis. Méme
%

Fld) =1L, Fid) =0, Fud)=0, Fiid)=1, Fjldy=1, FiL{4)=0,

1
atoda Ty(F, A, X)) =1 — g (=¥ — %)
Podla Taylorovej vety méme

Flz, y) = Ty(F, 4, X} + _31| BF(A + B(X — 4), X + 8(X — A)]
Z toho vyplfva

1
_ =1 5 (2 — ¥, v istormn okoli bodu A.

V tlohéch 319 a# 321 rozvilite funkeiu f(X) podla Taylorovej vety v bode A pre
dané n.

319, flz, ) =322 — 2oy +9* — 2x — 3y + 1, A=(1,2),n=2.

320, f(z,y,2) =22+ — 23 — 3oy, A =(1,0,1),n=3.

Bl fz, vy =22+ — 22y, A=(1,1),n =23

V tlohdch 322 a¥ 325 napiite Maclaurinovu vetu pre funkeiu f a dané n.

3. flo, ) =1/l —x —y + 2y), n =2,

323. f(z, y) = co8 {z* + y%), n = 5.

324. f(z, y) = e*siny, n =3.

32. flz.y)=In{(l —z).In(l —y), n=3.

V {lohdch 326 a 327 najdite n — t¥ Taylorov polyném denej funkeie v bode A.

326, f(x, y) =sinz.siny, A = (nfd, n/d), »n = 2.

327, f(:t‘, y} = z¥, A= {1, l], n= 3

328, Na zdklade tdlohy 327 ndjdite pribliZne 1,192

329. Napfite treti Taylorov polyném funkeie f{z, y, z) =sinz.siny.sinz
v bode. 4 = (n/4, n/d, =/4).

330. Najdite 2n-ty Taylorov polyném a prislulny zvydok v Lagrangeovom tvare
funkeie f(z, y, 2) = cos (2z + 4y + 32) v bode 4 = (n/2, 0, 0).

V tlohdch 331 a 332 ndjdite n-t¥ Taylorov polyném a prisluiny Lagrangeov
zvydok funkcie v bode 4.

331 flz, v, 2) = o4+, 4 = (0,0, 0).
332. fiz,y,2) =In{z+y-+ 32}, 4 =(L0,0}

1,9. Lokélne extrémy funkeie viac premennych

A. Lokilne maximam [minlmum] fankefe

Funkein f(X) mé v bode A lokdlne mazimum [minimum], ak existuje také okolie bodu 4,
fe pre kaddy bod X # A z tohto okolia plati fiX) = f(4) [f(X) 2 f(4}]- Ak miesto = [ =] platf
< [>], hovorime o csirom lokdinom maxime [minime].

Yetn 1. Ak mé funkcin f{X) v bode 4 lokélny extrém, potom vietky parcidlue derivéeis prvého
rddu v bode 4, ktoré existujh, rovnajt sa 0, alebo neexistuje v bode A nijakd parcidlna derivicia.
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Bod, v ktorom sa vletky parcidlne derivdcie prvého rddu funkeie fiX) rovanajd 0, nazyve sa
saciondrny bod.

Veta 2. Nech bod 4 je staciondrnym bodom funkeie f{X) a nech v bode A je funkeia f{X) dva
razy diferencovatelnd. Potom: .

a} funkeia f{X) mé v bode 4 oetré lokdlne miniroum [maximum], ak druby diferencidl d3f{4, X)
pre katdy bod X # A je kladng [zdporny),

b} funkecia f(X) neméa v bode A lokdlny extrém, ak existuji body X;, X;, 2o d¥(4, X,) a d%f
{4, X;) maji rézne znamienka. '

Poznédmkea. Aby eme urdili, & dif(4, X) > 0 alebo d*(4, X) < 0 pre katdy bod X # A,
poufivame vetu: Nutnd a postadujica podmienks, eby bolo d¥(4, X) = 0 [d*{4, X) < O
pre kaddy bod X £ 4 je

o [ o] o ol Y m
1 ) ln'l‘ au e ;;-.I". o&;‘-'. |'¢¢¢..a.-;
[.:u.-:_o, [2:: ::1':‘ > 0, ’2:: o <0.....] 2)
|a'l.’ ﬂﬂ‘ ﬂ“
Pﬁéﬂm“u“ailz—g;{{a‘:: *

Veta 8. Nech bod A4 je staciondrnym bodom funkeio f(z, ¥) & nech v bode 4 je funkoeia f{z, y)
dva razy diferancovateInd. Nech INA) == fI(4) f{1A) — (fr.(4))}2 Potom:

a) funkeia f{z, y) mé v bode A ostré lokdlne maximum [minimum], ak D{4) > 0a fl(d4d) < 0

[fz:(4) = 0},
b) funkecia fiz, ¥) nemd v bode 4 lokélny extrém, ak jo D{A) < 0.}

Prikled 1. Ndjdime lokdlne extrémy funkeie
= aylf —x —y).

Riedente. Dand funkeis ma parcidlne derivieis v katdom bode priestoru E,. Lokdlne extrémy
mé#u teda byt len v atacionérnych bodoch, ktoré dostanems podfa vety 1 riefenim systému

Ji=yl6 —2r—y) =0,
Ly =zl —x—2y) = 0,

Staciondrne body s 4, = (0, 0), 4,%& (8, 0), 44 = (0, 8], 4, = (2, 2). Vypoditajme parcidlne
derivdcio druhého rédu:

Jio=—2y, fi,==2x  fl,—08—2x—2y
Dz, y) = (—2y) (—2x) — (6 — 2r — 2y)L.

Pre bod 4; méme I)N0, 0} = —36 << 0,

pre bod A, mame D0, 6) = —36 = 0,

pre bod A, méme D2, 2) = 16 —4¢ > 0.

Podla vety 3 dend funkcia md extrém v bode A, = (2, 2). Kedde e f{,(4,) = —4¢ < 0, vbode A,
nastdva lokélne maximum, a to z,,, = 4{ﬁr—§ — 2} = 8,

Priklad 2. Néjdime lokdlne extrémy funkeie
fay =2+ P4 P —ay—20 + Iy —4z + 6

Riedenie. Dank funkets mab parcidlne derivacie v katdom bode priestoru By, Lokdlne extrémy
mbZu teda nastat len v staciondrnych hodoch, ktoréd padla vety 1 dostaneme riedenim systému
rovnie

[

& utvorme

*) Ak D{A4) = 0, funkeia | mbZe, ale nemusi maet lokdlny extrém v bode A.
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fi=—2+2y+3=0,

fi=22—4=0
Deny systém mé jediné rieenie (1/3, —4/3, 2) a hladeny staciondrny bod ja A = (3, —4/3, 2).
Aby sme rozhodli o existencii lokdlneho extrému v staciondrnom bode podla vety 2, nijdeme
d¥{4, X). Poditame najprv druhé parcidine derivécie v bode 4
Podle pozndmky za vetou 2 mimse

ay=2>0, | ::\- f: —;l=a>u,
1+ Gqgs  Oqg 2, —1, 0
i+ gy Oagl =~ 1, 2, Ol=62=>0
v Gags Oy 0, 0 2

Teda jo d3f(4, X) > 0 pre vietky X # A a v staciondmom bode A nastdva minimum, 8 tor
M4y = —113.

B. Viazané extrémy

Nech funkeia z — f{z, y) je definovand na mnotine M a mnoinu N nech tveris viotky body
z M, ktoré vyhovuji rovaiei g(z, ¥) = 0.

Lokélne extrémy funkeie f(z, ¥) na mnotine N nazyvame viazanymi lokdlnymi extrémams
a podmienku g{z, y) = 0, ktoréd uréuje mnodinu N, nazgvame vizbowu. -

Pri hladani viazanjch extrémov méZu nastat dva pripady:

) Vizba g{z, y) = 0 urbuje jedini funkeiu y = @{z). V tomto pripade viazany extrém danej
funkeie hladame ako lokélny extrém funkecie jednej premennej z = Fiz) = flz, ¢plz)].

b) Vazba giz, y) = 0 neuréuje funkein y = @(z). V tomto pripade postupujeme tzv. Lagran-

metddou neurbilyjch koeficientov. '
Zostrojime Lagrangeovu funkeiu
Liz, y) = flz, y) + Aglx, v)

a hladéme lokélne extrémy tejto funkeje 8 vizbou g(z, y) = 0. Toto vedie k riedeniu systému

rovnic
Lz, ¥) = f;‘.zr y] + k;{zr ﬁ"»' =0,
Lyx, ¥) = f;{zl y) + Agilz. y) = 0. ) {3y
F{xs y} = 01

2 ktorého uréime nezndme =, y, 4. Charakter extrému uréime podla vety 3 odsoku A4,
Vo vieobecnosti, ak hladime viazané lokilne extrémy funkcie fIX} = flz;, %, --.s T,) NA-
mnokine N, ktord je urtend vizbsmi

Ty, Zgo oo e x,) =0,
gﬁ{il'zil "'l'#l]_or )
Bk ow B oA R @A T E R LI [4?

zostrojime Lagrangeovu funkein

LX) = flzg, T30 -0 o0 x,) + 11?1(”11 Egs oo x,) +
+'1‘lgl':x].?xl’ reay #n}+ e + M-(xl!_.a"‘l -y :a]

a hleddme joj lokélne extrémy. Clsla 4, Ay, ..., 4, urdfme z podmienky, aby eystém rovnic
Lifxy, Zyy ves 2) =10, i=142 ...,n {B)
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mal za rieonie taku n-ticu (2, zy, ..., 2,), ktord by vyhovovala aj aystému (4), t. j. riedime
systém zostaveny zrovnic (4) s (5). z ktorého potom uréime Pardys ey i_nn-t«icu {1y gy + -y T,)-
Bod A = (#), #y, ..., z,) je staciondrnym bodom funkoie L(X). Ak v Aom mé funkeis L lokilny
@xtrém, mé v fiom viazany lokdlny extrém aj parcidlna funkeis f ne mnofine N.

Pozndmka. Ak idlna funkeia Zr'“ mno#ine N mé v bode A loklny extrém, potom funkois L(X
nemusi mat v bode A lokdlny extrém. To znamend, 2e uvedencu metédou Nemualime néjet viotky viaz
lokélne extrémy funkeis f ng mnodine N,

Priklad 3. Na parabole 2z — 4xy + 2y — z — y = 0 néjdite bod, ktorého vzdialenoat od
priamky 8 — Ty + 16 == 0 je minimélna.

Riedenie. Nech X = (2, y) jo Tubovelny bod priamky a bod U = {1, v) lubovolny bod paraboly.
Pre vzdialenost tychto dvoch bodov plati

X U=z —uf F (y—o)p .

Kvoli zjednodudeniu v§pottu budeme hladat extrém funkcie pM(X, U) = fiz, ¥, %, ©), a to za
podmienky, 2e bod X = (x, y) je bodom priamky & bod U = (u, v) bodom paraboly, Hladdme
teda viazan{ extrém funkeie

flz, g, 0) = {2 —u)? 4 (y—oP {63
8 vizbhami '

9z — Ty + 16 = 0,
20 — duy b 20—y —p == 0, {7)
Zostrojme Lagrangeovu funkeiy
Liz, g, uy v) = (# —u)* + (y— o) + A,{09z— Ty + 16} +

+ A3(2ut — duv + 20° — u —v). (8)

Hladajme extrém funkeis L za podmienok (7). Staciondrne body dostanems riefentm syatému
L, = 2z —u) + 94, =0,
L =2ty —v) — 74, =0,

Li=—2{r—u} + 4lu —44v— 4, = 0,

Ly = —2(y —v) — 4du + 4 — A, = 0,

B — Ty + 16 = 0,

2ut —duv 4 2 — oy — =
Riefionim systému je A, = A, = 8/85, = = 158/65, y = 353/65, 4 = 3. v = 5. Teda staciondrnym
bodom Lagrangeovej funkeie Lz, y, u,v)pred, = 1, = 8/65 je ktvorica N = (159/65, 354/46, 3, 5).
Existenciu a charakter extrému v staciondrnom bode zistime podla vety 2 & vztahu (1). Potitajme
druhé derivéeio v staciondrmom bode N. Méme
Li(N) =2, L (N} = 2, LL(N) = 2 + 4}, = 162/65, L (N) = 2 + 43, = 162/85,

L (N) =0, LNy = —2, LL(N} = 0, Li(N) =0, L (N) = —2,
Lo N) = —43, = —32/65.

Utvorme determinanty

2. 0 2[ 0; . —1
>0, |2 Ye—dxo, 0 2 0! = 518/66 > 0,
! —1, 0, 162/85
2, 0 —I, 0
0 2 0 =2 19285 > 0.

—1, 0, 182/85, --32/65
0, —32, —32/65, 162/65
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' Kedis vietky determinanty sd kladné, podla vztahu (1} dostaneme, e v staciondrnom bode N
| pastéva lokdlny oxtrém funkeie L(z, y, u, v), & to minimum. Z toho vypl¥va, fe aj funkeia g} X, U)

a teda aj o{X, U) m4 v steciondrnom bode N minimum, Z geometrického vyznamu ilohy vy-
i plfva, 26 bod U == (u, v) = (3, 5) paraboly mé najmeniiu vzdialenost od danej priamky.

C. Absolitoe exirémy

Funkcia f(X) spojitd ns uzavretej ohianidenej oblasti D nadobida najviadsiu alebo najmensiu
hodnotu, a to vo vodtri slebo na hranici oblasti D. Najmensiu, najvadiiu hodnotu hladdme tek, 2e
skfimams: &) staciondrne body, b} body, v ktorfoh neoxistuji parcidine derivécie, ¢) body na
hranici oblasti D, t. j. viazané extrémy. - _

Priklad 8. Najdime maximum & minimum funkeis

z=g* 4 y* — 12z + 16y
ne oblasti danej nerovnosfou 2* + y* 5 26.

fr=2y+ 16 =0
Riebonim tohto systému dostaneme etaciondrny bod (6, —8). Kedie tento bod nele#f v danej
obhﬂﬁ.mimummp.mmimmfmkahbudnmhrmﬁciobhsﬁ.ﬂhdmudavwmﬂm
dmei.ﬁmknh.pﬁéamvhhnjumﬁmmmmimt'+y‘-25. Zostrojme Legrangeovu
funkeiu -
Liz, y) = &* + y* — 12z + 18y + Al=* + y* —28)
.4 riskme gyatém
L, =20—12 4+ 2z =0,
L= 2 + 18 + 2iy = 0,
a4yt —25=10
-vghladom na neznéme A, 7, y. Dostanems dve rielenis
AI-II =l=3’- y’.-_i B ll-_a‘ =‘=“""'a| y"=4.

e s e e it e =

Kedis
L:l-2+2’-l L:;ﬂ2+21 a L‘:'-'ul

mimaD={i+Elj‘bﬂ.mmmmhhpmllal,mifmhdinlraxtrém. Kodie pre 4; = 1
_jeL:.=2+.211=4}D.miﬁmkninL{=.m-:c'+y"—12z=+ 18y + 1(s* + y* — 26) v bode
(3, —4} lokélne minimum, a to I{3, —4) = —T5. Pre A,EB—Hja Liy=2+ 20 =—4 <0
& funkeia L{z, y) = 2¥ + y?— 122 + 16y — 3(=* + y* — 25) md v bode {(—3, 4) lokélne ma-
ximum, a to L{—3, 4) = 125

Dtniflmkﬂias—w'+y'f12#+lﬂymé.nnnblut-ia'-l-y'ﬁﬂﬁmnimum 1256 v bode
{—3, 4) & minimum —75 v bode {3, —4). -

V tlohdch 333 a% 352 néjdite lokslne extrémy danyoh funkeit.
f 333. fla,y) =1 + by — ¢* —zy — &*
| 334 flz,y) =2 +y -2y —F—y +2
336, f(x,y) = 2" + y* + 2y — 6z — %y,
886. f(z,y) =4 — (z — 2)* —(y + 3)*
337, flz, t) = B + 6z — 428 — 3¢%.
B fmy) =20 —bay kB — 2+ 3y 2
! 339, flz, y) = o* — 29* — 3z + by — 1.
; m.f{l,y)=n:'—-y"+2#—2y.
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M. flx,y) =y — = - 2%

342, f(z,y) = 2%+ y* — 18zy + 215.

343. f(z, y) = 2Tsy + 144° — 69y — 5dx

M. flz, y) =2 4+ ' + 4a® — ) + 52 + ) + Hz — y) — 22y -+ 2.

5. f(z, ) = 212 — = — ). -

3486. f(z, y) = Gay + 26/z -+ 8fy, (z > 0,y > 0).

M. fzy=|la-2) e~y (z+y—a).

8. f(z,y) = (@ + br + eg) | |1 + 22 + ¢*,

349, flz, y) = 2y In (=* + o*).

360. f(z, y) = e ¥ % (2% + 2?).

361. flz, y) = e* * ¥(22® — zy + 43 — 5x + 5y/3 + 10/3).

362. f(z,y) =z + y + 4cos z . cos y.

V dlohdch 353 aZ 359 ndjdite lokilne extrémy funkeie f(z, ¥, z).

35, flzoy,2) =22+ y* - 2B 2y — 2+ y — 2z,

364, fz, y, 2) = 6a? + 5yt 4 142 - 4wy — Baz — 29z + 1.

365, f(z, 4, 2) = 2 + 322 + 4 + 2% + 122y + 153 + ldy + 4z + 17.

366. flz, ¥y, 2) = ayz{da — 2 — y — z).

357. flz,y.2) =zfly +2) + yflx +2) + zf(x +- y), kdex > 0,y > 0,z >0.

358, f(z, y, 2) == {ax + by + cz) e~ 2"

359, flxy, 2, ...,x,) = &2} ... 2™l —x, — 22, — ... — nz,), kdez, > 0,
zg >0, ...,z, > 0.

360. Najdite takych n Gisiel, aby lefali medzi kladnymi tslami a, b (@ < b) a aby
zlomok

Ty ... X,

T @tz k) (x, +b)

u

bol najvaési (Hughyensova iloha).

V dlohdch 361 aZ 372 ndjdite viazané extrémy funkcie.

36l z=ay—zx+y—1lakzrt+y=1

362, 2=z + y,ak 1/2® + 1/y? = 1jat.

363. z =24 ytakazlp | ylg = 1.

364, z=a"+yhakz +y—=20,0>0,n> 1,

365. 2 =sin?x + sinty, ak v — y = w/4.

366. u = xyz,ak 2? 4 ¢ -} 22 = 3.

367. u=x+y+tzakalz+blytcz=1a>0b>0c>0

368, w=cosz.cosy.o008z 8kt + ¥ + 2= —=x.

369, u=—al + a7 ... 4+ a8k + B+ 2+ ... 2, =na,a>0m< L.

370, u=ayt,akr 4+ y+ect+t=42,2>0y>0,2>0,t>0

37l u=ayz,akz +y+2="0,2y +yz + xz = 8.

3. u=2 Pt +takr+y—-324+T7T=0,2—y 4 2—-3=0

V tlohdch 373 a% 380 ndjdite najvadiin & najmendiu hodnotu funkeie na danej
nzavretej oblasti A,
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373. flz, y) = x* — 242 4- 4ay — 6x — 1, oblast M je dand nerovnostamix 2 0,
y20y= —=2+3.

374. f(z, y) = xy*(¢ — = — y), oblast M je ohrsnitens priamkami x = 0,y = 0,
z 4y = 6.

375. f(z, y) = 2® -+ y°* — 3uy, oblast M je obdlénik s vreholmi A = (0, — 1),
B=2-1,0=1(22),D=1(02).

376. f(z, y}) = x* — =y + y¥* oblast M je urcend nerovnostou x| + {y| = L

377, flz,y) = cos  .cosy . cos (x + y), oblast M je tvorec s vrcholmi A ==
=1{0,0),B=(x0),C = (x m), D= (0, %)

378. flz,y) = 2* — y?, oblast M je kruh z* 4 y* = 4.

879. f(z,y) = e ="~ ¥*(3z% 4 2¢?), oblast M je kruh 2? + ¥ £ 4.

380, flx,y.2) =+ ¥y + 2 oblast M je dand nerovnostou 1 2 x 2 32 + 2%

381. Néajdite najvidsiu hodnotu n-tej odmocniny zo siéinu n kladnych &isiel x,,
Zg, ..., 2, ak plati 2, -2, + ... -2, =a, kde a > 0.

382, Najdite extrém kvadratickej formy

y= 2. Zl @TT;

=] g=
s viazhou

n
y= > ai=1
il

pritom pre &isls a;; plati a;; = a,;.
383. Dokéite Holderovu nerovnost

n n 1ik s n 1
3 oams (L) (X4)
-1 i=1 i=1
kdea; 2 0,2, 2 0,1 = L2,...mk> L 1k+1/l=1
384, Dokaite Hadamardovu nerovnost pre determinant A = [a; |2,

i "
4* = [I (Z afj) .
dml \ial

385, Najdite taky a) trojubolnfk, b) obdlinik daného obvodu 2s, aby rotaéné
toleso, ktoré vznikne rotéciou tohto Gtvaru okolo jeho jednej strany, malo naj-
vidsi objem.

bBSB. Do polgule s polomerom R vpiite pravouhly rovnobeinosten najvisieho
objemu.

387, Do.daného kuiela vpiite valee najvidsicho objemu.

388, Nijdite prayouhly rovnobeinosten maximalneho objemu ak jeho povreh
mé ploiny obsah 24"

389. Ako lokélny extrém najdite vzdialenost bodu X == (z, y) od danej priamky
Az + By + C = 0.

390. Vo zvolenom pravouhlom stradnicovom systéme si dané body P, =
= (a,, b)), Py = (a5, by), ktoré letia v prvom kvadrante. Ako treba volit bod @, =
=(z,0,2 > 08 bod Q= (0,¥), ¥ > 0, aby dlika L = o(P}, Q) + (@), @) +
+ p(@,, P;) bola najmensia. '
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391, Zo vietkych valcovych nddob daného” povrchu ndjdite takd, ktord mé
najvids! objem.

392. Bodom A4 = (a, b, ¢) zostrojte taku rovinu, aby so stiradnicovymi rovinami l
vytvirala §tvorsten maximéineho objemu. ‘

393. V rovine je danych n bodov Py = (z,, th), Pa = (%5, 42), - - -, Py = (24, ¥y} .
s hmotami m,, my, ..., m,. Najdite v rovine taky bod A, aby moment zotrvaénosti |
tohto systému vzhladom na bod A bol minimélny.

394. Kandl, ktorym sa privddza k turbine voda, mé v priereze tvar rovnoramen- l
ného lichobeinika, ktorého plodny obsah je 8. Uréte hibku kandlu & a uhol sklonu
a botnej steny tak, aby obvod zmétany vodou bol &o najmensi.

395. Elektrickym obvodom, ktory mé odpor R, prechddzs prad I. Mnoistvo
tepla, ktoré vzniké na odpore R za sekundu, je imerné sidinu RI*. Urdte, ako trebs
rozvetvit prad I na pridy 1,, ,, Iy, . .., I, do n vetiev s odpormi By, Ry, ..., B,. |
aby mnoistvo tepla, ktoré v nich vznikne, bolo minimélne. \

1,10. Implicitnéd funkcia

Nech F(z, y) je spojité funkeie dvoch premennjch. Ak existuje spojité funkeia y = flz) také, ‘
e pre vietky x z oboru definfcie funkeie y = f(x) plati |

Flz, f(x}] = 0,
potom funkeiu f(z) nazyvame funkeiou uréenou implicitne rovnicou Fiz, y) = 0.

Veta 1. Majme funkeiu F(z, y) definovand v okoli bodu 4 = (z,, ¥,)- Nech existuje také okolie !
0(A4) bodu 4, e funkeia F(x, y) jo na okoli O(4) spojith a mé tam apojité parcigine derivécie o |
do n-tého rédu. Nech v bode A je Flzy, y,) = 0 aa—m;‘;”—w # 0, potom existujti kladné
Hala £, 9 taks, Ze: _ |

1. rovnicon F(z, v} = €, je na intervale I = (z, — £, x, -+ §) urlend jodind spojitd funkeia l
y = f(x) také, ¥o pre kaidé x € I jo Flz, flx)] = 0, flzg) = yo 8 flz) € (yp — 0. 4o + M)

2. funkein f(z) mé& v intervale [ spojité derivéeie a® do a-tého ridu.

Pre prvit & druht derivdciu funkeie fix) plati

F,

a—_— . 1

Jiz) 7 (1)
|

: -

f'l:z) __ F:: + 2F;ly, + F‘:I!‘ . (2}
F, '
pricom y = flz), ¥" = [z} !
Majme systém rovnic |
Floeg o v @s e oo Y =0 d= 1, ...,my {3) !
kde Filay, ooy Zay ¥yy -« oo ¥mhe ¢ = 1, 2, ..., m ad funkeie definované na istom okoli bodu '

c——r

Aztﬂ —ull#:‘iyg! 11‘!!‘;} z Eu#l‘

Veta 2. Nech ne istom okoli 0(4) bodu A st funkecie F, a ich parcidlne derivicis podla y,,
t= 1, 2, ..., m a% do k-tého rddu spojité. Nech v bode A je F {4} = 0 s determinant

E aF Ay aF (A4}
dp 7 dya
D=1 .. ... ... ... 1l#0
OFA) T AFd)
ayl. o Eyﬂ

——
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Potom existuju také &sla £ > 0, n > 0, fe systémom rovaic (2) je ureny préve jeden systém
spoptj’ch funkeif f,(X), fi(X), ... . fulX) X = (=, =3, ..., 2,), ktoré a1 definovansd na intarvale

I=iz—8x14+ 85 = ... % ,.-—-.E.x.+E}amngﬁ.t-wtnvluﬂnouh

LN =y, k=1,..., m kde X% == (2], :.., x}).

2. Pre ka?dy bod X eI platf Flz,, ..., z,, fi{X) ..., fdX)] = 0, pritom bod [/ (X}, ...,
faX)jezintervalu K = (gl —n i+ M x ... X (yu—uvatnhit=12, ..., m

3. Funkeie f(X), s =1, 2, 3, ..., m maji na intervale I spojité parcidlne derivdcie ai do-
k-tého raduy,

Poznémka 1. O funkeii f{z), ktorej existenciu zaruéuje veta 1, hovorime, Ze je urfend impli-
citne rovnicou F(z, ¥) = 0 a bodom A, alebo #e je to funkeia urdend rovnicou Fix, y) =-0 & za-
&iatotnou podmienkoun y, = f(z,). Podobne o funkeidch, ktorych existenciu zaruluje veta 2,
hovorime, fe su urdenéd implicitne rovnicou (3) a bodom 4,

Pozndmka 2. Vzorce pre vyBhie derivacie funkeie urfenej implicitne mi zlofité, preto tieto
derivécie hfaddme priamo postupnym derivovanim

Priklad 1, Zistite, 2i je rovnicon y* — 29y + 2* = 0 a bodom 4 = (1, 1) uréend implicitne
funkcia a néjdite jej prvi a druhd derivéeiu.

Riedenie. Oznatme Flz, y) = v — 2xy + 2V Titﬂ funkeia, ako aj jej percidlne derivécie
lubovelnéhe rddu e epojité na celom priestore E,, a teds aj ne okoli bodu A. Dalej F(d) =
= 0,F,(A)= (3y*— 2¢), = 3.17—2.1 =1 + 0. Pretote st splnené predpoklady vety 1
ne utom okoli &sla 1, je implicitne urtend danou rovnicou a bodom A préve jedns spojité funk-
cia ¥y = flx} & mé tam dérivaeme f'{z), f*(z).

Derivéeio funkcie y = fix) vypoditame dvoms spbéscbmi, podla vzorea (1} & (2} & postupnym
derivovanim.

1. Vypotitajme najskér parcidlne derivécie prvého & druhého réddu funkeie Fiz, y). Mame-

oF EF'
arF orF HAF
a = wmy T Y

Derivacia f'(z) podla vzorea (1) jo

fiay = 2L TE 3p 9z 4 0, ke y = fz).

By¥ 23
Druhé derivdcia f*(x) podla veorea {2) jo
pra = — 2 I g am s,
2y — 22
kde v' = 3;_2: a ¢ = flz).

2. Podla vety 1 pre kafdé funkeiu f(z) urent implicitne danou revmicou & bodop plets
[fix)PF — 2xf(z) + 2* = 0. (&p
Derivujme rovnost (4) podla z. Dostaneme
3 [fle)! f(z) — 2flz) — 2xf'(z} + 2z = O

alebo

| 3yty — 2y — 2xy’ + 2z = 0. (5»
Po dprave méme

(3y* — 2z)y’ = 2y — 2z.
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Odtisl je
2y —— 2=
y'=3:'—2=' w—h%ot
pritom y = f(z}.
Derivovenim rovnosti (5) podla z, pridom povafujeme y, ¥’ za funkeie premennej z, uré{me y*
Méme by + Iy — 2 — 2y —2ay + 2= 0. |
Po viprave méme ‘
byy* — 4y + 3P —2x)y" + 2 =0 1
Qdtial jo
24y 4 Gy
y‘-——- 3y.—2= ] 33'.—23#0’ 1
kde treba polofit .
2y — 2z
Sl

Priklad 2. Najdime parcidlne derivdeie prvého rddu a Ea'!i funkeie f{z, y) urdene] tmplicitne

# -yt 42— 2zyz—4 =0 a bodom A = (0,0, 2),

rovnicou

Riedenie. Noch Fiz, ¥, 2) = 2% 4+ y* + 28 — 2zyz — 4. Tdto funkeia jo epojitd a m4 apojité
parcidlne derivécie kaidého rddu na celom pricstore Ey. Dalej jo F(0, 0, 2) = 0, F,(4) =
= {2z —- 27y}, = 4 # 0. Podla vety 2 jo danou rovnicou na istom okol{ bodu (0, ¢} definované
funkeia z = f{r,y) & ma na tomto okoli peiciélne derivécie.

Aby sme nadli 2., z, derivujme rovnicu F(z, y, z) = 0 nejprv podla 2, pri¢om y povadu-
jemo za konitantu, potom podia y, pridom povaiujeme z za kondtantu a z je funkeiou dvoch
premennych z, y. Mame

fz oz
2r + Ezg—ﬁys—&ryg:uﬂ. {8)
Az dz
2 2 er o Bxz — By — = 0. 7
y + v A {7)
Odtial jo
dz  yr-—uz dz rr—y
kde 2 = flx, .
Aby ame uréli aa‘*z , derivujme rovnost {T) podia z. Mdme
dz Oz otz ds iz %
Odtial j !
Oz Az dz iz
m TPPEMYYRTER L,
a::&y ’_xy L] L
kde pro -E.E- f—‘- lati {8 =
pro - <= ploti (8 a = flz; y).
Pozndmka 3. Funkeie dané implicitne skimame podobne sko funkeie jednej resp. vise
premennych, pritom prislufné derivéeie vypoditame prv uvedenym spbsobom.

e —————
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Rovnica dotyénice ku grafu funkeie y = fiz), danej implicitne rofvnicou Fix, y) = 0 v bode
A (x4i Yo) j@

o
oz
y—4 = —| a5 | T
E'RE
dide
éF NLEAY )

Rovnica dotykovej roviny ku grafu funkcie z = f{x, ¥) dane} implicitne rovoicou Fix, y.2) =0
v bode A = (Z,, Yy 3y) J©

5

( &F CaFy ‘ OF

Priklaé 8. Néjdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkecie danej implicitne rovnicou
&+ ¢+ 37— 49 = 0 v bode 4 = (2, —6, —3).

Riedenic, Pretode funkeia Flx, v, z) = a® + 3* + 27— 40 je spojits & mé epojité parcidlne
derivécie kaddého rédu v celom priestors Ey a F, {4) = (22), = —8 # 0, existuje podla vety 2
funkcis dané implicitne touto rovnicou & bodom A. Graf tejto funkeie jo dast gulovej plochy
z? 4 ¥ + = = 4D so stredom 8 = (0, 0, 0} & polomerom r = 7. PretoZe je

(ai) = {22, = 4, ('BF) = (2y}, = —12,
dz A A

cy
pre dotykovd rovinu ku grafu funkcie v bode 4 dostaneme
4{r —2) —12(y + 6) —6(z 4- ) =0
alebo
22 — By — Bz — 40 = D,

396. Dané je rovnica 2? — y® — 1 = 0. Nech y = f{z), z € (1, o0} je funkeia, ktord
vyhovuje tejto rovnici. Uréte:

a) kolko je tychto funkeif,

b) kolko je takych spojitych funkeit,

¢) funkeiu f, ak y(2) = 1,

d) funkeciu f, ak y(1) = 0.

397. Dand je rovnica'z® — y? = 0. Nech y = f(2), x € (— 00, ), je funkeia. ktora
vyhovuje tejto rovnici. Néjdite funkciu f,
ak

8) y(1) =1, b)y0) =0

398. Zistite, prefo nie je rovnicou % — x = 0 a bodom A = (i, 0} uréend jedna
jediné implicitné funkeia. Najdite vietky implicitné funkcie uréené danou rovnicoun
a bodom.

V tlohdch 399 a 400 vypotitajte ¥’ a y* v bode 4, ak je funkeia urcend implicitne
rovnicou & bodom.

309. 22 —2xy + i+ ax+y—2=0,4=1(l1)

400, (2 + y*)R — 32ty — ¥ =0, 4 = (0, 1).

V vlohéch 401 a 402 vypotitajte y', ", ¥y v bode 4, ak je funkeia y uréend impli-
citne rovoicou & bodom.

401, 2% + a2y +y¥* -3 =04 = (1, 1).

402, 2% — Jay + 4yt — 22+ 3y =0, 4 = (2,0).

4 Zhierka Glot
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403. Funkeia f(z) je uréens implicitne rovnicou z¥ + §° — 62y = 0 & bodom A4 =
= (3, 3). N&jdite taky bod, v ktorom je f'(z) = 0.

V alohéch 404 a% 407 nsjdite derivicin funkeie uréenej implicitne rovnicou & bo-
dom A.

104, 2%t — y3fb: — 1 =0, a > 0,6 >0, 4 = (a, ().

106,y —dry +22 =04 =(2+]3, 1,

406, 2v — 2* =0, 4 = (2,1).

407, zsiny — cos y + cos 2y = 0, 4 = (1,0},

V tlohdch 408 a 413 vypoditajte y' a y" funkdie y uréenej implicitne rovnicou a bo-
dom A.

408, x =y — 4siny, 4 = (0,0).

400, 22 — 22y — y? - 16 =0, 4 = (4,0}

410, ¥ —y*=0,2> 0,y > 0,4 = (1, 1).

{1, s —Iny—y*=0,4=(L1)

412, In |75 ¥ — sretg(y/z) = 0, 4 = (1,0).

413. arctg y — arctg(z 4 aretgy) = 0, 4 = (1 — n/4, 1).

414. Néjdite y',2',y" 82" v bode A = (--2,1,1), ked s funkcie y. z urfené
gystémom rovnic ¥ +y +2 =0, 28+ g3 — 28— 10 =10a bodom 4 = (1,1, —2).

4156, Vypoditajte parcidlne derivécie prvého rddu funkcie urfenej implicitne
rovnicou cos? & 4- cos?y + costz — 1 = 0 a bodom A = (x/3, 7/2, x/6) v bode A.
 416. Vypotitajte prvé a druhé parcidlne derivécie funkcie urlenej implicitne

rovnicou 222 + 2yt + 22 — 8xz — z + 8 =0 a bodom 4 = (2,0, 1) v bode 4.

V tlohdch 417 a% 421 néjdite parcidlne derivdcie prvého radu funkeie uréene;
implicitne rovnicou a bodom.

$17. 422 22 - 32 Ly —yr 2 -4 =0 4=(, L1}

418. a%fa? 4 y3b? + 24t — 1 =0, 4 = (0,4, 0).

419. zcosy - ycosz 4 ZCOS X =a,d = (0,0, a).

420, ¢ + 2%y +z+5=04 = (1, —6,0).

121, zy + 22 + yz — 1 =0 4=i(01, 1.

V tlohach 422 a 424 vypotitajte prvii a druhit parcidlnu derivéciu funkeie urde-
nej implicitne rovnicou a bodom. -

422, 2%4 + 38 + 2216 — 1 =0, 4 = (0,0, 4).

423, 22— 22 + 22 —dx 4+ 22— 1=0,4 = (0,1, 1).

424, 3xyz ~ 2@ +1=0,4=(0,0,1).

V tlohdch 425 a 426 najdite df(4, X) a d*f(4, X), ak je funkeia z = f(x, y) dand
implicitne rovnicou a bodom 4.

195, 22 + 4t + 22— 49 =0, 4 = (6,2,3).

26,z +y+z—~Inz— 1=0 4 = (2, —e,e).

V tilohdch 427 az 430 najdite diferencidl funkcie uréenej implicitne rovnicou
a bodom.

427, ayz —x —y — 2= 0,4 = (0,0,0).

428, z — yc’-" =0,4={011.
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429, rsinz +yoosz — et = 0,4 = (0,1,0).

430. 2+ P+ —2z—y—z2=04=(11)

V dlohdch 431 a 432 vypobitajte dz, d%z, ak je funkeia 2z uréend implicitne rovnicou
a bodom.

Bloay+az+yr—1=04=1{0,11)

432, 22 + 22 + 32— 1=0,4 = (1,0,0).

V- dlohdch 433 a 434 vypotitajte 2, z,.

433, F(z — y, y — 2,z — z) = 0, kde F je diferencovatelnd funkcia,

434, F(zz,yz) =0, kde F je diferencovatelnd funkcia

435. Najdite 2'(z), 2"(x), ak z = 2* + y* a funkcia y = f(») je dené implicitne
rovnicou a* —xy + ¥* — 1 =0 & bodom 4 = (1, 1).

V dlohdch 436 aZ 438 ndjdite lokélne extrémy funkcie uréenej implicitne rovnicou
a bodom 4.

436, 2® 4 y® — Bzy =0, A = (0,0).

437. A 4+ R 2x% + 2 =0, 4 = (1, 1)

438, 22 — 2zy + 2t + 22+ 1 = 0,4 = (—1,0).

439, Zistite, & funkeia urdend implicitne rovnicou z* + 2zy + y* —4xr +2y —2 =
= 0 a bodom 4 = (1, 1) je v bode A konkédvna alebo konvexné.

V tlohédch 440 a¥ 442 ndjdite dotydnicu a normﬁ.lu v bode 4 ku grafu funkcie
urtenej implicitne rovnicou a bodom.

40, 2y +Iny —1=0, A-—(l,l].

441, 25 4 yf — 22y =0, 4 = (1, 1).

42, y* — 42t — 62y =0, 4 = (1, 2).

:Ddﬁlohé.ch 443 a 444 néjdite lokdlne extrémy funkecie danej implicitne rovnicou
& bodom.

M3 2 byt P2z — 2y — 42— 10 =0,4 =(2,0,2 + |/6).

44, (@ gt 22 —2 (22 4 - 2)=0,4 = (0,1, —1).

V dlohdch 445 ai 448 ndjdite rovnicu dotykovej roviny v bode 4 ku grafu funkeie,
urdenej rovnicou a bodom A.

446, 22 — 2 4+ 22 -6 =0, 4 = (1,2, -3).

446, 2% 4 3y% — d2? |- 20 — 12y + B2 — T =0, 4 = (1, —2,4).

447. 2 —y — In(zfz) =0, 4 = (1, 1, 1),

448, 27f . it — B =0, 4 = (2,2, 1).

449, Néjdite dotykovt rovinu ku grafu funkcie danej implicitne rovnicou 3z* +
4 242 4 22 — 21 = 0 & bodom A = (2, 2, 1), ktord je rovnobeind s rovinou 6z -
+ 4y 4+ z=10
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2. ZAKLADY VEKTOROVEJ ANALYZY

2,1. Vektorovd funkeia skaldra a vektorovd funkeia viae
premenn¥ch

Yektorovk Tunkela skalirs. Nech jo M mnofine reAlnych disiel. Funkeiu f, ktord katdému
Sislu ¢ & mnofiny M priraduje vektor f{t). nazfvame vekiorovou funkciou jednej redinej premennej
alebo vektorovou funkeiou shalira. Mundina M sa nazyve oborom definicie funkeie fa fit) hodnotou
vektorovej funkeie skaldre f v disle . .

Mnotinu vietkjch koneov§ch bodev vektorov fif), kde ¢ € M a zadiatolné body vektorov fit)
s v zatistku daného strednicového systému nazyveme grafom alebo hodografom vektorovej
funkcie skaldrs f. .

Ak obor definicie M velttorovej funkeie skaldra je mnoina vietkych prirodzenych isiel,
tak vektorova funkeiu skaldra nazjvame postupnostou vektorov a oznadujeme ju

{ﬂl '\.- a e '“J .- -} = {ﬂ.}:l.
Vektor a je limitou postupnosti vektorov {a,}®;, sk plati

lim | @, —ai= 0.
A X

Postupnost vektorov, ktord ma limitu, nazyva sa Muwgznln&. postupnost vektorov, ktord
nemé limity, naz§va sa divergenind.

Poznémka ). Pre postupnosti vektorov mo2no zeviest anslogické pojmy a dokézat analogické
vety ako pre postupnosti &isiel, Napr. pojern vybranej postupnosti, ohranitene]j postupnosti, vety
o phite, rozdiele, siidine atd. '

Veta 1. Nech pri zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme v prieatore @s = {a, Yn, Za}
prean=12, ... aa={zy 2} Potom lim a, = o vtedy a len vtedy, ked

NG
lim z, =2 lin g, =y & limz, =2
0 Tl 50 =

Analogické veta plati aj pre postupnost vektorov v rovine.
Prikiad 1. Majme pri zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme v priestore postupnost

vektorov {#,}2,, kde jo @, = {—2-24‘! R %;, &} ,pren = 1, 2, ... Vypoditajme li-

n ki g

mitu danej postupnosti, .
Riedenie. Pretole plat( -

im 2t o fim =0, tim

™
n—»o B n+x 3 =t o0

podla vety 1 je limita danej postupnosti lim @, = {2, 0, 1},

I
=
-

2
e

Limits u spojitest vektorove] funkele skalira. Noch f jo vektorova funkeia skaldra definované
v okolf &sla £,, pridom v &iale #, pripadne nemusi byt definovana. Hovorime, fe vektor @ je limitou
vektorovej funkeie f v éisle 4, ak pre kafdi postupnost ftystys .. os byy - ..} Clsiel réznych od &
z oboru definieie Tunkeie f, ktord konvergujé k dislu ¢, plati

lim fiz,}) = o

Fi— oy

Oznadujere ju lim f (1) & platl lim fif) = a.
=i, L i,

_
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; Vetn 2. Vektor c,iallmrtnuvektomvaj funkeie skaldra f v &fsle ¢ vtedy a len vtedy, ak k Tubo-
j volnﬁmuéﬁlus::ﬁumujoﬁfdoﬂﬂ}ﬂhké e pre kaidé ¢, pre ktoré plati 0 < [t —12, | <

! < le), je -

': i : [fih—a| <e

' Vektorovt funkeiu skaléra f nazjvame spojitou v tisle ty, ak plati
lim fiy = fi&).

Ak jo funkeia f spojitd v kaddom éfale mnni:iny M, hovorfme, £e je spojité ne mnofine M.
Deriviciou vektorovej funkcie f v tisle ¢, nazfvame limitu

tet, t—1t
df
Omaatujerme Ju f'ts) slobo [5F] o plati
Al5) — fito).
f'ity) -tl—lu. —t

Vybliie derivécie vektorovej funkeie skaldre zavddzame ppdobne ako vyllie derivicie funkeie
jednej premennsj.

Vektorovi funkeiu skaldra f nazyvame diferencovatelnou v Eale t,, ak existuje taky vektor a
s takd velctorovA funkeia skaldra w spojité v &, pre ktord wily) =o,t-.j.£:::1.uut] = o, $o platf

i) — f{ty) = (t—t5) 0 + wit) (¢t — f)-

Vektor {1 - &)@ nazfvame diferencidlom vektorovej funkcie skaléra f v 3isle ¢, pre prirastok
$ — &y, Oznalujeme ho df{(t,).

‘Veta 8. Funkois f mé v &lsle ¢, diferencidl vtedy a len vtedy, ked mé v dlsle £, deriviciu a plati

_ dfin) = f'ity) (t— &) = f'(¢y) dt.
Diferencidly vyssich rédov zevédzame podobne ko diferencidly vyléich rddov funkeie jednej

DA v pj.-u-m zvolime pravouhly mirednicovy systém, potom pre vektorovi funkeiu f platf
flty = =(e} i + yl¢) | + () &,
tido
f&) = {=(), wio), =(8)},

kde I, j, k 8@ jednotkové vektory. Funkeiu z(¢) nazjvame proou zlofkou, funkciu y(t) druhowu zlofkow
s funkecia #(¢) trefou zlofbou vektorovej funkcie skaléra f.

Fodobne zavddrame xloiky vektorovej funkcie skaldra v rovine.

Veta 4. Nech pri zvolenom pravouhlom suradnicovor systéme f(¢) = 2(0) 1 + »(6) J + (8 k,
potom:

1. funkeia f mé v &sle t, limitu vtedy a len viedy, ked v tisle t, majd limity funkeie x(2), y(£). z(2)
]

lim f{¢) = lim =) 1 4 lim wit) | - Ilm #(t) k,
=t tbly 1>ty
2. funkeia f je na mnotine M epojitd viedy e len viedy, ked s mmnni.ina M apojité funkeie

={f), ’{‘]i £(e);
3. funkeia {f md v &ale & derivicin vied¥ & len viedy, ked majb v tiele #, derivéciu funkeie

2(t), ¥(t) » 2{s) & platf
fit) = 2't6) | -+ () | + 2'(8) k.

Analogickd veta plat{ aj pre vektorovi funkeiu skaldrs v rovine.

Prikiad 2. Nech pri zvolenom pravouhlom séradnicovom systéme funkeia f(t) = 4 + 6] +
+ e'k. Vypotitajme derivicie vietkych rddov denej funkeie.

_i_—_
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Riedenie. Funkeie £, 5, o' maji derivieie viotkyeh rédov. Plati:
)2 = 2t, ()" = 2, ()™ = 0 pro prirodzené ¢slo n > 2,
{8} = 0, pre kadé priredzend &islo n,
{e’y" = ef, pre kaidé prirodzend dislo n.
Podia vety 4 piati:
£ty = 200 -+ e'k,
fi@1) = 2i + o'k,

...... Vo

fi'it) = o'k, pro n > 2,

Ogpericie g vektorovyml fumkeismi skaldra, Nech f je vektorovd funkeia skalédra s olworoan
definicie M, g je vektorovd funkeia skaldra 8 obarom definleie N anech P = M n N, Absolitna
hodnota fankeie | f |, sddet funkeii f -+ g, rozdiel funkeii f— g zavédzame analogicky ako pri
funkeii jednej premennej.

Suéinom a(t) f funkeie x(t) definovanej na mnogine N a funkeie f rozumieme taka vektorovi
funkeiu skaldra v definovani na P’ = M N’, e pre, kazdé € P’ platiz wity} = alty) fit,).

Skaldrnym sidinom f. g funkeii f, g nazyvame taki redlnu funkeiu A(f), definovani na 7,
te pre kaidé ¢ € P plati:

' hitg) = flty}. glty)-

Vektorovggm silinom f x g funkeif f, g rozwmieme takda vektorowvi funkein v, definovand
na P, 3o pre kaddé ¢ ;€ P plati: vity) = fit,) = glt,).

Podobne zevddzams zmiedany sGdin troch vektorovyeh funkeif skaldra.

Yeta 5. Nech funkoie f. & () maji v éisle & limity. Potom aj funkeie | f [, f = g. f-g.f ~ 8
8 ait) f maja v ¢isle ¢, limity & plati:

lim [ fit) | = [Tim f{t) |,
i t

L =+t
lim [f(t) & g0] = lim @) & lim g,
I_"‘l- Hl. t—hln '

lim {f(e) . gle)] = kim fig) . im gie),
=1, ‘—"" —ty

lim [f(t) = g6)] = lim f{t) x lim gt}
ey 1wty [ -

lim [a(e) f(£)] = [im a@)] {lim fi£)].
t—ly b=ty =iy

Veta 8. Ak vektorové funkcie skaléra f, g a a(t) it spojité funkeie v &islo £, tak aj funkeie | fi. l
faf g fxgaalfsispojité v Eisle 4. .

Yeta 7. Nech funkcie f, g a-a(f) maji na mnotine M derivicie. Potom na mnoting M maju
derivéeie oj funkcie f + g, . g < g «(f) { a plati:

[f) + g = 10 + go).
[F4) . GO = f18). g{t) + F&) . g'to),
[f(t) x g&)] = fle) x git) + f(t) x g'ie)
L)) O = ) i) - o) £,

Veta B. Nech ¢@(u} mé v &ale u, derivdeiu. Nech vektorovd funkeis skaldra fit) mé v cisle
¢ () deriviciu. Potom zloZend vektorové funkeis skaldra f[@(u)] mé v &isle », derivdciu a plati

fle(u))’, = flplul. @lu). .|
Priklad 8 Vypotitajme [f(z) % git)]" a [fit) . g(t)]" v &isle {, = 0, ak pri zvolenom pravouhlo- ll
vom suradnicovom systéme je fit) = 8 4 ain 2tj, gt} = (B + 2) 1 -+ e¥).

Ricdense. Pre § = 0 plati f{0) = o, f(0) = 21 + J. Poditajme (1), g'(t). Mame f(t) = 200 ~
+ 2coa 2t], g'(¢) = 3% + 3 e*). Pred = 0 dostaneme: f*(0) = 2ja g'(0) = 3. Podla vety 7 plati:

—
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(f - gVis=2. 2+ )) +0.3]=2
._ [fx.}'.,.=sj><{zl+ﬁ+ox3[=—4k.
! ReurSitf s urélty Integril vektarove| tunkele skalirnsho argumentu. Funkcia Fit) sa nazyva

I yﬂmﬂlm funkeia k funkeii f{f} v intervale (&,f). ak pre vietky t e (.0} jo Flty = f{t).
! Ak je F(t) primitivna vektorové funkeia skalérneho argumentu k vektorovej funkeii skalarneho

srgumentu f(f) v intervale (x, B), potom kaidd primit{vne funkeis k funkeii flt) v intervale
{a, B) je F(t) + ¢, kde ¢ je Tubovolny vektor.
Mnodinu vhetkdch primitfvnych funkeii k funkeii f v intervale (o, B) nazyvame neurditym
: integrdlom funkeie { v intervale («, §). Oznadujeme huf f(t) dt a plati
;1 fﬂ:}ds-ﬂ:1+:.
' Veia 9. Nech v pravouhlom sdradnicovom systéme funkeia fi{f) = (0§ + yit) j & =4}
Funkeis f ma neurdity integral vtedy & len vtedy, ak existuje f x(e) dt, f ylt) de, f 2t} ¢ plati
fﬂ:} dt = [w(t) dd + [ute dej + fzm dek.

Priklad 4. Vypoditajme integrdl z vektorovej funkcie f, pre ktord v intervale {-—o, o
pinti

1
Riedenie. Protole je

fﬂDC‘d‘-!iﬂl-i'-G., T.|1T]t'd‘=“mtg‘+°*’ j-ﬂ"di=l" + oqs

pre kaddé ¢ a Tubovolné konktanty ¢, ¢;. ¢y, podle vety 9 flati
i 4 .
f(con i+ _l‘+_|t’_‘, + -H’k} df = ain tf | arotg ¢f + fk 4+ ¢

kde € = ¢ + cyf 4 ¢,k & ¢, ¢4, €5, 80 Tubovolné tinlen.

Podobne ako pre funkciu jednej rehlnej premennsj zavidzame pojem uréitéhn intogralu
z velttorove] funkeir skalbra.

Yeta 10, Nech funkeia f mé primitivan funkeiu F v intervale (a, #) a nech fankein F e apohits
v intervale (a, f>. Potom plati

i
[t de = Fipy— Fl

450. Napfite a zndzornite prvych pat flenov postupnosti {a,}¥ .y vektorov, ak

1
1 1 — 1y, n
boy =gl t oy
1 .
—_— . — 2
o) @, =y i+ Vnieatk

451, Z postupnosti vektorov {a,}7 .1 utvorte vyvbrani postupnost vektorov
pomocou postupnosti {7 -1, ak

1 —_— =
l]dﬂ=vg;f+2 ( nﬂj,bl=2ﬁ+l,
_ 1 4n + 1 2n 3 _
by a, = 2+3,rn'+ g —an it 1~2L’2Tk'b'*“2"'
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452, Dokd%te, Z¢ vektor b = 3i — 4f 4 2k je limitou postupnosti vektorov

R L A T L S

453. Najdite limitu postupnosti vektorov {@,} % . ,, ak

&) a, —(ﬂ'_H) bty b

P
w1 on . 1 1
b)u,-__u"w}1+2“+1; “’: K,

] \én + 3 ! ST
o) n,=(1+?) I a4 |/1+? k,

20 .1 B e
d) e, = £ i+ ”a (3 - %) I/-lﬂ:— 1 k,

e) an—u——d—"‘-;--'-- n> 1, kdea={1,1,1}a a, = {1/2,1/2,1/2},

) Gu=2ai g (14 (1)

454, Znfzornite vektorovi funkciu skaldrneho argumentu f, ak

a)f =t + (3t + 5)j, t=<0, 1),
B b)f=U+ (3t + 5) ), te{—0, ),

c) f==2costi + 2sint], te 0, n,
d) f = & +- 8, ‘E‘(ﬂ ),
e)f=(1+0i+(-2+20]+ @3+ 8k ited, o)
f) f = costl + sintf + tk, te(—co, 00}

465. Dans je vektorova funkcia skaldra f. Ndjdite jej obor definicie, ak
a)f=i/{(1 — % + ji(l — )+ k,'(l -+ t%),
b)f=1)5+ 265+ |2t j+ |1~ itk
¢} f = aresin { — 2){ -+ ln(t’—é}j

dyf =)= 4:+—3:+armn‘ 3j— 4 -pk .

456, Funkcia f(t) = 21 -+ 3tj + V_k je definované v intervale (0, c0) & funkeia
gy =(* + 1)i+ (2 ~ ) j + J/3 2k je definované na intervale (— o0, c0). Vypodi-

tajte: .
an+gpm=_1,¢=_1, ,
b)5g pret = 0, d)fxgpret =4,

o) f.gpret =2, e) gxf.

467. Vypotitajte absolﬁtnu hodnotu funkecie f(f), ak pri zvolenom pravouhlom
siradnicovom systéme je: |

8) f(t) = sin tf -+ cos ],

bif() = 2 —=t) i+ (2 =3} + (3t —2) k.

—
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458. Nijdite limitu funkaie f{t) v danom bode ¢, ak:
a) f(t) = 3ti - 1}+ "k 1—o,

t —

b)f() = 2I + ( --tam-)j t=0,
It

+

DFO =L+ o+ sin gk, =0

I+ (1480 ] 4k, t = —1,

c} f(6) =

469. Zistite, & funkcia f(¢) je v bode ¢ = ¢, spojité, ak:
a)f(t) = (2 — ) I -+ £ + teintk, ¢, =0,

b) f(t) = —-m-l+tj+3tk {y =0,

1
Oft)=e' "2 i+ 0 -1} =
460. Ako treba doplnit definfciu f(t), aby v ¥sle’t = 0 bola spojitd, ak
umﬂl k.

ft) = 501 + 8! o+

461. Zistite, v ktorych bodu-ch nie je vektorova funkecia skaldra spojita:

Y R

TR

V dlohdch 462 a 463 vypoditajte f().
462. a:f{u-{a-—ztn+ﬁ*-4n+t3¢—mh
[ 4

: B0 =110+ ,J,

e} fit) =}t 1 + In j+-VTk,

d) f(t) = sin?  + tge).
463, a) f(t) = sint i + ol T j 4 3k,

51+ s8in2t) 42tk

i
D) = g | + e d + In(1 — D,

¢) fit) = In* ti 4 arotg 2 4 + -‘Fk.
d) f(t) = 21 + 2-%j + sinh 2t k, -
1

e}f{l}:a'l_+2eoaaj—asi'nak,priéoma=—fu7‘i.-.
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464. Doké¥té, Ze pre diferencovatelné vektorové funkceie skaldru u, v platd

d dv du
F"("'T] _"”Ell_+v'-;1_t_’

i(l.lmr)—nw-{d—"Il ilu v
7 =UX g Toa XY

485. Nech f(i) — sinti — ¢2ja g(¢) = Ini? 1 4+ 2'] pri zvolenom pravotoéivom
pravouhlom stiradnicovom systéme. Vypoéitajte:
a) [f() . g)]’, b) [fit) x g®)].
466. Dokazte, Ze (%) = — %, k r(?) je diferencovatelnd vektorova funkein ska-
ldrneho argumentu.
167. Vypoditajte:
a) f (1), ak f(t) = 3 cos ti 4~ 4 sintj,
b) f*(t), sk f{t) = cos wt cos ai | cos wt sin &f 4 sin wik,
e) fo(8), ak f(t) = etti+e ]+ (4 + ) k.

468. Vypoéitajte:

a) [fit) =< g(#))", ak f(f) = t costl + sintj, g#) = —tsintl -+ cos t},
b} [{(t] : (%(‘t‘]kx h(t)))”, ak f(t) = cos 3ti — sin 3tj, g(t) = sin 34 + cos 3},
() = 3tik.

469, Vypotitajte derivicie vietkych ridov vektorovej funkoie skaldra fi1), ak:
14 ¢
WO =i+, ofe =1+
b) f(t) = Inti + 8, d) fit) = log, ti + 2°f -+ cos 2tk.

470. Vypotitajte diferencidl funkcie fit) v bode ¢, ak:
a) f() = 2% | sin® mif + el k, 4, =2

+1 1

A

b flt) =t - K, t=1,

e) fii) = 2% + Intj +Lk, £y = 3.

Ve
471. Dané je diferencovatelnd funkcia r(t). Ndjdite derivécie funkeif:
a) (r?), b) (f- %) ,
c) r(t) . F(E), d) r(d) . [r'(t) . O]
dr

472, Dokézte: ak |r(f)] = const, tak - - - F = 0. Zistite, & plat{ aj opaéné impli-

kécia; aky to mé geometricky vyznam?

473. Pohyb hmotného bodu nech je dsny rovnicou r(f) = r(cos whf + sin wij).
N4jdite velkost rychlosti a zrychlenia.




! 2.2, Devivdvia v ssuorve. (fradicnt - an

474. Pohyb hmotného bodu je dany rovnicou r = ie® 4 je-o'. Dokiite, e
platf r* — wir = 0. Vypoditajte jeho rychlost a zeychlenie.

475. Vypotitajte:
a) f{2 gin ti 4 tj + 2k) dr.

R G
o f(re g o

[ 1 1 1
d’flt—Tf-'_ l+5ij+—{3£+2}!h di.
476. Vypotitajte:

! a) f{ws tH 4+ sin tf) d,
0

1
b) [ r(t) dt. kde r(f) = e¥i + e=¥j +- tk.
G

22, Derivdeia v smerc. Gradient.

Deriviela v smere, Dand jo funkeis viae premennyeh fX), kde X — (r,, 2,. ..., 2 bod 4 =
= {8y, @y, - .., Gy) & jednotkovy vektor { = {1, 1, ..., i} Derwéemu funkeie f{X) v bode 4 vo
amera vaktnra I nazgvame limitu

limn Sid + i) — f(4)

P+ D4 t {1

dfid
& omaéu]amu ‘f:“ h— -

Veta 1. Ak je f diferencovate/nd funkeis dvoch premennyeh fix, ¥) v bode A a vektor | zviera
v pravouhlom sidradnicovom systéme v rovine s oson o, uhol o, [ = {cos o, gin a2}, potom

APy oAy )

i T T a T Ty

Bin e, {2)

Veta £. Ak jo f diferencovatelnd funkein troch premennych flx, y, z} v bode 4 a pre vektor |
v pravouhlom siradnicovom systéme v priestore plati § = {coa @, cos §, cos 3}, potom

df:;:} _ 51;;“ cos & + .a_f;;} o8 f -+ .'i{(—..- con 3. (3)

Gradient. Ak je ne mnoline M bodov priestoru definovand redlne funkein f{X), hovorimo
o skaldrnom poli. Ak je na mnoZine M bodov priestorn definovans funkeia f{.X), hovorime o velto-
rovom poli*.)

Nech je f(X) diferencovatelnd funkeia v bode A priestoru. Gradientom funkeie f{X} v bode 4
nezyvame vektor grad f(d), pre ktory plati

grod jia) = LAY aﬁ'f—i— o) W

*} Ak} ‘]e M mnotine bodov roviny, potom hoverme ¢ rovinnLcm ska'drncm poli resp. rovinnom vekto-
rovom poli

—
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Nech je funkein diferencovatelné na mnotine M. Gradientom funkcie f(X) alabo gradientom
skaldrneha poln fiX) nezyvame vektorovi funkeiu definovani na mnofine M, pre ktord plati

X
araa ) = 2050 ) 4 M;:ﬂ )+ 20 ©)

v kafdom bode X ¢ M*),

Veta 8. Nech je funkeia f{X) diferencovatelnd v bode 4 prisetoru [roviny]. Potom pre deri-
véciu funkeie f(X) v bode A v amere uréenom jednotkowym vektorom I plati

W) gradpa). 1, (6)

t. J. d{;‘ﬂ jo priemet vektora grad fid) do ameru vektora

Veta 4. Derivicia funkeie f{X) v bode 4 v smere urlenom vektorom I, = (grad f(A))***)
. . . d
j& najvidiia & plati | prad f(4d) | = # .

1
MnoZiny bodov v priestore [rovine], pre ktoré plati f{X) = const, nazyvame Aladinams ska-
ldrneho pole f{X).

Veta 5, Ak vektor grad fld) # o, potom tento vektor le#i v norméle ku hladine fiX) = fid)
v bode A (pozri 3,12).

Priklad 1. Néjdime derivéciu funkeie F(r, v, 2z} = 2® — 2zyz + 32! v bode 4 = {l 0, 2)
v smere jednotkového vektora | urdeného vektorom B — A, kde 8 = (3, 2, 1)

Riedende. Pre vektor B — 4 méme B — A = 2i + 2j — k. Jednotkovy vektor | je I =
= 21f3 + 2j/3 + k/3. Podla vzfahu (4) mime

AA) _ of4) 2 ofid) 2 oAy 1
dil — dxr 3 dy 3 dz 3
= (2x — 2y2), 28 + (—222),2/3 — (82 — 229),1/3 =
= 4/ — 88 — 12/3 = —186/3.

Priklad 2, Néjdime gradient rovinmého skaldrneho pola, ak f(X) = f(z, y) = 2 + * — 3nt

a urime amer najviidlej derivicie ?;A v bode 4 = (2, I).
1

Riedenie. Kedis jo
fi=38x2—3y a- f,=3y'— B,

pedla (5) je
grad fX) = 3(a* — )1 + 3yt —2) |
Najviitsia derivacia v smere je uréend vektorom [grad f{A4)]}%. Pué{t.a]me preto grad fld), r
dostaneme

grad f(A) = $I — 3). |
L = [grad fA)]0 = {3/} 10, —y}T0 ).
Dorivicia “1¢H) je najvadsia v smere danom vektorom I, = {3/J10, —1/}/10 } a jej hodnota

Z toho vyplyva

al,
j‘“+
_{‘ .l_’. = 0 (3/}18) + (—3—1}10) = 3)i0.
1
':. Celkam podobn defi Y fi-d), kde A
pola Prisinand eaommr fo definovany grad (s iv.,..:t,,,::.,‘”‘ b Fradient rovinného skaldrnoho

**} (erad JA))® je jednotkovy vektor vektors grad

—



2.2, Derivdeia v amere. Grodient Ml

V ilohdch 477 ai 482 vypoditajte derivdciu v smere, ak je dané:

477, fIX) = 3% — 2%® + y*, A = (1, — 1) & uhol vektora I s osou o, je =6
& 8 osou o, m/3. )

478, f(X) =562 — Bay -+ 10y* — 7, A =(0)al = —i

479. f(X) = Ja® — Bxy* 4+ 1135, A = (1, 1}a vektor [ je uréeny vektorom B — A,
kde B = (4, 5).

180, f(X) =2 + 22y — %, A =0,1= (I + )P

481, f(X) = ay® +~ 2 —ayz, 4 = (1,1,2) a vektor | zviera s0 sGradnicovymi
osami uhly @ = 73, § = =n/4, y = nj3.

482, fIX) =32 — 4y* + 228, A =1(2,2,1) & wvektor | je urleny vektorom
B — A, kde B = (5,4, 6).

483, Nech f(X) = 32 — 6xy -+ y* Néjdite derivdciu v bode 4 = (—1/3, —1/2)
v smere Tubovolného jednotkového wvektora I V akom smere je tdto derivicia:
a) najmendia, b) najviadtsia, ¢) nulovid,

484, Zistite, &i hodnota funkeie f(z, y. z) = Sxtyz — Toyz + S5xyz? v bode 4 =
= (1,1, 1) v smere vektora 8i -— 4j -- 8k sa zvad3uje alcho zmenduje.

485. Nech f(z, y, z) = 2% -} 2%z 4- y%2. Vypotitajte: a) derivéeiu funkeie f
¥ bode A v smere Tubovolného jednotkového vektora, h) grad f(4), ¢) | grad f(4) |,

dj fgrad fIA)P, kde 4 = {1/}'5. 1/}'4, 11]'7).

V tulohdch 486 aZ 488 nijdite grad f(4).
486, f(z, y) =2 -y, A = (2.3).

A87. fla,yy = |4+ a Ly, A= (1,2)

88. f(z.y, 2) = xf(x* + " + 2%), 4 = (1,2.2).

489, Néjdite gradient funkcie f(x, ¥, 2) == 2? 4 %? 4- 2 — 2ryz v bode A =
=(1, —1,2). Uréte body, v ktorych je grad f(4) kolmy¥ na os o, a body, v ktorgch
$B TOVNA 0.

490. V rovine néjdite body, v ktorych sa gradient funkeie z = In [{1 4 zy)/x]
rovné (—16/9) i -+ j.

491, V rovine nédjdite body, v ktorych sa | grad f(4) | z funkeie z = (2® 4 y¥)312
rovnd 2.

492, Vypolitajte pomocou grad f(A4) derivdciu funkcie f(x, y, 2) = (22 + y? 4 22)37
v bode 4 = (1,1, 1) v smere vektora 2f — k.

493. Ndjdite uhol gradientov funkeil f(r,y. 2)=2% 4 y* — 2% a gz, y,2) =
= arcsin [z/(x + )] v bode 4 = (1, 1,]/7).

V tlohéch 494 a% 504 néjdite gradienty danych skalérnych poli. Pritom r je pole-
hovy vektor bodu X a a, b konétantné vektory., -

04, fiz, y) = 102% — 32 4 o°.

495, f(=z, y. z) = arcsin (z!VmT:l—_' gF)

496, f(X) = r%. 49%. f(X) = 5.

498, f(X) = 1/r. - 499, f(X) = 1/r%,

500, f{iX)=1nr. 5301, fiX)=r.a.

502, fiX)=a.(b xXr). 33, fiXy=(axr).(bxr).
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4. f(X) = (a.r)/(b.r).
505. Dokaite, Ze plati:
8) grad [f(X) + g(X)] = grad (X) - grad g(X),
b) grad [f(X) + C] = grad f(X),
¢) grad Cf(X) = C grad f(X),
d) grad f(X) g(X) = f(X) grad g(X) + g(X) grad f(X),
e) grad [f(X)]* = n[f(X)]*~ grad f(X),
f) grad flg(X)] = f'lg(X)] grad g(X),
kde f, g si diferencovateIné funkecie na mnoiine M a €' je konstanta.
V dlohéch 306 a 507 najdite hladiny daného skalérneho pola.
806. f(z, y) = (2z — y + 1)/2*
7. f(X) = o(A4, X) + p(B, X}, kde 4, B 86 dané rozne body priestoru,

2,3. Divergencia. Rotédcia

Majme pri zvolenom pravotodivem pravouhlom miradnicovom syetéme vektorovi funkein

troch premennyeh
(X) = LX)+ [(X) ] + S X) ks
pricom qukcia FX), filX), f(X), X = (2, y, 2) maji parcidlne derivicie na nejakej mnofine M

5
Ihvergenciou vektorove) funkeie f{X) nazyvame funkcein

afy | Afz 6‘_1’3

div f= 52+ 0+ 52 (1)

Rotdeion vektorovej funkeie fiX) naz,vame vektorova fankeiu

_{8fy _ Ofy ) ( afy ﬂ!a (5!: oh
&0 moiome symbolicky v tvare determinantu napisat
| i J .k
| & d a
el i Pl vl A @
! fl !I .r] L] fj j
Vo vektorove] analyze poufiva sa operdtor nable {Hamiltonow operdtor )
a d d
Vo= —Ef + 5971 + F [ 3
a d a
Ak operator V povafujerno za vektor so zlo2kami —— Fral il = = & pod sufinom zlodky 8 funkeiou
rozumieme derivaeiu funkeie, napr, —— . f = i{ , médeme vyjadrit grad ,ﬂX‘.l, div f{X), rot fiX)
takio

divf:-%+%+%’%=?.f,
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= (s (=)o (o v

Okrem operdtora nabla ¥ pouziva sa Eaplaceov operdior delta

&t at &
Sl = = g
Symbol Af(X) znadi - U
Y s
Y=g+ o5 G
Laplaceov operétor mono fermélne vyjadrit

8 8 é a 2 é

oYy
o i oA
“Bx‘+6y'+az"

Priklad. Nech w(X) = v(X)} 1+ vg{X) j_+ vyl X) k, X = (2, ¥, 2) jo vektorové funkeia troch

premennych, ktord mé spojité druhé parcidlne derivécie. Dokéfme, 3o platf

div [rot v(X)] = 0.
Ricfenie, Podla (2) mame

o= (5 -2+ (= 2o (2

oy fz dz axr &y
a podfa {1}
8 (v, B, 8 v,y 3 fév, vy
el = o (G = 5) o (F—w) (- 5 -

S SO i TP S o SO YR . SO
 dzdy  dzdz | Oyds | Oydx | dzdr  dedy O
Pritom ame poutili vetu 2 a 3 z &ldnku 1,7. '
Pozndmka. Formélne pomocou operdtora V mo#no tento prikiad riesit aj takto:
div [rot viX)] = V. (V x¥) = (7 x V).¥y = 0.¥v = 0
508. Vypotitajte div f a rot f funkcie f(X) v bode 4, ak:
Y
8) f(X) =ayi+ (2* — 22 ————k,
VI(X) =ayi + ”+'l=\7+3)
: e TR A — (T

A4 = (1,0,2),

¢) f(X) = e®i + sinx.siny.sinzj+ In(z +y + 2 k, 4 = (0, 2, ~1).
509. Néjdite divergenciu a rotéciu vektorovej funkeie f(X), ak:
8) f(X) = zy?%32i + 3§ — k),

b)f(X) = (yi + zj + zh}fVm' + 43 2t

V dlohach 510 az 529, kde r je polohovy vektor bodu X, @, b sti konStantné
vektory, « je &islo a f je diferencovatelng funkcia, vypotitajte:

610. div r. 511. div «r.

512, div (rfr). 513. div [fi(r) r].
514, div[a x (r x b)). 515. div [r(e X r)].
616, rot r. 51%. rot [f(r) r).

_
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518, rot (@ x r). 019, rot (a In. r).
620. rot (aer). 621. grad div (r*r).
522. grad div (r¥{a“x r)). 523. grad div (e lnr).
624, 4 1nr. 626, Arn.
526. A[(a x r)™].%) 527, Alalnr)
528, A4(In 7). 529. AA(r(a X r)).

Nech (X)), p(X) sh funkecie o f(X), g(X) vektorové funkcie viac premennych.
ilohdch 530 a% 538 dokéiite:

830. div (¢f) = @ divf + f. grad ¢.

831. div(f x g)=g.rot f — f.rot g.

532, rot (¢f) = @rot f — (f X grad ¢).

533. rot grad ¢ = 0.

634. A = div grad .

536. Af = grad div f — rot rot f.

B36. A(f.F) =r.Af + 2divf

537. A(gr) =r dp + 2 grad ¢.

638. div (p grad y) = grad ¢ . grad p + @dy.

*) Ak vektorovéd funkeis [(X) = f{X) ] + (X} i + [,(X) &, potom symbol 4ff X} 2nadi

ARX) == [Af1XN 1 + (40K 1 + [df{ X)) k.



3. ZAKLADY DIFERENCIALNEJ GEOMETRIE

3,1, Krivky a ich rovnice

Majme vekicrovi funkeiu skaléra r (¢) spojitu a jedno j.acinnmnénﬂ na intervale I =%, g5.
Mnozinu vietkych bedov M = 0 < rit) v rovine [v priestors], kde 0 je zadiatok nﬁrudmgovgt)u
systému, nazyvame jednoduchym oblikom. '

Dvs jednoduché obliky nazyvame spojengmi, ak aspoh jeden koncovy bod jedného oblika
sa zhoduje s koncovim bodom druhéhe oblika, )

Krivkou nazyvame taki mnozinu K bodov v rovine [priestore], ktord je alebo jednoduchym
obltkom, alebo sa sklada z koneéného poltu, prip. = postupnosti jednoduchych oblitkov navzajom
pospijanych. Ak mnotina K led{ v rovine [priestore), potom hovorime o krivke v rovine [prie-

Krivka ¥ rovine. Ak je rovinnd krivka K dand pri zvolonom pravouhlom siirarlnicovom systéme
v rovine vektorovou funkeiou skaléra

O = @) E+ i) o te e B,
ktord je na intervale <w, f) spojitd, potom rovnicu
u == p{t) (n
nezyvame parameirickou rovnicou krivky K.
Nech u = zf 4 yj, potom v zlodkdch parametrické rovnice krivky K sa
x = (),
¥ = it

kde g(t) & g(t) st spojité funkeie na intervale (e, fi-.
Ak maji rovoice [2) tvar

(2)

» =1,
¥ = fithy
kde f je spojité funkcia na intervale {=z, f, potom je krivka A dani rovnicou
¥y = flzl. {(3)

Ak je Lkrivka K v rovine dand pri zvolenom polirnom siaradnicovom systéme vektorovou
funkeiou skaléra '

rf?} =.ﬂ?) ", TE <t ﬁ}i

kde funkeia f(@) jo na intervale {«, > spojitd, pritom polpriamka uréené jednotkovym vektorom e
so zadiatkom v bode O zviera s polirnou osou uhbol @, potom rovaicu

p = g {4}

nazgvame rovnicon krivky K v poldrncm sdradniccvom systéme:
Ak p = f(¢) e, potom v zlozkéch rovnica krivky K v polérnom siradnicovom systéme je

e = flg). (5)

Pozndmka 1. Parametrické rovnice krivky K danej v polérnom siradnicovomn systéme
rovaicou g = flg) st v pravouhlom euradnicovorn syatéme

z = flg) cos ¢,

5 Zbierka dloh

e
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v = flp)sin g, (6)

@ € <«, f, pritom sdradnicové systémy maji spoloéng zadistok, kladné éast owi o, jo urcend
polérnou oson: & kladné éast osi o, polpriamkou ¢ = nf2.

Nech mé funkein Fiz, y) spojitd parcidlne derivdcie F (x, y), F,(2, ¥} na oblasti £2 a nech
exiatujo bod A = (z, y,) z oblasti 2, pre ktory plati Fix, y,) = 0, priom sapoit jodna z pareidl.
nych derivacil F- F. v bode A je rézna o nuly, potom mnotina K vietkych badov M = (z, y).
ktoryeh stradnice si riesenim rovnice _

Fle,y) = 0, ' {7}

j krivka. Rovnicu (7} nazfvame rovnicou implicitne dansy krivky K.

Priklad 1. V rovine je dand krufniea & 8 polomerom a & jeden jej bod A. V bode A zostrojme
dotyénicu d ku krugnici k. Nech bod € # O, kde O je druhy koncovy bod priemeru krufnice k
urteného bodom 4, je Iubovolnyg hod krufnice k. Na polpriamke OC

zostrojme bod M, pre ktory plati

ol0, M) = p(C, B},

kde B je priesednik tejto polpriamky s dotyénicou d {obr. 7). Zistime, Ci
mnofima vietkych bodov M takto zostrojenych je krivka a ndjdime
jej parametrické rovnive, :
Riekenie. Noch r = M — 0. Z kondtrukeie hodu M vyplyva
r=B—0. Z twho je
M=0+ p=0+(B—C}

Zvolme praveuhly siradnicovy systém v rovine tak, ako je na
obr. § & nech y, = ¢, kde ¢ js [ubovolné redlne éislo. Potom 4 =
{(2a, &) & B = (2a, t). Body M a C letia ne polpriamke OB, ktord
mé rovnicu

X=0+(B—DNu, nz,

dize
Obr. 5 X =0+ (2ai + tf)w

Beod € leti na krufnici nad prismerom Od, preto < O0CA = 90° & vektory ¢ — 0, C — 4 Ba
navzajom kolmé e plati
(C—4).(C—0) =1,
Pretoge plati
O =0 + (2af + () u,,
kde u, # 0 je parameter bodu O, dostanemse

C— 0 = 2o d + lujf

C e A = (U O) == (A — O0) = 2aud + tu,f— 20 =
= Ba{u, — L} i + tu,f.
Z podmienky kolmosti
(€ d) O —O) = 0 ,
vyplyva

[Zafa, — 1) i &t Jl o (2aud + tu Ji = 0,
4abu, — 1) u, - tul = 0. :

Kedéic u. # 0, méme
4a?
T |

—



tide
Pre bod M plati
M=0+(B—C)= a+=a(|-—-ﬁ%?)l+t(l ——-F)J

2a1t

¢ € (00, ).

kahmvifunkmr{l]--—-" st{z“""‘” ]uupomiliodnojodnomﬁni v intervale
:u—m,m],mnomnaﬂjnkﬁvka TﬁmknvhnmjnMMIojpummoké
204
T
t e (—o0, w).
8
H-m—"-
Vyladime parameter {, dostaneme
'Y zt — 2oy = 0

:-%,x,ﬁﬂ.

Po dosadeni do jeduej = parametrick§ch rovaic mdme
« "'—5’. {(2¢ —z) =0,
to je rovnica Dioklesovej kisoidy v implicitnom tvare.
Polarne rovnive Dioklesovej kisoidy dostaneme najjednoduchdie vtedy, ak v polérnom miradni-

covom asystéme zvolime za zadiatok bod O a polému os v polprismke (4. Poloime M = (g, @),
potom = pravouhlych trojuholnikov QAB resp. 0CA vyplyva

2a
cos

@n y@c = 2aco8 @

2a sin® @ .
c g = M psng,

e=g@s— 0~
dide
¢ = 2atg @ ein @,
kde ¢ e {—nx/2, w/2).

Erivka v priestore. Ak jo krivka K dané pri zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme
vokterovou funkeiou skaléra

Pty = @) i + 9it) ) + y() b te (a B,
ktord je na intervale (&, fi7 spojité, potom rovnicu
u = 1) {8)
naryvame parametrickou rovnicon krivky K. _
Nech u = 2l + yf + zk, potom v zlofkdch parametrické.rovnice krivky K sa
x = glt)
y = ylt) ®)
z = gxle),
kde (8}, wit) 8 x{t) & epojité Tunkeie na intervale {a, f>.
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Ak pro ka2dé { € (a, §)> plat{ ;
. . ap(t) + by(t) + cx() + d = 0, ;
prifom aspoid jedno = &siel a, b, ¢ je rézne od nuly a d jo Tubovolné éfslo, potom kriviku (9) na- ;
ryvamo rovinnou krivkou. Tato krivka led( v rovine ax - by + cz + d = 0. Ak krivka (9) nie je :
rovinné, nezyvemse ju priesforovou. .
Nech funkcie F(z, y, 2) & G(z, y, z) maji: '
1. spojité vietky parcidlne derivdcie prvého rddu v oblasti £2;

2, existuje napoil joden taky bod 4 = (zy, ¥y, 2,) = oblasti £2, pre ktory platf Pz, vo. 5) = 0,
H2p: Yy 2} = O & matics |
eF(dy GFld) oF(4d) ' ]

o ' oy ' oz

1
@A)  oG(d4) G4y 19
dr ' gy ' @z
mé hodnost 2,
Potormn mnodina vietkych bodov M = (x,.¥, z}, ktorych siradnice x, y, z mi rielenim rovnie
Flz, v 2) = 0, (11)

Gz, 9, 2) =0,
je krivka K (dand ako ﬁi'iani]: pléch). Rovnice (11) nazyvame implicitné rovnice krivky K.
Priklad 2. Zigtime, 3i rovmice
¥ =z, {12}
2¥ = .
el rovnicami krivky a ndjdime joj parametrické rovmice.
Riedenie. Parcidlne deu'iviuia funkeifl Fiz, y, 2) = y* —a, Gz, y, 2) = 22—y
eF BF oF g o oG
=="b =W =t Hm=h oy =Th o

g apojité v eelom priostore E,. Kedie bod 4 = (1, 1, 1} je riedenim rovnie Fir, vy, z} = 0,
Gz, ¥, z) = 0 & mation

—1, 2, 0

(o - o)

mé hodnost 2, rovnice (12) wrdujd krivka K.
Prvé z rovric {12] je rovnicou parabolickej valcovej plochy, ktorej os je rovnobeind s osou o,
# joj priemet do roviny R,, je parabola y* = z. Druh4 rovnica je rovnicou parabolickej valcovej L
plochy, ktorej oa je mvnubm 8 CBOU ¢, B jej priemet do roviny K, je parebols 2* = y. Krivks K ]I
Je prienikom tychto vah:avjch ploch, .
Parametrické rovnice tejto krivky méfems ndjet napr. tak, Ze poloiime z = 1, prifom dosta-
neme y = #, z =(#)* = ¢, Parametrické rovnice krivky K sd
r =10,
y= £,
z ={,
kde ¢ je lubovolné redlne dislo,
Krivka K jeo priestorova krivka, pretofe neexistuje nijakd trojica disiel (a, b, ¢), z ktorych aspoid
. jedno je rdane od nuly, a také &isle d, pre ktoré plati
: aff b8 4ok +d =0
pre vietky rodne &zla f.

V tilobAch 539 aZ 547 zndzornite krivky v rovine:-
539. r{t) =il -+ 83j, te(—o0, o).

- -
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840, r(t) = cos tl + sin¢j, £€ (0, 2.
B4l. r(t) = a(t —siné) i 4+ a(l — cost) J, te (0, o).
5M8. x =aocost, y=bsint, 0 <a < b,1e{0,2x).

3at? 4@ —1) 0, te(—co, ) (etrofoida).

MY e=yrp VY="11a@

544, o = ap, a > 0 (Archimedova §pirdla).

545, g=0a% a> 0 (logaritmickd Spirdla).

546. ¢ = 2a(1l — cos @), ¢ > O (kardicida).

547, 3(y + ¢)* — 2(z — ¢)® = O (semikubickd parabola).

548. Nech F(g, ¢) je polyném premennych g & g. Krivka, ktord mé v poldrnom
stradnicovom systéme rovnicu F(g, ¢) = 0, nazyva sa algebraickd Spirdla. Narysujte
tieto algebraické ¥pirdly:

8) ¢ = ajp (hyperbolickd Ipirdla),

b) ¢ = ap* — b, b = 0 (Galileiko dpirdla),

°) ¢ = af¢’,

d) ¢ =ajg ( Fermatova 3pirdla),

e) g =alp + b, b >0 (parabolickd &pirdla),
f) o=l

V Glohéch 549 aZ B62 vyludenim parametra zistite, aké krivky st dané para-
metri i rovnicami,

M9. z =241+ 1, y=1t—t--1, te(—co, )

B50. 2z =2 — 2t + 3, y=12—2t 1, te (1, o).

bol. x = asintt, y = bcos?t, L e {0, 2x).

B82. £ = a coshi, y = bsinh ¢, te(—o0, ).

553. Néjdite implicitnti rovnicu krivky

z=alntg (¢/2) +acost, y=asnt, te(0, x) (trakirisa).

Narysujte jul i
554, Vyjadrite kruZnicu 22 + y* = a? v parametrickom tvare, takZoc za parame-
ter vezmete smernicu tetivy prechddzajicej bodom 4 = (—a, 0).
555. Néjdite parametrické vyjadrenie Descartesovho listu 2® 4 y* = 3aaxy, takde
poloiite y = fx.
566. Dokéite, Ze tri rozne body Descartesovho listu leZia na jednej priamke vtedy
a len vtedy, ked pre ich hodnoty parametrov i, ty, ty plat f,f,dy = —1.
557. Najdite parametrické vyjadrenic:
a) lemniskdty (2? | y*)? = a®(z® — g%),
b) Lamého krivky (xfa)™ -+ (y/b)™ =1, a > 0,5 > 0, m je prirodzené Cislo.
658, Dokéite, ¢ kardioidu g == a(l + cos ¢) moino vyjadri€ v parametrickom
tvare rovnicami '
_ 2a{l — ) dat
TTaer YT awEE
569. Dané je parabola o rovnici y? = 2pz. Nijdite mnoZinu vietkych bodov
stimernych k vrcholu paraboly vzhladom na jej dotyénice. Zistite, & této mnoiina
je krivka a néjdite jej rovnice v pravouhlom & polirnom siradnicovom systéme.

te(—oco, oo) ,
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560. Z bodu 4 = (—a, 1), a > 0 zostrojte, polpriamku 4B, kde B je lubovolny
bod osi o, (obr. 6). Z bodu B na obe strany tejto polpriamky zostrojte isecky BY
‘& BN, pridom g(B, M) = o(B, N) = 9(0, B). Mnoiina vietkych bodov M, N v ro-
vine takto zostrojenych je krivka, ktori nazyvame strofoidsu. Najdite jej rovnicn
v pravouhlom & v polarnom siradnicovom svstéme.

Y

Obr. Obr. 7

561. Z bodu 4 = (—a, 0), kde a > 0 zostrojte polpriamku uréend bodmi 4, B,
kde bod B je Tubovolny bod osi a,. Z bodu B na obe strany tejto polpriamky zostrojte
tiseky BM & BN, pritom p(B, M) = o(B, N) = b, kde b je dané kladné dislo {obr. 7).
MrnoZina vietkych bodov M, N v rovine takto zostrojenych je krivka, ktoré nazy-
veme konchoidou. Najdite jej rovnicu v pravouhlom a polarnom sdiradnicovom
systéme,

562. Dand je kruinica (r — a/2)® 4 (y — a/2)? = 222 a priamka x + y 4
+ (3 -~ V?T) af2 = 0. V Iubovolnom bode kruZnice B # A = (—af2, —a/2) zostrojte
priamku, ktors prechidza bodom A a pretina dend priamku v bode C. Bodom B
vedte rovnobeiku s danoun priamkou a bodom € priamku, ktord prechddza zadiatkom.
Nech prigseénik tychto priamok je M
{poari obr. §). MnoZina vietkych bodov M
takio zostrojenych je krivka — Descarte-
sov list. Najdite jej rovnicu.
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563. Zo zadiatku O pravouhlého siradnicového systému zostrojte polpriamku,
ktora pretina dani kruZnicu z? 4 y® = 2ax, ¢ > O v_jej Iubovolnom bode B # O
(obr. 9). Na polpriamke zostrojte body M, N, ktorych vzdialenost od bodu B je
konStantnd, o(M, B) = o(N, B) = b. Mnoiina véetkych bodov M, N takto zostro-
jenyeh je Pascalova zdvitnica. Néjdite jej rovnicu.

564. Nijdite mno¥inu vietkych bodov M v rovine, ktoré maji konstantny sGéin a®
vzdialenosti od danych bedov F, = (—¢, 0), F, = (r, 0). Tito mnoZina je krivka,
ktorti nazyvame Cassiniho ovdlom. Néjdite jej rovnice a narysujte pripady a > ¢,
a<c¢, 8==¢

565. Najdite mno¥inu vietkych bodov M v rovine, ktoré maji od dvoch danych
bodov F; = (m, 0} a F, = (—m, 0) vzdialenosti- o(M, F\), o(M, F,), pre ktoré plati
e*(M, Fy) oH M, Fy) = co*(0, M) +d,

‘kde ¢, d st dané &fsla. UkéZte, #e tdto mnoZina je krivka (Perseova krivka ). Ukdite,
je pre ¢ = 0 dostévame Cassiniho ovaly, pre ¢ = 0, d = m* lemniskatu a pre d = m*
Boothovu lemniskidtu.

566. Najdite mno¥inu vietkych bodov M v rovine, ktoré maji od dvoch danych
pevnych bodov — chnisk F,, F, vzdialenosti o(M, ¥}, o(M, Fy), pre ktoré¢ plati

ag(M, Fy) + bo(M, Fy) = ¢,

kde @, b, ¢ st dané ¢isla rézne od nuly. Titn mnozine je krivka, ktord nazyvame
Descartesovym ovdlom. Néjdite jej rovmice. Ukaite, ie Pascalova zdvitnica je
osobitny pripad Descartesovho ovélu.

567. Na kruZnici s polomerom a zvolte bod 0. V druhom koncovom bode C
priemeru OC tejto kruZnice zostrojte dotyénicu. Z bodu O vedte Iubovolni pol-
priamku. Tito pretina kruinicu v bode A a dotyénicu v bode B. Bodom 4 vedte
rovnobezku s dotyénicon a bodom B rovnobeiku s priemerom OC. PrieseCnikom
tychto prismok je bod M (obr. 10). MnoZina vietkych takychto bodov M je krivka —
verziera. Napiite jej rovnicu.

c B
A A "M
S~
D *
Obr. 10

568. Najdite mnoZinu vetkych bodov v rovine, ktoré sti dotykovymi hodmi
doty&nie zostrojenych zo zadiatku ku kruZniciem s polomerom a, pricom ich stredy
lezia na osi o,. Tato mno¥ina bodov je krivka, kiord nazyvame kappa. Néjdite jej
rovnicu. '

569, Useika dliky 2a sa pohybuje tak, e jej konce sh nachédzajii na siradnico-
vych osiach o, o,. Néjdite rovnice trajektérie pity M kolmice spustenej zo za-
tiatku O na tsedku (obr. 11). Trajektéria je krivka, ktort nazyvame dtvorlistkovd
rufica.

570. Nit je namotansé na cicvke tvaru kruZnice 2 -+ y* = a®. Nijdite para-
metrické rovmice trajektorie opisanej koncom nite, ak sa nif odmotéva tak, Ze od
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bodu B (obr. 12), kde sa nit oddeluje od kruinice, zostdva v dotyénici ku kru¥-
nici & koniec nite na zafiatku pohybu bol v bode 4 = (a, 0), @ > 0. Trajektoria jo
evolventa kruinice.

=
H

N

Obr, 11 Obr. 12

571, Kru#nica 8 polomerom a sa kotila po osi o,. Nijdite rovniou trajektérie
daného bodu M kruZnice, ak na zadiatku pohybu bol bod M v zaliatku stradnico-
vého systéru. Trajektéria bodu M je oykloida. Napiate jej rovnice v parametric-
kom a implicitnom tvare.

572. Néjdite mnoinn vietkyoh bodov M v rovine, ktoré opiie da-n:? bod M
krugnice k, 8 polomerom r pri jej kotdlan{ sa zvonku (znttra) po pevnej krugnici k,
8 polomerom r, PreskGmajte a narysujte osobitné pripu.dy

1. epicykloida, r = a2,

2. epicykloida — kardioida, r = a,

3. hypooykloida — Steinerova krivka, r = a/3,
4. hypocykloida — asteroida, r = a/4.

573 Polpriamka, ktord mé zadiatodny bod v zadiatku O pravouhlého siradnico-
vého systému, rovnomerne sa otéda okolo zaéiatku O s uhlovou rychlostou w.
Néjdite rovnice trajektérie bodu M, ktory sa z bodu O pohybuje po dansj pol-
priamke rovnomerne rychlostou ¢ ( Archimedova &pirdla ).

574. Polpriamka p vychddzajica zo zadiatku O sa otéa v rovine okolo O 8 kon-
stantnou uhlovou rychlostou «. Bod P sa pohybuje po pulpnmke p rychlostou
timernou vzdialenosti o(0, P). Ukaite, Ze trajektéria bodu P je krivka — loga-
ritmick4 pirdla a ndjdite jej rovnicu.

V ‘tlohdch 575 af B8O zistite, & dané rovnice sG rovnicami krivky a néjdite jaj
parametrické rovnice. '

b7, '+ —1=0,2425—1=0.

676. 2y — 1 =0, yz +y —z=0.

b gy —1=0, z-{-y—z—ﬂ.

678. 2t —z+y=02"+z—1 =0,

579. 2% + 24 — 2z = 0, z = 2 arotg (y/x).

580, 32® 4 3y* — z =0, Inz — 3 arctg (y/x) = 0.
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581. N4jdite, akt podmienku musia spliiat koeficienty a,, by, ..., ay, by, ¢5, aby
krivka
x = ayp(t) + byp(t) + e x(f) + 4y,
y = ayp(t) + byp(t) + cax(t) + dy,

2 = ayp(t) + byp(t) + csx(f) + ds
lefala v rovine.

582. Najdite f(!) tak, sby priamka x = acost, y = asint, z = f() bola ro-
vinné krivka.

583. Dokaite, Ze krivka

a)x=sn2, y=1—cos2t z==2cost, {0, 2n),
byz=tj1 +8248), y=1/1+ 14+ 8), z=8)(l+#+4), te(—~ow, Oy
lezi na gulove]j ploche.

584, Nijdite parametrické rovnice krivky K, ktord je priesetnicou gulovej plochy
22+ 4 + 22 = r? & kufelovej plochy #? + y* — 22 =0, z > 0. Uké¥te, Ze tdto
krivka je rovinnd kruinica v priestore.

583, Najdite parametrické rovnice krivky, ktord je uréend prienikom valcovej
plochy (z —c)* +y*=1% ¢> 0 & gulovej plochy z* 4 y* | 2* =a?, priom
¢ + r < a. Preskiimajte osobitny pripad ¢ = r = a/2 — Vivaniho krivka — a zo-
strojte ju.

586. DokiZte, %e kolmy priemet Vivianiho krivky z predollého prikladu do
roviny R,, je ¢ast paraboly. '

587. Najdite krivku, ktord je prieseénicou rotainej valeovej plochy #* - y* = az,
a = 0 s kufelovej plochy z? + y* — 22tg? = 0, kde 24 = O je vrcholovy uhol
kuZelovej plochy (Vivianiho krivka na kulelovej ploche). Ukdite, %o pre § = m/4
je toto¥nd s Vivianiho krivkou na gulovej ploche.

588. Najdite parametrické rovnice krivky, ktord leif na rotainom paraboloide:
2 = 2% ++ y* & jej priemet do roviny R,, je Archimedova Epirdla.

589, Najdite parametrické rovnice krivky, ktord je prieseéntkom:

a) ploch y = 2%, 2 = &%,
b) hyperbolického paraboloidu z = 2% — y* a rotadného valea #* -+ y* = a?,
¢) parabolickych valeov 22 = a — x, y* = 2.

590, Uk4ite, Ze priesednica parabolického valea 2* = 4 — 2y s rotaénym valcom,
2% + (y — 1)* = 1 lezf na gulovej ploche. Nijdite parametrické rovnice tejto krivky.

591. Néjdite parametrické rovnice hyperholickej skrutkovice, ktord je prieseénicou
hyperbolického valea 2* — y® = a a plochy z =aln [(v + y)/(x — ). ¢ + 0. '

592, Dané =0 valcové plochy z? 4+ 22 =a?, y® 422 =5% a > b > 0. Nijdite
parametrické rovnice krivky (bicylindriky), ktord je ich prienikom. - '

593. Najdite rovnicu krivky, ktord opide bod pri svojom pohybe na rotatnom
valei 2% 4 ¢? = a?, vtedy ak je jeho pohyb zlofeny z rovnomerného pohybu po
kruznici 8 uhlovou rychlostou w a z prismodiareho pohybu v osi o,, pritom:

a} tento pohyb je rovmomerny,
b) tente pohyb je rovnomerne zrychleny, _
¢) rychlost tohto pohybu je priamo Gmerné prejdenej drihe.

594. Najdite rovnicu kuzelovej skrutkovice, ak viete, Ze ju opife bod M pri
rovnomernom pohybe po danej povrechovej priamke rotatného kulels, ktory sa
rovnomerne o okolo svojej osi uhlovou rychlostou w.
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595. Krivka je dani ako priesetnica kuielovej plochy x* + y* — z%tg?d = 0,
kde 23 je vrcholovy uhol tejto plochy a valeovej plochy vytvorenej logaritmickou
Spirdlou p = a sin § ¢*?, ktorej os jo rovnobeind s osou o,. Najdite parametrické
rovnice tejto krivky — kuielovej 3pirdly.

596. Najdite parametrické rovnice loxodrémy, pre ktori v sférickom sradnico-

vom systéme plati .
T P
g =alntg (T )

Dokiite, ze letf na gulovej ploche p = a a priemet jej tasti leZiacej na jednej poiguli
pri stereografickej projekeii je logaritmickéd &pirdla.

3,2. Ditka krivky a prirodzené parametrické vyjadrenie krivky

Nech K je krivka, ktorej parametrickd rovnica jo u == r(t), & (&, f». O krivke K predpokla-
dajme, #e pre fu necxistuji dva disgjunktné Siastoéné intervaly {ay, >, (g, fiy> intervalu /~, )
také, Ze im zodpovedajice 8asti krivky K spljvaju.

Nech D je delenie intervalu (a, B>,
Bty <y L g <hy=
Cislam delenia D zodpovecdajii na krivke K body A = Dy = O + r{tg)y Py=s0 4 rlly), ...,

Poy =0+ rltyq), B = P, = 0+ r(t,). Sttet dlzok usetiek PPy, PPy, ..., Py P,
S(D). Plati

L]
S(D) = > gPy.q, P).

fe=1

Krivka X jo rektifikicie schiypnd, alebo md difku, ak je mnoina vietkyeh sivicl (1) pre vietky
delenia I} intervalu {z, fi; ohranitend.

Cislo eup S(D) nazyvame difkou krivky K a oznaéujeme ho &{K).
¥eta 1. Ak krivka K v rovine mé pri zvelenom pravouhlom siradnicovom systéme para.
metrickil rovnicu .
= r(t) = @)l + it} ), te(a @

pricom funkeie @(f) & w(f) maji na intervale (a, f) 8pojité derivdcie, potom krivka K mé ditku
o plati

Y .
s(K) = f Voma + vl de= [irw|as )
z [+ 4

Veta 2, Ak krivka K v rovine mé pri zvolenom pravouhlorn strednicovorn systéme rovnicu

¥ = fiz}, pritom z € Ca, 6> a flz) mé spojita derivdciu f'{z) na intervale (g, b, tak krivka K -

mé dlzku a plati
b . .
s(K)= | Vi+ i dz, ' (2)
r .

Vots 8. Ak krivka K v rovine mé pri zvolenom polérnom stradnicovora systéme rovaiou
Eﬂ:j&pﬂﬁm @ € {1, @g> 8 f¢) mé spojitii derivieiu f'(¢) na intervale (@, gy, tak krivks K

o
oK) = f'Vm_w + g de. (3)
#

. e —

- a— - -

il - RS
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, Veta 4. Noch krivka K v priestore pri zvolenom pravouhlom stradpicovom systéme mé
' rovnieu rig) = @t} + () j + xlt) k, £€ <&, f>, pritom funkeia r(t} 4 ns intervele {(a, £
. .apojitii deriviacin, Potom krivka K mé dlzku a platf

g 4
oK) = [Vo™Hn + v+ x%0 de= f|ri|d (4)

Prirodzené parametrické vyjadrenie krivky. Majme krivku K, ktord mé parametrickd rovnicu
4 = rit), te (x, > a rydzo monotdnnu funkeiu ¢ = @(r) definovant v intervale (g, b}, priéom
a = pla), § = g(b). Potom rovnies u = r[@(1)], T € ¢a, b>, |» opif parametrickd rovniea krivky K
; 8 novym parsmetrom .

Nech krivka K mé dliku. Zvolme na krivke bod ¢ = O + rit,), kide & € {e, 7>. Uvaiuime
funkeiu, pre ktord plati

1
i a ==f P ()1 de, te lex, fid.
ly

Tato funkeia jo rydzo monoténna, preto k nej exiatuje inverznd funkeis ¢ = @{s), ktord je tak isto
rydzo monotdnna v intervale (——s;, 2,5,
Rovaicu

l v = rles)]
' nazyvamo prirodzenym parametrickym vyjadrenim krivky K.

Priklad 1. Vypoéitajine dizku krivky K, ktorej rovnira jo Fit) = sin fl + cos ¢j 4 Insin tk,
€ <m/2, 2w/3>. Néjdime jej prirodzené parametrické vyjadrenie.

Riedenie. Protodo r'(f) = eoa tl — sin#] |+ cotg th je ne intervale (m!2, 2m;3 spojitd funkeis,
pre kaZdé «, J€ (w2, 25/3, 2 < f plati

' B
, sl = fla’e?a"fﬁ: sin? 7 4+ cotg* vdr = fVi -+ cotg? v dr —
v ® ' @

: 3 , tg
: = [(iwinz) dr = [Intg (212 = In - -
: &

tg

W R 1T

/
Dizku krivky K dostanemo pre & = /2 8 f = 2a/3, Méme

: ~ In SB(EBL L
! -J{H:l— nl-gllrl;,hl] = In tg (w/3) = 2]113.

Hiadaejme prirodzené paremetrické vyjadrenic krivky K. Za bod C© zvolme bed € = O
| 4 r{wi2) = (1,0, 0). Poditajme

1
sty = }!; Voosi 7 + sind © + cotat 7 dr = In tg (£/2), pro kasdé 1€ (xj2, 2m/3 Této funkeis jo
- _ .

rydzo monoténna. K nej inverznd funkeia jo £ = 2 arctg %, pre kazdé s ¢ [0, (In3)/2>. Prirodzend
perametrické vyjadrenie krivky K jo

u = #in {2 arotg @} | + cos (2 arctg ©*) ] + In ain (2 arctg o) k,

po uprave
28 —t 2

i L R R

k.

S S —
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597. Nijdite dizku krivky (y — aresin 2)? = 1 — 22.%)
598. Ndjdite dlzku obluks Dioklesovej kisoidy (2a¢ — z)y® = 2*® v intervale
{0, 24>, kde z, < 2a. |

599. Néjdite ditku &asti t-r&ktnay x=aln- - Va — + Va’ — y* ohranite- :.
nej bodmi 4 = (0, @), B = (aln(2 _V') + a}/3 )2 ) i
800. Vypoditajte dlzku krivky p = a e, @ € <0, ad.

V tlohéch 601 az 607 nijdite prirodzend gmmetmké vyjadrenie krivky v rovine,
ak jo dany bod €, od ktorého poéitmne dltku krivky a krivku.

601. Semikubické parabola y* = 2%, C = (0, 0). |
1
f

602. Retazovka y = a cosh (z/a), U= 0, a).
603. Traktriss z = [a¥ — 3% +aln 27T l"‘:_’" 0 =10, a).

604, Evolventa kruZnice
z = a(cost 4 taint),
y=afsint —tcoat), C = (a,0)

605, Kardioida
r = a2 cos ¢t — caa 2f), .i

606. Archimedova #pirdla ¢ = ap, ¢ = (0, 0). :
607. Logaritnickd #piréla o = a *¢, € = (a, 0). '
V tlohich 808 a% 613 najdite dizku priestorovej krivky.
608, z =44, y = 612, z = 63, te (0, 1), '
609. x —acosi, y = asint, z=5bt, te {0, k.
610, x = e'cost, y = e'sint, z = ¢!, t€ (0, =).
611. z = cosh i, y = sinht, 2 =¢, L€ <0, ).
B12. z=¢t, y=c |2 Int, z=cft, te {1, 10).
613. Najdite dizku dasti krivky medzi dvoma jej za sebou iddcimi prieseénikmi
s rovinou R, , ak krivka m4 rovnice |
@ =a(t —sint), y = a(l — cost), z = 4a cos (t/2).
V tlohéch 614 a% 620 najdite dfzku krivky v priestore, ak je krivka dana rovnicami
a koncové body krivky sa A4, B.
614, z = T22% y==1822 4 = (0,0,0), B = (72, 18, 1).
616. y* — 82 =0, 22 — 92 =0, A = 0,0, 0), B = (2,3, 3). I
816 42 = (x |- 2)%, 42* + 3y? = 322, 4 = (0, 0, 0), B = (3, 0, 2}/3).
. 817. 28 = 2az, Oy® = 181z, A = (0, 0, 0), B = (2a, 8a[3, 2a).
618. y = V2az — 22, z =aln[2a/(2a — )], A = (0, 0, 0), B = (2, 3, 2).
619, 2* + 4 — ez = 0, y = x tg (z/a), 4 = (0, 0, 0), B = (arw/8, axn/8, aw/4).

+) Olohy na vypodet ditky krivky v rovine pozri aj tlohy 12671201 z 5,5/I1.

—
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620. y = arcsin (zfa), z = (a/4)In{{a -+ x)/(a — )], A ={0, 0, 0), B = [x,,
a aresin (Zofa), (a/4) In [(a + x,)/(a — Z,)).

V tlohdch 621 a% 624 ndjdite prirodzené parametrické vyjadrenie krivky.

621, Skrutkovice x = a cost, y = asiné, z = cf.

622. Hyperbolickej skrutkovice # = a cosh{, y = e sinh ¢, z == at.

623. Konickej dpirdly x = ' cost, y = e'sin{, z = e',

624. r(t) = cti + ¢ 2 Inif -+ a1k,

3,3. Doty&nica a norméla ku krivke v rovine

Nech krivka K v rovine mé parametrickd rovnicu u = rit), 1€ (o, 5. Bod P = O + r(t,),
kds &, € {a, 87, je regulérny bod krivky K, ak existuje derivécia r'{fy), pritom r'(fy) # 0. Ak bod P
1 nie jo reguldrny, hovorime, Zo jo ainguldrny bod krivky K.
i Krivka v rovine 8 rovnicou ¥ = r(¢) je v intervale ¢ € (a, i) hladké, sk derivdeia r'(2) je spojitd
na intervale (&, 5, a pre ka?dé te (a, > platd r'(t) # o.
Nech P = O + rity), @ = 0 + r(t), £ # & 8 body krivky K, pritom bod P jo regulérny bod.
Dotyénicou krivky K v dotykovom bode P = O 4 r(f) nazgyvame limitnd polohu seinice PQ
pret 4.
Normdiou krivky K v boda P nezyvame priamku kolmi na dotyénion v hode P ktord pra-
<hédza tymio bodom.
Vektorom dotyénice krivky K v bode P =0 + ri) nazyvame vektor z = p'(,)/]r'{t,)|
a vektorom normély krivky K v bode P vektor m = r.*)
1. Ak krivke K ma rovnicu ¥ = r(f) a bod P = O + r{ty) jo joj reguldrny bod, potom rovnica
dotyénies je
X = P + tr'{ty) (1)
! ® rovnica normdly je

.I-_P-{-m. (2)

2. Nech pri zvolenom pravouhlom stradnicovom s;rst.ém pln.t-[ v =zl + yj, rif) = up{i)! +

+ l(t) | P = (zy: yo), kde 2y = ?“u]'- Yo = Plly) & 20 = @'(i), ¥, = ’'(4). Nech bod P je regu-
l&rll)aﬂydﬂbog.n% j. aspofi jedno z Z,, ¥, je rézne od nuly. Potom rovnice dotyénice ku krivke X
v

=-Eg+#:l-.
Y =4 + yut
& rovnica normély ku krivke K v bode P je

(3)

€ = 2y — Y,
¥ =Y + l‘#.
Vyltidenim parametra ¢ z rovnfe (1), (2}, (3), {4) dostdvame rovnicu dotyénica

(4)

(X—P). rig) =90 (6)
alobo
(= —2g) 94— (y — 95) 2y = © (6)
& rovnicu normély ku krivke K v bode P
(.X Py. ek} =0, {7)
| iZe

! (3—=|}%+(?“F|}#-=0- (8)

*) V daliom texte budeme znakomn e @ oznadoval vektor, ktory je kolmy ne dany vektor a = fa,, a,}
a plat] profi'e = {—ay, 8,}.

I
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Akhivhxmimmuf=ﬂ=}.pobmbﬂd-?'- ﬁmﬁ-ﬂﬁlkwym?-
ak existuje derivécia f'(z,). Rovnice dotyénice y doataneme z rovnic (3}, (6) resp
{ih{BLll:pﬂhﬁms:-lnr:-.r{#ul(pomﬂfﬂl

3. Ak rovuics krivky K je F(x, y} = 0, potom bod P je jej reguldrny bod, ak aspofi jedns.
r derivdoil F (P), F(P} je rdzna od nuly, t. j. grad F(P) % o.

Rovnica dotydnice krivky K v joj reguldrnom bode P je

X = P < grad F(P)¢t (9}
& rovnica normdly je
X = P + grad F{P) . © (10
Vyltdenim parametra ¢ dostévame rovnicu dotybnios '
(X — P).grad F(P) = 0, (11p
dife )
(= — =) Fo(P) + (y — 30 FP)=10 (12)
a rovnicu normily ku krivke K v bode P
(X — P).grad F(B) = 0, (13
dide
(x — @) Fy(P) — (y — yo} Fu(P) = 0. (14)
4. Ak krivka K mé rovnicu g = f(gp), reep. r(g} = f(p) e{g), potom bod P = (gy, @,) jo regu-
lérny vtedy, .kupoﬁjodnuﬂmig.-ﬂ%}.o:-!’laliurﬂmwodnuly.mr’[ﬁ = Qo® +
+ -.:i . Nech jo r'(gy) = o 1+ gis,, (@. ¢ = ().
Rovnica dotyfnice ku krivke K v bode P je
(X —P).7lgy) =0, {15}
dife 1
(g, 08 (P — @) — @ 8 (@ — @) = gi. (18}
Rovnica normaly ku krivke K v bode P je
(X —P). (g} = 0, (a7
tite )
(s 008 (@ — @) + o 5in (@ — o)) = Qot- (18}
Nech & je uhol nenulovych vektorov ry = F(@g), Fa = F{g@g) v bode P. Potom plati
_ Tt T o n & = r..E'_ "1
= T - alaaer MO TR Vot
apre g, # 0 je

tg b — 22 (19}

5. Dltku doty&nice ¢, normély n, subnormaély s, & subtangenty », ku krivke K v jej regularnom.
bode P zavéddzame podobne ako pre graf funkeie (pozri 3,2/11). Ak pnrmmtriul:é rovmice krivky K
at = @(t), ¥ = () & v bode 3 (k) wite)) jo z, = @'(fy) # 0, ¥, = y'(4) # 0, potom plati

y. vy |

Ty

N £, =

Var+ v, n=-— (20).

’ + r;i: 5 = I et

Ak krivka K mé rovnitu r{g) = g{op) e, potom dlska dotyénice ¢ v reguldrnom bode P =
= (g Po)s kde gy = ¢(@,) # © jo olP, T'), {pozri obr. 13), dlika nprmily n v bode P jo o(P, N),.
dliks subtangenty s, je ¢{0, T) & subnormﬁly a, je p(0, N) kde T, N mi priesotniky priamky
kolmej na wlmorP-—-O 8 dotyénicou resp. normdlou.
Nech p'(@} = @i # 0, potom plat

'“1%'1’&%9‘?. n= Vol + o, “=To

P

] l‘- = i-'g:[‘ {21}

. !
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Priklad 1. N4jdime rovnice dotyénice a normély ku krivke N
a rovaicou rit) = ™ 4 (¢ —2¢) | v bode P = O + r(2). e~f{®

Riedenie. Poditajme r'(2), méme
F2) =201 + (37 = 2jlez = 4 + 10f # 0.

: Preto je bod P regulémy bod krivky. Podla (1), (3) .
: {8} rovnice dotyénice v bode P = (0, ﬂ}+{4,4}=[4,:?'?5

X = (4, 4) + {4, 10} ¢, te (—a, )

ToAD.
==4+4rr ¢
' —00, 0],
reap. _
{£—4) 10— (y—4d) 4 = 0, Obr. 13
tide

Br— 2y —12 = (.
Rovnicu normély uréime zo vztahov (2), {4) reap.-{8). Méme

f m————— =

FAP) = (82" — 4,8y}, = —86,
. - Fu(P) = (8y* — 4,52), = 7.5.

Z toho vyplyva, #e bod P je reguldrny. Rovnica dotynice lu krivke v bode P podla (12) jo
@— 1) {—6) + (y—2} 7.6 = 0,

.x= "' _1, — ¥
alobo (4, 4) 4 {—10,4}1, te(—wm, w)
z=4— [0, te(—wm ;
: € [—a, o
i y =4+ 4, '
. Tesp.
fx—4)4 + (y—4) 10 = 0,
Site
Prikisd 2. Néjdime rovnicu dotyénice a normély k Descartsovemu listu x* + 4® — 4,52y = O
v bode P = (1, 2). .
Riedenie. Nech Fiz, y) = 1* + y* — 4,52y. Poiitajme parcidlne derivécie F,(P) a Fi(P), mime
i

. 4-#—5‘3' + 8 = 0.
Rovnicu normdly ndjdeme zo vetahu {14)

1 (#— 1) 7.6 —(y— 2) (—8) = 0,
i
i

.

Side
br 4 4y —13 =0,

Prikled 8. Nédjdime ice dotyénice a normdly Archimedo irdly p = 2¢ v bode P =
= {2n, m). Vy'pobit-ljm:o dvﬂ'..l: dotyénice, :mrmﬂy,ymb‘hngent;:jn?bnuri&y v go:;a P.

) Riedenie. Bod P = (2r, w) je regulérny bod, pretote = 2n # 0, Politajme p,, méme o' = 2
| Prope (0, o). Rovnicu dotyduice k Archimedovej kpirile v bode P urdime so vatehns (16), ook

(2w cos (p — ) — 2gin (p — )] = 47,
Gie

o(sin @ — meos p) = 2 ot

—



80 | 3. Zdklady diferencidinej geomairis

'vmmmmmmqmgmumdm
nz—y+2nt=20
Pre rovniou normély k Archimedovej pirale v bode P podla (18} plat

o2 cos (g — ) + 2reinl{p—rnw)] =4,
tiZe
pl— sin @ — cos @) = 2m,

alébo v prialulnom pravouhlom siradnicovom systéme
z4 g+ 2n =20
Pre dliku dotyénice, normély, subtangenty a subnormély podla (21) plati
l:-ﬂn]"mi. niﬂVlT"wT,
g = 28, s, = 2.

V tiohéch 625 a 633 néjdite rovniou dotyfnice a normély k danej krivke v jej
bode P = O + Fify).

dat .
625. r——m{l-l-u'_' (wartm:hat}, tn—ﬂ.
2a 1 . o
626, r= m(l+Tj) ( Dioklova kisoida), ty = 1.
627, r=—2:—t{i -+ jcotg t), t, == w/4 (Dinostratova kvadratisa).
628, 2 = 4 — 5, 629, x = 2 cost + 3 sini, :
=‘l'. t"'—_ thz‘
y =1 —4, y= cost - 2sint,

630, x* +y* + 2y —8=0, P=(3, 1) .

631, 42% — 3zy® 4 62 — Bxy — 8y + %z + 14 =0, P = (—2,3).

832, (2 + y®) {y — 1)* — 5y* = O (Nikomédova konchoida), P = (4, 2).

833. (z* + y® — 22)* — 2(z* + y*) + 4 = O (Descartesov ovdl), P = (1, 1),

- 834. Dané je elipsa #%a? + y2/b? = 1. Najdite v jej Tubovolnom bode P = {%,, %)
rovnicu dotytnice a normély, Vypotitajte v jej Iubovolnom bode dlfku sub-
tangenty a subnormély.

V tloh4ch 635 a% 639 néjdite rovnien doty®nice a normély ku krivke K v jej
dsnom bode P. Vypotftajte dlzku dotyénice, normdly, subtangenty, subnormély
a uhol, ktory zviera doty®nica so sprievoditom dotykového bodu P.

635. 0 = 2(1 — cos @) (kardigida), P = (1, =3).

836. o = asin 2¢ (dvorlistkovd rufica}), P = (a, w/4).

637, ¢ = 2¢* — 1 (Galileiho spirdla), P = (1,1).

638. 9 = a |p + 2a (parabolickd spirdla), P = (3a, 1).

639. o = 2/ + 3 (konchoida hyperbolickej dpirdly), P = (4, 2).

6412]; Najdite normélu ku krivke z% = a%(a — y) [verziera) rovnobeZni s prismkou
¥ = .

641. Najdite doty®nicu ku astroide 2% + y¥* = a?*, ktoré mé najvidéin vzdiale-
nost od zadiatku.
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642, Nijdite rovnicu dotySnice v Iubovolnom bode Cassinihio ovélu a urdte podet
bodov ovilu, v ktorych je dotydnica rovnobe#nd s osou o, resp. osou 9, -

643. Néjdite normdlu ku kardioide p = a(l + cos ¢), ktord zviera s polérnou
osou uhol w/4. '

644, Dokdite, ie vietky normaly ku krivke z = a (cos ¢ 4 tsinf), y = a (sint —
- t cos ) 81 rovnako vzdialené od zadiatku,

645. DokdZte, %o dotyénica k cykloide v jej lubovolnom bode prechédza ,naj-
vysiim*“ bodom & norméla ,najni?&im* bodom vytvérajice] kruinice. Na ziklade
tohto poznatku opffte konStrukein dotyénice a normély k eykloide,

646. Dokéite, e dizka dsetky, ktori vytina dotyfnica v lubovelnom bode
astroidy %2 + y*® = a?® medzi stiradnicovymi osami, rovn4 sa a.

647. DokdZte, fe dotytnice ku kardioide ¢ = 2a(l — cos ¢) s dotykovymi bodmi
M, N, priom tseika MN prechédza zatiatkom O, st navzajom kolmé.

V tlohdch 648 af 661 ukaite, fe dané krivky sa pretinaji pod pravym uhlom.

648, :‘—y‘=ﬂ', xy=b‘.

649, (20 — y)2* =3 (a* + ) = B2y — 2.

650. p=ae®, p=be-v.-

851. ¢=aVaoa2ep , 0= bVainEqp, a# b

652. Ku krivke ¢ = f(¢) néjdite v jej Iubovolnom bode P ditku dotyénice,
normély, subtangenty a subnormdly, ak:

a) p = a*, a > 0 (logaritmickd #pirdla),
b) ¢ = a/@, a > 0 (hyperbolickd Apirila).

863. Dokdite, e logaritmickd Bpirdla s rovmicou g = e*® pretina polpriamky
idfice zo zadiatku pod rovnakym uhlom. '

654. Néjdite uhol dotyénice s polérnon osou & uhol normély so sprievodidom
lemniskéty ¢ = a [/2cos 2¢. Na zéklade tychto vysledkov opite komdtrukeiu
dotytnice & normaly k lemniskéte. :

855. Dokéite, Ze uhol dotyénice so sprievoditom Iubovoluého bodu P krivky -
¢ = a Jcos ng (sinusoidslnej dpirdly) je ng + /2, kde P = (g, ).

Upatnicou krivky K vihladom ns dany bod A s nazjva mnokina vietkyeh piat koimfe
spustenych z bodu 4 ne dotyénice krivky K.

V tlohdch 6566 a 662 ndjdite Gpitnicu krivky K.

656, Paraboly y* = 2px vzhladom na jej vrchol.

857. Paraboly y® = —2p(2 + 3p/2) vzhladom na taky bod jej osi, rézny od
ohniska, ktorého vzdialenost od direkénej priamky je p. ,

658. Kru¥nice vzhladom na Iubovolny bod roviny,

669. Epicykloidy vzhladom na stred pevnej kruZnice,

660. Rovnoosovej hyperboly vzhladom na jej stred.

661. Evolventy kruZnice vzhiadom na stred tejto kruZnice.

662. Logaritmicke] Spirdly p = a® vzhladom na poéiatok.

3.4. Asymptoty krivky

Majme krivka K, ktord je neobranidens, t. j. pre ke#dé dislo € > 0 existuje bod P na krivke K,
e g(0, P) > O.

4 Zblerke dloh

_
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Asymplotou krivky K nazyvame takd prismku p, pre ktord existuje taky neohranideny oblak K,
o
na krivke K, K, < K, #o postupnost {p(P,. p}n}  konverguje k nule, t. j.
=+ o0

pre kaidi takd postupnost (P, }:. bodov obliks K, pre ktord je
lim o(0,P,) = o (poeri obr. 14).

M= 0

K
B

ofP,

Obr. 14

1. Nech nechraniéend krivka K ma rovnicu v = rit), t€ J, kde J je interval (a, &) ({4, &), |
(o2, b, (@ 0))- Nech jo lim | r()| = o [lim [r(t) | = w, lim | (6| = oo, lim | r(t) | = 0]. |
-
Potom priamka s rovnicou X=4+d%]jo aaympt.otuu krivky K v rovine vte-:iy s len vtedy, |
ak existuji limity

rit) . pr y —
. B '.'. 1 ' - ﬂ = _ - 'ﬂ -
Resl 01 Lo (4—0) ()
Priamka s rovnicou X = 4 + a® ¢ je asymptotou krivky K v prieatore vtedy a len vtedy,
- ak existuji limity
' r(t) .
T ] ‘__I:;n+r{l X ( } X (3)

Podobne je to pre pripady ¢t = §_, ¢t -» —0, { —+0.

2. Ak mé neohranitend krivka parametrické rovnice x = qn{t], y = wit), t € J a nicktord z lim{t
lim g{t), lim p(t) je nevlastnk, potom priamka:
brtyt bevlo—

a) z = a jo asymptotou vtedy a len viedy, n,k llm w(t) je nevlastnd u. lim g@(t) = a
-ty ~+io+
b) y = b je asymptotou viedy a len viedy, a.k lim ®(¢) je nevlasind a lun pit) = b
f-styt t=styt
o) ¥ = kz + g jo asymptotou vtedy & len vtedy, ak existuju limity

lima [9(t)/ @(#)] = K, lim {y(t) — kelt)) = ¢-
{-=ty+ t-rdat
Podobne je to pre pripady ¢ —» §_, t - —o0, { —>00.
3. Ak nechranifend krivka mé rovnicu y = f(z), o ssymptote pozri Zlanck 3,12/11.

4. Ak neohranidend krivka mé rovnicu F(r, y) = 0, potom priamka az + by + ¢ = 0 jo
saymptotou viedy a len vtedy, ak plat

Flz, y) = ax + by + ¢ + Glx, yh {4)
prifom
lim Gz, ¥} = 0
pre T - -+ 00, y —» b, Tesp. ¥ — a, ¥y -+ L 0, resp. £ -+ 400, ¥ -+ + 00,

Ak krivka K je slgebraickd, t. j. Fiz, y) je polynoém vzhladom na primern r & y, asymploty
krivky K néjdeme tak, Ze:

_ |
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a) usporiadame polyném Fi(z, y) podla klessjicich moenin x a koeficient g(y} pri najvydlej
mocnine r polotime rovnym nule. Ak @(b) = 0, potom priamka y = b je asymptétou;

b) usporiadame polyném F{z, y) podle klesajicich moenin y a koeficient wp{x) pri najvysdej
mocnine y poloZime rovnym nule. Ak gla) = 0, potom priamka z = a je ssymptotou;

o} do rovnice Fix, y} = 0 dosadime y = kz & polyném Fiz, kx) usporiadame podla klesajicich
moenin r. Koeficient @(k) pri najvysie) mocnino x polotime rovnym nule a vypotitame disla k.
Potom dosadime y = k» + g do rovnice F(z, y) = 0 a rovnakym postupom ako predtym vy-
potitame k jednotlivim &Slam k 2isla g. Priamky y = kz 4 ¢ st asymptoty krivky K.

5. Ak mé nechranitend krivka K rovaicu g = flg), g€ J, prifom J je jeden z intervalov
ix, B), (%, a}, potom priamka p cos (¢ — a) = d je jej meymptotou vtedy a len vtedy, ak

lime | fig) | = @ Lo g

g=rx ey l.f'l'ﬂ | Hﬂ

Podobne je to pre pripad g — & —.
Ak ku krivke K s vovnicou &t = r(t), ¢ € J, pritom J je nekoneény interval, existuje taky bod 4,
e lim g(d, P) = 0, P = O + r{t), potom bod A nazyvame asymplotickym bedom krivky K.

i—l-:ﬁ
Priklad 1. Néjdime asymptoty krivky
B2t ],
ay = 1, z =0

Riedenie. Dang krivka je prieseinica dvojdielneho hyperboloidu s hyperbolického valea. Jej
parametrické rovnice doetaneme napriklad tek, ked polotime x = ¢, méme

o ={
y =1/, te |2 o>
. 2= 4 J T2,
. Gite —_—
r) =+ (nj+ VE—gE—1k
kde te <}Z, w). Uvazujme o z = Y — 2/ — 1 a poditajme limity (3), dostdvame
o tim AR QO VA2 — Tk
b B R £ B —2j8 1
=+ =2 — 1k i+k
m o= —- — == - — -
t [y -y 'B

(A —0) = a° = lim r(t) % a® = lim .V}- [-:—a+ (Vﬂ—;—l—-i)l""

F e o v

1 1 3
Polotme 4 = {a, b, c), potom 2 posledného vztahu méme
(af + b + ck) < [(F + k)T =0

b+ (c—a))—bk = 0.

Z toho vyplyva b = 0 a a — c. Jedno z tsiel a, b, ¢ méseme zvoli lubovolne. ZvaTlme a = 0,
potom A = {0, 0, 0} a hladané asymptota je

x =0+ {17, 0 1/)7}e
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Podobne sistime pro z = —Vt‘ w— 2/1* — 1, %o krivks mé druhQ asymptotu
X =0+ 7, 0, —1/J2}e.

Prikled 2, Nijdime asymptoty krivky
(@ — g} — 222 — 297 = O, (6)

Riefenie. Rovnicd. (8) je rovnicou algebraickej krivky. Usporiadajme Javii stranu rovnice {6}
podle klesajicich moenin x resp. y. Dostaneme

N2 Ry byt — 2y =0

yt— g2 229} 4 2t — 2zt = 0.

Koeficienty pri najvyisich moenindch z, resp. y 84 ply} = 1, plz) = 1. Z toho vypljva, fe
krivka nemé asymptoty rovnobeino so stiradnicovymi osami.

Poloims y = kz a dosadme do rovnice (6). Po usporiadani lavej strany tejto rovmice podla
klesajiacich moenin z dostévame

21— K3 — 221 + K%)= 0.
Polome keeficient pri z* rovnym nule, méame
{1—rP =0,

odkial
\&1.’ = 1, k’.i = =],

Hladajme preto asymptoty danej krivky v tvere y = ® + g, resp. y = —= + ¢. Dosadentfm
& y do rovnice (6} dostdvame

(o8 2% —2qz — ¢ — 223 — e + 2gz + @) = O,
dad(gt — 1) + 4guig® — 1) + ¢ — 2g8 = 0.
Poloime koeficient pri z* Tovnym nule, dostaneme .
| e -1 =0,

dids

odkial
: ql..’ = :E]..

Podobne pre y = — 1 g by sme dostali g,, = ::1. Dané krivka mé Btyri asymptoty y =
=zt l,y=z—1,y=—x+ 1, y = —=— 1 (pozri obr. 15).

Prikiad 8. Néjdime asymptoty trisektriey ¢ = afcos 3gp.

Riefense. Pre o = (2k — 1) /6, k= 1,2, ..., 6 jecoaSa = 0 o limita z ¢ pre ¢ - n/6 —
¢+ w2 +."¢ > Bxf6— p -+ Tr/8 4, ¢ = 312 —, @ + Llm/f +] jo oo, Podftajme limitu
—-H]n ﬂ-’fﬂﬂn‘ﬂw — a ., 1 -
'l g—=a I¢os™® 3¢ {(—3a pin 3¢) | 3 gy |MN3@|

d = ling
i

[ a
~ B(sin dx 3 [en((@F— D n/2]]

" Z toho vyplyve, e vietky asymptoty majé rovnakt vzdislenost od zabistku. Pretote vidy
dve asymptoty splyvaji {pre & = /6 a a = Tx/[6, atd, ...), namieato Eeatich asymptot doste-
neme iba tri, pridom ich rovnice si

g cos (p — nf6) = a/3,
geos(p —m/2) = a3,
pcos (g —On[8) = a3

=2
-5

{pozri obr. I6).

—
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Obr. I8 Gbr. 16

V tlohdch 663 aZ 691 néjdite asymptoty kriviek:
663. x = 11, y = tj(t + 1).

664. z = 3/(1 — 42), y = (t — 8)[(1 — 4e2),
665. = = 3at/(1 + ), y = 3at?/(1 + ).

666. x =t 4 e, y =2 + o~ ¥,

667. x = acosht, y = bsinht.

668, z = asin{, y = afcost + In tg (2)).

669, r = [£2/(t — 1}i + [t/ — 1)] .

870. £ = [t/(1 — 3] 7 + [l — 21 — £2)] J.

671, 2 4 y? = %2 672, 2%y + ay® = a?,

673, 2 4 of — a2 == 0. 674, 4° — 20 = 2t 1 42,

676. 2° + y* — 122y = 0. 676. #* + 2* + ytx — 1 = 0.

677, 2% 4 4 4 22 2t = 0. 678, ot — 2%t — 2pyl | 42 ) — .
679, op = a. 680. 0 = afl/p .

881, ¢ = a{l -+ tg ¢). 682. o =afp + b, b > 0.

683. ¢ = a cotg 2¢. 68L g =afsine + 5. b > 0.

685. ¢ = 2a (sin*¢)/cosy.

686, 2 = 2t/(1 — %), y = (1 — 1), z = (1 L+ B2 — ),

687. 2 = cosh?, y = sinh ¢, z = tgh .
688. x = 1/(2t), y=tjit + 1), 2 = ¢ —1).
689, 2 494 — 22 =<0, zyz =1, 600, ry =1, yz = 1.

=)
=]
o~

B+ — Baxy =0, z =28 4yt

3,6. Krivost rovinnej krivky. Inflexn§ bod

Noch krivka K v rovine mé parametrickd roviieu r{t) = ¢ F -+ pit) j te (& f 8 nech jo
hladkd v okolf 0(t,) tisla ¢, & (a, f). o
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K rivestou M{P) krivky K v rovine v bode P =2 O + rity) nazy vame Sislo B(£7), ktoréha absolatin
hodnota je

. @l
By - lim TS
PPy | lim )
kde @) je uhol L[=(i), t[i,]]\'oktcmv"!_dutg,-'ﬁn.[ﬂ v bodorh F oo € = ¢ + rit), t 0} o slf)
jo dlike Casti krivky zodpovedajicej intevvalu fo. t - eesp. <f, % (obr. /7). Krivest k(1)
krivky K je kladnd [zéporné], ak vektor a nor-
mély a krivka K v okolf bodn P legia v jednej
polrovine [dvoch polrovindch] urfene] dutyini- L)
cou krivky K v bode P. Jas

Obr. 17 Obr. 18

Polomerom krivoati r(P) krivky K v bode P nazgvamo tislo g

r (P} = (1

1
| k(P |

Neeh krivka K md v kazdom bode P = O - r(t), t € {a, # krivost k(P) == k(f). Bod M =0+
+ r{ty) sa nazyva vroholom krivky K, ak v isle £y je k(i) = 0 alebo k(i) neexistuje.

Inflexnym bodom krivky K naz¢vame taky jej regulirny bod P, Zo v jeho Tubovolnom okoli
existuji body krivky, ktorych odchylky od dotyénice***) v bode P maja rdzne znemienka
{(obr, 18). .

Veta 1. Nech krivka K mé parametricki rovnicu u == ri£),# € (&, ff>. Nech r'(t) a r'(f} st v okoli
Gisle ¢, € (2, B} spojité funkcie. Potom pre krivost k(P) krivky K v bode Py, = 0 + r(f) plati

L Plty) FTlEy) .
Py = st 1) (2)

Veta 2. Nech krivka K mé parametrické rovnice z = @(t), y = plt), ¢ € <z, fi>, nech jo hladké

v okoli O(ty) &ala i € (o, f) & nech funkeie ¢"(t) 8 y({) s tam spojité. Potom pre krivost k(Py)

krivky K v bode P, = (24, %) Kde 74 = @llg), Yo = wil), plati
Zaffe — Tee
Vi + g

Veta 8, Ak krivika K v rovine mé rovnicu y = f(2) & f"(z) je v disle x, spojitd, potom pre kri-

k{Pn.'l' = {3

Y
HP R T Iy | "l]
VT Vi g
o) Nickedy o8 definuje krivost £(P) krivky K ako k(P) = lim 203 :

vty BH
##} O uhle dvoeh vektorov pozri &,6/1. ¢
ees] O odohylke bodu od prismky pozri 4,8(1.
1) Vektor r = {—y, *}, sk vektor r = {z, y} (pozri flinok 3,3).
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Vets 4, Ak krivka X v rovine je dané rovnicou Fiz, ¥) = 0, bod P = (z,, y,) jo jej reguldrny
bod a druhé parcidlne derivacio F7,, F7,, F., 83 v bodo P spojité, potom pre krivost &{P) krivky
v bode P plati

1 FL., F.. F
HP;-—-"V??;'J; g | B Fu B &)
. ¥ i'F;' Fh, 0

Vela 5. Ak krivke K jo dané v poldrnom siradnicovom systéme rovnicou p = f(g) a ak (@)
)o spojitd funkcia v disle ¢, potom pre krivost k(F) krivky K v bode P = {0y, ) plati

1 . g
o + 20," — p,p4

Viet + g

Veta 6. Aby krivka K mala v bode P = 0 + r{ly) inflexny bod, je nevyhnutné, aby krivost
k¥ P) = 0, alebo aby neexistovala.

E(P) =

—. (6)

¥eta 7. Ak krivke K mé v bode P = 0 + r(ty) krivoat k(P) = 0 a existuje také okolie &iala ¢,,
dopret < je k(P) < 0[P} > 0]apre ¢ > ty je E(P) > 0 [k(P) < 0], potom bod P je inflexny
bod krivky K.

Nech krivka K & rovnicou u = rie), 2 € {a, &) ma v katdom jej bode P krivoat k() a polomer
krivosti r = #(P), pridom &(P) [r(P)] je spojité funkeia prircdzeného parametra &, Potom rovnicu

. k= Pla), [r = ¥(a)] {7
nazyvame prirodzencu revnicou kriviy.,
Priklad 1. Néjdime krivost cykloidy

r{t) = a{t—sin ) | + (1 —cost) J, a = 0
v bode P =0 + r(n).

Riedenie. Vypotitajme derivédcie:

rin) = al( —coa ) i + sin tli=w = 2al,

r(n) =a [8in & + cos 1;][-.-11 = —aj.

PretoZe | r'(x) | = 2a & r'(n) = —0I + 2aj, podla (2) méme
_ o). {(—a)) 1
W= "

Priklad 2. Néjdime inflexné body krivky 2y + = 4+ y=0
Riefenie. Poditajme parciélne derivécie funkcie Fix, ¥} =2y + x + y. Mdme
Fi=y'+1, F,=2sy+ 1,
Fl.=10, F, = 2y, Fo = 2z,

Pretode pre kafdy bod P = (z, y) roviny je F, # 0, viatky body krivky si reguldrne. Preo krivost
tejto krivky v jej lubovolnom bode P = {x, ¥} platf

. 0, 2y, ¥+ 1
(P = ———— . 2y, 2z, 2ay + 1|,
T IpEe T i
Vit P+ (2zy + 1PP |ys+1‘ 22y + 1, U|

Poloime k(P) = 0, dostdvame

2(y* + 1) (3xy? — 2 + 2y) = 0.
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Hladené infloxné body ndjdeme rieSenim systému

ot 4z4y=0,
(W -+ 1) (Bay*— 2z + 2y} =0

alebo

oyt zby=0 I

3xy? —x + 2y = 0,
ked#e y* 4 1 # 0.

Nésobeniny prvej rovnice —3 & pripoéitanim k drubej méme
—de —y = 0. (

Z toho

§ = —iz
8 po dosaden{ do prvej rovnice aystému dostaneme ;
16* — 3z = 0. ‘

Rietienim tejto rovnice s dsls 3, = 0, z, = |/3/4, z, = —|/3/4. Rie.
sonim dansho systému st dvojice: (0, 0), (3:4,—}/3), (—)/3/4,}/3). |
Najdime dotyénicu v bode = (0,-0), méme y—0=—1(z—0},
Obr. 19 tite y = —u. '

Prea:::fl_lﬂy-—a:.‘.'.hnﬂ:-:py'a-bmjyknvkyaﬁpuddut}rmmou,pmz{l};ayn—:{ 1
< —z —-z3* & hody krivky s nad dotyénicou. Bod O = (0, 0) je inflexny bod krivky, Podobne, l

mo¥no ukézat, 40 aj body 4 = (314, =V ), B = ()34, |3 ) avt inflexné body krivky (poari .
obr 19).

V tlohdch 692 aZ 699 néjdite krivost k krivky v danom bode 4. |
692. y =22 —z, 4 =(1,0).

693. y =2 — 622 + 11z — 6, 4 = (L, 0).

6, y=Inz, 4= (e, 1).

695, y =sinz, 4 = (%/2, ?).

696, x = t* 4 2, y = 3t — 2, A md parameter {5 = 1.

697. (x —y)t=2541 4= (0,1).

698. r(t) = a cos¥i + a sin®j, A mi parameter t; — w/4, |
699, o* = a?coa2¢p, A = (0, a). |
V tlohdch 700 aZ 702 ndjdite polomer krivosti ku krivke v danom bode. iI
700, y =%, A =(2 4)

701. 22 = dpy, A = (2p, p).

702. y = cos z, A = (/4 Y2 /2). |
V tilohéch 703 aZ 718 ndjdite krivost krivky K v jej Tubovolnom bode.
703. y = afx.

7M. y = alncos {:c,'a}

706. Elipsy r(t) = a cos i + bsinif, te €0, 2x).

706. r(t) = a{ln tg ¢{2 + cos f) i 4- a sin tj.

707. Hyperboly 2 == a cosh t, y = bsinh ¢,

708, Evolventy kruinice x = a(cos ¢ + ¢8in ), y = a(sin ¢ — fcost).

S ———



3,5. Krivost rovinnej krivky. Inflezng bod 89
L

709. Cykloidy z = a(t ~ sin ¢), y = a(l — cos ¢).

710, z = a(2 cos t — cos 2), ¥ = a(2 sin ¢ — sin 2¢).

711. Epicykloidy resp. hypoeykloidy z = a(l 4+ m) cos m¢t — am cos (1 + m)t,
¥ = a(l + m)sin mé — amsin (1 4+ m) L.

712. Semikubickej paraboly 3ay® = 225,

713. Konchoidy zy2 = (a®* — 3*) (b + y)=.

714. Asteroidy 22" + 3% = o203,

715. Archimedovej &pirdly p = agp.

716. Logaritmickej 8pirdly o = aeb?,

717. Kardioidy p = a(l + cos ¢).

718, Lemniskdty p* = a® cos 2¢. .

V tlohdch 719 a% 723 nsjdite vrcholy krivky K a minimilny resp, maximdlny

polomer krivosti.
719, y = 2 — 2. %20. y = In«.
721. z = at — bsint, 722. V2 + |y = a.

y=a-—beost, a>0 b>0
723, ¢ = a sin® (¢/3). :
724. Dokdite, Ze polomer krivosti retazovky y = a cosh (z/a) v danom bode
a) je Umerny stvorcu y-ove] siradnice tohto bodu,.
b} rovn4 sa dftke normily v tomto bode ’
72b. Dokdite, Ze polomer krivosti cykloidy » = a{t — sinf), y = a{l — cos t)
v lubovolnom jej bode rovna sa dvojndsobku dlky normaly v tom istom bode.
726. Dokézte, Ze polomer krivosti logaritmickej &pirdly ¢ = ca® v jej Iubovolnom
bode rovné sa dizke normély v tom bode.
V tlohdch 727 a% 734 ndjdite vietky inflexné body dangch kriviek.
727 r = (' 4 &%) | - 262 |
728. Skrétenej cykloidy (trochoidy) z == at — bsinf, y = a— beost,a > b > 0,

729. 2 4 P — 2% = 0. 780. z* + y* + Baxy + a® = 0.
781. o = af|y. 732, g = 2a cos ¢ + b.
733. peos® p — 1 = 0. 734, p + a(l — tg ¢) = 0.

73b. Dokdite, e vietky inflexné body skrétenej cykloidy z = at — b sin ¢, ¥ =
=a~—beost, a > b > 0 lefia na jednej priamke.

736. Dokdite, e inflexné body vietkych konchoid ¢ = afsin ¢ + I, kde a je
tlslo a 1 je kladné &fslo, lezia na Neilove] parabole y® = 2az*.

V dlohdch 737 a% 745 nijdite prirodzené rovnice krivky.

737. Retazovky y = a cosh (zfa).

738, Semikubickej paraboly y* = 23

739, y = —a In cos (x/a). .

740, Cykloidy r = a(t — sint)/ + a(l — cos?) j.

741. Traktrisy * = a In tg ((/2) 4 a cost, y == a sin {.

742. Steinerovej krivky = = 2aoost+aom2l,y_r= 2z sin ¢ — a sin 2L,

743, Logaritmickej §pirdly g — a®.

744, Kardioidy ¢ = 2a(l — cos ¢).
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745. Krivka K je dané prirodzenou rovnicou r = f(s). Ukaite, %e parametricks
rovnica krivky je r= f cos a(s).dsi + f sin a(s) dsj, kde «(s) = [ 1/rds je uhol |
doty¢nice krivky K s osou o,

V tlohdch 746 az 748 je dans prirodzend rqovnica krivky K, néjdite jej para.
metrické rovnice.

746, r = ma. 7. r = a + stqt.

748. 1% 4 5% = 16a2, |

3,6. KruZniea krivosti krivky. Evolita, evolventa

Krufnicou krivosti krivky K v bode P budeme nazyvat krufnieu, ktori dostaneme ako limitnd

polohu kru#nice prechadzajice) troma bodmi P, P, P,, ktoré nelezie ne jednej priamke, ak P,
a P, konverguji k bodu P,

Kruinica krivosti krivky K v jej bode P:
1. mé 3 krivkou K v bode P spoloéni dotyénien,
2. mé v bode P krivoaf rovnajicu sa krivosti krivky K v bode P.

Btred § kruZnice krivosti na.:jwnmamsdmn krivoati a jej polomer je polomercm keivostl krivky
v danom bode (poezri tldnck 3.5).
Ak jo krivka K dand pammetrmky rit) = xi + yj, kde x = @1}, ¥ = {t) a v reguldrnom bode
P = (24, ¥5) = [@lty), 4l}] je krivost k(P) # 0, potom pre stred krivosti § = (m, ) a polomer
lati

k ti
rivosti r p it + y.’}
m = Zofs — Zays |
. ro(x + 3’-”
R e a
1 Ve ey

MPY g —aide,

Ak je krivka dend rovnicou y = f{z), tak pre stred & = (m, n) a polomer krudnice krivost

v bade F = {x;, y;) plat{
vill + ya®)
— PR
1 o3

no=yy + ;—IF__ * =t

L Va e

!

Poznémka. O strede krivosti pre krivku dani implicitne alebo v polirnych siradniciach
pozri v tlochéch 7535 a 748,

Priklad 1. Néjdime krutnicu krivosti krivky y = Inx v bode P = (1, 0).

Tiefenie. Kodie ' = ljz a y* = —1/a3, pre atred & = (m, n) a polomer » krudnice krivoeati
podla (2) doataneme :

% .
N (T AT | ,
=
Rovnica hladanej kruZnice krivosti je (x — 8)% + {y + 2)t =

— |




i 4,6, Kruinica krivosti krivky. Evolita, evolvenia 01

1 Evolita. Evolventa. Mnofinu vietkych stredov krivosti danej krivky K nezgvame evolifou
1 kriviy K. Ak je krivka K dané parametricky z — @i}, v = pit), potom pre evelitu plati
wnle? ) + ) 3)
@) v — @y’
@' (8) [@7(8) + p*(t)] '
P v — g ) i)
Pozndmka. O rovnici evolity krivky danej indd ako paremetricky pozri v dlohdch 774a 774,
Ak krivka L-jo evohitou krivky K, tak krivku K nazyvame evolveniou krivky L (obr. 20).

Yeta 1. Dotyénica evolity je normdlou evolventy.

z = () —

I ¥ = plt) +

¥eta 2. Ak obhik K, evolventy nonbnhuja' vrcholy, tak diZka
prisludného oblike L, evolity sa rovnéd rozdielu polomerov kri-
vosti v koneovych bodoch oblika K, evelventy.

Priklad 2. Néjdime rovnice evolity krivky danej parametricky L
x =1, y = 1%/2, t€(— a0, o).
Riedenie. Potitajms derivécie

P =1 PO =t PUW=0 ¢ =1

Obr. 20
: Parametrické rovnice evolity podla (3) sd
I ' ' 2
| _ I s
_ z =i i—% -3,
; ® {14 3¢
i y=3+t7—¢ ~ 3 T" .
Vylitenim parametra ¢ dostaneme rovnicu hlsdanej evoliity v tvare g

i 2728 = 8y — 1),
V tlohdch 749 aZ 764 ndjdite kruZnieu krivosti krivky K v bode P. .
9. z =1t P=(1,1), 700, x = 2(t — sint), P = (2%, 4),
y = : y = 2(I — cost).
761, x = cost 4 tsint, P = (n/2,1), =pa. y=\|z, P=1(,1).
y=1giné—1{ cost
753, y =e*, P — (0, 1), 784, y = In?z, P = (1, 0).
756. Dokéite, fe pre stred krivosti 8§ = (m, n) krivky danej implicitne F{z, y) =0
v jej reguldrnom bode P = (x,, y,), v ktorom k(P) # 0, platf
" _[ _ FFR A FY
=% F;’F;x_EF;F';F;r+F:'trw.E-I|,

n=y—[ LA Y -
B )

7566. Dokéite, %o pre stred § krivosti krivky, ktor4 mé rownicu v polérnych
siradniciach p = f(p) & v regulérnom bode P = (g, p,,) mé krivost k(P) # 0, platf

‘3 - e ‘2
§ = 04 00" — e 2ol + eo’)
e + 200° — 0o00 (o) o6 + 200" — 002

B o= e

ra i‘ ("Pﬂ}'
[t}
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V filohach 757 aZ 760 ndjdite stred krivosti krivky K v bode P.
67, 2y = a®, P = (a, a).

758, 4t = z-"'”

769, p = a{l + cos @), P = (n/2, a).

760. ¢ = a cos};, P = (n/3, af8).

V tlohdch 761 a% 765 ndjdite kruZnicu krivosti danej krivky v jej bode P,
761. Descartesov list 23 4- y* — b2y = 0, P = (3, 3).

762. Lemniskita (2? 4 3%)* — 2a%® — y?) = 0, bod P je jej vrchol.

3. 2 + |y =)a, P= (a4, a/s).

764. Archimedova Bpirdla g = agp, P = (0, 0).

765. Logaritmicka Spirdla p = c 0%%, P = (w/2, ¢ e"712),

V tlohach 766 aZ 773 ndjdite evolaty danych kriviek.

766. Elipsa » = acost, y = beint.

767. Hyperbola & == ¢ cosh !, y = bsinht

768, Cykloida z = a{t — sint), ¥y = a{l — cost).

769. Evolventa kruimoe z =alcost + tsini), y = alsin t — t cost).

770, y = 5. .y =Inx

772, y = sin 2. 773. y = a cosh (z/a).

774, Nijdite rovnicu evolility krivky K v rovine. ak jej rovnica je F(z, y) = 0.
V dlohdch 775 aZ 778 ndjdite evohitu danej krivky:

775. Paraboly 3* = 2pz.

776, Asteroidy z%® 4 y¥? = g?®,

777, Dioklovej kissoidv »® — y*(2a — x) =

778. Traktrisy x = aln[(a + | % — 42)jy] — Ja? — 2.

779. Nijdite rovnicu evolaty krivky v ruvine, ktord méd rovnicu r = f(p) e(g).
V dlohdch 780 az 783 ndjdite evoliutn danej kiivky:

780. Archimedovej pirdly ¢ = ag.

781. Logaritmickej 8pirdly p = a ™

782, Kardioidy ¢ = a{l + cos ¢).

783, Néjdite evolitu kruznice 2® ¢ = %,

784, Akd podmienkn musi spliiaf parameter o logaritmickej fpirdly p = ca®,
aby jej evolita bola t4 ist4 &pirsla.

785, Dokdite, Ze evolata epicykloidy (hypocykloidy) je opit epicykloida (hypo- ,
cykloida) podobné danej krivke s koeficientom podobnosti 1/(1 + 2m) a ototend ‘
vrhladom na deni krivku o uhol m . (Pre hypocykloidu je m < 0.)

P=(-a, O

3,7, Singuldrne body kriviek

A. Nech krivka K mé parametricki: rovnicu v == r{t), t € {a, b>. Bod P = 0 4 r(;) nazyvame
singuldrnym bodom krivky K, ak rf{f) == o alebo r'(f;) neexistuje.

Ak v bode P je ritg) = rlf) = ... = r*=Ui) = g, rg) # o, potom bod P sa nazgvs
nepodsiaine singuldrnym bodom.

——




p———
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3,7. Singuldrne body krivick 03

Rovnica dotyénice ku krivke K v nepodstatne singulérnom bode P je
X = P 4+ 7, %) (1
Rovnica norméaly ku krivke K v rovine v nepodstatne singulirnom bode P je

X = P+ r'™(t)t, t&(— o0, co). {2)

Nopodstatne singulérny bod P krivky K v rovine je bodom vratu prvého [druhého] drubu, ak
v kazdom dostaioéne maelom okoli O P) bodu P letia body krivky K po cboch strendch [g:vo
jednej strane] dotyénice®®) a po jednej strane normély ku krivke K v bode P (obr. 21a, 21b).

Gbr, 21

Nepodstatne singalérny bod krivky X v rovine je inflexnjm [oby&ajnym] bodom krivky K,
ak v kazdom dostatofne malom okolf 0P} bodu P, lefia body krivky K po oboch atrandch
[po jednej strane) dotytnice a po oboch strandch normdly ku ivke K v bode P (obr. 2Ic).

Veta 1. Nech n je réd prvej nenulovej derivécie #™(f) a p jo réd prvej = derivaeil r'*'(t), p > o,
pre- ktorll jo r™(t,) . r®(t;) # 0 v bode P = O + r() krivky K. Ak n je parne &islo, potom
pre p nepérne [parns] je bod P bodom vratu prvého [druhého] druhu. Ak n je nepérne dislo,
potom pre p nepirne [parne] je bod P inflexny [oby2ajny] bod krivky K.

Priklad 1. N4jdime s preskimajme singulsrne body krivky K & rovnicou r = £ 4 it +1% 1

Riedenie. Hladajme singulérne body krivky K. Kedfe derivécie r'(f) = 201 4 (48 + 8t4) )
existuje pre ke2dé islo ¢ € (— o0, %), krivka K mdie maf ibe nepodstatné singuldrne body.

Poloime r'{f) = o, dife
20 + (4 + 68%) | = o.

Z toho mémo jediné riesenie f, = 0. Poditajme vysie derivécie funkeio r, dostaneme r(t) =
— 20 + (1263 208 j, £7(¢) = (24¢ + 60/} J, P9 = (24 4 1208) J. V bode P =0 + r(0) je
F(0) = o, r(0) = 2, r(0) = o, F¥(0) = 24). Dalej jo r"(0).77(0) = 0, r(0).r (0} = 2
(—24l) = —48, fido n = 28 p = 4.
Krivkas K mé jediny singuldrny bod P = {0, 0), ktory je bodom vratu druhého druhu.
B. Nech krivka K v rovine jo dand rovnicou F(z, y) = 0.
Bod M = (z,, ¥,)» pre ktor§ plat(

aF (M) =0 OF(M)

ox ' oy
pridom v istom okolf bodu M je aspoi jedna = tychto derivéeif rdana od nuly, nazyvame singu-
ldrnym bodom implicitne danej krivky K.

Nech v singulérnom bode M = (x,, ¥,) krivky K s rovnicou Fz, y) = 0 existuju parcidine
derivacie n-tého radu funkeie F(z, y), pritom vietky parcidlne derivdcie nisich rédov ako n

F(M) =0,

.I O vektore r pozri &lénok 3,5, .
sy Kvoli jod ati hovorime o strandch dotydnice resp. normély, pridom pod ¥ym rozumieme
polroviny dotyénicon roap. normélou.
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sa v bode M rovnajti nule & aspofi jedne z n-tych parcidlnych derivéeil v bode M je rézna od nuly,
Potom bod M nazyvame n-ndsobnym bodom krivky K.

Xech v lubovolnom okoli n-ndsobného bodu M krivky K letia body krivky K. Detyénicou
krivky K v bode M nazgvame prismku, ktord prechidza bodom M a pre jej ubol a 8 osou o,
plati

[%m x + w‘;—i—m u]. FM) = 0.9) )

Prismku kolmu na dotydnicu krivky K v n-ndsobnom bode M nazyvame normdlou krivky K
v n-néscbnom bode M, . ’

Nech krivka K mé v dvojnésobnom bode M dve rézne dotylnice, potora bod M nezyvame
uzlom [uzlovym bodom] (obr. 22a). Ak krivka K nemi v dvojndsobnom bode M dotyénicu, nazy-
vame bod M izolovangm bodom. Nech krivka K mé v dvojnésobnom bode M jedind dotytnicu,
potom bod M nazyvame:

a) bodom vratu prodho {druhého) druhu, ek v katdom dostatofne malom okoli Oe(M) bodu M
lefia body krivky K po oboch strandch doty?nice [po jedne]j strane dotyénice] a po jedne] strane
normaly v bode M;

b) bodom samodotyku, ak v kefdom dostatodne malom ckoli 0,(M) bodu M lezis body krivky
po jednej alebo oboch strandch dotyénice s po oboch stranéch normély v bode M (obr. 225b).

) Qbr. 22

Vets 2. Nech krivka K 8 rovnicou Fiz, y) = 0 mé v bode M dvojnssobny bod. Ak je 4 =
—= FL(M) . Fl(M)— F; M) zdporné, bod M je uzol. Ak je 4 kladné, bod M je izolovany bod.
Ak A4 = 0, bod M méte byt bodom vratu prvého alebo druhého drubu, dalej bodem samodotyku
aleho izolovanym bodom krivky K.

Ak krivka K s rovnicou F{x, y) = 0 je algebrickd krivka, ktord ma v zatiatku O siradnicového
systému regularny bod, potom rgvnicu dotyénice v bode O lu krivke K dostaneme ¢ rovnice
Fiz, y) = 0 vypustenim véetkych &lenov, ktorych stupeii je vyBsi ako 1. Ak najniZil atupen
n-tlenov polynému Fiz, y) je vydsi ako 1, potom je zafiatok O stradnicového systému n-nasobnym
hodam krivky K. Rovnice dotyenic v bode O, ktory je n-ndsobngm bodom krivky K, dostanemo
# rovnice F(z, y) = 0 vypustenim véetkych ¢lenov stuphia vydsieho ako =,

Priklad 2. Najdime singulérne body krivky s rovnirou
e ,a.l__ﬂx‘a_.y'+9.r+8y-—12={}. {3}
Riedenie. Pre singularne body danej krivky musi podia (3) platit

Fia, y) — 45 + 823 — gt = Bx + Sy — 12 = 0,
Fiiz, y) = 322+ 12z + 9 = 0, )
Folz, y) = —2y + 8 = 0.

* Vyznam wedeniho aymbolu pozri v dlénkn L7

—
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Rietenim pmlndn}ch dvoch rovnfc systému (6} jez, = —1, y, = 48 x, = =3, y, = 4. Do-
sadenim do prvej rovnice systému (8} zistime, fe ibe dvojica {(—1, 4} je riefenim systémmn {6}, totiz

Fi—lL,4)=—14+8—16—9 + 32 —12=10,
F(—3, 4) = —27 + 64 — 16 —27 + 32— 12 =4 # 0

Singulérny bod danej krivky K je teda bod M = (—1, 4}. Zistim=. o aky singularny bod ido. Po.
itajme preto druhé parcidlne derivdcie funkeie Fix, y) v hode M, méme

F:-"‘Bt+12| F:|=ﬁ+ F:||='_‘2

F(M)y=8 Fi(My=0, FLiM)=—2

Kedia A = 6(—2) —0% = —12 < 0, singulérny bod M je uzol. Ndjdime eite dotyénice v tomto
bode M. Podla (4) méme .

Beosfa + 2.0.cosasine — 28m?a =10
alebo

3cos® @ —sin® x = 0.

Z tejto rovnice vyplyva, fe o # (2k + 1) =/2, kdé k je celé lalo. Pre smernicu dotyénice
k = tg o, v bode M plati : '

§ k=,
odtial

= —
kyp= V3 .
Rovnice dotyénic v uzle M ai
[Tr—y+ VT 4+ 40,
32 +y+ 3 —4=0.
Prikiad 8. Néjdime singulérne body trojlistka s rovnicou (2* + y*)* — ax{z? — y*) = 0,

Riedenie. Dané krivka jo algebraioké krivke a prechddza zadiatkom 0 pravouhlého siradnico-
vého systému. Najni#dl stupen’ élenov polyndému na favej strane rovaice je 3, preto zadiatok O
‘je trojnésohnym bodom danej krivky. Dotyénice v tomto bode ndjdeme z podmienky

ax{z? — y) = 0.
Z toho dostaneme

r=10, r—y =10, L y=0

Dané krivks mé v zakistku tri vetvy, ktorych dotyénice v zudiatku O maji nvedené rovnice.
Ilahko méZeme zistit z podmienok (3), 2e iné singulérne body krivka nemd.

V tilohdch 786 ai 792 ndjdite singulirne body dangch kriviek.
TR6. o= (3% — )P+ (10 + 17 ]

787, r = (42t — 1)} 7 + (16630t — 1)} j.

788. r == [t& 4 8]0 4 [&° + 20%] §.

789. r = [562/(1 + )] + [BR/(L + 9] .

790. r = sin tf + sin®tcos t J.

791, r = [2(1 — 28] 1 4 [£3/(1 — 2B)]].

792, r = [(¢ -+ 1)2e)i + [t + 1)YE) ).

V' tilohdch 793 a% 795 ndjdite singulirne body danej krivky a néjdite rovnice
dotyénic v tychto bodoch.

© . 793, r=alt —sin ) i + a{l — cost) j (eykloida).
794. r = a[(2 cos t + cos 24) | + (2 sin ¢ — sin 2¢) j] (Steinerova krivka).
795. r = afln tg (#/2) 4 cos t) i + asin ¢f (traktrisa).
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V tlohéch 796 ai 809 ndjdite singuldrne body implicitne danych kriviek.

798, y* = 2%, 797, 3t = z(z — 1),
798. y* = ba® + az?. 799. 28 + 4 — 2y = 0.
800. dz3(z* — 4) 4 y* = 0. 801, 2% 4 yb = 22 + g2,

802, 22y® — y* — 2ly — )t = 0. 803. 24 — 2azty + 2ay® 4 aty? = 0.
804, (y® — a%)? — o5 = 0.

805. (2* -+ #%)* — a%* = 0.

806. (2® + 9°) (2 + y* + ca)? = a¥(2® — ).

807. (2t + %) (2 + y* — a?)® — atx? = 0.

BOS, z* = y¥

809. 2 = y*.

810, Pre aké hodnoty @, b mé krivka 3® = 2* + az + b dvojnésobny bod?

V tlohdch 811 a% 815 néjdite dvojndsobné body danych kriviek a urfte charakter
tychto bodov, ako aj dotyénice v ty¥chto bodoch,

BIl, 2® — 22% 2 — ¢ = ().

B12. # 4 2 — P — B—y + 2 = 0.

BI13. * + 2 — 28 = 0.

814, (= + y*)® — 2a%a? — y?) = O (Bernoulliho lemniskdia ).

B1b. 3 — 2%z 4+ m)d = 0.

816, Nijdite singuldrne body Pascalovej zdvitnice, ktord ma v pravouhlom
saradnicovom systéme rovaoion

(2% + 9 — )t — biat - y¥) = .
Presktiimajte jej singulérne body pre b > 2a, b = 2a, & < 2a a narysujte tito krivku.

3,8. Obdlka systémun kriviek

Hovorime, e dve krivky #a navzijom dotyksji v bode F, ak maji v tomto bode spoloéng
dotyénicu.

Nech funkeia F(r, y. o) jo definovandi pre kaldy bod (%, ¥} 2 dvojrozmernej oblasti D
a pro kaidé ialo & = mnofiny M.

Nech ku ka2dej hodnote a € M je priradend rovinné [priestorova] krivka K., ktorej rovnica
ja Fle, y, «) = 0 [rovnice st Fiz, v, z, } = 0,4 (z, ¥ 7, &) = 0]. Mnoginu S{K,} vBetlkich kriviek,
a € M, naz§vame jednoparametrickym systémom kriviek. Cislo « nazyvame parametrom s rov-
nieu Fiz, y, &) = 0 [rovoice F(x, ¥, # a)} = 0, Fz, ¥, 2, &) = 0] rovnicou [rovnicami] jedno-
parameéirického systému kriviek, -

Krivke K nazyvame obdlkou jednoparametrického systému kriviek S{K.}, ak: .

1. pre ke2dy bod krivky K existuje krivke K, S{K 4}, ktord sa dotyka krivky X v tomto bode,

2. pro kaida krivke K, e S{K,} existuje na krivke K bod, v ktorom sa krivka K, dotfka
hi"k}' K,

3. pre Tubovolné ckolie 0,(P} dotykového bodu P krivky K & Ka,, K, # K existuje také
okolie O(ay), #o kaidé krivka K, « € O(a,) mé dotykovy bod & krivkou K v okolf O.(P) fobr. 23 ).

Vetn 1. Nech funkeia Fiz, v, o) mé 8pojité parcidlne derivicie F., F,, F_ na trojrozmernej
oblasti {2, pritom (z, ¥, a) € {2, ak (=, y]ED a ae M. Ak systém kriviek Fl,'z, y,oy=0 acM
mé obdlku K, ktorej rovnice sG z = @), ¥ = p{a), x € M, pricom ¢'(«} a v’l_u.'] su spojité funkoie
ne mnoZine M, tek funkeie z = @la), ¥ = w(a), kde @ € M vyhovuja rovniciam
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F(z, y, a) = 0,
F;(#, . ﬂ] = { '[1]

Veta 2. Ak systém rovnic (1) nemé riedenie tvaru x = @{a), y = ﬂu}.-ae M, potom jedno-
perametricky systém kriviek o rovnici F(z, y, @) = 0 nem4 obdlku,

YVeta 8. Nech funkeis F(z, y, a) splha predpoklady z vety 1 a fiadna z kriviek F(z, y, @) = 0.
x€ M nemé singuldrne body. Nech v rovnicisch r = gla), ¥ = pla), aeN < M urdengch
rovnieami (1) majt funkeis @(x), w(x) spojité de-
rivicie na mno#ine N. Ak krivks K, urdend tymi- i
to rovnicami nem4 singuldrne body na mnodine Ay
N, tak je obélkou systému F(z,y, ) =0, xe N.

SIK.J

-~z

e

Obr, 23 Obr. 24

Poznémka ). MnoZinu vletkyeh bodov urdend rovnicami (1) nazyvame diskriminaninou
Lrivkou systému Fiz, y, a) = 0, x € M. Této mnokina méze byt: 1. obdlkou; 2. mnoiinou singu-
larnyeh bodov systému kriviek F(z, y, a) = 0, x € M; 3. Siastotne obdlkon a éisstoéne mnofinon
singulérnych bodov syetému kriviek Fz, ¢, ) = 0, a € M. )

Poznémks 2. Implicitny tvar rovnice obdlky systému kriviek F(z, y, a) = 0, « € M moino
dostaf vylidenim parametra a zo systému rovnic (1).

Priklad 1. Najdime obélku jednoparametrického systému parabol
y = alr — o)}, —n € o < o, {2}

Riedenie, Polodme Fz, y, &) = y — alx — a)*. Funkeia F(z, y, a) troch premennych =, y, a
je spojité na celom priestore K, & mé tam apojité parcidlne derivécie

F. = —2ajx — a), F,=1, F, = —(x—a) + 2axr — a).
Rovnicu obélky systému parebol (2) dostaneme podla vety 1 vylidenim parametre a z rovnie

¥ — afr — a)® = 0, {3)
(x — o) — 2afz — &) = 0. 4)
Z rovnice (4) dostaneme
¥ = a, z = 3a.
Po doeadend o rovnice (3} méme -

y=20 y = 4o
KisSenim systému rovnie (3), (4) je

T = & y=10

7 Zbiorka dloh
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x =32, y=da®, a€({—o0, @) I

?yﬁﬂ:n&n parametra a dostaneme rovnicu priamky ¥ = 0 a rovaicu kubickej paraboly y = ;
= 429/27. !

Kedie F, = 1 # 0, pre kaidy bod obech krivisk, krivky nemajd singuldrne’ body. Podla f
vety (3) je prismka y = 0 & kubickd parabola y = 42%/27 obdlkou daného jednoparametrického
systému parabol. .

Prikled 2. Néjdime obalku jednoparametrickej ststevy semikubickych parsbol
(y— & = (r—a?, — 0 <a< o {5)
Hiedente. Polokme F(r, y, ) = (y — &)® — (x — a)*. Funkecia F(z, y, ) je spojitd na celom

prieatore E; a mé tam apojité parcidlne derivécle F, = —3(z —a)l, F, = 2ty — ) & F =
= =2y == &) + B{x — x)?. : :
Rovnicu obélky systému kriviek (5) ndjdeme z rovnic
y—a)—(x—ap =0 8
—2(y — x) + Bz — ) = 0.
Odtial je v —a = 0, y—a = 0 8 ¥~ o = 4/9, y — x = 8/27. Vyltfonim parametra « dosta-

neme |
¥=2x ¥ o= x—4/27.

V kaidom bode prismky y = z jo Fulx, ¥, ¢) = —8{z — a) = 0, Fylx, y, a) = 2y - a} = 0.
Preto prisnika y = 2 je mnoZina singulérnych bodov systému (5),

V katdon bude priamky ¢ = z — 4/27 je Fixr, y, ) = —3(z — a)? = —18/27 £ 0, preto
priamks ¢ = ¥ — 427 js obdlkou systému parabol (5). (Pozri obr. 24.)

V wlohdch 817 a# 823 n4jdite obdlku jednoparametrického systému kriviek.

817, bx 4 ay = ab, kde a, b st lubovolné redlne &isla, pre ktoré plnti a-+b=c,
¢ = conat.

818. bz -t- ay = ab, kde u, b sii [ubovolnd redlne &isla, pre ktoré platf a? 4+ b? = ¢t
¢ = const. .

819, (x — a)* + ¥* = a?2, a & (—w0, ®).

820, (z — ) + 2 —r?=0, r > 0, ae(—o00, co).

821. z%/a® 4 yE[b* = 1,kdea > 0,4 > 05 redlne &sla, pre ktoré platia® b2 =1.

822, y = a¥(x — a)%, xe{—o0, ).

823. y — (x — &) =0, ee(—o0, c0).

824. Nijdite obdlku jednoparametrického systému priamok « cos a + y sin & — i
—p =10, a€ {0, 2xn}, ak p je diferencovatelnou funkeiou parametra a. f

V ilohach 825 aZ 828 néjdite obdlku mhoZiny vietkyeh kruZnfc, ktorych stredy
lezia na danej krivke K a prechddzaji bodom P.

B26. #% = 2pz, P = (0, 0)

826, 2% + y* = a?, P = (a, ),

B27. 2% — 4t = a2, P = (0, 0).

828, x¥a? 4 i ht =1, P = {0, 0).

829. Najdite obdlku systému’ kruinic, ktoré maji stred na hyperbole zy — a
a dotykaji sa osi o, . :

830. Dand je elipsa a%/a® +- y*/b® == 1. Néjdite obilku jednoparametrickej ststavy
kruinfe, ktorych priemermi su vietky tetivy clipsy rovnobe#né § osou o, .

__J—
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831. Ndjdite obdlku mnofiny vietkych sGosovyeh elfps, ktoré ma.pi kontantny
sidet dl7 7k polost.

832. I7ijdite obdlku vEetkych priamok, ktoré spolu so siradnicovymi osami vy-
tvéraja trojuholnik s plodnym obsahom P.

833. Nijdite obdlku mnoZiny véetkych pol6h priemky, ktord se rovmomerne otdda
s uhlovou rychlostou w okolo bodu P = (z, 0), pri¢om tento bod se pohybuje rovno-
merne po osi ¢, rychlostou ¢

V tlohéch 834 az 837 néjdite diskriminantné krivky jednoparametrického systému
kriviek a preskimajte ich charakter,

834. Kubickych parabol y = (x — ¢)?, ¢ € (— o0, ).

835. Asteroid (x — ¢)*® 4 y*® = a*3, a = const, ¢e (—a0, ™).

836, Strofoid (z + a) (y — ¢)® = z*a — z), @ = const, ¢ & (— 00, cO).

837. Steinerovych kriviek: (z* 4 y%)® + 8Bafx cos ¢ — y sin¢) [¢#*(3 sin*c — 1) —
— 3ay sin ¢ 4 3y cos® ¢] 4 18at(2® + y?) — 27a* =0, ¢€ <0, 2 ).

838, UkaZte, Ze evolita krivky je obdlkou systému jej normél. Na zéklade tohto
ndjdite evolGtu paraboly y* =

839. Nech funkeie ¢(t, a), y(t, «) maja spojité prvé parcidine derivécie na oblasti 0
uréene] nerovnostami a £t £ b, ¢ £ « £ d. Potom r= gt, a)i + ¢lt, a}j je
rovnica jednupammetrického systému kriviek, UkéZte, £e pre obdlku systému plat{

d
r= gt a) i+ p{t, ) j,— 5 -a—;mﬂ.

V tlohédch 840 aZ 843 najdite obdlky nasledujicich jednoparametrickych systémov
kriviek.

840. r = (2cost +-3cosa)i+ (2sint 4- 3sina) j, te <0, 2w, x€ {0, 2x).

841. Steinerovych kriviek r = [2a cos (t + a) 4 @ cos (24 — a)]1 4 [2a &in (t +
+a)—asin(2—a)]f ted0,2n), e, 27},

842. Elipsr = eccosti+ (@ — a)sin ¢ j.

843. Semikubickych parabol ¢ = (i + a)i + 3.

Katakaustikou krivky K nazyvame obalku vietkyech odrazenych lidov, ktoré dopadaju rov-
nobe#ne na dani krivku K,

V dlohdch 844 aZ B47 ndjdite katakaustiku krivky K, ak si dopadajice lile
rovnobeiné s osou o,.

844, 2 -yt =a® 2 2 0.

845, 2% = 2py, z 2 0.

846. y = a ln (z/a).

847, r = 2a cost 4 acos 2, y = 2asinf — asin 2¢ (Steinerova krivka).

Dinkaustikou krivky K nazyvame obdlku vietkyeh lomenych li€ov, ktoré dopadaji z da-
ného bodu P na krivku K.

843. Najdite diksustiku krivky X, ak dopadajice lade vychddzaji z bodu
= (a, 0) a krivka K je os o, 8 rovnicou x = 0.
849 Néjdite obalku dréh striel vystrelenych mﬁlat-aénou rychlostou v, pod
réznymi elevaénymi uhlami z daného miesta.
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3,9. 8prievodny trojhran

Nech krivks K mé parametrické vyjadrenie u = r{t) a bod P = (z, #y: %) = O + r{ly) jo iej
regulérny bod, t. j. £} = F(t) = zJd + ] + 2.k # o. Nech dalej plati L= ridty) = = + vl +
+ z,k # 0 8 Flly) X 1) #£ 0.

Rovnics dotydnice®) krivky K v bode P je

X=P4tr,, te(—w, ®) Y
alebo
£ — i Y —Uy =1 i
" == ” = i 2
E Yo z, @

kde X = {(x, ¥, 2) jo Tubovoln§ bod doty&nice.

Katdd priamku, ktoré prechédza bodom P a je kolmé na dotyéniou krivky v bode P, nazgvame
normélon krivky v bode P.

Normdlovd roving krivky K v bode P je rovina, ktord je kolmé na dotyénieu krivky K v bode P
a prechddza bodom P. Jej rovmica je
AX—P).r,=0 {3)
alebo '

23z — 2o} + Yy — Yo) + m(z — ) = 0, (4)

kde X = (z, ¥, 2) je !ubov:&lnji bod nermdlovej roviny.

Nech dva rozne body P, = O + r{4), Py =0 + rihhty # 4, &y # & o 7 okolia bodu F & nech
body P, P,, P, uréuji rovinu. Oskuladnou rovinou krivky K v bode P nazyvame limitni polohu
roviny o(P, P,, P;) pre Py —» P, P; -+ F. Jej rovnica je

(X —P).(rixr)=0 ' (5}
alebo
T—Zos Y— Yo Z%
x,, Yo 2, =0, (6)
zy, Yi, 2

" kde X = (x, ¥, 2) je lubovolny bod oskuladnej roviny.
Binormdlou krivky K v bode P nazjvame ti normélu krivky K v bode P, ktoré jo kolmé na
oskuladnih rovinu. Jej rovnica je

X =P+ tr xr) e {— o0, ) {7}
alebo

=T Y% T—7% (8)

[ s:l ‘ﬂ. s Tye Wl

y:, i: .S:l ’: 4’:1 3‘:

kde X = (z, y, z} je Tubovelny bod binormély krivky K v bode P,
Hilaund normdla krivky K v bode P je t4 norméla krivky K v bode P, ktord le2i v oakulanej
rov.ne krivky K v bode P, Jej rovnica je

X=P+1r, x(rnxr)) te(—=», o) . 9
elabo .
% — 2y _ ' y—1% —
¥ 2, T4 z,
1Ty — 2 Ter s —— Zalls | TiYs — TeMes  Yori — Wty (10}
_ E— %

| z,, _ v, e
il —yizi, %zl — 2|
kdo X = (z, ¥, 2) jo Tubovolng bod hlavnej normély krivky K v bode P.

%) O dotyénici krivky pozri &linok 3,3.

——
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" Rektifikaénou rovinou krivky K v bode P naggvame rovinu, ktord prochddza bodom P & je
kolmé na hlavad normélu krivky K v bode P. Jej rovnice je

(X—P).[rexirnxe]l=0 (1)
aleho '
Yo, z 2a, z,
| - - o ‘z_zﬁ} + . - o W <y—§n}+
T, — Tplq;  Tulfs —x:.'fn- Tyl — Te s Yo — Yo lly

#

£ ¥
Yot — Wize, TI, — L Xy

(2= 2} =0, _ (12)

kde X = (x, ¥, 2} je lubovolay bod rektifikaénej roviny. _
Regulirny bod P krivky K nazyvame rektifikafnym bodom, ak plati ry x r =0
Dotyénica, hlavné norméla a binormala definujd v keddom bode P, ktorg nie je mkti:lill:nﬁlym

bodom krivky X, pravouhly trojhran & vreholom v bode P, Tento trojhran nazyvame spricvodnym
trojhranam (pozri obr. 25).

Obr. 25 ' Obr. 26

Jednotkove vektory © = (#)% B = (¢ X r)% v =[(r' x £} X ']’ nazyvame jednotkovymi
vektormi dotyénice, binormdly a havnej normdly. Pre ne plat{

B=txv, wv=fx7, T=vxf

t. j. tvoria pravouhli pravotodivi trojicu vektorov (pozri obr, 26).
Pozndmka. Ak krivks K mé prirodzené parametrické vyjadrenia u = r(s), potom | r'(s) | = 1
a (r'(s) ¥ r7(s)) X r'(s) = r"{a). Rovnica hlavne] normély a rektifikainej roviny krivky X
v bode P = 0 4 plg;) i
E=P4rig)t tE (—w, o),

(X — P) . r"(s) = 0.

Priklad 1. Ndjdime rovnieu dotyénice, hlavnej normdly, binormély. normélovej roviny, osku-
laénej roviny e rektifikeénej roviny krivky K, ktord mé parametrickd rovnicu u = r{t) =
= (8 — g} I + ] + (3t — 2) k v bode P, ktory dostaneme pre £, = 1.

Riefenie. Najprv vypotitame rovnice hran sprievodného trojhranu v bode P. Rovnice stien,
t. j. rovnice normélovej, oskuladnej a rektifikatnej roviny ndjdeme ako rovnicu roviny kolmej
na dotyénicu, binormélu a hlavnid normélu v bode P,
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Bod P dostaneme pre hodnotu ¢ = I, P = (0, 1, 1). Vypoéitajme r'it) a e"(2}. Mame
P} = (20— 1)1 3%+ {128 —2) k, : q
ey = 20 4 6t -+ 360k,

Pro fy =1 jo

r(l) =1+ 3) + 10k
N .

(1) = 2i + 6] + 36k
Kedze je r{l) % r (1) = 481 — 16] # o, regulirny bod F nie je vektifikaény bod kovky K.

Rovnica dotyénice podla (1} je
X =0, 1, 1) 4 (i + 3] + 10k} ¢,

kde t & {(—o, o) alebo

s _y—1 _ 2!
T s w '
Z toho pre rovnicu normilove] roviny dostaneme ‘
Lz -—0) + 3y — 1} 4 10{z— 1} = 8,
tize
x + 3y~ 10z—13 = 0.
Rovnica binormély danej krivky v bode P = {0, 1, 1} podla (7) je

X =10, 1, 1) + (48] — 16/} ¢, te(—oo, o)

alebo, ek poloZime 16 == u, dostanemu

o= 3u
¥ = 1—1u,
- o z2=1, uE {—0oo, Wh

Z toho pre rovnicu oskulatnej roviny krivky K v bode P dostanems
A —0)— Ny —1) + 0z — 1) =0,
dide
3r —y -+ 1 =10
Rovnica hlavnej normdly krivky K v bode P podla (8) je

X = (0, 1, 1) - [{ - 3} + 10k} x (481 — 16/)] ¢, t € (-0, ).

Po dprave dostaneme

X =0, 1, 1)+ 160 + 3f — k) 1, t € {—c0, <),
Lite
—l z =]

3 —1

t_
==

Z toho rovnica rektifikaénej roviny je
Iz — 0) + 8(y — 1) = Lz — 1) = 0,
dide .
x4 Jy—z —_—2 = 0
V tlohéch 850 a 852 najdite rovnicu dotydnice krivky K v bode P.
860. r = e’ costi -+ et sintj + e'k, P =0 + r(0).
851, r = aft — siné) ! + a(l — cost) j + dasin (f2) k, a > 0, P=0Or {1:,1'2)

—
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o8
852, r=—4—l+?j+?k, P =0+ rity), iy # 0.

{ .V ulohdch 8563 a% 855 néjdite rovnicu dotyénice s normalovej roviny krivky K
7 v jej regulérnom bode P.

863. r=(B —*—5)i 4 (38 + 1) j+ (A — 16) k, P = O + r(2).

Boh r=(M+ 24+ 1)i+ (AP 45 +2)j+ (1 —t)k, P = (3 —7, 2).

! 855. Vivianiho krivky r = r cos® #f 4  sin ¢ cos tj 4 reintk, P = 0 4 r(i,).
Singulérny bod P = O + r{t,), v ktorom je r'{f) = Fity) = ... = r*Ug) = o, r'*{l,) # o,

nazyvame nepodstatne singuldrmym bodom krivky K a priamku X = P + rg) t dotyénicou
krivky K v tomto bode (pozri aj &l. 3,7).

| 856, Néjdite doty&nice kriviek z tloh 852, 853, 854 v ich nepodstatne singulérnych

. hedoch.

1 857. Na krivke r = (—tcost + sint) + (tsini -+ cost)j+ (¢ + 1) k, néjdite
body, v ktoryeh je dotyénica rovnobeind s rovinami R,aR,.

f: 858. Ndjdite rovnice dotynic krivky r = #4i/4 + £3j/3 -+ t3%k/2, ktoré su rov-
1. nobezné 8 rovinou x + 3y -~ 2z — 10 = 0.

859. Dokéite, Ze normdlové roviny krivky r = a sin? i + s sint cos ] + a cos tk,
@ > 0, prechddzaji zatiatkom pravouhlého stradnicového systému.

Sférickou indikatrixou dotyénic krivky K s rovnicou U = Pit), ¢ € {a. b, nazyvame krivku
t = Tt} = r°(t), te (a, by, t.j. mnoinu koncovych bodov jednotkovych vektorov vietkych
dotyénie, ak ich zadiatoéné body ai v bode €.

V tlohdch 860 a 861 néjdite sférickd indikatrixu krivky X.

860. Skrutkovice r = a(cos tf + sint)) + btk,a > 0, > 0. te (— o0, o).

861. r = (2t — sin £) i + cos 2tj 4 4 sin ik,

V ulohéch 862 az 866 néjdite rovnicu oskuladnej roviny krivky K v bode P.

862, r = fcosti — tsin tf -} 2tk, P = (0, 0, 0).

863. r=acosti + bsintj 4 ek, a >0, b6>0, P=(a0 1)

864 r.= et + e 'j+ |2k, P = 0 + r(a).

865, r = cos®ti + sin*tj + cos 2 k, P = 0 + ria).

866. Vivianiho krivky r = a cos® i +asint costj+ asintk, @ > 0, P =0 4 r(a).

V tlohdch 867 az 870 néjdite rovnicu hlavnej normély a binormély krivky K
v bode P. )

B6Y. r = 22 | 263j/3 + k2, P = (1/2, 2/3, 1/2).

B68. r = ti +-1% + e'k, P = (0, 0, 1).

869. r —acosti +asintf - bth, a >0, 6 >0, P = (s Yo» 2Zp)-
Bi0. 2 =92, z =2 P={(l,1,1)

71. Napfdte rovnicu rektifikaénej roviny krivky F == 3% 4 t] + (£ .- 200k

: v bode 4 = (9.3, 7).

' 872, Na binorméglach skrutkovice r = cos x(cos ti | sin ) 4+ sin atk @ zostrojend
vektory B binormdl tak, %c ich zadiatoéné body st v dotykovom bode P. Koncové
body t¥chto vektorov uréujt krivku X, Nijdite rovnicu oskuladnej roviny krivky K,
v jej Iubovelnom bode.

| 873. Dané je krivka r = tcosaInt)i -+ tsinfaln tj+ btk, a>0, b0

_

i e 1
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Dokéite, te:
a) le{ na rotafnom kuZeli b¥(z® 4 ¢*) — 2* = 0,
b} jej dotyénice zvieraji konitantny uhol & csou o,,
iquL doty&nice zvieraji konitantny uhol 8 povrchovymi priamkami uvedeného
e t]
d) jej binormély zvieraji konstantny uhol 8 osou o,
e) jej hlavné normaly zvieraji konStantny uhol a osou o,.
Vypotitajte tieto uhly.
bﬁ;:lo;éch 874 a% 878 najdite rovnice hrén a stien sprievodného trojhranu krivky K
v bode P.

874 r=1tl —tj + °kj2, P = (2, —2,2).

875. r=12%+tj4 %k, P=(1,1,1).

876. r — (1 — cost) i -+ sin ] + tk, P == (1, 1, m/2).

877. r =tcosti + tsinij 4 bk, b > 0, P = (0,0, 0).

878, r =5 (1 + cost) ] + 4 sin ¢ + asingk a >0, P =(a,0,0)

V tlohéch 879 az 881 ndjdite jednotkové vektory dotytnice, hlavnej normdly
& binormély krivky K v bode P.

879. r =t + 2] + 3%k, P = (0, 0, 0).

880, r = cos® i + sin? tj + cos 2k, P = O + r(f).

881. 28 = 3a%y, 22z =a?, P = (x, ¥, 2). '

882, Ukéite, #e rovnice dotyénice krivky @(z, ¥, 2) =0, plz, v, 2) =0 v j¢j
regulirnom bode P = (z,, ¥y, 2o (gred@(P) X grad y(P) # 0] je X = P +
+ [grad 9(P) X grad p(P)] &

V tlohéch 883 a% 886 ndjdite rovnicu doty&nice & normélovej roviny ku krivke K
v bode P. : '

883. 2 =2t 4 9% z =y, P=-1,1,2) '

884. 22+ yt + 22 =25 z+z=15 P= (2,2]3,3)

885, 2% + y* = 10, y? + 22 = 25, P = (1, 3, 4).

886, 22+ y? + 22 =ad, 22 4 y? —ax =0, P = (x,, ¥y, %)

887. Dokaite, Ze rovnica oskulanej roviny krivky ¢@(z, ¥, 2) = 0, u(z, . 2) = 0
v jej regulsrnom bode P, v ktorom vektor T x (T.grad T) # O,*) je

(X —P).[T x (T .grad ) = 0, .

kde T =grad ¢(P) X grad y(P).

V tlohdch 888 az 890 nsjdite rovnicu oskulatnej roviny a binormély krivky K
v bode P.

888, 22 4yt + 22 =0, 20—yt =3, P=(2, 1, 2).

889, 2t = 4y, 28 = 242, P = (6,9, 9).

890. y* — 12z, 2% + 22 = 25, P = (3, 6, 4).

V Glohdch 891 a# 893 néjdite rovnice stien a hrén sprievodného trojhranu krivky K
‘v bode P.

"j‘l’.grlﬂ'r =T1%+ T[%-}'T:%-

—
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891. y =2t 2=2z, P= (2,4, 4).
892.:'+y'+z’mﬁ,x‘—-y.‘+z'=4, P=(1,1,2).
893. *==2x, 2=z P=(1,1,1).

3,10. Krivost a forzia priestorovej krivky

Nech krivka K A i voitu ri{t) = @t} 1 + w{t} ] + y(&) k, t € ¢ b
b nnﬁjah;du:tm;nmwm i) =9 v+t -0

Krivsatou k(P) krivky K v bode P = O 4 r{t) nazjvame é&slo

M) = Tim T o

kde g(¢) je uhol & [(t), %(t)] vektorov*) dotyénic v bode P & Q = O + r(2), t€0(t,) & s(¢) je dlika
#asti krivky zodpovedajicej intervalu <t,, ) resp. (¢, t,> (pozri obr. I7).
: Polomerom krivos:i 1{P)} krivky K v bode P nazfvame &islo

1
P)= 0o, 2
P =g | (2)

Torzia x{F) krivky K v bode P = O 4 (k). Noch krivks K v kafdom bode @ = O + r(2)

kde ﬂ!ﬂ[l’.l mé binormalu, Nech p{l] e uhol X [B(f), P(4)] vektorov binormél v bodoch P a @,

. pritom existuje B'(f). Nech (¢} je dillw tagti krivky zodpovedajicej intervalu (%, ) reap.
; (t, iy>. Potom pre absolitnu hodnotu torzie #{P) krivky K v bode P plati {obr. 2§)

| i (e}
| MR

Torzia (P} je kladnd [zdpornd] vtedy, sk trojica vektorov <, @, B’ v bode ¢, tvori pravotodivi
[lavotodivi] trojicu wektorov, t. j. ak platf v . (B x f) > O0fv. (B x p') < 0).

Polomerom torzie plP) krivky K v bode F nazjyvame &islo

1
| (£} |

Yetn 1. Noch krivka K ma parametrickd rovnicu u = r{), t € {a, b>. Nech r'{t) a r*{t) 86 v okeli
tisla & € {(«, B) spojité funkcie. Potom pre krivost &(P} v bode P = O + #(t,) plati

(3)

plP) =

s e — . =

k(P) = % @)
f Ak £7(t) jo spojitd funkcia v bode P, potom pre torziu x(P) platd
' (re X r7). £% ' _
B = e @

kde £} = F(tgh £ = #ito), £ = r"(tg). |
' Poznémka. Ak jo krivka K vo vete 1 dand v prirodzenci parametrickom vyjadreni u = r{s},

potom plati .
k(P) ={r'(a)f ,_ (40)

[r'{ss) x rf{sg)] . r"(sy)
%(P) = ) . (5a)

*} O uhle dvoch vektorov pozri dldnok 4,5(L.

e —

e s
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Veta 2, Ak mé krivka K vo vete 1 parametrické rovnics 2 = gft), ¥ = p{t), z = »(t) a bod

P Y& G T G — e T e — v
vt e

(6)
8 pre torziu (P} plati

i Yor 20 |
#:t s ‘:
N t7)

(ye2i — 2y + (2] — 20)* + (2 — vaz)™
Yeta 8. ( Frenetove—Serrelove vzorce.) Nech krivka K m4 prirodzené parametrické vyjadrenie

u = r(s) a P = +r(s). Nech r'{a,} % 0, r’{s;) # 0 & existuje r”{s,). Potom pre jednotkové
voktory <, v, { sprievodného trojhranu v bode P plati

T = kv,
W o= —kt + x, (8)
ﬁ’=—=ﬂ.

r{P) =

priéom k je krivost krivky K v bode P a x je torzia krivky K v bode P.

Krufnicou krivosti priestorovej krivky K v bode P nazfyvame kruinicu, ktord dostaneme ako
limitnii polohu kru#nice prechddzajicej troma bodmi krivky P, P,, P,, nelefiacimi na priamke,
ak P, a P, konverguji k bodu P.

KruZnica krivosti le#f v oskulaénej rovine krivky K v bode P, jej polomer sa rovnd polo-
meru r{P) krivosti krivky v bode P & jej stred je
S=PFP+riP)w. 9)

Evolitou krivky K nazfvame taka krivku L, ktorej doty?nice si normalami danej krivky K.
Rovnica evolity L je

u=rit)+ r(iP)v+rPtg ©.B (10)

kde r(P) je polomer krivosti krivky K v bode P, va B s jednotkové] vektory hlavnej normaly
a binormdly a © apliiuje rovaicu

9O ok remp. a=*fxa.. (11)

Kedie pri urdeni ® mo#no kondtantu s, lubovolne volif, preto krivka K m4 nekonefne vela evolit.
Spddoveu krivkeu nazyvame krivkue, pre ktorda plati

x(P)
k(P

kde k(F) je krivost a x(P) torzia krivky v bode P & ¢ je konitanta,

Dotykovy vektor v v kaidom bode spddovej krivky zviera 80 STOErom urhnﬁ'm voktorom
m = cos T -+ sin af kondtantny uhol o

Spéadova krivke le#{ na valcovej ploche 8 povrchovymi priamkami rovnobeingmi s vektorom m
a pri rozvinuti tejto valeovej plochy do reviny prejde spidové krivka v prismku.

=ec#0, (12)

Priklad 1. Najdime krivosf a torzin hyperbolickej ¥pirdly ¢ = a cosh #l 4 asinh tj + atk,
a > 0, v hode P == (a, 0, 0).

Riedenie. Bod P dostaneme pre ¢ = 0. Vypoditajme r'(0), r*(0), r*(0), roame

£, = r'{0) = [asinh ] + a cosh (] + ak],~y = af -+ ak,
r. = r"(0) == [a cosh t] -+ o ginh tf],=y = al,
r. = r7(0) = [a dinh 8} + acosh t]],-y = af.

—
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Piulla (4) mémc
Py = | (2] + ak) x ai|  |—ak + a®}! u-‘l’f__ RS
|af + ak® 15 a2z 2’
Pudla {3) méme
Naj +ak) x al).a) aj—k .aj i

AE) = i Faky xalF T T —K P (@zR 2

Priklad 2. Najdime stred s polomer kruinice krivosti hyperbolickej &pirdly z prikladu 1
v bode P = {a, U0, ),
Riedenie. Podla (9) pre stredd kruznice krivosti platl § = P + r{P}v a padla tlanku 3,10 je
_LRty) % PTE)] X ri)
(o) % £7(te)] X #7ltg)
Bud P dostaneme pre 5 = 0. V priklade 1 sme vypobitali

Fligh = af + ak, ") = al, r"(lg) = af.
Preto N
iaj = ak) x ail x (af + ak) {alj — atk) « {a} + ak) Badi

(taj = ak) o al] ~ (aj + akl|  |1@) —a'k) % (af + ak)|  [2a%] .

Polomer krivosti je r( Py = 1/k{P}. Teda z prikladu 1 mime

1

Pre stred 8 kruZnice krivosti plati
8§ = (a, 0,0} 4+ 2a {1, 0, 0} = (3a, 0, ).
Kruznica krivosti le#i v oskulatnej rovine, ktorej rovnica je

AX — P).oiryx ro} =0,
Pretuie

Cr o) = atf — otk
rovnica eskulaéne] roviny je | .
fr—a,y 2 o {0 1, —1} = &,
g

y—z =1

Rovnice oskulatnej krugnios sa

(r — Ba)® + y* i 2= da,

y—3=

" alohéch 894 a 898 najdite krivost danej krivky v bode . ..
894, r = tcos ti - i sintj + atk, P = (0, 0, 0).
895, r = a cosh { cos i/ + a cosh ¢ sin tj + atk, P = (a, 0,0}, a > 0.
896, r = ef costi + e sintj + ek, P = (1,0, 1)
897. r = eti+ et j+ [[2tk, P= (e, lfe, |2).
898, yt =z, 2t =z, P =(1,1,1)
V ulohdch 899 a 900 ndjdite torziu krivky v bode F.
899, r = tsinti + fcostj +te' k, P=1(000)
900, y? =z, 2* =2 P = (1,1, 1)
V tlohdch 901 aZ 906 néjdite krivost a torziu v Tubovolnom hode P krivky.
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90L. r=tfi + [Zlntj + t-'k.

902, r = a(cos tl + sintf) + ck.

903. r = a(cosh ti + sinh tj) + atk.

904, r = cos® H + sin? tj + cos 2tk.

905, r = af(t — sin#) i + (1 — cost) J + 4 cos {¢/2) k].
906, y = x%/2a, 2 = 2*/6at.

E

. Dokéz#te, Ze krivost a torzia v Jubovolnom bode krivky

a) r= (3 — 13} + 33 + (3t~ %) k sa rovnaju,

b) r = 2tf + Intj + t%k sa odliBuji znamienkom.

908, Dokazte, Ze podiel krivosti a torzic kuZelove] skrutkovice r =t cos i -+
— tsinij -+ atk jc kon&tantny.

909, Dokdite, Ze pre krivost a torziu krivky K danej rovnicami

flz, y,2) =0,
g, y, z) = 0
v jej regulirnom bode P plati
T x(T.grad T|
‘E(PJ_"' ITP ¥ }
» oy = X DAy o,

kde T — grad f(P) x grad g(P) a U =T .grad T.

V Glohdch 910 az 912 vypoditajte krivost krivky K v bode P.

N0 22+ —22=0, 20+ 2y —2z—1=0, P=(0,1,1).

911, 2 = 2az, y* = 2bz, P = (x4, ¥y, 2)-

M2 22— P+ 22=1, ¥* -2z +2=0, P=(1,1,1).

M3, Vypotitajte krivost a torziu Vivianiho krivky #? +4- % - 22 == a2, 22 + p* —
— ar = 0 v bodoch Py = (a, 0, 0) a P, = (0, 0, a).

V tlohdch 914 aZ 916 ndjdite vektory ©', ', v’ krivky K v bode P.

914, r = cos 2¢i/4 + sin 2sjj4 4 3sk/2, P — O + r(wf4), kde s je dlzka oblika
krivky.

915, r = 2 cosh fi + 4sinhij + 2k, P =0 4+ r(—1).

916, r = 3% - (2t + 3)j 4+ 33k, P = (12, —-1, —24).

917, Ukdzte, ze kaidy z vektorov ©', ¥/, B’ moino vyjadrif pomocou istého vek-
tora w (Darbouxov vektor) takto: T/ = w x 1, ¥ = w x v, f' = w x B. Nijdite
vektor w a vysvetlite jeho kinematicky vyznam,

$18. Pomocou Frenetavyeh vzorcov dokdZte, Ze ak vietky oskulaéné roviny
krivky K prechddzaji jedinym bodom A4, potom krivka K je rovinna.

919. Dokdite, e ak krivka K ma v kaidom bode hlavai normélu, tak vietky
tieto normaly nembin byt navzajom rovnobeiné.
920. Pomocou Frenctovych vzorcov vypoéitajte r™(t), ridi(i).

b vb 1l
£) -.g'radbzu',?w- - r.-,."'_ .f_a,i_
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Nech krivka K 8 rovnicou u = r(s) ma v katdom svojom bode P krivoat k(P) a torziu »(P),

pri¢om funkcie
EP) = D{s), x{P) = ¥(s) (12)
i ' 8u Tji;f& funkcie prirodzeného parametra 3, potom rovnice {12) nazfvame prirodzenymi rovnicami
: krivky K. |

V dlohéch 921 a% 928 néjdite prirodzené rovnice danej krivky XK.
921 r = ati + a /2 Intj + at-k.
922, r = a(cosh tI - sinh t]) 4 ak.

1 993, r — - _3‘;2Vz_ainw§'a+a)—-Mainwﬂl—n)]f+

VE‘ 2
i 1 [3+2)3 3 — 2 - 1
| +~l}.2=[_i'2_v._maﬂf§a+a)+ 2£—oosﬂ(2&+s)]j—ﬁ-"mssk.
k|
] 924. Nidjdite evolitu skrutkovice r = g cos & + a sin tf + btk.
' Ortogondlna trajektdria jednoparametrického eystému § kriviek je krivka, ktord pretina
kolmo vietky krivky systému §.

Evolita krivky K je ortogonélnou trajektériou vietkych dotyénic krivky K.
? 925. Dokdite, %e krivka K s rovnicou u = r{s) mé evolventu, ktorej rovnica je
' X=P4 (8 — 8},

kde P=0 + r(s)anx je Jjednotkovy vektor dotyénic krivky K.
926. Naijdite rovnice evolvent skrutkovice r = a(cos ¢ 4 sin j) + btk.
927, Néjdite rovnicu spidovej krivky K, ak rovnica vytvérajicej krivky K,
prisluine]j valcovej plochy je r = g(s) I + y(s) J. Néjdite dliku jej obliika.
928. Napiste rovnicu spadovej krivky na valcovej ploche, ak jej vytvirajtica
krivka je: '
8) kruZnica 2® + y? = g2,
b) logaritmické Spirdla r = a e™?(cos ¢l + sin o).
929. Néjdite prirodzené rovnice spadovej krivky na valei, ktory mé vytvérajicun
: krivku refazovku y = cosh (z/a), z = 0.
i ~ 930. Néjdite prirodzené rovnice spédovej krivky, ktord lezi na gulovej ploche
s polomerom R.

931. Dokéite, ¥e krivka K s rovnicoun u = r(s), s e {a, b>, je spddovou krivkou
vtedy a len vtedy, ak

oy T ——t =

[ri(s} x r(s)].r%(s) = 0, s & (a, b).

932. Dokéite, Ze evolventa spédovej krivky u = F(3) {3, == 0) je rovinnd krivka.
933, Ulkéite, fe ak krivky K, K, maji spoloéné hlavné normély, t. j. krivka K
kolmo pretina normély krivky K,, potom pre ich krivost a torziu plati

au+5¥+0=0.

kde a, b, ¢ s &isla. (Barhmrﬂova krivky.)
V tlohdch 934 a2 938 néjdite rovnicu oskuladnej kruznice krivky X v bode P.
B or=1r1U—+ 2k P=(1, —1,1),



110 3. Zdklady diferencidinej geomelrie

935. r = cos® # + sin® j 4 cos 2tk, P = (1/2}/2, 112)/2,0).

936. r = cos® i + sin 2] + sintk, P = (1/2, 1,1/}2). _

937. Ukdite, ¥e¢ mnoZina vdetkych stredov krivosti skrutkovice r = & costi +
-+ a sin tj 4 btk je opat skrutkovica. Pre aké a, b leZi tdto skrutkovica na pévodnom
valei.

938, Dokdite, ¥e priesednica oskulatnej roviny Vivianiho krivky

2yt et =1
224yt —2 =0

v bode P = (0, 0, 1) s gufovou plochou je préve oskula®ng krutnica Vivianiho krivky
v bode P.

3,11. Plocha & jej rovnice

Majme vektorovi funkeiu dvoch premennyeh riu, v) spojitd a jednojednoznaént na uzaVrotoj
oblasti 2 ohranidenej jednoduchou uzavretou krivkeu K. Mnofinu vietkych bodov P =0 +
= r{u, ¢}, kde O je zatiatok siradnicového systérou, nazyvemse jednoduchou plochou.

Mnotinu vietkych bodov P = O + rlu, ), pritom (u, v) € K nazgvame hranidnymi bodms
jednoduchej plochy alebo okrajom plochy.

Dve jednoduché plochy nazyvame spojengmi, ak ich hranice maji spoloéné faati.

Plochou nazyvame taka mnotinu 8§ bodov v priestore, ktord je bud jednoduchou plochon, bud
sa skladéd z koneéného podtu alebo z postupnosti jednoduchych pléch navzdjom peapdjanych.

Ka#dn podmnotinu S, mnoZiny § bodov v priestore, ktoré je plochou, nazyvame podplochou 5
plochy 8. ’

Ak plocha § je dand pri zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme v priegtore vektorovou
funkeiou dvoch premennych rlu, v) = @, v) 1 4 plu, v) } + ylu, v} k, spojitou a jednojedno-
gnadnou na oblasti {2, potom rovnicu

w = r(u, v) (1}

nazjvame parametrickou rovnicou plochy 8.
Nech w = zi + yj + zk, potom parametrické rovnice v zlotkdch si

xr = 'PE“! tl}.,
y = plu, v), {2y
z = ylu, v}

kde @iu, v), wiu, v), g{u, v} 8t spojité funkeie na oblasti 1,
Ak rovnice {2} maju tvar
T == 1,
y=" {3)
z = flu, v},

kde [ je spojité funkeia na oblasti {2, potom rovnieu
z = flz, ¥} (4)

nazgvame explicitngm fvarom rovnice plochy.

Nech funkeig F(X), kde X = (x, y, £) mé spojité parcidlno derivdcie F,(X), F,(X), Fi(X) na
oblasti £, & nech existuje bod A = (g, ¥y, 2¢) % oblasti 2;, pre ktory plati F(d} — 0, pritom
aspol jedna z parcidlnych derivécii F(A), Fy(d), F.(d) je rézna od nuly. Potom mnoiina &
vietkych bodov X, ktoré st riesenfm rovnice

F(X) =0, (5)

je plocha. Ravnicua (5) nazyveme implicitngm tvarom rovnice plothy.

e —————
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Ak mnotina vietkych bodov plachy § » rovaicou w = r{u, v). pre ktord plati u = u, [r = y;],
je krivka s rovnicou w == rlug. t) {w = r(l, 1,)], pridom (i, 1) € L {(t, ny) € 2], potom tiite krivkn
nazyvame parametrickon u-krivkou [v-krivkou].

Ak pre vietky g€ <a. by [1g€ e, d¥] jew = rlig, ¢ lw = r{t, va}] rovnicou jednoparamotric.
kého systému kriviek, potom tirto w-keivky [v-krivky] nazyvame siradiicovgmi Lrivhams.
Nech v oblesti £, = 0 stradnicové u-krivky, v-krivky maji tieto viastnoati:

1. Nijaké dve u-krivky [v-krivky] sa nepretinaju.

2. Ka2dym bodom plochy prechddze prave jedna w-krivka a prdve jedna v-krivka.

Potom parametre w, v, ptifom (u, v} € 2, nazgvame krivotiarymi ~dradwicami bodu M = 0 4
+ rin, v) na ploche 8 (pozri obr. 27}, '

Priklnd 1, Néjdime rovnice plochy, ktord vznikne rotdeiou krudnice {x-— a)? 22 = 2
y=10a>r >0, ckolo osi o,.

Riedenie. Pri rotdcii tejto krugnice & okolo osi o, joj stred opisuje kruknicu so stredom v za-
¢iatku s 3 polomerom a; ktorej parametrické rovnico si

¥=aCoBv, ye=gsiny, z =0,

kde v e {0, 2x), alebo vektorove .
t 8 = 0 + ar,

kde pre jednotkovy vektor ¢ plati © = 8os vi + sin vj.

E Nech v je Tubovolné &islo z intervalu {0, 2r). Hladajme rovnicu vytvérajicej kruznice, ak
: jej stred je S = (a cos v, @ sin v, 0). Pre Tubovolny bod X tejto kru¥nice plati

X=8+re"

; kde #® je jednotkavy vektar, ktory leki v rovine tejto krugnice. Ked#e v tejto rovine le#ia kolmé
| vektory T a k, moino jednotkovy vektor e napfsat v tvare

& = cog ut -+ sin uk, wue 0, 2r)
Pre Tubovolny bod X krugnice teda plati
X=8S4+re =0+ at + ricosut + ain wk),

dite
A =04 (a4 rcosu) T - rainnk.
Z toho potom je X = O 4 r(w, v), kde

r(u, v) = {a + rcosu) (cos vi 4 sin vf) 4 rain uk {(6)

& oblast Q je urdend nerovnosfami: 0 = w < 2w, 0 = v < 27, Preto#e &islo v bolo Tubovoing
dislo x intervelu (0, 2 w), roviica (8) urduje kafdy bod, ktory krugnica pri svojom pohybe za-
E ujme. Pretote rix, v) je jednoznaénd a spojité funkcia na oblasti §2, rovnice (6) je vektorovou
i rovnicou plochy. Tito plochu nazyvame anulodid.
; Parametrické rovnice anuloidu v zlofkéch sd:

x = {8 + rcos u) con v,

Y= (1 4+ rcosu)ein v, (7)
2 = ¥ ain #,
kde (u, v) e 12. '
Vylideonim parametra u, v z tychto rovnic doatanems:
2+ yt = (@ + reosut. (8)
Z toho potom je
al + y* 4 2 = a? 4 2arcosu + o,
dide

2 by + 2 b af— o2 = 2a(a + roos u),
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Ak umoenime tato rovnicu ne druhi a dosadime 'z rovnice (8}, dostanemc
(@ + ¢t 2t 4+ et — ) —dalat 4yt = 0.

to je irnplicitny tvar rovnice anuloidu.
Hradajme stiradnicové krivky na anuloide daného parametrickymi rovnicami {7). Pre u-krivky,
u = , dostaneme!
& = (a 4 rcos ) cos{,
y = {a + rein a)sint,
z = rainaa

kde a € <0, 2r) & t€ .0, 2w}

Obr. 27

Teda u-krivka je krufnica, ktord mé stred § = (0, 0, raina} s polomer p = a 4 rcos o
Pre v-krivky v = f§, mdme

x = {g 4 rcoai)cos f,

y = |& + ra8in {) sin f§,

z = rgini,

kde (¢, f)e Q.
Teds v-keivks jé kruZnics, ktorej atred jo § = (acos §, asin f, 0) & je priesednicou roviny
xain f—ycos =0
& gule
{Pozri obr. 28.)
Tieto krivky uddvaji krivotiare siradnice bodu na ploche.
939. Néjdite parametrické rovnice rotaénej plochy, ktord vznikne rotécioun krivky
r = g(t) | + y(t) k okolo osi o,.
mﬁlﬂm 940 a2 947 néjdite parametrické rovnice rotaénej plochy, ak o, je o3ou
e:
940. Gulovej plochy.
941. Rotaéného elipsoidu.
942, Rotadéného dvojdielneho hyperboloidu.
943. Rotaéného jednodielneho hyperboloidu.
944. Rotatného paraboloidu.
9456. Rotaéného kuZela.

946, Katenoidu, ktory vznikne rotéciou retazovky z = & cosh %, z=1u, y=10

(x — o cos B + (y —asin f)f + 2 =

—
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- 947, Peeudosféry, ktors vznikne rotaciou traktrisy x = a sin u, z = a In tg (u/2) -+
+oecosu, y=2~0.

948. Néjdite implicitny tvar rotatnej plochy s osou rotécie:
a) v osi o, c) v os8i 0,,
b) v ogi o, d) v priamke zfa = y/b = zfec.
V ftlohdch 949 aZ 952 n4jdite rovnicu rotatnej plochy, ktord vznikne rotécion
danej krivky okolo danej osi.
949, Elipsy z¥a* + 43/6* = 1 okolo osi o,.
950. Hyperboly z%/a% — 3*/b* = 1 okolo osi o,.
961. Paraboly y* = 2px okolo osi o, .
9562. Paraboly z = 2pa? okolo osi o, .
V dlohdch 953 a 954 néjdite stradnicové krivky plochy 8, ktoré mé rovnicu
w=r (4, v).
963. w=sinucosvi +sinusinvj 4 uk.
954, w= 'u:_”[a{ﬂ——u)l+b(w+l}j+s(tw—— 1) kJ.
955. Néjdite parsmetrické rovnice trojosového elipsoidu tak, aby jeho stiradnicové
krivky leiali v rovindch rovnobeinych s rovinou R,, alebo v rovinéch iddcich osou o,.

956. Najdite parametrické rovnice rotainého valea tak, aby stradnicové krivky
boli: ' :

) skrutkovice & kru#nice,
b} skrutkovice a priamky,
¢) skrutkovice,
d) priamky a kru#nice.
V tlobsch 957 at 959 vylidenim parametrov u & v najdite rovnicu plouhy
957. #mam'um‘tr y = a cost uginty, z = asin'u.
968. x =@ cos®u costy, y = a cos® usin®v, z ="asin® u
u? 4 vd — 1 2u B 20
R e R T W e ey o
V Glohdich 960 a% 962 najdite parametrické rovnice danej plochy.
960, 2%2* = 4(2* + ¥*).
91, 2z = a® — 4
962. 2 = b arctg (y/z).
963, Néjdite parametrické rovnice valcove] plochy, ktorej povrchové priamky st
rovnobeiné & vektorom k, ak vytvarajica krivks mé rovnicu r = @(u) i 4+ y(w) j
964. Néjdite rovnice kuZelovej plochy vytvorene) vietkymi priamkami, ktoré
ji danym bodom — vreholom V = (xy, ¥, %), 2, # 0 & danou vytvéra-
jicou krivkou K s rovnicou r = @{u) | + iu) J.
965. Najdite pa.mmatrickj a implicitny tvar kuielovej plochy, ktorej vrchol je
v bode 4 = (0, 0, 1) a vytvirajlica krivka je asteroida z*? -+ y*' == adld,
966. Nﬂjdlt»a rovnicu ekmtkovej ploc,hy. ktord vznikne rovnomernym otddanim '

rovinnej krivky K okolo osi lehaee:] v jej rovine a rovnomernym priamoliarym
pohybom krivky X pozdiZ tejto osi.

& Zbierka dloh
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967. Nijdite rovnice helikoidu — priamkovej plochy vytvorenej hlavnymi nor-
mélami skrutkovice r = a(cos i + sin ) + ctk.

968. Plochu, ktort vytvoria vietky priamky prechddzajice danou krivkou kolmo
na dand priamku, nazgvame priamym konoidom. Nijdite jej rovnice.
V ulohdch 969 & 970 ndjdite priame konoidy uréené osou 0, & krivkou.

969. r = (at + p)i + (B + g) j + tk.
970. r = a cos ti 5~ a sin ¢j + btk.

971. KruZnica s polomerom @ sa pohybuje tak, ie jej stred sa pohybuje po krivke
u = r{s) a rovina, v ktorej sa nachddza, je normélovou rovinou danej krivky. Tato
plochu nazyvame kandlovou plochou. Ngjdite jej rovaicu.

3,12. Dotykov4 rovina a normdla k ploche

Singulérne body plochy. 1. Majme plochu § s rovnicou w — rlu, v), v, v) & £2. Noch md
funkeia riu, v} v bode M = O + r(uy, 1) spojité parcidlne derivicie r (M) = ()t + ol + 2o K)o
FAM) = (x} + v + z.k),, 8 matica .

A (¥ "!) (1)
zti y'ul zu
nech mi hodnost fi.

Bod M = 0 + prlu,, »,) plochy S naz¢vame reguldrnym bodom plochy 8, ak hodnost ma.
tice A je A(A) = 2,

Ak bod M nie je regularny bod plochy 8, potom ho nazgvame singuldrnym bodom plochy 8.

Bod M plochy § je regularny bod vtedy a len viedy, ak je vektor {r, % rl),, # o.

2. Noch mé plocha § rovnien Fix, y, 2) = 0 a nech v hode M = (Tg, Yy, 2o} je grad FiM) = g,
t.j.

AFtMy  aF(M) _OF(M)
g oy fz

0. (2)

Potom bod M plochy 8 nazgvame singuldrnym bodom plocky F(x, y, z) — 0. Ak aspoil jodna
z parcidlnych derivaeil F(M), F (M), Fi(M) jo rézna od nuly, t. j. grad FiM) # o, pertorm
bod M je regularny bod plochy S.

Ak v singulérnom bode M plochy § existuju n-té parcidlne derivacie funkeio F{X), pricom
vietky parcidlne derivicie funkeie F(.X) radov niziich ako n sa v tomto bode rovnajll nule a aspod
jedna z n-tgch parcidlnych derivdeif jo rézna od nuly, potom bod M nazyvame kdnickyen budom
n-tého rddu plochy S,

Pre body véetkych kriviek na ploche 8, ktoré prechadzajit kénickym bodom M = (m, n, p)
druhého réddu plochy § s rovnicou Fiz, y, =) = 0, plati .

FodM) (x —m)? 4 FuiM)(y — n)t — FL(M) iz — pp -
+ 2FLAM) (m —m) (y = n) 4 2FLIM) (y —n) (2 — p} + {3}
+ 2FLIM) (x = m) (2 —~p) — O :

Rovnica (3) mde byt: 1. rovnicou bodu M, hod M jo izolovany bod plochy &, 2. rovnicoy
kvadratickej kuzoelovej plochy, ktord je opisand ploche § v bode M, 3. rovnicou dvoch rovin,
singuldrny bod M je bodom prieseénice plochy S 8 flou samou,

Nech regulérne zobrazenie na okoll 03iM} bodu M ma rovnien
£= i, ), {4}
o= w“.ul v}l
(u, v) € Op( M), kde funkeie @, w maji spojité pareiilne dorivicio a Jucobilin Punkeiondlny de.
terminant .
Fus o
Was

0{1_4_., v:i_ .

£
A, ) E

jo rdzny od nuly pre vietky {w, vl e g M.
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Ak obrazom singulirneho bodu M = 0 -+ riu, v} plochy § 8 rovnicou W= rlu, v} je bod
M = 0 4 r(n, v), pritom bod M nie jo v novych krivo&iaryeh siradniciach (x, v) singulérmy bod,
potom bod M nazgvame nepodsiatne singuldraym bodom (polém ) plochy 8. Kaddy iny singuldrny
bod plochy § nazyvame podstaine singuldrnym bodom plocky S.

HKrivka na ploche, Nech jo dand plocha S 8 rovnicou w = rlu, v}, (u, v) € £} a nech funkeis
w=glth v=yit), teJ (8)

Al spoji-t.é funkcie na intervale J. Nech obe funkoeio nio sd zdroveh konitanty a pre vietky t e J
jo {g(t), win)) € L. Potom mnoZina bodov plachy 8§ uréenych rovnicami (6) je krivka K na ploche §
Rovnicq (6, nazyvame potcm parometrichymi rovmicami krivky K na ploche 8,

Ak rovpice (8) majd tvar 4 = £, v = (t), potorn rovnica

v = ylu) (7}
nazyvame tied rovnicou krivky K na ploche 8.
Bovnice (8) reap. (7) mi rovnice krivky K v krivodiarych siradniciach plochy 8, zatial &o
rovnica w = r{@(t), w{#)]. teJ je rovnica krivky K v pravouhlych adradniciach.
Majme krivku K na ploche § s rovnicon w = r{u, »), pritom rovnies krivky K mi u = g(f),
= i), t € J. Pre dltka obliks krivky K na ploche S plati

i
oK)= [VEuT 3 2Fuv ¥ Gt s . (8)
ty

a pro diferencidl dlky oblika plati
ds? = E du® + 2F dudv - G de?, (9)

kde B =r,.r,, F=r..r,, G=r,.r.,, Sifc v zlodkich E = z3 4 .8 4 22, F = xlz] 4+
+ Yoy + 2uzl, @ = x 4+ g3 4 2}, Pravd stranu rovnice (9) nazyvame preou kvadratickou
formou plochy § alebo aj linedrnym elementom plochy 5. Absolitnu hodnotu vektorar, x rlv bode M
plochy 8 nez¥vame déskriminantom plochy S vbode M aplatiD = |r, x ri| = FEG — F2 = 0.

Dotykové rovina a normila k ploche &. Nech bod M je regulérny bod plochy 8 & vletky krivky
na ploche 8, ktoréd prechddzaja tymto bodom M, mejd v bode M reguldrny bod. Potom dotyénice
vietkyeh tychto krivick v bede M lefia v jednej rovine, ktorti nazyvame dolykovou revinow
plochy 8 v jej reguldrnom bode M. Bod M naz¥vame dotykovim bodom. Priamka, ktord prechadza
bodom M a je kolmd na dotykevad rovinu plochy § v bode M, nazjva sa nermdlou plochy &
v bode M.

Rovuica detykevej roviny plochy § 8 rovnicou w = rla, v} = 2(u, ¥} § + ylu, ) J + 2(u, v) k,
(u, v) € £2, v reguldrnom bode M = 0 4 ry = O + Flug, v} = (25, Hy, Zp) jo

(R—rp)-{ri xpl)ye =0 1))
alebo
£ Ty, W Hp. T-—
w M),y M), (M) (=0 {11y
(M), yiIM), (M)
Ak plocha § mé rovnicu Fz, y, z) = 0, potom v regulirnom bode M == (x4, ¥, 2,) mé doty-
kovi rovinu s rovnicon
{R—ry) . grad F(M) =0 (12)
alabo
FAMY (X — xp) + F (M) (Y — yy} -+ FAM)(Z —2z) = 0, (13)

kde r, jo polohovy vektor hodu M.

Ak plucha § mé rovnicu z = f(z, y), potom v jej regulérnom bode M = o+ Y. %) mé doty-
kovii rovinu & jej rovnics jo '

(MY (X —mp) + 2, (M} (¥ —yg) — (Z—2z) = 0. (14)

Vektorom normdly n(M) plochy § s rovnicon w = rlu, ¢} v joj reguldrnom hode M = (u,, v,)
nazyvama jednotkovy vektor lediaci v norméle k ploche 8 v bode M a orientovany tak, 2o vektory
n, r,. r;, v bode M tvoria pravotofivii trojicu vektorav, t. j.

nLire = e =0,
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Pre jednotkov§ vektor n{M) normély k ploche § v regularnom bode M plati
- FLXE X

bre x el [E@—F

Rovnica normdly k ploche § & rovnicou w == r{u, v)'V jej reguldrnom bode M = (ty, ty) =
= (Zg, Yor %) J®

n (%)

X =M+ () % Pt (1)
tide
2. (M), z(M)

y(M), 2 (M)
yul M), z M}

Cxl(M), yiM)y | "
z{M), y (M)

| £, =M

Rovnica normély k ploche § s rovnicou Fiz, 3 2) = 0 v jej reguldrnom bode M = (xz,, ¥y, %)
X = M + grad F(M)4, (18}

jo

éide
X —m Y —y _ 2=z
Foh C EM) . FAaD) uf

Rovnica normély k ploche 8 s rovnicou z = flz, y) v jej rogulérnom bode M = (7, Ya- 2}

je
X—z Y-y Z—=
M) M) =l 20

Prikiad 1. Najdite singulérne body plochy 2 + y* —cos? 2 = 0.

Riedenie. Funkecia Flz, y, z) = 2% + y? — cos’z je diferencovetelnd v ocolom priestore E,.
Preto pro vBetky singuldrne body plochy § plati

F,=2z=0, F;:;Ey={i, F, = 2ginzcogz =10

o 4yt —rosfz = (.

Z prvgch dvoch rovnic mdme g, = y, = U, 2 poslednej rovnice vyplyve, 2o z; = (2k 4 1) =/2, .
k=0, +1, +2, .... Dané plocha mé nekoneine mnoho singulérnych bodov M, = [0, 0, 2k + :
+ 1) n/2) kde k =0, +1, 2, .... !
Preekiimajme o5te eharakter tychto bodov. Poditajme preto druhé parcidlne derivicie funkere F,
dostanemse
‘F-:“zr F:[=2! F:.=20L1!28, F:,.;u. F:|-='D|

Fii =0

pre lubavelng bud 2 &,. Kedse derivécio F1, = 2 & F], = 2 aii rézne od nuly v kaldom bode
plochy 8, a teda aj v jej singulérnych bodoch, bady M, st konické body plochy 8 druhého rddu. |

Rovnica opisaného kusoela v singulérnom bode M,, kde k je celé tislo, je
2X2 .4 2Y* 4 2[cos (2k + 1) n1[Z2 —(2k 4+ 1) m2P =0, i

dize
X34 ¥ —(Z —(2k + 1) wf2P = 0.

To je rovnice rotednéhe kuZela s vrcholom v bode M, & s osou v osi o, ktorého po- .
vrchové priamky zvieraji s osou o, uhol /4. Dahd plocha je tiez rotaind & vanikne rotéciou i
krivky z = cosz, y == 0 okolo osi o, {pozri obr. 29). l|

. Priklad 2, Néjdime dotykovi rovinu a normélu skrutkovej plochy £ = u cos vl + wsin v] +
+ (2v/ ) kv bode M = (0, 1, 1). N& dime siradnicové krivky. ktoré prechadzaji tymto bodom Af,
a uhol 4, ktory zvierajd.

Riedonie. Krivotiare siradnice bodu M néjdeme zo vztahov u cos v = 0, usinv = 1, 2¢fx = L. i
Z toho vyplfve uy = 1, vy = w/2, dile M = {1, mf2).

——————————————
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3,12, Dotykovd roving a normdla k ploche 117

Zistime, & bod M je reguldrny. Poéitajme vektor z
X fo)u == [{008 o + min uj) X (— sin of + ucos v + '-
+ (k=] x [+ 2fn) k] = (2/x) ! + k # 0.

Bod M je regulirmy bod danej plochy a rovnica dotykaove
lﬂﬂ;kdlﬂgjplﬂhs&vhodui{jn j

[X—(0, 1, 1)].{2/m, 0, I} = 0, £
site -‘ ,‘
2X/x + Z—1 = 0.
Rovnios normély k danej ploche v bode M je
(Y —1):(Z—1) = fm:0:1,

86radnicovti w-krivku, ktord prechddza bodom M, do
stanmme = rovnioe ploohytnk,iepuloﬁmaﬁ_l

r=cosvl 4 vin s} + (2v/x%) k,
jbmnnlhmhmmvdmm'+y’-lmntﬁpmlm x
x.

2/
Béradnicovd v-krivku dostaneme pre v, = m/2:

r=uf + k,
&0 jo rovnics priamky x 1y :{z—1) = 0: 1 : 0, ktord kolmo Obr. 29

protina os o,

Hmmmhuauhmkniadmabmmv dotydnie t¥ehto kriviek
v bode

A
A
4

0on b =

. r ] I I+ (2m) k] _
EARES LT ¥ apn

lihﬂ-nﬂ.ﬁﬁudnioov&u,u-h‘ivkj'vbodaﬂsﬁuvmmkﬂmﬁ.

V dlohdch 972 aX 977 néjdite singulérne body danej plochy 8 & preskéimajte ich

W2 z=u, y =15, 2 = (ub | A

M z=9u— v, y=2uy, z = u5

94 A4y — 2* 4 8 — 162 = 0.

976, 2* — 2y — 32° + 22 4 32 — 20— y = 0.

976. (2* + 4 + ) (1 — 2* — y* — 2%) = 0.

977, (2% + P + 2% — 2(z* — 2 — y?) — 0.

978. Uk4dite, %o bod M = (2, 2, 2) je nopodstatne singulirny bod plochy §
r=(s+ o) f+ (u* 4+ v?) j 4 (u8 + ) k.

V tlohdch 979 a% 983 vypolitajte prvi kvadratickd formu plochy S:

979. Gulovej plochy r = a cos u cos vf + a cos « sin o] 4 @ sin uk.

MRothovﬂmr—amﬂ+amnvj+nk

981. Rotalného kuiela r = u cos vl + u sin v F cuk.

882. Rotatnej plochy r = v cos wl + v sin uj + f(v) k, kde [ je diferencovatelns

983, Plochy s rovnicou z = f(z, y), kde f je diferencovatelns funkaia.
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984. Nijdite dlzku krivky K ny ploche §, ak rovnica krivky je u = v a prvd
kvadratické forma plochy § je ds? = du® + sinh? u» dv?.

985. Dokdite, %o pre unhol & saradnicovych wu., w-kriviek, ktoré prechidzaji
regulirnym bodom plovhy S, platl co3 é = F/[EZ. Na ziklade tohto vysledku
dokdzte, Ze suradnicové u-, v-krivky tvoria pravouhli siet vtedy a len vtedy, ak
F =1

986. Néjdite uhol, ktory zvieraji krivky v =5 a e* kde a, b 50 éisla, s povrchovymi
priamkami rota¢nej kuzelovej plochy w = w cos oi -+ u sin vf -+ cuk.

V dlohidch 987 a% 990 ndjdite rovnicu dotykovej roviny k danej ploche 8 v hode M.

W7 r=(u + )i+ W2+ o) j (o k, M= (1, 1) .

988, F = cos u cos vf 4 cos wsin vf - sin uk, (gulovd plocha) M == (x[4, 3x/4).

989, r = wcosvi i wsinvf 4 Suk, (rotaind valcova plocha) M = (1, =/2).

990. r = cosh w cos vi -+ cosh w sim vj 4 uk, (katenoid), M = (1, =/2).

V dlohdch 991 a% 996 najdite rovnicu normdly a dotykovej roviny plochy § v jej
regulirnom bode M.

W aye = 27, M = (-1, 3, —9).

992, 2 9P 4 2P - Bayr — 27T =0, M —= (2,3, 4).

993, (2 by - 2% e 2 -yt |2, M = (1,0, 1)

M.z =ay, M (1.1, 1)

995, z = 2a% L o2 M — (1,1, 2).

996, : = 2 arctg (y/x) (skruvkovd plocha), M = (1, 1, =/2).

V dlohich 997 aZ 1003 ndjdite rovnicu dotykovej toviny a normaly k ploshs §
v jej Iubovolnom regulirnom bods M.

997, Gulovej plochy r == a[cos w cos i -t cos wsin v + sin uk].

8. Rotacne) valeove) plochy r= a cos i + asin uj - vk.

999, Rotaénej kuzelove] plochy r = o cos u cos xi + » sin u cos vj + » sin vk,

1000, Anuloidv r o= {a & & cos w) (eos vi - sinvj) 4+ b sin uk,

1001. Rotaénej plachy £ == w cos wi 1w sin of 4- f(u) k, kde f je diferencovatelnd
funkeia. )

1062, Hyperbolického paraboloide r = alu 4 o) 7 4 blu — ») j 4 unk.

1003. Skrutkovej plochy ¢ = w cos i+ uwsinej — avk.

1004, Nijdite rovnicu dotykovej roviny plochy egz = 1, klord j¢ rovnobeing
grovinoun x + ¢ + 2 ~ 8 =),

1005, Najdite rovnice dotvkovyeh rovin k paraboloidu 42 — 22 + »* v priessd-
nikoch 8 prinmkou o = y = 2.

1006. Nijdite rovnicu roviny, ktora prechidza bodom M = (4, 8, 1) a bodom
£ = {2, 2, 2), ktory leif na ploche xyz = 3, kolmo na tito plohu,

1067, Dokdite, Ze plochy 2x 1y iz +4=0ay* ~xy — 8y + 2135 =0
sa navzajom dotykaju, t. . maji spolofinn dot vkova rovinu v bode M == {3, 2, 1.

1008, Nijdite rovnice kriviek, v ktory h dotykova rovina plochy zy — az == 0
v bode M = (1, ¥y, %) pretina tito plo-h .

1009, Nijdite rovnien plorhy, ktord tvori mnoZina vietkych normal k ploche
y = ztg z v bodoch priamky y = ». z = =/4.

I
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1010. Dokdite, Ze vietky normdly k rotafnej ploche z = f (VZ’ + 32 ) pretinajit
rotacni os. .

1011. Dokizte, Ze norméla k rotatnej ploche je zéroveii hlavnou normdlou pri-
slusného merididnu rotaénej plochy.

1012. Krivka ¢ = a coshécostl + a cosh fsintj 4+ atk le#i na rotafnej ploche
z* 4 y* = a® cosh?(z/a), ktord nazyvame katenoidom. Dokaite, e v kaidom bode
krivky binormala sa zhoduje s normélou v pMslufnom bode katenoidu.

1013. Dokéite, te dotykové roviny k ploche zyz = a3, ¢ > 0 tvoria so siradni-
covymi rovinami stvorsten kondtantného objemu V = 89a?[2.

1014, Dokidite, Ze dotykovd rovina v [ubovolnom bode plochy V:_t':- + ]/3} + Vz_=
= l-'a vytina na stradnicovych osiach tseky, ktorych sidet je konitantny.

V dlohdch 1015 az 1018 dokéite, Ze dané plochy (v ich rovniciach a, b, ¢ st sla)
s navzijom ortogondlne *)

1015, 2* + 9% + 22 = ax, 2® + ¥* | 2* = by.

16, xy = az®, 2 + y* - 22 = b3, 22 4 22° = 2® | 232

007, ay=az, J2f — + |y 2 =0, [t + 2 — |y + 22 =

1018, 22 L y? 2t =ax, 2® + y* + 22 =dy, 2* + y* + 22 = cz.

Valeovd plocha, ktord mé povrehové priamky rovnobefné s vektorom m = {a, b, ¢} & dotyka

sa danej plochy & pozdlz krivky K, nazyva sa opisand valeovd plocha plochy $. Krivka K sa na-
zyva obrys plochy 8 pre’vektor m,

V dlohdch 1019 a% 1021 néjdite rovnicu opisane] valcovej plochy danej plochy &
pre vektor n: '

1019, Gulovej plochy z* 4+ y? + 22 = a* ak n = [k, I, m}.

1020. Elipsoidu 22 +- 4y + 922 = 1, ak n = {1, 1, 1}, -

1021. Eliptického paraboloidu 2z = z¥/p + y¥/g, ak a'={|/p, Vg, 1\.

Dana je plochs S, ktord je v kazdom bode regulérns. Plocha, ktord je vytvorend pitami viet-

kyeh kolmic spustenyen z daného bodu A na dotykove roviny plochy S, nazyva sa titnicovd
mlocha.

V ulohdch 1022 ai 1025 ndjdite rovnicu upitnicovej plochy k danej ploche §
vzhladom na bod 4.

1022, Elipsoidu z*/a? + 3?62 + 2%c? == | a A4 je stred elipsoidu.
1023. Hyperboloidu z%/a® -+ y%/62 — 28e? =1 a A je jeho stred.
1024, Skrutkovej plochy z = k arctg (y/z) pre bod 4 - (0, 0, O).
125, Plochy xyz == a® pre bod 4 = (0, 0, 0).

3,13. Krivost krivky na ploche. Krivost ploehy

Nechoma plocha S rovnicw w o= rlu, v) anech P = O + rlug. vy} 8 jej reguldrny bod, v ktorom
funkein ma druhy diferencidl. Neeh K- je krivka na ploche 8, ktord prochidza bodom P a mé
v otamto hode krivost B FP).

Vektor

dr
—a'a— = IHP}VI

kde T & v =i jednotkové vektory dotyénice a hlavnej normdly krivky K v bode nATYvame
vektorem krivosti krivky K v bode P.

=i Hovorime, 20 dve plochy 8 a 8, 8 v svejom priesedniku srtogondlne vtedy, ak priesednik M jo ich
regulirny bod a vektory normal a, L-‘H't. ayl M) 8 navzdjorn kolmé.
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Normdlovow krivosfou k, krivky K na ploche § v bode P nazyvame priemet vektora krivosti
k(P)v do normélového vektors n(P) plechy S v bode F, 1. j.

k, = kP)v. n{P). (1)

Tangencidlnou alebo geodetickou krivostou k, krivky K na ploche § v bode P nazyvame priemet
vektora krivosti do vektors niP) x % ktory ledi v dotykovej rovine plochy S v bode P.

Veta 1. Ak je krivka K na ploche S dané prirodzenym perametrickym vyjadrenim r[u(s},
v(s)), pritom bod P = O 4 rlu(s,), v(sg}] & existujit derivdcie u, = u'(45), v = v'(g;), potom
v bode P plochy & platf

L1
ky = Lu' + 2Muy, + Nvd, (2}
 kde L = b‘gif} iy, M= OB Py, N a'a":f‘ . n(P).
Vyraz
IT = L du® 4 2M dude - N de? {3)

paz§vame druhou kvadratickou formou plochy 5.
Za predpokladov uvedenych na zadiatku tohto &lénku plat

I Ldu? + 2M dudv +~ N de? )
I Edu? + 2P dudy 4 Gde? 7

ky =

Vol 2. ( Meusnisrova veta). Viotky krivky K na ploche S, ktoré prechédzaji bodom P a majt
v fiom spoledni dotyénieu, maji v bede P rovnaki normélovd krivost.

Veta 8. Vieotky krivky K na ploche 8, ktord prechédzaji bodom P a maji v bode P spolofmi
dotytuics a oskuladnd rovinu. maji v bode P rovnaki krivost.
Nermdlowjm vezem plochy S v bodo P budeme nazyvat takd rovinmi krivku na ploche 3,

ktorej hiavnd normdls v bode P sa rhoduje 8 normdlou plochy § v bode P.

Veta 4. Krivosi k(P) normélového rezu sa rovnéd shbsolitnej hodnote normélovej krivosti.
Hiavngms krivostami plochy § v bode P nazyvame extrémne hodnoty normélovej krivosti.
Dostaneme ich riefenim kvadratickej rovnice

(EG — FH &, — (EN — 2FM + QL) k, + (LN — M?) = (, {5)

kde B = ri{P). riP}, F = riP) . eiP), @ = ri{P). r)(P) & L, M, N maji v{znam sko vo vete 1.
Rovnicu (6) nazyvame rovnicou pre hlavné krivosti,

Hiavngms smermi plochy 8 v bode P nazgvame smerové vektory dotyénic normélovyeh rezov,
ktorych normélova krivost je extrémne. Dostaneme ich riedentm rovnica

(LF — ME)w™ { (LG — NE)w?v' 4+ (MG — NF)v?* = 0, (3]
Ak w’, v’ je riedenim ruvnice (68), potom hlavng smer je dany vektorom
Wit o' (7}

Ak rovnica (5) mé v danom bode P plochy 8§ dvojndsobny kored, potom rovnica (8) mé ne-
koneéne vela rieionf & hlavné smery nie st definované. Bod P v tomto pripade sa nazyve kru-
hovyj bod.

Veta 5. Ak rovnica (8) mé dve rézne riskenis, t. j. plocha S mé dva linedrne nezdvislé hlavné
smery, potom tieto smery i navzédjom kolmé.

Veta 8, (Eulerova vela.) Pre normAlovd krivost plochy 8 v joj reguldrnom bode F plati
k, = k; cos® B 4 ko min*#,

Ei: ky, ky 86 hlavné krivosti a 6 je uhol, ktory zviera rovina normélového rezu 8 rovinou prviého
rozu.

Klasifikdcia bodov plochy. Ak v reguldrmom bode P plochy 8 je:

e ————
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8) LN — M?® > 0, maj4 hlavné krivosti k,. k; rizne znamienka. Bod P nazjvame eliptickim
bodom a plocha je v okolf bodu P v jedmom polpriestore vzhladom na dotykovi rovinu v hade P;

b} LN -— M* < 0, maji hlavné krivosti ky, k, rézne znamionka. Bod P nazfvame hyper-
bolickym bodom & plocha je v okoli bodu P po oboch stranéch dotykovej roviny plochy v bode P
a mé charakter ,.sedla* fobr. 30b);

¢} LN — MY = 0, tak &, alebo & rovnd sa nule. Bod P nazfvame parabolickym bodom.
Jeden hlavny normélovy rez mé v bode P inflexny bod, alebo jo priamkou (obr. 30c, d).

o~

Obr. 30 d)

Uplnou krivostou {Gaussovon mierou krivosti) plochy S v bode P naryvame atdin

k, = kyleg
hlavoyeh krivostfi plochy & v bode P,

Strednou krivosfou plochy & v bode P nazyvame aritmeticky priemer

1
k.ﬂ'i'(kl_'i' k‘l]’

blavnyeh krivosti plochy 8 v bode P, .
Ak rovnica (5) pre hlavné krivosti mé dvojnésobny korefi, potom k, = ki a k, = &,.

Yeta 7. Nech k, jo dplnd a i, strednd krivost plochy 8 v bode P. Potom plat{

LN — M2 :

ni!. = klk' = -—E-a:FT N {8‘:'
1 _ EN —2FM 4 GL

ko= gt b) = g (9)

Pozndmka. Ak plocha & mé rovnicu z = fiz, y) a funkcia f ma v bode A = (x,, y,) spojité
parciélne derivdcig prvéhe a druhého radu -

p=Jd4), g=[fA). r=[L{4), s=[fL(4), t=f(A),

1‘
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potom Tovniea pra hlavnéd krivosti jo
M4 g2+ g2k = V1 p? e % [2pge— (1 b e — (1 + g®) rbk, = (ot —s%) O, {1
Hlavny smer jo v tomto pripade dany vektorom

't ) (et 4 gy} k,

pricom &', " jo ricSenim rovioice

(tpg— &l gy b [ o pY)emr(l $ @0y & [s{) b pt) —rpg]x? = 0. (1
Pro aplrut & strodnnd krivost p]ﬂ.ti
‘- raeeg? ol gt - 2pgs s b1 - pt)
L prhgfE T 21 3 pt o g'PA ’

rriklad. Najdimme hlavné krivosti, Gpln keivost, stredna krivoat a hlavnd smery skruthove)
ploehe
Flu, v} = weos vl + wsine] - vk
v obodde 1P — 0 Lop( 1, =20,
Riedopte, Vvpolbitujme najprv prvé a druhé derivacie funkeis r{w, ©) ¥ bode P Mame

riF) — [eos ol 5 sinefl, = jo Py = | —usinvi 4 woosef - k), - —1 — k,
Py =0, P = fesin i = vos vfl, o, FLAP) = ooucos tb— s ef] = -
Nale] mame ’ '
jort—i i i k 53

nley Tj X“[—‘ F k“ = —!—l--;}'“l':—!- o 2 o k)

Vypoditajme oite B, F, G, L, M, N Mimo
= 1. Fo.ou =i, L= i), Mo E-"Z_;:E. o= 0.

Rovnica proohlavnd krivesth podla (5} je

(2 — 0k — {0 — 2.0 k=120
aFe

2B 12 = O

4 toho potom je &y o= 12 by = 172
Hlavne smery dostaneme podla (6] ricdenim rovnies

-I'.H PR T T

2
Aotoho o’ ; |'_;: Ak oa e avolime | dostancrone podTa (7 Bluvne sy vy o vy
vy faeio ot i ko i V2 K
v = 2] w0 k) —i— 2 - k
Upled keivest &, o
fe, o dey kg e 1

Steadnd krivost £ i

| WA
k_fz"{kl'rkg:lu'_(é' ) :3,] L2

L4

Vodlehdch 1026 az 1029 n.!,]d]t,{s normilové a peodeticke krivosth keivky A na
vloche S v hode £2, ak =0 dand rovnice krivky K, plochy N o bod P,

1026, r — cosli | sintj - cosh ik, 2* Loyt =1, P == (L, 0, 1)
027, & = efeost, y—ctsind, z e, 22 Loyt 22 =0, P = {10 1}
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1028, r = I + 312 + 2kjt, 2% = 12y, P = (2, 2/3, 1).
1029, (z — 12+ (2 + 1/2)2 = 94 ) , . _
s }:c Pr=1 P=(,11).
1030. Nijdite geodetickd krivost kruZnice polomeru r na gulovej ploche polo-
meru K.

1031. Niéjdite krivost normélového rezn rotaéného valea, ak rovina rezy zviera
8 osou valca uhol 45°.

1032. V bode P plochy 8 je zostrojenych n mormilovych rezov, pritom uhol
dvoch po sebe idicich normélovych rovin je 2 n/n. Dokdite, e aritmeticky pricmer
normélovych krivosti neziviel ani od poftu % rezov ani od smeru prvého rezu.

V tlohdch 1033 aZ 1088 ndjdite druht zékladni kvadraticki formu plochy S.

1033. Gulovej plochy r = a(cos u cos »i + cos « sin vj -} sin uk).

1034. Skrutkovej plochy £ = ucosw, y = usinw, z = v,

1035. Pseudosféry r = a sin u(cos vf +- sin vj) + [a In tg (4/2) + a cos u] k.

1036, Rotadnej plochy r = f(u) (cos vi | sin vj) =+ g(x) k.

1037. Plochy z = fl(z, y).

1038. Hyperbolického paraboloidu z = may.

V tlohéch 1039 aZ 1045 ndjdite hlavné krivosti a hlavné smery plochy § v danom
bode P. '

1039. r = wcon vl + wsinof + vk, P = (0, 2, =/2).

1040. 4zyz — 1, P = (1, 12, 1/2).

1041, 234 4 328 + 2216 = 1, P = {0, 0, 4).

1042, > = y2/4 4+ 2%6, P = {0, 0, 0).

1043, 2 = 2% — 3%, P =(1,1,0).

1044, 2z = 242p(z* + 3%), P = (0, 0, 0).

1045, z = yz2/a, P = (24, ¥y, 2,)-

1046. Dokézte, ¥e jeden z hlavnych polomerov krivosti rotaénej plochy S sa

rovnd dlZke Gsetky na normsle k ploche S v bode P uréenej bodom P a prieseinikom
normdly s rotatnou plochou.

V dlohdch 1047 az 1050 nijdite strednd u Gplnt krivost plochy 8 v hode P.

147, = b + (u® — 20) j 4 (u® — 3ux) k, P = (2,2, 2).

1048, 2% + y* — 2sinfz = 0, P = (1, 1, 7;2).

1049, 20z 4 y3) — 22y = 0, P = (1, 1, ).

1060, 2 = 2 4-z2y + ¥, P = (1,1, 3).

Vodlohach 1051 a7 1066 nijdite havnd krivosti, stredni a tplnt krivost dane
plochy 8 v jej fubovolnom bode £,

1051, Gulovej plochy r = a(cos % cos vi -+ cos u sin vf + sin uk).

1052. Kuzelovej plochy r = u cos vf 4 u sin #j + cuk.

-

1053. Katenoidu f = b eosh % (cos vi + sin vf) + uk,

1064. Pseudosféry r = g sin ulcos of -+ sinef) 4 [a In tg {/2) 4 « cos u] k.
10566. Rotalnej plochy z = f(x? + y2).
1066. Skrutkovej plochy r == u(cos vi + sin vj) -+ avk.
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V tlohdch 1057 az 1059 néjdite strednd a iplnd krivost danej plochy v jej lubo-
volnom bode P.

1057. Elipsoidu 2/a® + y3/b* + 2%/t = 1.

1068 Hyperbolického paraboleidu 2z = 2? — ¢?

1069. Hyperboloidu z = axy.

1080, Dokéite, %o strednd krivost plochy 2z = In cos  — In cos y rovnd sa nule.
knlﬂﬂl. Vyjadrite wiplnd krivost krivky pomocou jej normélovej a geodetickej

ivoati,

1062, Presktimajte charakter bodov nasledujéicich kvadratickych ploch:

a) gulovej plochy, - @) eliptického paraboloidu,
b) elipsoidu, f) hyperbolického paraboloidu,
¢) jednodielneho hyperboloidu, g) eliptického valca.

d) dvojdielneho hyperboloidu,
V tlohéch 1063 ai 1067 preskimajte charakter bodov rotafnej plochy, ktord
vinikne rotdcion krivky K okolo danej osi.
1063. y = cosz, z = 0, okolo osi o,. 1084, y = cos z, z = 0, okolo osi 0,.
1065. y = e*, z = 0, okolo osi o,. 1066, ¥ = e, z = 0, okolo osi 0,.
1087, (x — b)* + ¢* = a?, a < b, okolo osi o,.
V tlohdch 1068 a% 1070 nsjdite kruhové body plochy 8, sk plocha S je dans

rovnicou:
1068. 2z =2%p + ¥¥fg, p > g > 0.
1069. 2%/a* + y‘)‘b" + 2%c? = 1.
1070, 2® + y® = sin®w.
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4. DIFERENCIALNE ROVNICE

4,1. Zikladné pojmy a Glohy vedfice na diferenciflne rovnice

Nech F je funkeia n + 2 premennjoh*) definovand na mnoine M. Nech C*(1) je mnoina véet-
kych funkoif y = f(z), ktoré a1 na intervale I n-krét diferencovatelné s pre kaddé z, e I jo
{2y, ¥(xy), ¥(z)s ..., ¥™(5)) € M. Potom rovniou -

Flxe, v, 8, ¥ oo yM) =10 (1)
diferencidlnou rovnicou n-tého ridu.**) Cfalo n nazgveme rddom diferencidl-
nej rovaies (1}
Kaiddt funkeiu y = p{z) z mnofiny C"(I), pre ktori plati
Flz, p(z), ¢'(x), ..., g™ ()] = 0
pre katdé x € I, nazfvame ried nim diferencidingj rovnice (1) na intervale 7. Funkeia y = g(z)
mébke byt urlend aj parametricky z = ,(f), ¥ = 1,1} alebo implicitne Pz, y) = 0.

Graf riedenia y = @(z) diferencidlnej rovnice (1) nazyvame integralnou krivkou diferencidlnej
rovaice (1}. Ak je riedenie diferencidlnej rovnice (1} dané implicitne Biz, y) = 0, potom ho
nazyvame indegrdlom diferencidine rovnice (1),

Nech pre riedenie y = @{x), « € I, diferenciélnej rovnice (1) v &fele o € I platf

yla) = by  Yla)=by ..., ¥ Va)=b,_, (2)
pritom by, by, ... b,_, 5 Tubovolné éfsls, aviak také, %e (a, by, by, ... b,_,.7,,,) jo z mnokiny M.
Potom podmienky (Z) nazyvame Couchyovekymi zadiatodngmi podmienkams,
Ak diferencidlna rovnica (1) a diferencidlna rovnics
G{zl i !l"- ERET] b‘"“,'! =0 13}

majii rovnaké mnotiny rieden{ na tjch istfch intervaloch, potom diferenciélne rovnice (1) a (3)
nazyvame ekvivaleningmi. Upravy, kiorfmi mo#no prejat od diferencidlnej rovnice (1) k diferen-

cidlnej rovmici (3), nazyvame ymi upravami,

Priklad 1. Néjdime diferencidinu rovnicu krivky a rovnicou y = f(x), ktorej krivost v kefdom
jej bode P je imerné kosinusu uhla a jej dotytnice s osou o, v bode P. Néjdime aj zabiatoéné
podmienky, ak tdto krivke prechddza bodom 4 = (1, 1) & v tomto bode mé dotyénicu 2z -+
+y+3=0

Riedenie. Ak krivka K 8 rovnicou y = f(z) m4 v bode P krivost, potom plati

- ¥
| MB) = g “
Kodle vektor dotyénice v regularnom bode Lkrivky K je
v =1-+y) (8)
pre uhol « plat{ _ ’
o 1
coB @ = (6)

I TL L

*} O funkoii F(z,, 2a, . ... ¥as) predpokladéme, e parcidlne funkein Fia,, a;, ..., 0yyy, Ty} nie jo
vﬂ-’mmou j premennej T, 4. . )
b v dallom texte hoverime namiesto oby#ajns diferencidlne rovnica len diferencilna rovnica .
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Hladand krivka v kaidom bode P spliv podmionku
MPY = acod ax,
kde a je konitanta dmernosti. Odtial a ¢ roviic (4) & (6} destaneme v Tubovolnom bode B krivky K

¥ . i .
1+ =P (1 gipr

alsbo
Yy —ay®-a =0
To jo diferencidina rovnica druhého ridu pre biadand krivku, Ked2e tato keivka mé prochidzat

bodom 4 a v tomto bode sa mé dotykat priamky 2 -+ y + 3 = 0, muai platit »(1) = 1 (1} -
= —32, o si zadintoliné podmienky.

Priklad 2, Teleso g hmotou m pada z vyiky h so zadintoénou ryehlostou v, zvisle nadol. Odpor
veduchu je prismo dmern§ Stvorcu rychlosti padajiceho telesa. Najdite diferencidlnu rovnicu
pohybu padajuceho tolesa n zatiatoéné podmienky.

Riedentie. Na priamke, po ktorej sa teleso pohybuje, zvolme siradnicovy systém tak, aby
zadiatok © bol na zemskom povrchu a kladnd &nst osi o, bola nad zemskym povrehom. Nech
z = fit} udiva polohu teless v ¢ase {. Potom v fase ¢ rychlost telesa jo v = 2% = f(¢) I a jeho
gryehlonio jo @ = 2" = f*(t) i. _

Na padajice teleso pésobi v kazdom ¢age ¢ tin2 a odpor vzduchu, pricom ¢ <2 7', kde T jo doba

Podfa II. Newtonovho zdkona plati

mal = (—mg + kx') i,

kde g jo zrichlenie volného padu & k je koeficient odpoeru prostredia. Z toho dostdavame hiadani
diferencidlnu rovnicu pre padanic tolesa

27— (kim)z® 4 g = D,

Zatiatofné podmienky si urfené zadiatoénou vyikou x(0) = A a zalistofnou richlnstou
2 = 2(0) == vy,

Priklad 3. Mdme néjst diferencidlnu rovnicu jednoparametrického systému koufokélnych
parabol, ktoryeh o8 je v osi o, s ohnisko v zadiatku pravouhlého paradnicového systémn.

Riedenie. Rovnica tohto jednoparametrického systému parabol je
7t — daxly — @) = o i (7}

kde parameter daného systému je drubd siradnica vrecholu V= (i}, ) paraboly.

Diferencidlnu rovnicu k-parametrického systému kriviek Fir, y. o, %, ..., o) = 0 hladime
tak, Zo vylidime z rovnic

Flay w, oy, 2o - md) = G,
dF d#F el B
—_— = _— - = - —_— —_— 0
ax =" e 0o =
parametrs @, %, ..., Z,, sk je to moiné.

V danom priklade ide o jednoparametricky aysténi, preto stadl vypolitat iba prvd derivécin
funkeie F podla . Derivovanim z rovnice (7) dostaneme

2 — ‘1&9" = {} (3)‘

Vylidme parameter « z rovnic (T} & (8}, Nechy' # 0, potom x = 2/2y" a po dosadeni do rovnice (7)
a hprave mame

22 x
. ( — ,)=0.
¥ Yy
dite
2yt e 2oy A 2 = 0. (9)
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Ak y" = 0, potom z rovnice (8) vyplyva & = 0 a z rovnice (1) vyplyva y —= & Teda diferen-
cidlne rovnica (9} plati a) pre y' = 0.

Preto jo rovnica (9) diforenciélna rovnica daného jednoparametrického systému kounfokélnych
parabol, ’

1071. Zistite, ktoré z danych funkeii st riefenim diferencidlne] rovnice
yy© — Yy =0, ak:

a) y = ¢, d)y = 2z + 5,
b} y = cos z, €)Y = + Cos ¥,
¢) y = Inaz, f) y = sin 2z | cos 2.

V dlohdch 1072 az 1079 dokdite, ze dané funkcie si riefeniami diferencialnych
rovnie: X )

1072 y =z |l — 2%, ze(—1,1), yy =z — 222,

1073, y = 12jcos z, we (—mf2, n/2), ¥ —ytgx = 0.

Wi z=te¢), y=e, te(—1, @), (1 +ay)y +y2=0.

1075, 2 = Int + sint, y =t (1 -+ sin &) 4 cost, L= (0, m/2).

1076,  =In y' 4-siny' x =t 4 arcsin ¢, y = /2 — |1 7,

te(—1, 1), x = y' + aresin ¥

Wil.y=z ¢, (x—y | Ly = 1.

1078, 2% ¢¥ —y —2 =0, 2P e¥y’ 4 Bxte¥ — y = 0.

Wi y+lny —2--3=0, yy' — y* 4 y3 =0,

V alohdch 1080 aZ 1084 najdite diferenciilne rovnice, ktorych rieSeniami sG nasle-
dujice funkecie:

1080. y = cx 4 ¢2, ¢ je Iubovolnd konstanta

1081, y = x — ¢fz, x # 0, ¢ je Tubovolné konStanta.

1082, y = ¢@ -} c3, ¢;, ¢, 80 IubovoIné konstanty.

1083, y = ¢;x + cy e, ¢, ¢, 30 Iubovolné konstanty.

1084 3 = ¢; e + ¢y €27 + ¢ 0%, ¢, ¢y, €4 81 Tubovolné kondtanty,

V dtlohdch 1085 az 1092 ndjdite diferencislnu rovuicu daného k-parametrického
systému kriviek s rovnicou F(z, y, a,, &y, ..., o) = 0, kde o, ay, ..., 2, 81 para-
metre. ’

1085. y = x e™'=, ¢ je [ubovolné redlne éslo rézne od nuly.

1086, y = a(r — a)?, a je [ubovolné éislo.

1087, y = ax — Vl a?, je [ubovolné éfslo.

1088, & == a(t — sint), y = x(l — cost), a je [ubovolné &islo.

1089, 2? + i = «?, « je lubovolné kladné &islo.

1090. y = A sin (w -+ ), A4, @ si Iubovolné disla.
1091. ax® + &y® = 1, a, b, st éfsla, pre ktoré plati bud 2 > 0, bud b = 0.

1092, y = {ga® + bx + c) e, a, b, ¢ st Tubovolné &isla.

1093. Néjdite diferencidlnu rovnicu victkych parabol, ktorgch os je rovno-
beZné s osou o, & ktoré prechadzaji zadiatkom pravountého sdradnicového systému.

1094. Nijdite diferencidlnu rovnicu vietkych kruinfe v rovine.
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1095. Dokéite, %e y = c, cos = + ¢, 8in 2 je rieSenie diferencidlnej rovnice y* -
- y = 0 na intervale (— co, 00). ’

1096. Na zéklade tlohy 1095 néjdite, ak je to moiné, jedno rieSenie diferencidlnej
rovnice y* + y = 0, ktoré spliia ienky:

a) ¥(0) = 1, y(n/2) = —1. ¢) y(0) = y(=) = 0.
- b y(0) =0, y(m) =L d) (0) =0, y(x} = L.

1097. Néjdite diferencidlnu rovnicu pre pohyb telesa s hmotou m, ktoré ea priamo-
isro pohybuje v prostredi, ktorého odpor proti pohybu telesa je priamo tmerny
druhej wocnine rychlosti telesa.

1098. N4jdite diferencidlnu rovnicu ohybu vodorovného nosniks volne poloZe-
ného na oboch koncoch, :

1099. Teleso s hmotou m & mernym teplom ¢ mé v %ase f, teplotu T, Teplota T,
okolného prostredia je konktantnd, pridom T, < Ty Néjdite diferencidlnu rovnicu
ochladzovania sa telesa, ak mnodstvo tepla, ktoré pri ochladzovan{ prejde z telesa
do okolného prostredia, je fumerné rozdielu tepldt telesa a prostredia a dizke Zasu
ochladzovania sa tohto telesa.

1100, Na plyn pdsobf %iarenie s konStantnou intenzitou, v désledku ¢oho sa plyn
ionizuje, & to tak, Ze za jednu sekundu vznikne ¢ kladnych 8 ¢ zdpornych iénov
v denom objeme plynu. KedZe kladné a zdporné iény sa znova zlubuji (rekombinacia
i6pov), ich celkovy podet sa zmen#i. Za predpokladu, Ze z celkového poétu n kladnych
ibnov sa rekombinuje podet iénov timerny druhej mocnine ich celkového poétu,
najdite zévislosf poétu ibnov od fasu i.

1101. Néjdite diferencidlnu rovniou elektrickych kmitov v okruhu, po-
zostévajiicom z kondenzétora s kapacitou C, cievky s indukénosfou I a ohmickym
odporom R, ak v okruhu pdsobi elektromotorické sila e = ¥ sin w!.

4,2. Diferencidlna rovnica ]rﬁéhn rddu

Diferencidlne rovnics prvého rddu (pozri &l. 4.1) je diferencidlna rovnica tvaru

Flz, y, y") = 0. . {i)
Majme diferencidlnu rovnieu prvého rédu, ktord moino vyjadrif v tvere
¥ = fl= ) (2)

Nech funkeia f(z, ¥} je definované na oblasti £ = (g — a, zy + a) X (¥p b, Y + b), ke a,
ai kladné &isla. ™) '
Budeme hovorit, e funkeia [ (2, ¥) splaa na oblasti £ Lipschitzovu podmienku vzhladom na y

» kondtantou L, ak pre kaidé dva body [z, y} & (z, ¥} z £ plati
| flz, 9} — Sz, | S Lily—y). (3)
Ak funkeis f(z, y) mé na oblasti £ ohranitend parcidlnn derivieiu podla y, tak na oblasti (2
splie Lipachitzovu podmienku.
Veta 1. Nech funkeia fiz, y) na oblasti f2:

1. jo spojité,
2. je ohranitend, t. j. existuje konitanta X, %o pre katdy bod {z, y) € Qijefle, )| =K,
3. splita Lipschitzovu podmienku.

Potom diferencidlns rovnica (2) mé préve jedno riefenie y = @(z), ktoré prechidza bodom
A = 1z, Yok b ). ¥o = @lrg), & to na intervale (¥, — ¢, #, + ¢), kde ¢ = min {a, b/K}.

*) Namiesto uvedensho konetndho intervalu moino uvalovet aj nekonedné intervaly.
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Pozndmke. Rieenie y = @(z) = vety 1 dostaneme ako limitu postupnosti funkeif {y,,{s}';:
kde "
wie) = o+ [ S gldt =1 2 )
Ty

Funkeiu y_(z) nazyvame n-tou Picardovou aproximdciou.

Al je funkeis f(z, y) definovani na oblasti @ < E,, kde sme zvolili pravouhly stradnicovy
systém, tak diferencidlnou rovnicou y* = f(z, ¥) je u bodu (r, y) € & priradend smernica y’
dotyénice inﬁngl:ﬂnoj krivky v bode (=, ¥).

Oblast G, ktorej kaZdému bodu je uvedenfm spdsobom priradend smernica, budeme nazjvat
amerovgm polom d;fnrenoiihaj ruﬂiiiuu Y -f{: ).

Mnokinu vietkych bodov oblasti &, ktorgm je priradeny ten isty smer, budeme naszyvat
szoklinou a rovniou

flz, y) = o, (&

kde ¢ je dané &fslo, budeme nazyvat rovnicou szokling.

Priklad 1. Zistime oblast existencie a jednoznaénosti risenia diferencidlnej rovnice ' = = + y.
HMWWWMMJMiMmmmmwmmﬁm-ﬂ
8

Riedenis. Nooh J = (z,— &, 2, + 6> X {yp—2>, 3, + 1>, kde 4 = {z,, y,) jo lubovolny
bod 5 E,. Polofme f(#,y) = z + y. Funkeie f(z, ¥) = x 4 y a fi(2,y) = 1 st &pojité na oelom
priestore Ey, s teda aj na intervsle J. Ked#s J je uzavrety interval, potom funkoie f a £, st na
tm?tnint:rvﬂuag}ohn;iﬂﬁné,lm‘?imjﬂéqohmiﬁméﬁj na oblesti 2 = (zy— a,x, 4 3) x
X (¥ —Db, yy + b) < J. Na oblaati {2 st splnend podmienky vety 1, a teda bodom 4 prechédeza
préve jedno rieenie 'danej diferencidlnej rovnice,

. Hladajme Picardove aproximéoie danej diferemcidlnej rovnice so zadistofnou podmienkou
¥(0} = 0. Teda 4 = 0 & podla {4) dostaneme

. x
v=10+ f(¢+0]dlws‘j'ﬂh
0

x>
o= 0+ f-“ + #/2)dt = 21 + 23y,
0

¥y =0+ J (t + 2 + #/3) de = 232! + 2331 4 2440

Uplaou indukeiou mo#no lahko dokézat, #e n-té Picardovs sproximaeis jo
Yo = 221 4+ 231 4 ... + 2"Hf{n + 1)L
Limite postupnosti Picardovyeh aproximaeif jo

y=limy =e~—1—um . {(8)
. s
Hladajms interval, v ktorem je této limita riefenfm danej diferencidlnej rovnios. Pre Tubo-
volny bod oblasti platf |2 +y| < & + b = K. Nech ¢ = min {a, b/K} = min {a, bjla + b)),
i' potom limite {8) je riefenim danej diferencidlnej rovnice na intervale (—e, ¢}, ktoré zadia-
= tofng podmienku y(0) == 0.

Priklad 2. Majme diferencidlou i = 3y Zistime, 3i bodom 4 = (1, 0
R, ' : jme;i s _rovaicu v Vy' om (1, 0) prechédza
. Riskenis. Funkois f(z, y) = 3)/5® je definovand a epojith v celom priestore X,. Zvolme za
] oblast Q interval J ='(1—a, 1 + o) X (—b,b), kde a, b st Tubovolné kladné dals. Funkeis fiz, y)

8 Zbisrka dloh

h
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jo na uzavretej oblasti £ = <1 —a, | + a) X (—b, b} apojité a ohranidend, preto aj na oblasti 2
je spojitd a ohrani¢end.

Ukazme nepriamo, £s funkcia f(z, y) nespliia ne oblasti 2 Lipschitzovu pedmienku. Predpo.
kladajme, %s existuje takd konitanta L > 0, e pre kazdé dva hody (x, #). (r, ) 2 oblaati 2 plati

F V| szli—v U
Nech (z, ¥) = (1, 0} a (x, §) = (I, ¢}, kde ¢ = min {13, b}. Po dosadeni do nerovnosti (7) mime

3 Jef £ Lc. Z toho potom 27c? < I3, tike ¢ = 27/L3 > min {1/I* b} = ¢, &o je spor. Teda
v okoli bodu A == (I, 0) nie je splnené Lipschitzova podmienka a nio je tam zarulend jedno-
gnadnost riedenia. :

Dosadenfm do danej diferencidinej rovnice Iahko zistime, 2e funkeie y = 0 a y = {z — 1)%,
ktors hédzaji bodom 4, s jej rieenia na intervale (—om, ). Teds bodom A neprechidza
len jediné ricdenie danej diferencidlnej rovnice.

Lahko zistime, #o bodom A = (I, 0) prechddza nekoneéne vela riedeni dancj diferencidlne]
rovnice na intervale (— x, w), & to

{x —a) sk r = a,
y = ] eka < x<b
{#—b}“ ak b 5 =,

kde a, & st Iuhovolné Gisla, pre ktoré plati @ = 1 £ b (obr. 31).

/
]/

a -
s
/
/
!
{
!

Gbr. 31 ' Obr, 32

Prikiad 3. Zndzornime smerové pole diferencidlnej rovaice y' = = + ¥.

Riefenie. Funkein f(z, ¥) = = + y je definovand v ka%dom bode priestoru Ky, teda moino
zostrojit amerové pole v celom priestore E,. Bmerové pole zndzornime pomoeou izoklin. Rovnica
izokliny je

T Y =,
kde ¢ jr Tubovolné &slo. V katdom bode (25, ¥y tejto izokliny dotyénica k integrilnej krivke ma
podla diferencidlnej rovniee y' = x - y smernicu ¥'{x,) = tg « = c. Napr. pre izoklinuz -y = 0
je ubol & = 0, pre izoklinu « + y = I jo 2 = 457 atd. [obr. 32).

V ulohdch 1102 az 1111 zndzornite pomocou izoklin smerové pole danej dife-
rencidlnej rovnice a zostrojte pribline jej integralne krivky.

_
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1102, ' = —=z. 1103, yy' +x=0.

1104, oy’ = 29. 1105, ¥ = ( + y)jiz — v}
1106, y' = z* + y*. 1107. (2* + Y y' = 4z
1108. ' = cosz — y. 1109, ¢’ =2 — 3

1110. ¥’ = (1 — 2% (y — z)/y. 1111. y' = 3=zy.

V tlohdch 1112 a% 1115 zndzornite pribline integrdlne krivky diferencidlnyoch
rovnic :

1112. ¥ = sin (z + ¥). 1113, ' = =y/| zy |.

M4 y' =z + ylfiz + y). 1118. y' = el/=

V tlohdch 1116 a% 1122 najdite oblast existencie a jednoznatnosti riefenia dife-
rencidlnej rovnice

1116. ¥ = yfz. 117. y = yocosx.
1118, ¢ —ay — eV =10. me. y =}z —y.
1120, y' = z(1 — y¥)/y(x® — 1). 1121. ' = |y |

122 v =2yl
V ulohéch 1123 a2 1127 néjdite niekolko Picardovyoh aproximécif riefenia danej
diferencidinej rovnice splitujiceho zadiatotnd podmienku.

193, ¢ =3+ 4, y(0) = 0. 124, y =yt — a3,  y0).=0.
125, ¢ =9 — 2%,  y(0) =1 1126, y = z* + g¥4, y(0) =0.
1127 y = 2%, yi0) = 1.

1128. Pomocou vety 1 odhadnite existendni oblast riefeni diferencidlnej rovnice
¥ =2t 4 g Q= (=2, 2> x (—2, 2) so zaliatolnou podmienkou y(0) = 0.

4,3. Diferencidlna rovnica so separovanfmi a separovateInymi
premennymi
A. Diferenclélna rovnics prvého rédu se separoranymi premennfmi

Diferencidélnu rovnicu
piz) + qly)y =90, (3%}

kde p(z) a gly) si funkeie, nazgvame diferencidlinou rovnicou proého rddu so separovangmi pre-

mennyms. .
Diferenciadlna rovnica {1} aa éasto piie v tvars

plz)dx + gly) dy = 0.

Yeta 1. Nech je funkecia plz) spojitd na intervale I a funkeis g(y) spojité na intervale K. Po-
tom keafdé riedenie diferencidlne} rovnice (1) na intervale I, < I mé tvar

[p)az + [aly)dy =, (2)

kde ¢ jeo Iubovolna konitanta. Ka¥dd diferencovetelnd funkcis ne intervale I, < I, ktord je
implicitne uréend vztahom (2), je riefenim diferencidlne) rovnice (1) na intervele I,.

Veta 2. Nech p(z) je spojité funkeia ns intervele (g, b) a g(y) je spojita na intervale (¢, d), pritom
aly) # 0, pre kadé y € (¢, d). Potom katd§m bodom oblasti I = (a, b) % (¢, d) prechédza préve
jedna integralna krivka «liferencidlnej rovnies (1),

Pozndmka. Osobitnym pripadom diferencidlnej rovnice (1) je diferencidlna rovnica tvaru

y =flz), zel. (3
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Kafdé riefenie diferencidlnej rovoice (3} na intervale I je

¥y= f.ﬂz." dz + o,
kde ¢ je lubovolnd konfdtanta.

Ak je funkein f spojitd na intervale J, potom podla vety | a vety 2 kafdym bodom (2, yoh
kde z, € I 8 y, je lubovolné redlne Gislo, prochédza jediné riedenie diferencidlnej rovnice (3) tvaru

€
y =y + [ fla) do. )
*a

Priklad 1. N&jdime riefenie diferencidlnej rovnice

1 1
y’-?m;, (5)

v(2in) = 2.

pre ktoré plati

Riedfenie. Diferencidlna rovnics (5) je tvaru (3). Fuhkcia flz) = % COB % jo spojitd na mno-

zine M = (—ow, 0) U (0, o), Kaidfm bodom mnofiny M prechédza préve jedno riebenie di-
ferencidlnej rovnice (5). Ka2dé jej rielenis mA tvar

¥ = f éom-:—dﬁ\:+ o,
dize

¥y = —sin (1fz) + ¢,
kde ¢ je lubovolnd konftanta.
Ak cheeme néjet rieSonie, ktoré prechddza bodom 4 = (2/m, 2), tak konitantu ¢ uréime 2 rov.
nosti :

2 = —ain (7/2) + c.
Z toho potom

¢ o

Riedonie diferencidlnej rovnice (5}, pre ktors plati y(2/x) = 2, je
y = 3 4 sin (1fz).
Toto riedenie moterne dostaf priamo podla vzorea (4). Mdme

=

z
1 1 1
y=2+ Fam;d;=-2+[—nm?]=h,

2=
&ife
y = 3 —gin {1/x).
Priklad 2. Rielne diferencidlnu rovnicu

1
gz + —y =0 {6)
4 +f¥ _

Riedsnie. Diferencidlna rovnica (6) je tvaru (1). Funkein p(z) = tg x je spojité pre vietky
reélne 3ala x % (2 -+ 1) %. kde k je velé &islo, Funkeis g(y) = ljy je spojitd na nmozine
I, = (—, 0) U (0, ).

Uvatujme jedou z oblast! [(2&— 1) -}, (2k +- n%] % (0, 0) resp. [mmi}% 2k +

+ %] % (~=00, 0), kde k je colé Bislo. V kaddej takejto oblasti rieSenis diferencidlnej rovaice (8)

majd tvar
ftgudx+f%dy= Cy
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‘kde ¢, jo Tubovolné redlne dislo. Z toho potom
Inly|=1In|comz| 4 ¢.

Nech ¢, = In ¢, kde ¢ > (. Potom méme
Injy|=I|ecaz|+Ine,
tite
Injy|=In{c|eosxl|)
Z toho
jw|=1c|cosx|.

Ak v denej oblasti je y > 0, potom ka#dé rieSenie diferenciAlnej rovnige (8} v tejto oblasti je
y=cleosz|, ¢ > 0.
Ak v danej oblasti je y < 0, potom kaidé rieSenie diferoncidlnej rovnice (8) v tejto oblasti je

y= < conzx|,
kde ¢ jo kiadné &fslo.
Pretote funkeie p(z} 8 gly) s spojité v kaidej = uvedengch oblasti, katdym bodom takejto
oblasti prechddee jediné riedenie diferencidlne] rovnice (8).
B. Separovatelni diferenciflna rovnlea pryvého rido
Diferencidlnu rovnicu tvara
i) po(y) -+ (%) quly) y" = 0, n
kde py(x}, ¢,(x) s spojité funkeie na intervale (a, b) & pyly), q,[y} ini Bpojit.é funkeie na intervale
(¢, d), nazyvame separovalelnou diferencidlnou rovnicou
Diferenciélnu rovnicu {7) mofno pisat aj v tvare

2i{z) poly) dx + g,(#) g3{y) dy = 0.

Ak ¢,(x) py(y) # 0 na intervale I = (g, b) X (¢, d), dé sa diferencilne rovnica (7) upravit
na di idlnu rovnicu so separcvanymi premennymi

pltﬂ‘ !:fﬂ L n
a@ T mw ¥ T

Ak g,(x} pyly) = 0, v bode (z, y) € I, potom diferencidlna rovnica (8) nie je ekvivalentnd
8 diferencidinou rovnicou. 7).

Nech I' = (o, f) x {y.ajc.i']e taky interval, Ye:

1. pre kakdy bod (z, y) € I" jo g,(x) paly) # 0,

2. katdy l:rnn.n‘.ujr bod (z, y) intervalu 2’ je bud hraniény bod intervaly I, bud v fiom platf
@{x) Pyly) =
Na katdom takomto intervale st diferencidlne rovaice (7) a (8) ekvivalentné. Pri riedonf diferen-
cidlnej rovnice {7) postupujeme takto:

s} néjdeme vietky rieSenia diferencidlnej rovnice (8) na katdom intervale I';

b) = tychto riedenf na vBetkgch intervaloch I’ utvorime, ak jo to moiné, diferencovatelné
funkeie definované na intervale (a, b}, pre ktoré st uvedené riedenia percidlnymi funkeiami na
prisluknych intervaloch I a zistime, & tieto funkeie st riefeniami diferenciélnej rovnice (7)' 8]
v dialaoh, pre ktoré Pl'tl‘ ﬂ'ﬂﬂ} = 'ﬂ. ‘E(dl b);

¢) ak dslo ¥ je riebenfm rovnice pyly) = 0, ye{e,d],pntmhid&funkﬁmy = y, definovandé
na intervale (z, b}, je rielenim diferencidlnej rovnice (7).

(z, y)el. (8)

Prikiad 8. Riodme diferencidlnu rovnicu
y 42y =0 (0)

Riedense. Diferoncidlna rovnica (9) je tvaru (7), kde py(z) = 1, gy(x) = =, pyly) = o, gelt) = 1.
Funkeie p,(x), ¢,(x) st pojité na intervale (—e, ). Funkeie pyly) 8 7,(y) s 8pojité na intervale
(=0, o). Interval I = (—o0, ®) X (—c0, @)
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Rovnica ¢,(x) = 0, &iZe x == 0 md jediné riesonio x = 0.

Rovnics p,(y) = 0, tize y = 0 md jediné rivenio y = 0.

Priamky # = 0, y = 0 rozdeluji ipterval I na Styri oblasti: I{ = (0, «w) > (0, oo), I =
= (—a0,0) x {0, @), [i = (—w,0) x (—aw. a [;= (0, ©)x (—o0, 0). V katdom I, 1=
=1, 2,3, 4 jogz) ply) = ay # 0. & preto diferencidlna rovnica (9) je na mech ekvivalentna s rov-
nicou

1 ,
Lidv=o (10)

Toto je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, pritom funkeio p(r} = 1/z & g(y} =
= 11y s na intervaloch I;, i == 1, 2, 3, 4, spujité. Ka2dé jej ricsenie v intorvale I, ma tvar

1 1
f-i_—:la‘+f;-tly=-cl,

kde ¢, jo kondtanta.

Z toho potom
lnizi—klniyfscl.
dide
In |2y | = Ine5
alebo

lay| =  kdoey = e >0,
Ked#e v intervaloch I}, I], je zy > 0, potom | zy | = xy. Riejonie v tychto intervaloch mé tvar
TY = Oy, ey > 0.
Kedde v intervaloch I, I} je zy < 0, potom | zy | = —<ay. Riedenie v tgchto intervaloch maé tvar
Y = —ly, ey = 0.
Obidva tieto pripady mbkeme vyjadrit jedinou rovnicou
- ¥ = cfx,

kde ¢ je lubovolné reélne dislo rdzne od ruly. Této funkeia je riefenim diferencidlnej rovnice (9)
ns intervale {—c0, 0) alebo (0, o).
Keadie lim A neoxistuje pre nijaké ¢ # 0, tieto riedenia v intervaloeh (—a, 0}, (0, w0} nemoino
x-+0 .
rogéirit tak, aby sme z nich dostali riefenie diferencidlnej rovnice (9) v intervaie (—w, o).
Pri rieden{ diferencidlnej rovnice (8) zostdva ebte pripad y = 0. Dosadenim do diferencidlne;
rovnice {9) Iahko ziatime, #e funkcis y = 0 v intervale {—oc, ) je rielenim diferencidlnej
rovnice {8).
Vietky rieBenis diferencidlnej rovnice (B) st
¥ = r.,'x, oo D‘,
kde z € (0, ov) mlebo ze{(—w, 0) 8
y=10, 2 E (-0, o).

Integrdlne krivky =i, oh o, & vetvy rovnoosovich hyperbol, ktorfch adgymptoty si saradnicové
osi prevouhlého siradnicového systému. -
bodom (z, ), % #* 0 z intervalu I prechddza jedind integrélna krivks. Nijakym
bodom (0, ), ¥ # 0 neprechédza integrélne krivka. Zadistkom prechédza jedind integrdine krivka
y = 0 (pozri obr. 33). .

Prikled 4. Riodme diferencidlnu rovnicu -
y cos z — (ain x} y* = 0. (11}
Riedenie. Diferencidine rovnica (11) je separovatelnd diferencidlna rovnies, prifom py(x) =

= co8 T, Pyly) = ¥, gy(z) = —sin =z, gy(y) = L. Funkeie py(), ¢,(z) s spojité na intarvale {——w0,
<) & funkcie py(y), g4ly) #a spojité na intervale (—co, o). Interval I je celé rovina, t. jo I =
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= {(—o0, ®©) X (=0, ©). Rovnies pyly) =y = 0 md jediny koreit y = 0. Rovnica gz} =
= -—agin z = 0 mé nekoneine mnoho rieseni z = kwm, kde k je celé ¢islo. Priamkyy = 0 az = km,
' kde k je celé #islo, rozdelujii celd rovinu
na nekonséne mnocho &fimstoényeh inter-
valov tvaru

4

I, = [kn, (k£ + 1) n] X (0, )

alebo
I; = [km, ':i" + 1) ®] X {—o0, 0),
kde k je celé &lslo (pozri obr. 34).
Na tfchto Sisstodngoh intervaloch je §,(z) py(y) = —yeinz # 0 a dané diferencidlne rovnica
je ekvivalentnéd 8 diferencidloou rovmoou

oo 1
mz_?f"u' (12)
To je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, kde p(x) = cos xfsinz, ply) = —L/y.
Vietky joj riebenia majd tvar -
f”f’" dw—fldy-cl, (13)
Bin z ¥
kde ¢, je lubovolnd konftanta.
Zo vatahu {13) vyplyva
In|ginz|—In|y]|=2¢,
tida
lnlai:z = lne%,
Z toho potom )
gin t=°'ﬁ'
¥

Pohimun“:-%}ﬂ,mime
) lyl=rt|sinz].
Pre interval I, dostanemse riebenie diferencidlnej rovnice (12} v tvare

Y =c|sinz|, e >0, (14)



Pre interval I] mdme
y=—¢ |8inx|, cy > O (15)
Kedis lim y =0, ]I:: y = iq.pﬂkﬂdﬁq}ﬂm@u@ﬂﬁlmwﬂ.lmﬂ

x-+knt r-+kat
aby v bodoch kx, kde k je celé &islo, mali deriviciu +¢, & y(kx) = 0.

Uvatujme o funkeii y = csin z, kde ¢ # 0, z € (—®, ®). Tto spliia uvedené podmienky
s zdroved je aj riedenfm diferencisinej rovmice (11). Rieenim rovmice (11) jo & funkein y = 0,
z €(—00, ®). .
Viotky riedenia diferencidlnej rovnice {11} sd
¥ == ¢@ingz, x € (—op, o),

kde ¢ jo Tubovolné redlne &islo (pozri obr. J4).

Katdfm bodom (%, o) % # %7, kde k je ocelé &slo intervalu I, prechddza jediné riefenie
diferencidlnej rovnioce (11). Bodmi (k=, 0), kde k je celé tialo, prechddza nekonedne mnoho Tie-
sen! diferencidlne] rovnios {11). Bodmi (E=, o), ¥y # O, & jo celé Eislo, neprechddza ani jedno
risdonie diferencidlnej rovrice (11). (Pozri obr. 34.) '

V tilohdch 1129 a# 1133 rieéte diferencidlne rovnice prvého rddu so separovanymi

1129. yy’ +~x —1/x=0. 1130, 1/{(1 + 2% + y'J(1 + ¢*) = 0.
1131, 10* — 10~vy" = 0. 1132. 1 — 22 — gyty’ = 0.

uss. )i+ +yyfi+e =0 _
1134, N4jdite riedenie diferencidlnej rovnice so separovanymi premennymi
2T =& + yy'JJT — ¢* = 0, ktoré spliia zadiatotni podmienku y(0) = |/3/2.

V tdlohdch 1135 a% 1152 rieste separovatelné diferencidlne rovnice prvého rédu.
1135, ¥’ = 3y. 1186, (y — 1) (y —2) -y =0.
1137. 2y — 2%y’ = 0. 1138, y — g 4 2y’ = 0.
llﬂ,y'ﬂzy'—g'—zy—ysﬂ. 1140. 1 4 4 + ayy' = 0.

1141, zy = (6 + 7) (b + ) ¢, a. b et konStanty.

1142, v’ = a2y + ax + by -+ ab, &, b st konitanty.

1143, y' =1+ 1/z — H{y*+ 2) — M =ly* + 2).
1144, 2z [az — 2 ¢ = a® + §*, o je konbtanta.

1146. ¢ = az*(y® + 1), o, b i Tubovolné &isls, pritom a # 0.

1148. —y —a + (tg 7} ¥’ = 0, & je konbtants.

1147. sinz cosy + gy tgycoa z = 0.

8. sin 2T Y —ain T2 4y =0 ~
1149, —1 +e*(1 +y)=0. 1150, e +¥ — y' = 0. |
1151. (1 + e*) yy' = e~ 1162, 3e*tgy + (2 — e*) sec® yy' = 0.
V dlohdch 1153 a2 1157 najdite riedenie danej diferenciélnej rovnice, ktoré spliia
dant zadistoénu podmienku. '

1163. (z 4+ 1)y + 2y =0, y(0) = 1.
1154, z/(1 + 9) — y¥'/(1 + 2) =0, 9(0) = L.

L4900 =
1156. m—y =0, U[Ol = 1.

1168, y Y1+ 28 —ay+ (1 + 29y =0, y(0) = 1.

—
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1167. yIny 4+ =y’ = 0, y(l) = 1.
V tlohdch 1158 aZ 1160. ndjdite rieSenie separovatelnej diferencidlnej rowmice,
ktoré splita danti podmienku.

1168, 2%y — cos 2y = 1, lim y{x) = Ox/4.

T==oD
1169. z¥coey) ¢ + 1 = 0, lim y(z) = 16x/3.
1160. 2(1 + 2% ¥’ — cos® 2y = 0, lim y(z) = Tw/2.

&L=

Diferencidlou rovnicu prvého radu ¢ = f (Elz—a-l:—bl—y +a

a‘:ﬂ + b'y ‘+" ct
zhmenou premennych z = a,% 4 b,y reeép. z = a;% 4 b,y - ¢ previsaf na separovateIn( rovnicu

prvého radu.*)

V dlohdch 1161 aZ 1164 riedte diferencidlne rovnice tym, Ze vhodnou zémenou ich
upravite na separovani diferencidlnu rovnicu.

1161, ' = 1}z — o) + 1.

1162, ¢ = cos (y — z).

1163. 22z + 3y — 1)+ (42 -6y — H)y’' = 0.

1164. ¢ —Véx+2y+l

1165. Rieéte diferencidlne rovnice a znizornite grafy ich riefeni:

) y-pridom  a;by — agh; = 0 moino

, xy e x4yl . x4+ | x|
Ny =L hy="12TY gy
v lzy | ", 1y 4y )y = Tyl
1166. Riedte diferencidlne rovnice:
a)y =lz+yl b)y = |zy|.

1167. Nijdite krivky, ktoré maji v kaZdom bode konstantni dlzku subtangenty
rovnajicu sa a > 0.

1168. N4jdite krivky, pre ktoré di*ka subnormdly v kaidom ich bode sa rovna
konitante p > 0.

1169, Nijdite krivky, ktorych dlika normély v kaZdom hode je konﬁtrantnﬂ.
a rovnd sa a > (.

1170. Nijdite krivky, ktorych dotyfnice v kazdom bode P = (z,, y,) maji prie-
setnik s osou 0,, @ = (x,/2, 0).

1171. Néjdite krivky, pre ktoré sidlet dlzky ich subnormély a subtangenty v ich
Iibovolnom bode 8a rovné 2z, a > 0.

1172, N4jdite krivky, pre ktoré dotykovy boed v ich Iubovelnom bode deli fisek
dotytnice medzi siradnicovymi osami v pomere m : n.

1173, Néjdite krivky, ktorych dotyénice v Iubovolnom bode zvieraji so sprie-
voditom & 8 poldrnou sdradnicovou osou rovnaké uhly.

1174. Teleso sa pohybuje priamodiare rychlostou », ktord je priamo dmernd
druhej mocnine fasu. Nijdite drdhu s(t) telesa ako funkeiu tasu, ak pri { == 0,
8(0) == g,. -

1176. Parafutista vyskotil z lietadla vo vyike 15(]0 m. Paddk sa mu otvoril vo
vyske 500 m. Uréte, ako dlho padal bez otvoreného padéka, ak maximéina rychlost
padania &loveka vo vzduchu 8 normdlnou hustotou je 50 ms~! a odpor vzduchu
je imerny druhej mocnine jeho rychlosti. Zmenu hustoty vzduchu s vyékou za-
nedbajte a predpokladajte, Ze smer pohybu je zvisly,

*} Ak (oby — agh,) 2 O risdenia dans) diforoneidlone rovnice pozri v &1, 4,4,
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1176. Pri vypnut{ prijimafa sa povrch elektrénky ochladil za 3 min 2o 120 °C
na 45 °C. Teplots vzduchu je pri ochladzovani konitantné & rovné sa 20 °C. Za aky
tas sa povrch elektrénky ochladi na 25 °C.

1177. Za aky &as sa vyprézdni cisternovy vozed naplneny naftou, dlzke cis-
terny je I = 12 m a jej priemer je d = 2,6 m, cez krétke vytstenie 8 priemerom
g = 100 cm? v dolnej &asti cisterny (koeficient kontrakeie je u = 0,6).

1178. Nédoba obsahuje M m?® roztoku. Do tejto nidoby pritekd ¢ m® vody za
sekundu, ktors sa hned rozmiefava. Z nédoby vytekd g m3/s roztoku. Dokéite, Ze
mno#stvo m rozpustenej ldtky moino vyjadrit rovnicou m = me ¥/, kde m, je
zaliatotné mnofstvo litky a ¢ je éas v sekundéch.

1179. Mno¥stvo svetla, ktoré pohlti tenkd vretva vody, je Umerhé mnoZstvu
dopadajiceho svetla & hriibke vrstvy. Pri prechode vrstvou vody s hrabkou 36 cm
sa zmenkl intenzita dopadajiiceho svetla na hladinu vody na polovicu. AkA bude
intenzita svetla pri prechode vrstvou s hribkou 2 m.

1180. Vzorka horniny obsahuje 100 mg urdnu a 14 mg olova, ktoré vzaiklo roz-
padom urénu. Kedy vznikla této hornina, sk je znéme, Ze poltas rozpadu urénu je
4,5 .10° rokov & pri tdplnom rozpade 236 g urénu vznikne 208 g olova. Pri rielent
tlohy predpokladajte, fo hornina pdvodne neobsahovala nijaké olovo a nijaké
medziprodukty urdnového rozpadu, ktord sa rychlejiie rozpadaji ako urén.

4,4, Homogénna dilerencidlna rovniea 1. rddu

Nech pre neprézdnu mnofinu M € E, plat: Ak bod X = {2y, 25, -.., =z} e M, potom aj
bod ¥ = (tx,, bxy, ..., tx,) € M, pritom ¢ je Iubovolné kladné &islo.
Funkeiu viae premenngch F(X), X = (%, 25, ..., %,) nazyvame homogénnou funkciou
k — teho stupha na muoiine M, ak plati .
F{hl’h" |l!vw”]-PF{mlistl"'im-} [l]

mw‘émﬂ‘}ﬁ‘mwwx-{xllx‘. ...'#.)EM.
Ka#dt homogénnu Tunkeiu dvooh premennych nultého stupiia definovend ns mnotine bodov
X = {z, v}, z # 0 modno vyjadrit v tvare

Sz, v) = f(L, y/x) = @lyfz). @
Diferencibinu rovaicy, .
Pl y) + ez )y =0 (3)
kde p(z, ¥}, ¢(z. ¥) 8t homogénne funkeie dvoch premenngch rovnakého stuphia 8 oborom defi-
Ak q(z, ¥) # O pre ke2dé (x, y)} € {2 a z # 0, potom diferencidlnu rovnicu (3),moino hapisat

v tvare

v = plyfa). | Ol

Zamenou premennych y = zu dostanems z diferencidlnej rovnice (8} separovatelnd dife-
!'enciﬁlnu rovnicu |

Veta 1. Nech u = g(z) je lubovolné rieenie diferencidlnej rovnice (5) na intervale J, potorn
kafdéd funkeia tvaru
¥ = agl(x), zed,” (Ba)

jo riedenim diferenciélnej rovnice (3) na intervale J. Naopak, ku kesdému rieSeniu diferencidine]
rovnice (3 oxistuje také riedenie u = g(x) diferencidlnej rovnice (5), pre ktoré plati (Ga).

Veta 2. Ak funkcie g(u) je spojitd na intervsle (a, b) & pre kaidé u € (g, b plati @{u) # u
tak cez kaddy bod A = (z,, yo} oblasti 2, uréenej nerovnostou a < y/x << b, prechddza jediné
integrdlns krivka diferencidlnej rovnice (4). -~ -

p(1, ) + q(1, v} u + zg(l, w) v’ = 0. - (B

e ——
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Majme diferencidlnu rovnica

(6)

nl:r;+ by +4:,)
a2 -+ by + ¢5 )"

kde aby —agb, # 0 & funkeia f jo spojits na intervalo J. Zémenou promennych

y'=.f(

oo + a:"*
¥y=v+ f
kde dvojica ¢isiel (%, 8) je rieSenim linedrnoho systému rovnic

@i 4 by -+ =0,
. 0y + by + oy =0,
moine previest diferencidlnu rovnicu (6) na homogénnu dii!mnciﬁllm rovnicu 1. rddu,

; Veta 3. Ka2ds rieSenie diferencidlnej rovnice (8) naintervele {a, bjmétvary = f§ + ¢l — «),
| kde funkeia v = p(u) je iaté riedonie diferencidlnej rovnice (7) na intervale (@ — a, b — &).

Pozndmks. Ak v diferencidlnej rovnici y' = fl(ayz + by + ¢)lage + by + ;)] jo ab, —
— agh; = 0, potom zdmenou premennyoh z = a,z -+ by, resp. z = a,z + by + ¢, moino previest
tito diferencidlnu rovnicu na diferencidlnu rovnicu 1. rédu so separovanymi premennyms,

Priklad 1. Riedme diferencidlnu rovnicu
(2 + %)y = 2ay. 8)

Riedenie. Funkeie p(z, y) = a* + 42, glz, y) = 22y, (z, y) € E, 8 homogénne funkeie rovnakého
stupha, (k = 2), a preto diferencidlna rovnica (8) je homogénna diferencidlng fovnica prvého
u, .
Polotme preto y = zu,z 3 0, potom jey’ = zu’ + u. Po dosadent do diferencidlnej xovnice (8)

(L + u?) (2w + u) = 2o,
(14 W) + 1w =0, z#0. (9)

To je se vatelnd diferenciélna rovnica 1. rédu, Rovnics 2 = 0 mé jediny koreh T, =0

& rovnics u* — u = 0 mé tri korene ¥, = —I1, #, = 0, ¥, = 1. UvaZujme intervaly Sy = (—w,

0) X {—w, —1), Jy = (—, 0) x (—1, 0), Jy = (—c, 0) X (0, 1), J, = (—a0, 0) % (1, co),

o= {0, ®) X (—o0, —1), Jy = (0, @) x {—1, 0}, J, = (0, ) x (0, ), Jy = {0, 20) x (1, w0).

ie py(x) = =, g,{z) = 1 80 apojité na intervale (—ao, o) & funkeie py(u) = 1 4 u?, gy(u) =

= u! — 4 sl #pojité na intervale (—eo, o), pritom na Katdom intervale Jyi=12 ..,8
ie pi(x) gy{u) # 0. Preto diferencidlna rovnios 1. rédu

14+« , 1
w—u Wty =o

80 separovanymi premennymi je v intervaloch J,, J;, ..., J,; ekvivalentné s diferencidlnon
rovnicou (8). Jej rieSenim dostanemse
1 ) 1
vyt [e=o
dize '
ut

In

—1
- Il+|n|=l=lnc'|

s ———
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kde €, = o, €, > 0. Z toho po jodnoduchgeh Gpravich dostaneme

=Dz

2Hlud — 1| = Oy |uzx |

pre kaidé (x, w)eJ,,i=1,2, . ., 8.
V intervalach J,, J,, Jg, J, jo

2t — 1t = Oy, Cy >0
& v intervaloch Jy, J,, J5. J, je
Thut — 2 = Cqur, Cy =,
Ka#dé riefenie diferencidlnej rovnice (9) mé v intervaloch Joi=12, ..., 8 tvar
et — 2% = Cua,

=ﬂt
slebo

kde O # 0.

Z diferenciélnej rovnice (9) vyplyva, fo funkcie u = Jl, w o= U, u = 180 na intervale (—oo, ()
alebo (0, c) jej rieleniami. Freto riedenia diferencislnej rovnice (8) ant

P—2=Cy, C%0, (10)
kde z € (—o0, 0) alebo z € (0, o) a

y=x
y=—¢|
y=0

Ked2e vidy dve z riesenl (i10) mo#no spojif tak, aby nové rielenie bolo definované na intervale
{—0, o) & v &ale 0 bolo diferencovatelné, si vietky riebonia diferencidlnej rovnies (8)

¥y —=x = Oy,
y =0,
kde z & (—o0, @) a O je lubavoIné &isle.

Prikla¢ 2. Riefme diferoncidlnu rovniey

- S 29:—4.5!_1_% . {1y

x+y—3

Rickenie. Dand diferencidlna rovnica je diferencidlne rovuica (6), kde @ + by 4 e =
=2r—4y + 6, agx -+ by + ¢; = x 4+ y — 3, pridom by —ab, = 6 £ 0.
Polotmepreto # = u + a,y = r + f, kde dvojica («, f) je risdentm systému linedrnych rovnic

20 — 4y 4+ 6 =0,
4 y—3=0
Z toho dostdvame & = 1, § = 2. Zdmena premennych mé tvar
= u+ 1,
y=v+42 (12)
Po dosadeni z rovnic (12} do diferenciélnej rovnice (11) dostaneme homogénnu diferencidlny
rovaicu prvého rddu
{2u—dv)+ (u+vip =0, {13}
pridom v = ‘—;l-s- a o diferencidlnych rovniciach (11) & (13} plat! vota 3.
Zémenon premennych ¢ = zu e tpravou dostaneme soparovatelni diferencidlnu rovnicu

prvého ridu
(2—8z+ M 4wl +2)z' =0, u# 0. (14)
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Funkeie p(u) = 1, ¢,(¥) = ¢, u€{—x, 0) alebo w € (0, ®) a funkeie py(z) = 2 — 3z + 2,
qy(z) = 1 + z, z € (—o0, o0) B v uvedenych intervaloch spojité. Rovnica z* — 3z + 2 = O md dve
riefenia z, = 1 a z; = 2. Uvalujme intervaly J, = (—®, 0} X {—x, 1), Jy = (—e0, 0) x (1, 2)
Jy = {—,0) x (2 o), Jy-= {0, @) X {(—a0, 1), Jg = {0, 0} x (1,2} 8 Jg = (0, ) X {2, w).
V tychto intervaloch je py(z) ¢y(u) # 0, & preto diferenciélna rovniea 1. rédu (14) je v tfchto
intervaloch ekvivalentna s rovnicou

1 3 2
f_“.dﬁf(’_ﬂ_z_l)aﬂcl. (16)

kde C, je lubovolnd konftanta.
Z toho dostdvame :
In ul+4 8 jz—2|—2n [2—)|=InCy O =01 >0,

tide -
"!T?:IIITM“ o,
V intervaloch J,, Jg, J, riedenim je
(2—2Pu = Cylz — 113, Gy >0,
a v intervaloch J,, Jy, Jg riedenim jo
(2~ 2P u = —Oy{z — 1)}, Oy > 0.
Kazdé riesenie v intervalooh J,, § = 1, 2, ..., 6 md tvar
(z—20wu==Cz—1)% kde C#0.
2 diferenciélnej rovnice (14) vyplfva, 2o aj funkcie z = 1, 2= 2, kde ue&{—o0, () alebo
we (0, oo} s jej riedonia.
Preto riefenia diferencidlnej rovaice {13) sd

(v — 2u)? = Clv —u)*
v = i
v o= Bu

kds C # 0 a uc{—w, 0) alebo ue (0, o).
Riedenia diferencidlnej rovanice {11) st

(y—2x) = Cly—zxz— 18, C#0
v oblasti, ktord neobsahuje bod A = (1, 2) a
' y==x+ 1

Y= 2z,
v intervale (—oo, @).

1181. Zistite stupefi homogénnej funkcie:

e ) = L e =VE A

b) Sl ) = S o) flz, ) = V=* + 2% + ¢,
lond .
=4I, 9 fey=myin Y
V dlohdch 1182 a% 1197 riefte homogénne diferencidlne rovnice 1. rédu.
usz.y'_::_i. 1183, 2y’ =z + v
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184, z+y)y +y=0. 1185, (z + )y —y = 0.
1186. ' = ZtY

z -+ yy' = 2y. 1187, ¥’ = P
1188, 2%" = 2t + 2y + 2, 1189, (z* — g*) y" — 22y = 0.
1190. 3(2* + 22y + %) + (22 + Bay) y’ = 0.

32ty 4 .
IIQI.W'FF = {.
1192, 2y’ = gy + |2t 4t 1193, 2y’ —y = zob's.
194, zy' = y cos In (y/z). 1195, 2y’ = y In (2/y).

Yy —=z

ll%.f='%+ﬁn llw.z—ym%—l—m{m%)y':[}.

V dlohdch 1198 a% 1203 upravie dané diferencislne rovnice na homogénne dife-
rencidlne rovnice 1. rédu a riedte ich.

- 2z 4+ 3y ;o x—3y+2
1200. 3y ~ 7z 4+ T=(3z — Ty — 3) ¢’
m"y‘sx-;-ﬁy-g-ﬁ ‘”“’-”-Hl“gm*
, x z
1203. (y +1)1n;;'_'|*_‘3 =:-+}~3'

V Glohdch 1204 a¥ 1206 ndjdite riefenie danej diferencidlnej rovnice, ktoré spliia
zaciatolni podmienku:

1204, (* — 32y’ + 20y =0, y(1)=1.

1205. ¥ =%. yﬂ}Vﬁ_= l.fVe_.
1206. (zy" — y) avetg (y/z) = =z, y(1) = 0.

V Glohdch 1207 aZ 1209 vhodnou zdmenou premennych riefte dané diferencidlne
rovnice ako homogénne diferencidlne rovnice prvého rédu.

1207. 227’?' = y’ -+ xy.

1208, ¢ — 42 — 222, .

1209, a) 2zyy’ = 3 |/z8 — 48 & 42,

1210. Dokéite, e izokliny homogénnej diferencidlnej rovnice prvého ridu ah
priamky prechédzajice zadiatkom pravouhiého siradnicového systému,

1211. Dokaite, %e riefenia homogénnej diferencislnej rovnice prvého ridu si si
navzdjom podobné, t.j. ak y = f(z) je riefenim, potom aj ky = f(kx) pre ka3dé
k > 0 (resp. k # 0) je riefienim toj diferencidlnej rovnice. : '

1212. ‘Néjdite krivky, ktorych dotyénica v kaidom hode md vzdialenosf od
zatiatku rovnajiicu sa z-ovej stiradnici bodu dotyku.

1213. Nijdite krivky, ktorych Tubovelnd dotyénica pretina os o, v bode rovnako
vzdialenom od zadiatku a od bodu dotyku.

1214. Néjdite krivky, pre ktoré trojuholnik vytvoreny osou o,, dotyénicou
7 Tubovolnory bode 4 krivky a polohovym vektorom body 4; je rovnoramenny.
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1215. Niéjdite k;'ivky, ktorych fubovolnd dotyénica vytina na osi o, tsek rovnejici
sa x.ovej stradnici bodu dotyku.

1216. Aky tvar musi maf zrkadlo reflektora, aby laée vychddzajice z bodového
zdroja svetla vytvorili po odraze na zrkadle rovnobelny zvizok ladov.

4,6, Linedrna diferencidina rovniea prvého rédu. Bernoulliho
diferencidlna rovnica

Linedrnou diferencidinou rpunicou 1. rddu & pravou stranou nazyvame rovnicu
| - ¥+ Py = g _ (1)
-kdepnqmﬁmkuie definované na intervale I a ¢(z) nerovné sa nule pre kaZdé x € I.
Ak sa g(2) rovné nule pre ketdé z & I, potom diferencidlnu rovnicu
y -+ plely =0 (2)
nazgvame linedrnou diferencidinou rornitu 1. rddu Lez pracej strany.

Vets 1. Ak st funkeie p a ¢ apojité ne intervale ta: B), potom funkeia

y = [f glz) afﬂ.'ﬂh dz 4 g] e-fﬂ#}d;:. (3)

kde ¢ je Tubovolné &islo, je riedenim diferéncidlnej rovnice (1) na intervala (4, b). Kazdym bodom.
oblaati 2 = {2, b) % (—o0, ) prechidza jedind integrélna krivka rovnice (1}, ktori dostaneme
vhodnou volbou kondtanty e.

Funkciu (3) nazfvame vieobeenym riefenim diferencidlnej rovnice (1).

Poznémka 1. Diferencidlns rovnica (2) je separovatelnd diferencidlna rovnica. Jej vieobecnd
riedenie je
- f p(x)dr (4)
) Yy=<a [l
kde ¢ je Tubovolné Zislo.
FPoznémka 2. { Meléda varideie kondtdnt.) Diferencidlnu rovmicu (1) bez pouitia vztahu (3)
riefime tak, %o najdeme riedenie prisluinej diferencidlnej rovnice (2) & riedeonie diferencidlnej rov-
nice (1) hladdme v tvare

y = c{z) o) s (8)

kde nezndmu funkciu ¢(x} uréfme z podmienky, aby funkecia (8) bola riefienim diferencidlnej
rovnice (1}.

Poznimka 3. Riekenie diferencidlnej rovnice (1) méfeme hiadat aj v tvare sidinu

. y = u{z) v{z). (8)
Pre funkeiu u(z) nech plati
- o + pla)u=0, M

2o je separovatelnd diferencidloa rovnica a pra funkeiu »(z) 2 rovnice {1) dostanems separovetelind
rovaicu

v'u(x) = g{=). {8)

Poznémks 4. Vieobecné riefenie diferencidinej rovnice (1) moino vyjadrit ako sadet vie-
obecného riedenia (4) diferencidlnej rovnice (2) a.nejekého Iubovolnéhe rietenia ¥ diferoncidlne)
rovnice (1)

- I pr)dr

®)

y=ce + Y,
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Priklad 1. Nijdime riefenie diferencidlnej rovnice

¥ 2 — l
V= y=( 1, (10)

ktoré vyhovuje zadiatotnej podmienke y(0) = 1.

Riedenie. Funkeia p(x) = 2/(x + 1) je spojitd na intervaloch {—w, —1), (—1, =) a funkeis
g(z) = {z + 1)* je spojité v intervale (—co, w0} Hladajme riefonie diferencidlnej rovnice (10)
na intervale {(—co, —1) resp. (—1, )} metédou varidcie kondtdnt. Riekme nejprv diferencidlnu
rovnicu bez pravej strany

2
s"r_:|r+}l

To je separovatelns diferencidlne rovnioa, ktorej jedno riedenie jo y = 0. Ak dalej predpokladdme
y # 0, mbéieme rovnicu (11) upravit na rovnicu so separovangmi premennymi. Méme

y 2 _ <o

] z+ 1
Riedenim tejto’diferenciklnej rovnice je
Inly|—2jz4+1}|=0¢,

y=0 (11)

tide
ln—l—g-l—-:lnc, kde ¢ > #
(= + 1) ' ’
Z toho potom .
¥l =clz+ 1)%
& dalej

y=cz 4+ 1)% kde ¢ % 0.
Ak uvétime, 26 aj y = 0 je riedenim rovnice (11), dostanems, #e viisobecn$m riedenfm diferencial-
nej rovnice {11} je

y=clx+ 1) =ze(—I1, o),

kde ¢ jo fubovolna konktanta.
Hlsdajme riedenie diferencidlnej rovnice (10) podla pozndmky 2 v tvare
y = efz) (x + 1P (12)
Plati

y = ¢'(z) (z + 1)* + 2¢(z) (= + 1).
Dosadenim do {10) dostaneme

o(z) (@ + 1) + 2o(@) ( + 1) — 2la) (& + DYz + 1) = (z + 1P

& po iprave
e(z)==2 + 1.
2 toho potom
e@) = fta + Ddz+ C=(x+ 1)¥2 + C,
kde € je Tubovolné &islo.
Dosadenim do (12} méme

y=(2+ DY2 + Clz + 1)* (13}

¢o je vileobeomé riedenie diferencidlnej rovnice (10).
Pre risdenie, ktoré vyhovuje danej zadiatodne] podmienke y(0) = 1, dostaneme z rovnice (13)

1=1/240C
a z toho
€ =12
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Riedenie diferencidlnej rovnios (10}, ktoré splia zaliatodni podmienku y(0) = 1, je
Y= % (= + 1)* + %{m + I xe{—1,c0)
Vieobecné rieenie (13) diferenciélnej rovnice {10} méteme dostat aj priamo poutitim vzores (3).

Méme . , .
—_— —
y-[j(x+1)‘a‘f=+1d=d#+c]ef"+1
1 ] 1 | ll-
v=[[e+rr i+t vre s 0o
viloobecné riedenie diferencidlnej rovnice (10) este podla pommémky 3. Polotime
podle (6)
¥ = u(z) v(z).
Z toho potom

¥ = wiz) viz) + u(z) v'(z).
Dosadenim do diferencidlnej rovnice (10) médme

wy -+ ury — up = {z + 1,

2
x4 1
tide

t - ’u —
up +u(u—m) {= + 1™ {14)
Ak polotfme podla (7} ¥ — 2u/(x + 1) = 0 dostaneme u = Cy(x + 1)%, C, # 0. [Pozri riedenie
diferencidlnej rovnice (11).] Z rovnice (14} mime ! '
) w' = (x + 1®
8 po dosadeni za u
) Oylx + 1)10 = (z + 1)V
Odtial

. 1
9-0—1{3+l}

1
5g, @t '+ Gy,

kde €y jo TubovoIné Sinlo,
Zo (8) mbme

y = u(z) o(2) = Cylz + 1)} [,,%tz 14 0.] - D+ O+ )
1

Berngulllhe diferenclilas rovnica

Diferencidinu rovmicy tvaru
¥+ Py = (=) ¥, ~(18)
kde p a g sl funkocie definované na intervale I, pritom g{x) nerovnd sa 0 pre ka2dé r € I a tislo x
jo rézne od 0 a 1, nasfvame Bernoulliho diferencidinou rovnicou.

Ak v diferencidlnej rovnici {(15) jo & = 0 alebo a = 1, potom rovnica (15) je linedrnou dife-
rencidlnou rovaicou prvého rédu.

Ak « > 0, potom y = 0 pre x € ] je jedno z rieen{ diferencidlnej rovnice (15).
Ak « je rézne od 0 a 1, substiticion

2 = yl-u {16)

13 Zbhlerka (luh
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mi.-liﬂ diferencidlnu rovnicu (15) previest na lineérnu diferenciélnu rovnicu
2+ {1l —a@)plz)t = (1 — a) glx). ' n
Veta 2. Nech z je lubovolné rielenie diferenciélnej rovnice (17), ¢ # 0, na intervale I, potom
ka?dé funkcia tvaru
y = zlid-m, x#£ 1, xel, (18)
je risdenim diferencidlnej rovnice (15) na intervale I. Naopak, ku katdému risleniu diferencidlne;)

rovnics (15} okrem pripadného riekenia y = 0, r € I, existuje také riellenie z diferencidlnej rov-
nice (17}, pre ktoré plati (18). .

Priklad 2. Riebme diferencidlou rovaicu
[P +
v+ L =2 kdezel=(0, ) (19)

Riedenie. Funkeie p(z) = 1/za g(z) = (In z)jx s spojité na intervale I.
Riebenfrn diferencidlnej rovnice (19} je zrejme y = 0. Predpokladajme dalej y # 0, potom
x rovnice {19) méme
1 |}
yrY + —yl = ==, (20)

£
Ak podla {16) polodime z = y~!, mdme 2’ — —y ¥y’ a dosadenim do rovnics {20) dostaneme

v z  Inz
*oo =

To je linedrna diferencidlna rovnica prvého rédu, ktorej véeobecné riedenio na intervale {0, ) jo

. z=14+Inz + cx,
kde ¢ je lubovoInd kondtants.
Podla (18) riesenim diferencidlnej rovnice (19) na intervals (0. x) je

) y = 1{l + Inz + cx)-,
kde ¢ je [ubovolné &islo.

1217, Riedte linedrne diferencidlne rovnice 1. radu bez prave} strany:

1
8) ¥ +-gy=0 b) ¥ —ytga =0
¢) ¥ — yl@sinz — cos z) = 0. d) y'e¥ = ay = 0.

V Glohéch 1218 a3 1236 riekte linedrme diferencislne rovnice |. ridu s pravou
stranou,

1218, y' + 3y = =. 1219, ¢ + 2y = e?r
1220. y' + zy = . 1221, zy' =2y + ¢ + 1.
1222, ay' + y = 23 1223. 2y + 2y = —1. _
1224. (1 — 2%y + aly — a) = 0. 1225, (1 -+ 2y’ — 2xy = (1 « P2
1226, y' — ——2 R L
pl + 2t VI — ot

) ¥ I' &l
1228, z(nx)y — 2y = In =z 12?9. y +}-ﬁy—sm.r.
1230. zy" - 2y = z® cos z. 1231. y' cosz + 2y sinxz = 2Zsinzx,

1232, y‘tgz—'y'—%:‘r(ﬂtg:—;cL 1233. (1 + a¥) y' + y = arcigx.
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xy _us_in::
‘o ¥ L tosx _
1285 ¥ (4 atyaretge  Peing e

V tilohdch 1236 a% 1239 ndjdite riefenio linedrnej diferencidlne rovnice 1. rédu,
ktoré spitiajii dand zadiatotnd podmienku.

1236. y'-l—:r:"y=:r‘, y(2) = 1.

1237. y' + y = cos z, y(0) = 1.

1238, y' + ycotgx = sinzx, y(w/2) = L.

1239. xy’ -+ 2y = 2z cos 2x + 2 sin 2z, y(w) = 1.

V dlohdéch 1240 a3 1243 zdmenou premennych v = z, » = y, pridom v = p(u)
prevedte dani diferencidlnu rovnicu na linedrnu diferencidlnu rovnicu 1. ridu
a rieite ju.

1240, (z + 2y —y =0 1241, (¢ — 22y — ¥y + 9y =0.

1242, (2¢¢ — 2) ¢’ = 1. 1943, 22 +y —4lny)y —y=0.

1244, Najdite krivky, ktorych dotydnica v Tubovelnom bode P vytina na osi o,
tisek rovnajici sa dlzke subnormély v bode P.

1245. Najdite krivky, ktorych dotyénica v Tubovolnom bode P spolu 8 osou o,
a Gsetkou OP, kde O je zadiatok pravouhlého stradnicového systému, vytvéira troj-
uholnik s obsahom ¢*.

1246. Ziarovka je v miestnosti s teplotou vzduchu 7'y = 20 °C. Po zapojanf na
siet vzniks v Ziarovke za ka#da minttu 1,4 keal tepla. Z povrchu Jiarovky sa pri
rozdiele teplét (Ziarovka—vzduch) 1°C za kazdd mindtu vyliari 14 cal tepla’
Tepelné kapacita Ziarovky je C = 12,5 cal deg. Za predpokladu, Ze sa teplota
vzduchu v miestnosti nemenf, njdite teplotu Ziarovky v Case:

a) t = 1 min, b} { ~» o0.

1247. Do okruhu je zapojens cievka s koeficientom samoindukcie L, ohmickym
odporom R & konitantnym napétim U. Aky priebeh bude mat prid J v zdvislosti
od &asu, ak v ase £ =0 bol prid J(0)=10.

1248, Cievka, ktors mé ohmicky odpor R = 5 & indukénost L = 1H, je pri-
pojend na striedavé napétie

% = 1 000 sin (1007t + =[3).
Néjdite intenzitu pradu v cievke po piatich periédach striedavého napitia od
pripojenia.

1249. Na svorkéch cievky sa napiitie za 10 sekind rovnomerne zmenfiloz e, = 2 V

' 50

ne e, = 1 V. Aky je prid na konci desiatej sckundy, ak pobiatoény prad bol -3—.&,
odpor cievky jo R == 0,12 Q a jej indukénost je 0,1H.

V tlohdch 1250 aZ 1266 rieite Bernoulliho diferencidlne rovnice.

1250, ' + a2y = ay®. lﬂﬁl.y’+liyx’=a:w
1262. ¢ + 2yl = —at o¥yS. 1258. v + yfx = ay?lnz.
1254, y — 9a%y + 3(® — 2) [g* = 0. 1256, ¥’ + y + ysinz =0.

1266. ¥’ — ytgx = y' cosz.
#) Vylerovanie tepls je priamo \imerné rozdielu teplét #ierovka — vzduch,
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Dané diferencidlne rovnice v tlohdch 1257 aZ 1260 upravte na Bernoulliho dife-
rencidlne rovnice a rieste ich.
1257, 3y — 4y =a + L.
1258. 2ayy’ + 7 = y?
1259. )y + 4 |yz =220+
1260, 2r'yIny — 2}y —y = 0.
z

1261. N4jdite riedenie diferencidlnej rovnice y' — 20— i =%

ktoré prechidza bodom A4 = (0, 1).

1262. Néjdite krivky, ktorych dotyinica v Iubovolnom bode P = (z,, y,) vy-
tina na osi o, tisek rovnajiici sa yj.

1263. Najdite krivku, ktord prechddza hodom O a stred tsedky uréenej Iubo.
volnym dotykovym bodom a prieseénikom normély v tomto bode s osou o, le#l na
parabole ¥ = ax. -

1264. Elektricky okruh pozostéva zo zdroja a z cievky, ktorej odpor, ako aj
indukénost sl priamo imerné prédu, ktory fiou pretek4. Pri pride 1 A je odpor cievky
200 & indukénost 8 H. Napitie zdroja sa priamo timerne menf za dobu 2 min.
od 0V do 20 V. Néjdite zdvislost priidu od &asu ¢ podas tychto 2 minit.

4,6. Riccatiho diferencidlna rovnies
Diferencidlnu rovaoicu tvaru
¥ =pl@ P+ 9zl y + riz), n

v kiore] @, g, 7 1 apo]ité funkeie na intervale J nazyvame Riceatibo diferencidinou rovnicou,
Ak pre viaﬁ:;r zEJ’ Je plz) = 0, potom diferencidlne rovnica (1} je linedrna diferencidlna

rovnica prv&hn
Ak pre vietky x e J je r (x) = 0, potom diferencidlna rovnica (1) je Bernoulliho diferencidlna

rovnica.

Yeia 1. Nech y; je jedno riedenie dlfermmlﬂne] rovnice {1) v intervale J. Nech z je Iubovolnéd
righenie linedrnej diferencidlnej rovnice prvéhe rddu

' + [2p(x) vy + @i2)]z = —plx}, =xeJ, (1a)
potom katd4 funkeia )
V=¥ + 1z {23

je risdenim diferencidlnej rovnice (1) a naopak, ku kaidému riebeniu y diferencidlnej rovnice (1),
¥ ¥ ¥, existuje riedenio z diferencidlnej rovnice (1a), pre ktoré plati (2).

Pozndmks 1. Ak namiesto (2) zvolime y = y, + u, potom u je rieflenie Bernoulliho dife-
i rovnice .

u = [2p(x) ¥, + giz)] u + plz) ud, reJ.

Vets 2. Ak ¥o. 41 #it dve rézne riekenis Riccatiho diferenciélnej rovnice v intervale J, potom
kaidé riefenie musﬁho diferencidlnej rovnice mé tvar

h—W%
14 ay, —wy) °

kde 2 je vieobeoné Iﬁﬂhniﬂ linedrnej diferencidlnej rovnice prvého rddu bez pravej strany
£+ [2p(x) yo + glx)]2 = 0.

¥y =1yt
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Tthl.ﬂ tri rdene riskenia Riccatiho diferencidlnej rovnioe v intervale J, potom
kaddé riekenie diferencidlonej rovoice ndjdeme bez integrovania.
‘Fohl.&hﬂvd:&mndﬂmjmh[l]hmﬂmty P B aj g apojité & maji apojité derivicie

na intervale J, pridom p(x) s 0 pre keddé z € J, potom diferencidlnu rovniceu {1} mo#no pomocou
rdmeny premennych

1
Y=
upravit ns tvar
-2% = £ + gfe) 2 + ry(=). ' (3)

Pozndmlra 2. Diferencidlnu rovnicu (I} moino pomocou zdmeny premennych

¥ = u(z) — g(z){2p(z)
previeel na diferencidlnu rovnicu
B bt ). 4
Vo vheobecnosti rieflenia diferencidlnej rovaoice (1) nie si elementdrne funkeie.
Diferencidlnu rovnicu _
y = ay® + fa", (6)

kde «, #, n el 8sla, nazyvame Specidinou Riccaitho diferencidinon rovnicou.

Jej riedenia s elementdrnymi funkciami iba pre n = —2 alebo n = —4k/(2k — 1}, kde k jo
delé dalo, '

Ak v diferencidlnej rovniui{ﬁljan==—-—~2. zdmenou premennych y = 1/z dostaneme z naj
homnghnudifmnmﬂnumvmupwiho

Ak v diferencidlnej rovnici (5) je n = 0, pot-om diferencidlne rovnica (5) jo separovatelns
diferencidlns rovnics prvého rddu.

Ak v diferencidlnej rovnici (5) je n = —4kj{2k — 1) & k je cels &alo rézne od nuly, potom
pre k > 0 postupnymi zAmenami premenngch

1 1

y‘-_-.u_...—n-_

=® ax

= z/n+¥
prejde diferenciélne rovnics (5} na tvar

W =yt + 6,

&0 je diferencidlna rovnica (5) pre n = (.
Pre L < 0 postupnymi zdmenami premennych
’-’:I . 5”'"| +tlr

1 1

e R v T

8n + 4
n+1

kde ny = — prejde diferemcidlna rovniea (3) na tvar

W: = }'lw: '+' ﬂll
to je diferencidlna rovnica (5) pre n = 0,

Prikiad 1. Riefime diferencidlnu rovnicu

Inx 2~l1'1:1t:+I:w_'__l_:i-]n:a::I

e b € (0, o). ()
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Riedensie. Diferenciblna rovniea (8) je tvaru (1), kde p(z) = (In x))z, ¢(z) = —(2Inz + 1)/=,
r(#) = (1 + In z){z. Tieto funkeie st spojité v intervale J = (0, w). Lahko zist{me, Ze funkecis
Y = 1 je riedenim diferencidlnej rovnice na intervale J. Podla pozndmky 1 polo¥me y = 1 -+ z,
potom je v’ = #’. Po dosadeni do diferencidlnej rovnice (8) méme

In 21 1 In
e L e R L

alebo po dprave
ztln 2
x

{7}

z’+i=
x

Diferencidlna rovnica (7} je Bernoulliho diferencidlna rovnica, ktord sme riedili v priklado 2
v 8ldnku 4,5. Joj vietky riedenia st
1
S + ez ma
Vietky riedenia diferencidlnej rovnice {6} si

1

R e Y R
Priklad 2. Rielime diferoncidlnu rovnieu
¥y -
f=-2—+_?z+z. e {0, ) . (8}

Riedente. Diferencidinu rovniou (8) mo#no previest na Specidlnu Riccatiho diferencidlnu
rovnicu. Polofme y = zz, potom y’ = z - 22’. Po dosaden( do diferencidlnej rovnice {8) dostaneme
g4z =z + 2 + 1z,

Kedde ¢ # 0, dostaneme
2=t ], (9)

B0 je dpecidlna Riccatiho diferencidlna rovnics pre n = 0, Ked#e diferenciélns rovnica (9) je
separovatelnd diferenciélna revnica prvého rddu, jej vietky riefenis st

arctgz = » 4 ¢,
kde # je fTubovolnd konStanta. Z toho vyplyva
ylz = tg(z 4 e), —Rf2—e < < 2 —oe

Hladané riesenie diferencidlnej rovnice (8} je
¥ = wtg {z -+ c),
kde SE(——;-—G. %—c)
V tlohdcis 1266 a¥ 1271 rieste Riccatiho diferencidlou rovnicu, ak poznate jedno
jej riedenie y, .
1266. ' — 22y + y¥ = 5 — 23, =z + 2
1266. ' = y? — 24+1 #41

. Yt > = L
1267 ¥ =9 — (22 + Dy -+ 2242+ 1, y, =2

1268, oty = 2% Loy + 1, y, = — 1z

1269, 2% + (ay — 2)2 = 0, y, = a/r.

1270, y' + 2y e* — y? = e¥* + o, y, = o®.

1271, ¥ — ¢ — y8in 2z — cos 2z = 0, y, = tg .

V ilohéch 1272 aZ 1274 riefite &pecidlnu Riceatiho diferencidlnu rovnicu.
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1272. ¥’ = ¥*/3 + 2/322.

1203, y = 42 + a4

1274, y' — y* = —ax 188

V tlohdch 1276 aZ 1279 rieste Riocatiho. diferencidlnu rovnicn tak, Ze ju pre-
vediete na Specidlnu Riccatiho diferencidlnu rovnicu.

1275. zy' — 5y — y* = 23 1276. y' = ® + yjz — 4[>

1277, ¢ =4y — 42ty + 28 4+ 2 + 4. 1278, day" — 9y — 3 = 223

1299, ' + xy? — 2%y — 22 = 0. '

4,7. Diferencidlne rovnice tvaru x = f(y'), y = g(y’'),
Lagrange —d'Alembertova diferencidlna rovnica,
8 Clairasutova diferenciflna rovnieca

Diferencidlnu rovnicu prvého rddu
y=fly)=z + gly) (n
kde f & ¢ s0 spojité funkcie ns intervale J, priom obe nie si kondtanty, nazyvame
Lagrange.d’ Alembertovou rovnicou.
Ak v diferencidlnej rovmici (1) je fly’} = y’ pre vietky y" € J, potom diferoncidlnu rovnicu
v =y + gly") (2
nazyvame Clairauwlovou rovnscou,

Ak v diferencidlnej rovnici (1) je fy"} == 0 pre vietky ¥’ € J, potom mdme diferencidlnu rovnicu
tvaru

y = g{¥’) (3)

Riedenie diferencidlnych rovnie (1), (2), (3) moino ndjst metddou derivovania.

Nech f a g s diferencovatelné funkeis na intervals J. Polozme y° = p. Derivovanim diferen-
cidlnej rovnice (1) podla x dostaneme diferencidlnu rovnicu prvého rddu

fpy—p + [(Fiprz + g'lp)lp = 0. (4)

Veta 1. Nech funkcie f a g maji spojité derivécie na intervale J. Nech funkeis z = () je
risbenim linedrnej diferencidlnej rovnice prvého rédu

[fey—telz" + Fnx=gt) (6)
a nech mé inverzmi funkeiu @_, na infervale J. Potom funkeis dand parametricky

x = @(t), (5)
y = @) fit) + g(t),
kde t € J, je riefenim Lagrange-d'Alembertovej diferencidlnej rovnice na intervale .J.
Veta 2. Ak pre p, € J jo f(ps) — pp = 0, potom funkeis
¥ = B + 9lpy) T E(—D, 0) (7
je riefenim diferenciélnej rovnice (1).
Vets 8. Kafdd funkeis
¥ = cx -+ gle) (8)

kde ¢ je lubovolné dslo z intervalu J, je riekenim Clairautovej diferencidlnej rowvnice (2).
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Nech funkeia g mé na intervale J r¥dzo ponotdnnu spojitih derivaciu, potom funkeia, ktorej

parametrické rovnice mi
—g'lt)

¥ =—g'{t) + gith
* t€J, jo ricsenim Clairautovej diferencidlnej rovnice (2).

(9)

Poendamka. Geometricky vyznam riedeni (8) Clairautovej d1t‘emnmﬂne| rovnice (2) je ten,
#s riehenia {E] tvoria ]&dnoparametrmkf systém priamok v rovine. Tento systém md obilku,
ktorej rovnica je uréend systémom rovnic (9), ¢ize je risfenim Clairautovej diferencidlne]j rovnice. -

Okrem tychto rieen{ mé Clairautova d:ferenmﬁlm. roynica (2) eéte riedenia, ktorych integrélne
krivky sl zlogené z dasti obilky (8) a polpriamok urdengch rovnicami (8) {obr. 34},

Obr. 35

Yeia 4. Ak funkeia ¢ na intervale J, ktory neobaahuje &slo ¢, md spojita derivdeiu réznu od
nuly, potom funkeia, ktorej parsmetrické rovnice si

v - J‘ LAKOI
¢ (10)
y = git),
t e J, jo rieSenim diferencidlnej rovnice ¥ = g(y’).
Metédou derivovania moZna riedit aj diferencidlnu rovnicu tvaru
z = fly'), (11}

kde f je spojitd funkcia, rdzne od kondtanty na intervale J,
Nech f je diferencovatelna funkcia ne intervale J. Polotme y' = p, méme z = f(p). Derivova-
nim tejto rovoice podla y dostdvame diferencidlnu rovnien prvého ridu

1

e I'(p) _ci_
a
y = [ ol'tp) dp.
Yeia 5. Ak funkeia f mé na intervale J spojitt derivdciu réznu od nuly, potom funkeia, ktorej
parametrické rovnice al
z = fit), ' (12)
y= [owad,

teJ, je riedenim diferencidlnej rovoice & = fly’).

Priklad 1. Riséme diferencidlnu rovnicu
4y —1—z=0 (13)
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Riedenie. Upravme dani diferencidlnu rovnicu na tvar

T rx=yriy—L (14)
Porovnanimn s diferenvidlnou mvnimu[ll}dnlunmnﬁp'} = p* + p— 1, kde ame poloili p = y'.
Podls vety 5 bude rieSenie néjdené metddou derivovania riefonim danej diferencidlnej rovnice
v intervale (—20, o). Derivujme diferencidlnu rovnicu (14) podls y, dostaneme

dx dp

—_ 1y ==
ay (3p* + 1} ay

Zs vyddis uvedenych predpokiadov je b= _ a mAme

1
dy p
@ + dp— —dy =0,
&0 ja separcvatelnd diferencidlna rovnica. Jej riedenim jeo
¥y= fl!p" -+ p) dp,
tife
y=3pY¢ + pH2 + C

v intervale (0, oo} elobo {-—0, 0} kde C je fubovolnd kon#tanta. Rieanie diferencidlnej rov-
nice (13) v intervale (—2c, o) je

t=p+p—1,
Prikiad 2. Rieéme diferencidlnu rovnicu
yP+y?=y—1 (18)
Riefenie, Upravme diferencidlnu rovnicu (15) na tvar
. y=y*+y? + 1 {186)
Porovnanim s diferencidlnou rovnicou (3) méme §(p) = p* + p* + 1, kde sme polofili
4" = p. Funkcia g mé na intervale (0, o) resp. {—co, 0) spojitd kladnt deriviciu g'(p) = Bpt 4
+ 3p*. Podla vety 4 bude riesenie néjdené metédou derivovania v tychto intervaloch risbenim
diferencidlnej rovnies (15). Derivujme diferencidlnu rovnicu (16) podla z, dostaneme
d
p = (69" + 3pY o=,
tide
dr
Frahe 5p* + 3p.
Z toho dostévame
z = 5pbfd + 3pY2 + C
8 hladané riedenie diferencidinej rovuice (15) je
r=5ptld + 3p"2 + C.
yv=p+pP+1
pre p € (0, <) resp. p € (—o0, 0), kde C je Tubovolnd konitanta.

Prikiad 8. Najdime krivku, ktorej katds doty®nica vytvérs spolu so edradnicovymi osami
trojuholnik 8 cbeahom 2a* : '

Riefenie. Noch mé hladand krivka rovnicu y = f(x}. Dotynica tejto krivky v jej Fubovolnom
bode P = (z, ¥) thé rovnicu

r_, =y (X —2z),
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a jej priesedniky so stradnicovymi osami g8 B.= (z — y/y’, 0), ¢ = (0, y — zy’), prifom joy’ # 0.
Z podmienky wlohy vyplyva .

,:1_' J,_W,i — 2at,

1
2 y

dide
y—axy')? =40 |y |, y e,
pritom .f = (0, @) alebo J = (—ab, 0).

Z toho dostaneme y =y + Eavrfh yved,
¢o je Clairautova diferencidlna rovnica. Polozme y' = p, méme
y=zxp+2|p] (1
& po derivovani podle x dostaneme
dp 1 Ip| dp
= r~—-i 2a R
dida
 Viziyap
(“ia » )da-‘ =0
Z toho vyplyva
dp :
==0 (18)
alabo )
Vm {19)
£F == [
i r

Z dlfemnmﬂna] rovaics (18) dostaneme p = C, kde € je Iubovolné &alo. Preto rieSsnim Claireu-
tove]j diferencidlnej rovnice je

y=0z+ 20, (20)
kde z € (—wx, =) a C jo Iubovolnd konitanta rézna od nuly.

Z rovnice (19) po dosaden{ do rovnice
{17}_dmtanemu
VI Pi

= Fa-—-—

y==FaV|p|:|=-2a|f'm.

VizT
p ¥

tide
= Ta

v=+alpl.

p€dJ, ¢o s parametrické rovnice danej
krivky. Vyhidenfm parametra p 2 tychto

= 4ab, {21)

Podla vety 3 je toto riefenie v kaZdom
| z intervalov (0, @) reep. (—oo, 0) risfentm
| nadej Glohy. Riedenia (20) st dotyduice

k hyperbole (21), ktoré je ich obdlkou
Obr. 36 : (obr. 36).
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Priklad 4. Risdme Lagrange—d’Alembertovu diferencidlnu rovnieu
y=xy® + ¥+ y® + y2
 Risbenie. Porovnanim s diferenci&lnou rovnicou (1) méme fly’) = ¥ + ¥, gly’) = ¥ + y¥/2.
Funkeie f a ¢ maji na intervale (—oo, ) spojité derivacie. Rissme dant diferencidlnu rovniou
zavedenim parametra y° = p :
¥y = o(p* + p) + p* + pY2.
Derivovanim podla x dostaneme

p=p+ptalp+l)p + 3p*+ p)p.
Z toho méme
4= L 2+ 1 !

@t T T
kde p € (0, ) alebo p e (—aw, 0).

To je linedrna diferencidlne rovnica prvého rddu pre nezndmu funkeiu z = #(p). Jej riebenie jo

i

2= 0% —p, (22)
kde € je Iibovolnd kondtanta. V dalfom texte uvafujme iba tie rieenia (22), ktoréd su rydzo
monoténne na intervale (0, o). Potom podla vety | dostdvame dosadenfm za = riebenia danej
diferencidlnej rovnice v parametrickom tvare

i
¥ o ee—— e Ty
P*

1
y-c-'(l +%)e;-—+p2:.
kds pe (0, ).
V dloh#ch 1280 a% 1286 rieste diferencidlne rovnice:
1280, 2 = y' + y'*. - 1281, = = (1 + y')jy".
1282. 2(] + y') = 1. 1283. z = ay'/J1 + ¢
1284. 2y = |1 + ¢%. 1985, z = ¢ siny’.

1286. y'(z — Iny') = 1.

V tilohdch 1287 a 1291 rieste diferenciflne rovnice:

1287, y = g% . 298, 1288, y J1 + 92 =y
1289, y = y’ — In y'. 1290, y = (y' — 1)e¥'. _
1291, 2 4+ 2yy' — y'* = 0.

V tlohéch 1292 aZ 1302 riedte Clairautove diferenciflne rovnice:

1292, y = xy’ — 492 1293 y =2y’ 4 ¥ — ¥~
1284, y = 2y’ + y". 1296, y =y’ + 2|/ ¢
1296, y =2y’ —a |1 £ 1, 1297, y = =y’ + 1/(2y%).
1298. y = zy' + cosy'. 1209, y =2y 4 y' + &,
1300, y =2y’ — Iny'. 1301. ¥ = 3(zy’ — ¥).

1302, 24y — 2y') = 1.
V dlohdch 1303 a 1312 riefte Lagrange—d'Alembertove diferencidlne rovnice:
1803, y = —ay" + y*. 1304, y = 2zy' - y'-2.

l| .
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1306. y = zy"™* + y'%. 1306. y = (1 + y') z + y'&

1307. 2yy’ = z(1 + y'%) 4+ y™* + 3y’2. 1308, y =2z’ — Iny’.
1309, yy' = 2xy? + 1. 1310. y = zy'(y’ + 2).
1311, 2y = 2y'¥(y + 2). 1312, y = k(z + )T + y™.

1313. Néjdite krivku, ktorej vietky dotyénice vytinaji na stiradnicovych osiach
useky p, ¢, pritom.p + ¢ = 2a, kde a je dané &fslo.

1314. Ndjdite krivku, ktorej vietky dotyénioe pretinaji stradnicové osi v bo-
doch P, Q, priom diZka tisetky PQ sa rovnd a, kde a je dané kladné &slo.

1315. Néjdite krivku, ktorej katd4é dotySnica mé od dvoch danyeh bodov kon-
dtantny silin vedialenosti.

1316, Najdite krivku, ktorej keidé dotyénica uréuje usedku s koncovymi bodmi
na stradnicovych osiach tak, e jej stred lezi na parabole 3 = 2z.

1317. Néjdite krivkn, ktord prechddza zadiatkom siradnicového systému a si-
radnicové osi~vytinajii na jej Iubovolnej norméle tisetku dlzky 2.

1318. Z daného bodu roviny sa &iri zvuk priamodiaro na vietky strany od zdroja.
Zérovef v rovine duje vietor v tom istom smere 8 konStantnou rychlosfou a. Najdite
krivky v tejto rovine, pozdlf ktorych sa zvuk &fri, t. j. krivky, ktoryeh doty¥nice sii
kolmé na prisluiné ,,vinoplochy".

4,8, Trajekidrie.

Nech
Fiz, 4, 2) =10 (n
je rovnica jednoparametrickéhe systému kriviek (pozri 8], 3,8). Krivku K, ktord pretne kasda

krivku systému (1} pod uhlom §, pritom 0 < g < m, budeme nazyvat trajektdrion pod uhlom f
daného systému kriviek (obr. 37).

Ak fi = m[2, je trajektoria kolmé na ka2di krivku daného systému a nezyvame ju ertegondinou
trajektérion. Nech y = flz) je rovnica ortogondlnej trajektérie. Vylidenim parametra & z rovnic

F (x, y(z), a} — Filx, y(z), a) u'(x) = 0,
F‘zl o ) == 0

dostaneme diferencidlnu rovnien ortogondlnych trajektérii.
Ak B # 7t/2, hovorime ¢ fzogondinej trajektérii. Nech y = flr) je roviiea izogondlne] trajektarie.
Vyhidenim parametra a 2 rovnic

(2)

F’{z! L 'xl + mF.{:E, ¥, ul y’ + Fl{x'l ¥, ﬁ} —_ mF,{;z, ¥ 2} = 0!
Flx, ¢, «) = 0,

pritom m = tg f, dostaneme diferencidlnu rovnicu izogondlnyeh trajektorii.

(3}

Pozndmka 1. Ak je jednoparametricky systém (1) kriviek dany diferencidlnou rovnicou
fiz, , ¥’} = 0, pritom nijaké krivka nem#é dotyinicu rovnobeini s osoun o,, potom rovnica

Jfx, v —Ljy’) = 0 (4)
jerdiferencidlnou rovnicou ortogondlnych trajektért systému kriviek (1).
Ak nijaké krivke systému (1) nemd dotyénicu so amernicou -—1/k, potom rovnica
. vk ‘
S (#- Yo T+_iy?) = 0, (5]

kde k = tg §, je diferencidlnou rovnicou izogondlnych trajektérii pod uhlom § daného systému (1).
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Poznémka 2. Uvedens diferencidlne rovnice trajektérii urduji trajektérie slobo oblitky
trajektérif, ktoré v nijakom bode nemsji dotydnicu rovnobe#ni s osou o,. Body trajektdrii,
v ktorjch jo dotydnica ruvnf:tboin.i. 8 osou ¢, treba urdit osobitne.

Prikiad 1. Néjdime izogonalne trajektérie pod uhlom § =-45° mistavy priamok y = a7,
& E (=00, 00).

Riedenie. Polotme Flz, y, o) = y — ax. Méme F, = —a, F = L Podfa {3) dostaneme

(l—a)y —ae—1=0,
Y — o = 0.

Vyladenim parametrs a méime

(1 —ylz)y’ —ylx—1=0, (8)
kde x # 0. -
To je homogénns diferencidlng rovnica. Polofme y = e, potom v = uwzr + u
Dosadme do rovnice (B), po Gpra-
ve dostaneme A

Ny
1
w'z 4 = +“, l—u 30,
1 u

tite

N,

Obr. 47 Obr. 38

To je separované diferencidlns rovnica, ktorej riedenie je
1
mtgu-—iln(u‘+l)=_=h;|m[-|—c1.
Ak poloffnte u = y(z), dosteneme

uﬁg%—-—%h{x‘i—g’] +_';-ln=’—1nlzr+c,.

arctg L —c = In |z 4y
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Ak urobime transforméciu r = ¢ cos @,y = p sin ¢, dostaneme riefenie v poldrnom stradnico.
vom systéme
¢—e¢ =y,
dide

p=ef 0
Ak esta polokinie e~* = r, dostaneme

p=ce* .-

Teda izogondlne trajektérie pod uhlom 45° mistavy prismok y = xe =0 logaritmicks &pi-
rdly o = cev, kde ¢ je Tubovolné kladné &felo (pozri obr. 34).

V tlohck 1319 s 1332 néjdite ortogondlne trajektorie danyeh jednoparametric-
kych systémov kriviek.

1319. 2% 4 42 = a*.) 1320, ¥ = 4o,

1321, zy = 2, v # 0. 1322, ¥y = ouet,

1323. ¥ =z + a. 1324, 2% — vx -+ 4y == 1),

1326, 22 4+ * + ax == (. 1326, =¥a + p¥d4x =1, #u0

1327. 234 + $%(9 = a. 1328, y = x e,

1329, P =aqe* + x4+ 1. 1330, (= + )2 = 2%(2® — y%). x £ O
131 g* =Intg ¢ + 1332, p = «x cos? g, xe (0, ).

1338. Néjdite ortogondine trajektorie vietkych kruZnfe dotykajicich sa priamok
y= %=z

1334. Néjdite ortogondlne trajektorie véetkyceh kruznie, ktoré prechidzajn dvona
bodmi 4 = (—a, 0}, B = (a, 0), a > 0.

1335. V rovine z == 0 v bode 4 = (1. 2, 1) sa nachddza elektricky naboj. Rov-
nice silofiar pola vytvoreného tymte ndbojom je y-= x(zr — 1) -2 v rovine
z = (. Ndjdite prieseinice ekvipotencidlnych hladin a rovinou z — 0.

1336. Nijdite ortogondlne trajektorie jednuparametril-kého systému  priamok
vytvdrajicich hyperbolicky paraboloid z = mxy.

V tlohéch 1337 a 1338 nédjdite evolventy danych kriviek ako ortogondlne tra-
jektérie ich doty®nic. -

1337, y = amﬁ% {refazovka},

1338. = = 2a(cos t + tsin i),
y = 2a{sint — t cos )

V dlohsch 1339 a# 1345 ndjdite izogondlne trajektorie pod uhlom g daného
jednoparametrického systému kriviek,

1339, y = ax. 1340, 2* + y* = o* g = nj4.

1341, y* = 2o, f = n/3. , - 1342, (2 — 3y) = anyt, 7 = w4

B, y=xrlnax, a 0. § = a/4. 134 0 = xe?. § = =/4

1345, o = el + cos ¢).

V tlohdch 1346 a 1347 najdite izogonalne trajektovie daného jednoparametrického
systému kriviek v priestore.

(evolventa kruZniee).

*} ¥ tomto &énku, ak o a nie je nid uvedens, plati w6 (  x, =)
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1346, 2* = 22,
=2 xe(—o0, 0)U (0, no},;3=nf4.

z = &,
1347, 2* 4 y* = a?,
y— &€ {— o0, o).

1348. Néjdite rovnice izogonlnych trajektérii merididnov na gulovej ploche.

4,9. Diterencidlne rovnice vys3fich rddov. Znifenie rddu
diferenciflnej rovnice

Pri niektorfch typoch diferencidlnych rovnic vylich rédov mo¥no vhodnou zémenou pre-
mennych znifit réd diferencidlnej rovnice. Tento postup nazyvame mifovanim rddu diforencidlne;
rovnice.

I. Diferencidlnu rovnicu

Fly. v, y" .. .4 =0, n o> 1) (1)
mo#no zdmenou premennyeh u = p,*) v = y', kde v'= @{u) previest na diferencidinu rovnicu

!’i‘tu, w, 0", ..., o/™) = 0, (2)
kie m = n. Pritom plati
y' = 1
Y o= e,
{3

" o= v ey,

--------------------

Pozndmke . Ak n = 2, potom diferencidlnu rovaicu (1) tveru F(y, ¥, y°) = 0 mo#no uvede-
n§m postupom upravit na diferencidlnu rovmicu prvého rédu a pripadne riedit prv uvedenymi
temi.

Pornamka 2. Ked¥e pa jednd o formdlnu transformdein rovnice (1} do rovnice (2), o tom,
# ndjdens riefenia &l rieleniami p«lﬁvodm] diferencidlne] rovnice {1), presvedéime wa doaadenim.
Prikled 1. Néjdime riefenie diferencidlnej rovnice
yyy" =yt (4)
ktoré splha potiatoné podmienky y(0) = L, y'(0) = L.

Riedenie, Dané diferencidlna rovnica je tvaru (1). Polofme u == y, v = y". P'omecou vetahov (3)
z diferencidlnej rovnice (4) dostaneme

npty - o = b, (5
Cign
vy — o) = 1. (8)

Z toho mame v = 0 alebo uv — v = 0, Linedrna diferencidlna rovnica prvﬁho réddu bez pravej
strany wv- — ¢ = 0 zahtha aj pripad v == 0. Jej vietky rielenia st

¥ o= c,ef?ldu=clu,

kde u € (—xx, Q) alebo v € (0, ) a ¢ je lubovulnd konitanta.

*} O funkeii y = f{z} predpokiadéme, $o je 2 mnoliny Cn(I} (poxri #1. 4,)) & Be md inverznd Tunkeiu.
"} Znaky v, g--, ﬂ Lnlﬁilpgufﬂu. d'#,fdu'{ P P
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Vietky rielenia diferencidlnej rovniocs (8) mi

¥ = cyu.
Z toho pre rielenia diferencidlnej rovnice (4) vyplyva
¥ =y,
&0 je opéf linedrne diferencidlna rovnica prvého rédu bes pravej strany. Jej vleobecnd rielenie je
y=co 4 mge—an, !

kde ¢, je lubovoInd konBtants a = € (—owo, a0},
Dosadenim do diferencidlnej rovnice (4) zistime, %e funkcia (7) je jej riedenfm.
Pre riedenie, ktoré spliia zadistoiné podmienky y(0) = 1,1°(0) = 1, musia konitanty ¢, 8 c,

g =1,
016y = 1.
Z toho potom dostaneme ¢, = 1, ¢y = 1."Hladané riedenie jo y = e*.
II. Diferencidlnu rovnicun
Fle,y™, g™, . ¢y =0, 1=k<n (8)
mo#no zdmenou premennfch

FE#’ o, "[ TS Ut--ti} == 01 Igj

v(z) = y*(x)

Pritom plati
rtl-rl} —_ 1,'. ymi} _— ,t’ - ’.m L

Pozndmka 3. Ak »n = 2, potom diferencidlna rovniea (1} mé tvar Filz, ¥, ¥"} = 0 8 moino ju
previest na diferencidlnu rovnicu prvého rddu, pripadne riedit.

Priklad 2, Ricdme diferencidlnu rovnicu
¥ + Yy ocotgz =wmin2e, xe(0 nh (10)

Ricdenie. Diferencidlne rovnica (10) je tvaru (8). Polotme y* = v, potom je ¥* = v, Po do-
ﬂl:':ani do diferencidlnej rovnice (10} dostanerss linedrnu diferencidlnu rovnicu prvéhe rédu

v+ v cotg = = min 2z, ze (0, w®). (11}
Joj rictentm jo
2 ., LA
M e e

kde ¢, je Tubovolnd kondianta a z € (G.h n).
Pre rielenia diferencidlnej rovnice (10) méme

2 .. ¢y
f-—a-lln Iu'-l-m. z € (0, ),
%o je separovand diferencidlna rovnica. Jej riedenie jo
y=f(%lin'x + 'i;lx)dx + &4,

kde ¢y jo lubovolnd kondtanta.
Hladané rieenie diferenciélnej rovnice (10) ne intervale {0, m) je

¥ = /3 — [ein (22)]/8 -+ ¢, In tg (z2) + ¢,
kde ¢, & c; o Tubovolné konbtanty.
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i

Poznémks 4. K uvaovanému typu diferencidlnych rovnfo patri aj diferencidlna rovnica

tvaru
F(z, y™) = 0. (12)
Ak #a dé =z rovnice (12} vyjadrit '
¥y = g(x), (13)
potom jej rieenie nidjdeme ;anu tegrovanim.
jajaunmﬂnu rj'lmhl =,y = l.'l, je tl.ki. %o krivku danid rovnicou F{z, ¥} = 0 moino
vyj-dril! vivarex = plf), y = pm. teJ, potom je diferencidins rovnica {12) ekvivalentnd so
systémem & = ¢it), ¥ = yp(t), 1 € J. Riedenie diferencidlnej rovnice (12) ndjdeme n-niéscbnou
integréciou v tvare
z=g@) y=Se®)(fe® . (Jet)gwdyd]. . }Ja.
III. Diferenciilow rovniou

Flg®, g, ., g™ = 0, ISk En (14}

moino zhmenou premennych
v{x) = y*(z)
previesf na diferencidlnu rovniou tvaru
Flo, v, ..., 0" %) = 0, (18) -
Pritom plati

YU <, L, g = e,
Tym dostaneme diferencidlnu rovnicu tvaru (1)
Prikiad 8. Riskme diferencidlnu rovaiou :
¥ —y =0 (18)
Diferencidlns rovnica (18) je tvaru (14). Poloime y* = v, potom jo ¥" = v". Po do-

Ricdons
maden{ do diferencidlnej rovnice (16) méme

v —p =0, {17)

Diferencidine rovnica (17) jo linedrna diferencidlne rovnica hu pravej strany. Jej vieobecné
riedenis jo

v = ¢ 0%,

kde ¢, ‘je Tubovolnd konstanta.
Pre rishenie diferencidlnej rovnice (16) ¢ toho vyplyva

¥y = ",

%o je linedrna diferencidlne rovnics tvaru (13). Jej riedenis ndjdeme dvojnésobnym integrovanim.
Méma '

kde ¢, c,, ¢; 33 Tubovolné konitanty.
IV. Majme diferencidlou rovaicu

F{iﬁ-l"-f. -‘*l’m]-ol (18)
kde

F(’! ¥ ”- e ’m} = %ﬁlﬂl ” ”l MRS y“‘n}‘ {lﬂ'}
Kaldé riallenis diferencidlnej rovnice (18) jo rieentm diferencidluej rovmice
O, y. v, _._”{--:IJI = G (20)
kde ¢ jo lubovolnd konitanta a naopak.

11 Zbierka dloh
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Poznémka 4. O tom, kedy lavé strana difocencidlne] rovnios (18) je derivéciou funkcie @,

t. j. plati (19), hovori Eulerova vela
éF d oF d' gr d~ ar

—_—— — A (=1)"
¥ o ww ta T T T ey
Priklad 4. Riedme diferencidlnu rovaicn
w"+ﬁ""-n-

(21}

(22)

Ruedenie. Porovnanim diferencidlnej rovnice (22) & rovnicou (18) dostaneme F(z, y, ¢, y") =

= y¥" + ¥™ Najprv zistime, 2i plat{ Eulerova veta (21). Méme
d d?*
i miﬂ-r’—h"fll"“ﬂr
. j. existuje funkeia ${z, ¥ ¥'), pre ktord plati
d .
T 2@ Ny =w +

Funkeia ®(z, y, ¥} = yy’' + ¢. Diferencidlna rovnics (20)je
w' o= ey,
kde ¢, je Tubovolné konétanta.
Riedenie tejto diferencidlnej rovnice je
fydy = fe,dx + ¢,
kde ¢; je lubovolnéd konktants. Z toho potom dostanemme

V2 = o 4 ¢,
kde ¢,, 7y 8 lubovolné konStanty.
Riedenim diferencidlnej rovnios (22) je

_ v'=0z+ G
V. Majme diforencidlou rovnicu
F{=| ,, r' e -l""r’J} = u‘.

kde funkeis F(z, y, y', ..., ¥ je homogénna funkeis &-tého stuptia vzhladomnay, ¢, ..

t. j. platd
Ft”n 1y, "‘l s g ‘ﬂ'-}]‘ = FF(’- ¥, y‘r vy ,:"]t
pre Tubovolné ¢ # 0.y .
Urobme zdmenu premennych .

v = y'fy, t. j. || = afﬂ #'.
Potom je

lf' = Uy,

¥ = (0 4 vh)y,

¥U o= 0 4 S Yy,

LI

(23)

'y y‘ﬂr

(24)

(28)

Po dosadeni do diferencidlnej rovnice (23} dostanems diferencidlnu rovmicu {n — 1}-ho rédu

Plz, 1,4, v, ..., ot"D),

(26)

Ak v = g(z), z € J jo riobenim diferencidlnej rovnics (26), potom Jy| = /*#)9% jo riefentm dife-

rencidlne) rovnice (23) na intervale J.
Prikiad 6. Rieime diferenciélau rovnicu
YY" o2yt — gy = 0.

(27)



£,9. Diferencidine rovnice vyd¥ich rddov. Entfenie rddu diferencidine; roondce 163

Ricdenic. Polokme F(z, y, v, ¥*) = zyy" + 2y —yy’ & tistime, & funkcia P(z, ¢, ¢’ ¥)
je homogénns funkeia vzhladom na y, 3, y*. Kedie pre lubovolné ¢ # 0 plat{

Flz, ty, ty’, o) = xtyty” + (o'~ yty’ =
= oy + 2y — ') = BPx, 4, ¥, V)

je funkeia Fiz, v, ¥, homogénmdruhéhu stupha vzhladom na y, ¥, ¢
! Nech y ;io,tg:f,:} diferencidlne] rovmici (27) urobme rémenu premennych v = 4'fy. Po-
moecon (25) po dosaden! do diferencidlnej rovnice (27) mdme

(e’ + v8) + o — v =0,

&ido

W'—ﬂ-:-—-ﬂﬂw'. ‘asl
&0 je Bernoulliho diferencidlna rovnica. Jej riedenie je

v = zf(=* + ¢},
= €J, priftom x 3£ 0, 2* + ¢; # 0 & ¢, jo lubovolnd konitanta.

Fodis (24) riedenio diferenciflnej rovnice {27) ja
Y

dite o

Wyl =eo V&' ¥ ¢,
a

v =gl ie,

kduﬁnn.glﬂmlubovnmékmltmty
Z diferencidlnej rovnice (27) vyplyva, 2e rielenim budd ebte aj také funkeie, pre ktoré je
y = 0, &ifs y = ¢, kde ¢ je [ubovolnd kondtanta.

VI. Majme diferencidlnn rovnicu
Flz, o9, ....9"™) =10, . (283

kde funkcia F(z, y, ¢, ..., ') je homogénna funkcia k-tého stupha vehladom na vietky argu-
menty, t. j. plati

- FI“. w’ o ‘v:‘ll -‘kF{x. y’ ”i "'i_"-’]
pre Tnbovolnd ¢ £ 0.

Urobme gdmenu premenngch
v = yfjr » v = log =, tife r = 8", Y= va", (30Y
¥ =v 4+ y" = (v 4+ vle, Y= e —pye ¥y (81y

Po dosadeni{ do diferenciélnej rovnice (29) doétanime diferencidlnu rovnicu n-tého rédu prv
uvedent v odsekoch I — V.

V tilohdch 1349 af 1364 riefte diferencidlne rovnice.

1849. y* = 6z — 1/2% 1350, " =z + sin z.
1361. y® sin* x — sin 22 = 0. 1862, 2y =1,
1863: y" = 22" 1354. zy@® 4- y® = o~.

V tilohdch 1366 a 1356 n4jdite riefenie diferencidlnej rovnice, ktoré spliia dané
zatiatolné podmienky.

1356. 3" = 22%, 4(0) = 2, ¢(0) = 1.

1866. y° = 122, (1) =0, y'(1) =1, y"(1) = L.

") v e defdu, o = diefdut, .. ..
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V tlohdch 1357 a 1358 rieste diferencidlne rovmice vhodnym parametrickym
vyjadrenfm pre yt*) a x.

1357. " 4+ ¢ == 1368, y"* + 22 = 1.

V tlohdch 1869 aZ 1367 riefite diferencidlne rovnice tvaru F(y, ¥, ..., ™) = 0.

1359. y" 4y — 1 =0. | 1360. y" = ev.

1361. ¥* — 2yy = 0. 1362. y"(1 + wy') =y (1 + y™).
1363. y" -y lny = 0. 1364, yy” — y'* — dyy’ = 0.
1365 2yy” + ™ + ¥4 = 0. 1366. 2yy" — 3¢ = 4.

1367. y" tgy — (2y)* = 0.

V tilohéch 1368 a 1369 néjdite rieSenio diforencidlnej rovnice F(y, ¢, . . ., ™) = 0,
ktoré splfia dané zadiatotné podmienky.

1368. y* —y =0, y{0) =1, y'(0) =0
1369. 2yy"* + y" = 0, y(0) = 0, y'(0) = —3.
V dlohéch 1370 aZ 1380 rieite diferencidlne rovnice F{z, yt,, . .., y™) = 0. ‘

1370. 29" — y’ = 0. 1871 y" — y'jz = 23, 2% 0.
1572, ¢ —ay" + ¢ — ¥ 1378. (1 + 2% y" + ¢ + 1 =0.
1374, z¢" =y In (y'/2), =z # 0. 1375. 2y" =y + zsin (-%-) , £ 0,
1376. ¥* + ¥’ tg x = sin 2x. 1377,y + 2y =2y,

1378, Ay"  22%" — 1 = 0. 1379. y" = ¢"[z, = # 0.

1380, 2y — y" — |2 + ¢y =

V tlohdch 1381 a% 1388 n4jdite riefenie diferencidlnej rovnics F(y®, ..., g™) = 0.

1881, y™* — 4y = 0. o8y — 1 —yi=0.
1383. y" = (1 + y'2p. 1384, 2(4 — ) y" =1 + ¥
1385. ay" = y", a % 0. 1386. y" — y"* = 0.

1387, y™ 4y — 1 =0, 1388, y" — y"fy =0, ¥’ # 0.

V tlohdch 1389 ai 1394 riefite dﬂ‘arsnmﬁlne rovnice, ktorych lavé strana je deri-
- véoioe funkcie P(z, v, %', ..., y").

1389. ¥*fy’ — 2py'[(1 + y*) = 0. 1390. yy" — ¥’y + 1) =0.
1391, y" =2y’ 4y + 1. 1392, 7y’ =y + 2y’
© 1893, yy” — y'y" = 0. 1394, By™ — 3y"y® = 0.

V tGlohdch 1395 a% 1406 riedte diferencidlne rovnice F(x, y, ¢',...., ™) =0, ak
funkecia F je homogénna, resp. homogénna vzhladom na g, y/, ..., #™.

1396. gy” — 2y = 0. 1896. 2yy” + 2y + y* = 0. | :

____L_
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1897 oy’ + 2y’ — 2y = . 1398, gy' — =V T+ 2.

1399. 2yy” + y'* = 0. 1400, d2’yly" = o® — y*
1401, 22yy" — (y — zy')* = 0.
1402, 2Mwy" — ') + ayy’ = v [T+

1403. z'y" + (ay' — ¥)* = 0.
1404, ziy" — 2y + B2%yy? — (3zy® + 2a%) y' + 2% + ¢ = 0.

V tlohéch 1405 a 1406 riefte diferencidlne rovnice 8 pofistotnymi podmienkami.
1405. 2y” — 3y =0, y(0) = —3, ¥'(0) =1, " (0) = —1.
1408. yy" + ¢y =1, y(0) =1, ¥y'(0) = L.
1407. Nijdite krivky v rovine, ktorych krivost v kaZdom bode jo:
a) konftantns,
b) nepriamo fimern4 tretej mocnine dlky norméaly,
¢) tmerné dftke normaly, ked koeficient imernosti je k = 1, —1, 2, —2,

V tlohdch 1408 aZ 11 n4jdite krivky v rovine, ak si dané ich prirodzené rov-
nice.

1408, R = }s.

1409, R* = Zas.

1410, B* + & = a*.

- 1411. Néjdite rovnové¥ny tvar neroztainého lana upevnensho v bodosh 4, B,
z, # % 8k horizontéina zlotka napétia lana je konStantnd (land refazovych mos-
tov). TiaZ lana zanedbajte.

1412. N4jdite rovnovéiny tvar homogénneho neroztainého lana upevneného
v dvoch bodoch 4, B, z, # x4, ak na neho pdsobi jeho vlastnd tiak.

1413, N4jdite ohybovii krivku nosnfka, ktory je na oboch konecoch votknuty,
sk na neho pdsobi rovnomerne zatazenie s pomernym zataZenim g.

1414, Lokomotiva 8 hmotnostou m sa pohybuje rfchlostou v,. V Zase ¢, stroj-
vodea vypol stroj a lokomotiva sa pohybuje dalej iba zotrvadnosfou. Akd dedhu
prejde lokomotiva od vypnutis, ak trenie je linedrnou funkeiou rychloati loko-
motivy.

1415, Po priamke z = a, a # 0 leti bombardovacie lietadlo konStantnou rych-
lostou v. V Zase {, = 0 je v bode P = {a, 0). Z bodu 0 = (0, 0) v Zase {, Startuje
kondtantnou rychlostou w samonavédzacia rakets vzdulnej obrany & sttha bom-
bardovacic uetadlo. Smer jej pohybu v ka¥dom tasovom okemihu je urleny naj-
kratdou spojnicou rakety a lietadla. Néjdite rovnicu drahy rakety a tas, v ktorom
raketa zasiashne lietadlo.

1418, Svetlo dopadéd pod uhlom 30° ne vodnd hladinu. Index lomu N vody je
lineérnou funkeiou hibky pod hladinou. Na hladine N(0) = 4/3 & v hibke Im j e
N(1) = 3/2. N4jdite drahu svetelného lide vo vode.

4,10. Linedrne diterencidlne rovnice
Diferencidlnu rovniou
ay(z) ¥ + a (@} y*P 4 L oa(r) Y 4 auld) y = flo), (n
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fankois + [T ™ ad té funkoi to ﬂlﬂJ; 0 viatk
prifom "!1‘“ @y () a.(x) & flz) &b spoji 2 na intory ay{z) # 0 pre v

x € J, narfvame dgfumwﬂmrmmnﬁ.\orddu
Funkois ay(z), 0,(z), ..., o,(z) nazfvame koeflcientms linedrnej diferancidlnej rovaice n-tého
u'
Namisato diferemcidlnej rovnino {1} mofno uvaZovet skvivalentnd linedrnua diferencidlnu
rovnoiou
¥+ pulx) ¥Vt L Panyiz} Y+ Pl Y = glx), (2)
kde p(z) = afz)/oylz), ¢ = 1,2, ..., n, & glz) = f(z)/G,lz), = € J alebo.
Liy) = gl 3)
kde L{y) unadi Tavd strenu diferencidlne] rovnice (2),
Ak v linsdrnej diferencidlnej rovniei (1), resp. (2) je fix) = 0, resp. g(z) = O pre kafdé x e J,

potom nazjvame diferencidlau rovnicu (1), resp. (2) linedrnou dlfamnméhou rovnieou ﬁ-tého
rhdu bex pravej strany. Ak v diferencidinej rovniei (1), resp. {2) nie jo f{z) = 0, prlp glz) =
kaidé x e J, nasfvame ju linedrnou diferencidinou rovaicou s praveu strencu.®)

Veia 1. Pre kaidé a.. € J & pre zaliatodné podmienky y(r,) = b, ¥ 3: Byy oony Y V{zy) =
= b, kde b,. b;, ..., b, #d lubovolné disla, existuje jedno e len jeduoo y[s].s € J, linedrnej
diferencidlnej rovnice s-tého rédu (1), ktoré spiha dané zediatodné podmienky

Veia £, Hmlt funkoie ¥,, ¥3, ..., ¥, o riclenia linedraej dlﬁuranmﬂnﬁ] rovaice bez pmve]
strany. Potom aj katdd ioch lineArna kombindeisay = ¢,y + ¢g¥y + ... + € Y., kdoey, gy, -
st labovolnéd Hlll, je rieBenim tejto diferencidlnej rovnice, :

Posndmka. Riedenie y = 0 pre kaidé xz €J nazyvame irivialngm riefenim diferencidlnej
rovaics Liy) = 0. Kaidé linedrna diferencidlna rovnica bez pravej strany mé trividlne riefenie.

Ak existuje takd nenulové m-tioa redlnych resp. komplexnych Eisiel ¢;, ¢y, ..., ¢, %o pre
funkeis f,, fy, ..., fu deflnované na intervale J plati

o) + ogfylx) + ... e fulx) =0 %)

pre kaddé x € I = J, potom hovorlme, #s funkeie f,, fy, ..., f, 90 linsdrne zdvisléd na intervale 1.
- Ak ﬁmkm_fl,f,, « + 1y Jo nie 8l linedrne z4vislé, na intervale J, nazfvame ich linedrne nerd-
vislé na indervals 1
Nbﬂhﬁmhhfl_.f., -+ vs J'w maji na intervale .J derivicie aZ do rédu m — 1. Potom determinant

Salx), Salz)y o ful2)
fi=h LEh oo falw)

w‘fu flr sy !-} = f:{x}- f:fzii ey f:{ﬂj {3)
f“h“lxi! .ﬂ-_”t#h bhea - "{#}

nazfvame Wronského determinantom funkoifl f), f;, ..., /. alebo len ich wronskidnom.

Veta 8. Ak funkeief,, fy, . . ., fo 84 linakens zdvisléd na intervale J, patom W{f,, fy, .. .. f) =0
pre ka¥dé z e J. .

Vota 4 Nech y,, ¥y, .. ., Yia 8 Tiodonia linsirnsj difsrencidlnej rovnics n-tého rddu bez prave)
ltrlnyAknl}s.qMom tisto rieSenis sl linedrne zdvislé.

Veols 6. n-rieSenl ¢, .« s ¥, linedrnej diferencidlnsj rovaige n-tého rddu bez pravej strany
je linedrne zdvislgoh n.a:imulynh] vtedy a len viedy, ak ith wronskién ea rovnd [nerovnd sa]
nule sapod v jednom éiale x & J.

Dasledok. Wronskidn n fubovoInyoh rieenl linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého rddu bez
nﬂjlmynmvninuhmhidéze.f[lmnirnnzi.wlérmhm;}.ﬂabunmwdnuhpm
nijaké # € J (linedrne nezdvislé riedenia).

N diferencidin ni b ve] ab Aoamoziaase linsirmou dif.
O R f i A g o G TSP A2 K B Ak P KAl YA/ Bty e Pea
diferencidlnon rovnicou
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Fundamentdinym systémom rieknd linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého rddu bez pravej
strany nazgvame kafdfoh n linedrne nezévisiych rieeni tejto diferencidlpej rovnice.

Vets 6. Kaida linedrna diferencidlna rovnica n-tého rddu bez pravej strany mé fundamentélny
eystémn Tiebend.

Nech ¥, #gs - - -2 ¥. Je fundamentdlny systém rieboni linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého
ridu bex pravej strany na intervale J. VBeobecnym rieenim linedrnej diferencidlnej rovnice
n-tého rédu bes pravej strany naxjvame funkciu

V=Y + oyt oo T Gl (6)
kde z€J 8 ¢, &, ..., ¢, 80 Tubovolné disla. '

Veta 7. Ka2dé riefenie linedrnej diferencidlnej rovnice bez pravej strany mé tvar (8), kde
€, Gy + - -4 ¢, #0 vhodne zvolend disla.

Vets 8, Ak jo dany fundamentdlny systém rieleni y, , §, . - -, ¥, linebrnej diferencidlnej rovnice
n-tého rédu ber pravej strany, potom této diferencidlna rovmica mé tvar

’“’r 9‘“'": =Erd y'!‘ f
() yioett L oY
_ Oylx W e L Y | =0, "N
W(fph- vy Il'.]‘ ' *
n-]l ys. -“l LEEA ] | #Ill 'y-

‘ hhq.(a]jahbovn!niipojiﬂfunhﬁilminw&pﬂ&ma.{s}giﬁproviatkyxe.?.

¥ota 9. Noch p,(x) je koeficient pri y*-» v linedrnej diferencilne]j rovnici (2) bez pravej strany.
Potom v intervale J plati
Wiz) = Wiz,) e~ AuizMz (8)
kde x, € J (Liouvilleov vaorec).
Veta 10. Nech T(z) je riedenie linedrnej diferencidlnej rovnice (3) s pravou stranou, L{y) = g(=z).
Potom kaddé riefenie tejto linedrnej diferencidlnej rovnice s pravou stranou m4é tvar

¥y =1z+ ¥, (2)
kde z = £,%, + ¥y + ... + €.y, jo vBeobecné riedenie zodpovedajicej linedrnej diferencidlne)
rovnice bez pravej strany L{y) = 0.

Pozndmka. Riedenie (9) nazjveme tfechienim riclenim linedrnej diferencidine) rovmice
& pravou stranou {3).

Veta 11. { Lagrongeova metéda varidcie konftdnt.) Ak ¥, ¥y, - - -, ¥, jo fundsmentdlny systém
riedoni diferencidlnej rovnice L{y) = 0, potom linedrna diferencidlna rovniea ri-tého rddu s pravou
stranon Liy) = g(z) mi riedenie

- W, (z)
Y= ‘}_:1 y,{z) f T (10)

pritom Wiz) = Wiy, ¥a: - - -+ ¥,) jo wronskidn fundamentdlneho systému a W ,(x) je detorminant,
o"kto';'? vznikne z wronskiénu nahradenim ¢.tého stlpes wronskidnu stipoom, ktorého prvky e
s ey Oy gla).

Poznémks, Rickenie Y linedrnej diferencidlne] rovnics L{y) = g(z) motno dostat sj tak, %o
risdonio tojto diferencidlne] rovmice hladdme v tvere ¥y = cflx) y, + G2l ¥ + ... + =) ¥4,
kde pre funkcie ¢y(z), ¢y{z), ..., ¢.(=) plati

Selmy =0,

i=1
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n
Y@y =0,

=]

dddddddd L N TN {11’

ﬂ;{z; “M =0,
P
L

2 oifz) 9™ = gla). _. |

Veta 12. Nech y, jo rieSenim linedrnej diferencialnej rovnice n-tého rédu Liy) = 0, y,(x) £ 0 |
pre kaidé x € J. Potom zémenou premennych e = {(yly,)'s v = u{z) dostaneme z linedrnej di-
idlnej rovnice n-tého rédu L{y) = g(z) linedrnu diferencidlnu rovmicu rédu n — 1 tvaru

D @) w4 g g(x) w g, () u = B{e), (12)

Ak ¥ = cuy + cquy + ... 4 Cu-1ta-1 + U je vilecbecné riedenic linedrnej diferenciélnej rov-
nice {12}1 potom

v=wle, [uydz + ¢ fugdz + ... veo, [u,_dz 4+¢] + ¥, (13)

kde ¥ = g, JUdz je vieobecné rieSenie diferencidlnej rovnice Liyy = gl=).

FPozndmka. Ak poznéme k linearne nezdvislych riséent linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého
radu bez pravej strany, L{y) = 0, potom mo#no pomocou vety 12 proviest linedrnu diferenciélnu
rovaicu n-tého rédu L{y) = g(x) postupne na linedrnu diferenciélnu rovnicu rédu n — &.

Veta 18, Nech funkeis ¥, = ¥ ,(z), « € J je riefen{m linedrnej diferenciélnej rovnice n-tého rddu
Liy) = gfz), ¢ = 1, 2, ..., m. Potom funkeis ¥ = ¥, 4+ Y, + ... + ¥, jo rieSenim linedrnej
rovnice Liy) = g,(z) + go{2) + ... + g.(z) na intervale J {Princip superpozicie).

Priklad 1. Néjdime linedrnu diferencidlnu rovnicu' bez pravej strany, prifom ay(x) = 1, '
ktord mé fundamentélny systém riefeni y, = cos? z, y, = sin? z, z € (0, wf2).

Riedanie. Podle vety 8 mé hladan diferencidlna rovnica tvar

2 Y, v ¥
| ¥, ' = 0. (14}
le R y'j y‘ I yl, yl
Y Yer yl

Kedie jo y, = —2sinzocosz — —ain2z, 4 = 2cos2z, y, = 2einzcosz = gin 2z, y =
= 2 coz 2, po dosaden! do (5) dostaneme

Wi, y;) = sin 27 % 0

pre z € (0, n/2). Zo vetahu (14) vyplyve - '
1 ¥, ¥ v
e | B o0s 22, —ain 2z, ecosx | = 0.
sin 2z
2 cos 2z, sin 2z, aintz |

Z toho potom dostaneme hladant diferencidlnu rovnicu v tvare
y"— 2 (cotg 2z)y" = 0
pre x & (0, mj2).
Priklad 2. Rislime Mu diferencidlnu rovnica bez pravej strany
2y —(1+aly +y=0 (15) -
sk pornédme jedno jej riedenie y, = 1 + #, 2 € (0, @),

[ —— |
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Riekenie. Podla vety 12 zavedme substittciu u = (y/y,), dite y = y, /u dz. Keodie je y; =
=1 4 z, mdme y = (1 4+ z) fu dz. Z toho potamdwhnnnmap’=fud#+{l+w}ﬁ’y =
= 2u 4 {I + z) w’. Po dosadeni do diferenciélnej rovnice (15) méme

22 4+ (1 + 2)uwl— (1 + 2} [fudz + (1 +2)u]+ (1 + 2) fudz =0

Odtial po dprave dostaneme
2l + ) — (1 +2u="0

To je linedrna diferenciélna rovnics prvého rédu. Jej vieobecnsd rieSenie je

®w=¢ ef""'““("'“‘} d#'

tide
= a'1=+1:|:u.1=—5h:|.{=+l}1.
e
Y= “.L:;-}i" S'E{O, cn}.

Po dosadeni do vztahu y = y; [ u dv mdme
z e
v= v fa [T ta].
Z toho dostaneme vieobecné riedenie danej diferencidlnej rovnice v tvare

El
y = tl+z}[=;1+—=+c.]
alebo
y=rc0 + ol +2) xe(0 o).
Priklad 8. N4jdime vBeobecné riedenie limdmej diferencidlne] rovnice

2y — (1 + 2}y +y=2 {16}
kﬂ! #Etol m}*

Riedenie. Podla vety 10 vieobecns riedenie y danej diferencidluej rovnice je sutet vBeobecného
riedenia linedrnej diferenciAlnej rovnice bez pravej strany

2y {1+ 2y +y=10 (17)
# jedného riedenia Y linedrnej diferencidlnej rovnice (16) 8 pravou atrancu, t. J.

y=z—|— Y.
Z prikladu 2 méme
£ = oy 8° + ¢yl + ).

Hiesenie ¥ diferencidlnej rovaics (18) ndjdeme Lagrangeovou metddou varideie kondtdnt
podla rovnice (10) )
W, Wy
Kedfe
¥, = &%, #._’-1 F- =,
flm) =25  afx) ==  gl&) =2,

potom pre W, W;, W, platf
e, 1+ =

= —x &F,
of, 1
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1
wl- :: -t# —G'—W'r
s e

Po dowadeni dostaneme

y=ef(P+a)erdr + (1 +2) [ (—a) dz,
dide jo

y=—(a*+ 3% + 8z + 8)/2, 2e(0, @)
Vieobecné riekenie diferencidlnej rovnice (18) je

Y= 00"+ oyl + ) — @@ + 32 + 6z + B)2,
kde z e (0, o).

m#.lﬂjdimaviwbounﬁridmhﬂnﬂrnejdifumﬁﬂnn}mim
z+ 12y +(z4+ Dy —y=0, =ze(0 x),
ak vieme, ¥o jednym jej riedenim je polyném.
Riekenie. Hladajme riedenie danej diferencidlnej mvnimvtvmy-s‘+0{=},kda%)jn

‘polyném stupds m S n—1. Po du-dmldodwhu rovnice za ¥ = nx*-! 4 Q'(z),
¥ = n{n — 1) 2** 4 Q*{z) dostaneme !

(# + 1 e [n(n— )23 + Q*(2)] + (z + 2) (e + Q'(x)] — a"— Q() = 0.
Eedie koeficient pri " sa musf rovnaf nule, dostdvame

an—1)4+n —1=0,
wW—1=0

Lide

a
=l g =L

Kmﬁunl-lmdpovodipolyndmpw&honuphy—x+a. kde ¢ je zatial neurlené dfalo.
Podosaden{ y =z -+ a,y' = 1, y" = 0 do danej diferencidlnej rovnice dostaneme rovnicu pre a:

0+ (x4 2l —x—a=0

o= 2

Druhému koreiin n, = —1 nesodpovedé polyném. smmmmmm«nm,-
= z1 + ba®. Po dosadeni y = lfx + b, ¢’ = —1/o", y" = 2{2* do danej dlhrmmihajmvmm
dostaneme

2+ Dafad —(z+ 2)/— lfx—b = 0,
2+ 2—2—2—2)fat—b =0
b = 0.

Druhé hledané riedenie jo y, = l/z, z€ {0, ). Kedio W (y,, y,j——!{#+l”w'!*0-liﬁ
vihetky x € (0, <), vieobecné rioianio danej diferencidlnej rovnice je

¥=cfx + 2) + ¢/x, z (0, w).
V dlohdch 1417 aZ 1427 presktmajte, & dané funkcie st na mno¥ine M linedrne
zévislé alebo linedrne nezévislé, ak M je prienik oborov definicif tychto funkeif.
1417, y =3z — 7, y = 3x + 2.
418, y=2 —z, y=1 4, y =3z + 4.
1419 y=1, y =2z, y=2at, y = 2~

dife
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1420, y = 2, y = cos®z, y = sin’r.

1421, y = sin z, y = 8in 3z, y = sin*z.

1422, y = ¥, y = 0%, y = .

1423. y = cos*z, y = 6%, y =sin 2z, y = cos 2z, y = Inz.

1424, y = logy 2, ¥y = log, 2%
- 1425, y=z,y=e’,y=ma=_

1426, y = arctg z, y = arceotg z, y = L.

1427. y=2% y=2z|x|

1428, Vypoditajte wronskidn funkeif

0 prex <0, —z* pre ¥ < 0,

R N = {07

Moino na zékiade tohto rozhodndt, & dané funkeie sivlinebrne zévislé? Ukétte, %o
fankecie s linedrne nezdvislé!

1428. Nech y,, v, 86 dve rieenia diferenciélnej rovnice y* + p(z) ¥ -+ g(@) y = 0,
x € (a, b). Ukaite, %e pre ich wronskisn platf W'(z) = —p(z) W(z). Na zaklade tohto
 néjdite W(z) a ukdite, fo ak W(z,) = 0 pre nejakeé z, € (a, b), potom plati W{z) = 0
pre vietky x € (g, b).

V tlohdch 1430 aZ 1436 néjdite linedrnm diferencidlnu rovniou bez pravej strany,
sk jo dany jej fundamentalny systém rieSeni.

l'm-ylﬂl, y,ﬂﬂﬂﬂm l'!al-ylﬂm, y.=.e‘-
1432, y, = e, yy = sinh z. : 1433, y, = cos 2z, y, = sin 2%.
1434, gy, = &, yy = 2% Yy = " 1436, y, = &*(1 — ), ¥, = 2 o~

1436. Ukdlte, %o y = x* 4 e—%(¢, co8 22 + cy 5in 22) je vieobecné riesenie diferen-
ciflnej rovnice y* + 2y’ + by = 6o + 4z + 2.

V tiloh&ch 1437 a% 1443 nijdite vieobecné riedenie danej linedrnej diferencidine]
rovnice, ak pozndte jedno jej riedenie. .

1437, 2Mz + 1) y" — 2= 0, y, =1 + 1]z, 2€ (0, ).

1438, (1 + 2N y" + 2y — Wy =0, gy = (@ + (@ +1)"

1439, 2z + 1)y" + 4z — 2)y’ — By =0, yy = o™

1440. 2y" 4 2¢' —xy = 0, y, = e*fz, x€ (0, ).

14l y° — (tg2)y + 2y =0, 3, = sinz, z€ (0, w/2). -

1448, y* —2(1 + tg? )y =0, y, = tgz, 2 (0, 7/2).

1443, 2%y" — 2y’ =0, y, =Inx, x€(0, ).

V tilohéch 1444 ai 1448 néjdite vieobecnsé rieSenie danej linedrnej diferencidlnej
rovnice, ak viete, ¥e polyném je jej riefenim. ' '

1444, (22 + 1)y’ + 4oy’ — 4y = 0.

1445. zfz — 1)y" — 2y’ +y = 0.
: lm.a:'lnry’—sy’+y=ﬂ.

1447, (28 + 1) y" — 2y = O,

148, 2z — My + (2 —2)y +2(1 —x)y=0.
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V tlohdch 1449 az 1451 rieite linedrne diferencidlne rovnice s Pravou stranou,
ek riefenfm zodpovedajiicej linedrnej diferencidlnej rovnice bez pravej strany je
polyném.

1449, Qz + )y + (22— 1)y’ — 2y =22 + =

1460, (3z + 22%) y" — 6(1 + x) ¥’ + 6y = 6.

1451, 2%" — xy’ = 32°. :

eﬁ‘; lfflnhﬁch 1452 aZ 1465 rieste lineim&difemnciilqe rovnice, ak poznéte jej dve
rieSenia.

452, 3¢ + 2)y" + 2 — 6uy =4 — 122%, y, = 22, gy, = 1 4 22,

1483. (2* — 1) " + day’ + 2y =62, yy, ==, yy = (2 + =z + V)/(z + 1).

L84, 20" — 3a%" 4 bz’ — By =0, g, — 7, 4, = 2.

1465, 2" ~y" — 2y’ +y =0, y, =z, y, =&~

4,11. Linedrne diferencilne rovnice s konidtantnfmi kocficientmi
Rovnieu
?“"+Bﬁ“"“+n--!;ﬂ.-;y'+ﬂ.#=ﬂ'- {1}

kdea,, i = 1,2, ..., n, st redlne &ala, nazgvame linedrnou diferencidlnou rosnicou s konftantngmi
e i bez pravef strany a skrétene ju budeme pfaat

Lu(y) = 0.
Algebreicki rovnicu

el Lt e rta, =0 (2)
nazyvame charakteristickou rovnicon diferencidlne rovnice (1). Korene charakteristicke] rovnice
nazyvame charakteristickymi korefimi diferencidlnej rovnice (1).

Veta 1. Akr,, v, ..., r, 50 navedjom rézne charakteristické korene diferencidilnej rovnice (1),
potomn funkeie '

1T, gM¥, .., &'t
si linedrne nezdvislymi riedeniami diferencidlnej rovnice (1).
Veta 2. Ak #, je k-ndsobnym korefiom diferencidlnej rovnico (1), potora funkeic
T, zenT gighT, ., Ll gnz
80 linedrne nezdvislé risdenin diferencidlnej rovnice (1).

¥eta 8, Ak o 4 iff jo k-nasobny charakteristicky koreds diferencidlnej rovnice (1), pridom «, §
8G redlne Eisla, § # O, potom funkeie '

o™ cos Bz, 20°% cos fir, ..., a®! o™ cos e,
o7 sin Bz, ze™ain fr, ..., ¥l o%% gin fr
a1t linedrne nezdvislymi riefeniami diferencidlnej rovnice (1).

Veta 4. Nech cherakteristickd rovnica diferencidlnej rovnice (1) mé:

8) redlne navzéjom rézne korene: r, nko k,-ndsobny, r, ako ky-ndsobny, .. ., r, akok -nésobuy,

b) komplexné navzéjom rozne korene: a; + if, ako s, -nésobny, 2, + if, ako &,-nésubny, .. .,
@, + 4§, ako s,.ndacbny, pricom §, # Oprej = 1, 2, ..., p. Nech plati Ry 4 ky + .. 4k, -
+ 208 + 8 + ... + 3,) = n. Potom fundamentdlnym systémom diferenciélne] rovnice (1) je
aystém funkeii
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aNF | g ghE , zh—l a4
) o getmd -1 atmT
. .
enT copfliz, zeMFeonfx, ..., 2" eM¥ 008 B,

6M% gin fyx , ze™Fan fz. ..., 2! o“‘".ain By,
o**F con Bz, o™ cos Pz, ..., &) o™ cos fz,
gin B,z , xe**Fanfx, .., a* =1 o%¥% gin B .
Priklad 1. Néjdime vieobecné rieSenie diferencidlnej rovnice
¥ — by + by = 0. . i
Riedenie. Rovnica (3) je linedrnou diferencidlnon rowvnicou s kondtantngmi koeficientmi.
Predpokladédme, %o risdenie je tvaru y = e™. Mime
Y =re, y" o= rle™
Po dosadent do rovnice (3) & po dprave je
e r! —b6r + 6) = 0. . (4}
Kede e 5 0 pre kaidé &islo z, z rovnice (4) vyplfva '
P —5r 4+ 8 =0,
%0 je charaktoristické rovnica diferencidlnej rovnice |3). Jej korene st ry = 2, 7, = 3. Podla
vety (1) funkcie y, = ¢* a y; = ¢ i linedrne nezévislé riedenia diferencidlnej rovnioce (3).
Vheobecné riefenie diferencidlnej rovnice (3} je
¥ = ¢ " + o efn
Priklad 2. Néjdime vBeobeensd riedenie diferencidlnej rovnice
) ¥+ % + by =0, (83
Riefenie. Charakteristickd rovnica diferencidlnej rovnice (&) je
424 5=0

Joj korene i 7y == —1 4 21, rg = —1 —2i. Podla voty 3 s =" c0s822 a ~* sin 2z linedrne
.meedvislé risSenia diferencislnej rovnice (5). Vieobeené riedenie danej diferencidlnej rovnice jo

y = o *{c; coa 2x -+ ¢, sin 2x).
Priklad 8. Riedme diferencidlnu rovnicu '
y@© + 2y + 8y’ + By =0, (8)
Risdenie. Charakteristickd rovnica danej diferenciélne] rovnice je

42 4B + 5 = 0.
Miokﬁkmu&

rl‘.-—-l, rl-1+ﬂi,lr4=l—ﬂi.
Fundamentilny syatém diferencidlnej rovnice {8) je
8% ze~% o"coslx, ofsinx
s vieobecné riefenie danej diferencidlnej rovnice jo
y = (& + egx) 0™" 0%(¢; 008 22 + ¢, 6in 2z),
kde ¢,, ¢, st Tubovolné diala.
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Dif Al .
- ytli+¢"ﬂ-1|+___+_¢._1”+u-’-ﬂw], (2ah

L.y = fl=),
kdea,,i=1,2, ...,n,sredlne ésla a funkeia f(z} je rézna od nulovej funkcie, nazjvame /-
nedmou di

mmmmamwm provou siranot.

Vieobecné riedenie diferencidlnej rovnice (2a) hladdme podla vety 10 &l. 4, 10. Pritom rielienie ¥
diferencidlnej rovnice {2a) méfeme nijst metédou varideie konktént podla vety 11, &L 4, 10 alebo,
ek pravd strana diferenciflnej rovnice (2a} mé Specidlny tvar, ou neurditych koeficientov
podla vety & reep. 6 tohto &lénlku. - :

dide

Porndmka. V daliom texte pod riefienim diferencidlnej rovmice budeme rezumisf nielen
redlnu, ale aj komplexnd funkciu redlnej premennej, ktord mé derivieie prisluiného rédu aa
mtuvduJakﬁﬂpodoudmiup!ﬂndlfmiﬂnummmprehﬁéceJ

Veta 5. Nech diferenciilna rovnica {2a) .mi. tvar

L(y) = P{z) o™, [T]
kde F_(z) je polyném ma « ja rodlno [homplo:né] Hn'lu. Patom, ak « nie je charakte -
ristickfm korefiom, mé d (7) partikuldrne riedenie

yo=(bg+ bz + ... + bx")e* ",

Ak  jo k-ndsobnym charakteristickim korefiom, potom funkeia
o f==.f.bl+51=+l---+b-=')ﬂ’"
je riedenim diferencidlnej rovnice (7). Redlne [komplexné] 3fala by, b,, ..., b, urdime metédoun
neurditych keeoficientov.

Veia 8. Ak funkeia z(z) = u(z) 4 iv(z) je riskenim diferencidlnej rovnice

Ly} = Pz} e@tif =,
potom u({z) = Re z(z) je riefenim diferencidlnej rovnice
L.(y) = P(z) o™ cos px
& ¢{x) = Im z(x} je riedenim diferencidlnej rovnice
L.y} = P, lz) &“lin&.
Priklad 4. Riedme diferencidlnu rovnicn
¥ +y=tgz, =zel(—n/2 =x/2) (8)

Rizdenie. Riskme najprv diferencidlnu rovnicu y* + y = 0. Korene charakteristickej rovnice
"+ 1= 0emir =i r, = —i. Fundamentdlny systém rieden{ tejto diferencidlnej rovmice podla
vety-l.jamz,dn#.%Mhmémuhodﬂbrmdﬂnojmvﬂubonpm?oimyjo

¥ = ¢, o8 & -} ¢y &in Z.

Partikuldrne riedenie ¥ diferencidlnej rovoice (8) s pravou stranou budeme hfadat metédow
varideie konStdnt. Vypotitajme !'F. W, Wy Méme
—sintz
“cosz '’

cos x, @in 2
—gin z, cosz

1= 'Iigx,
|-lin.-|r.

ezl

coR T,
—gin &, tg

Podla vety 11, &. 4,10 dostaneme

r-,'f__de+l‘| w'dm—outf{ :::]dt-!- lmcflmxd.m-

= cos Z [pin z + ln cotg (/4 + z/2)] + #in & (—co8 z) = cos & . In cotg (mfd + x/2).



4,11. Linedrne diferencidlne rovnice & kondtaningmi koeficientmsi 175

Podls vety 10, 1. 4,13 vBeobecné riskenis diferencidlnej rovnics (8) je
y = ¢, 008  + ¢y 8in x + 008 z .in cotg (74 + %/2), ze(—r/2, n/2).

Priklad 5. Ricime diferencidlnu rovniou

¥ +y = br+ Ze (9
Riedenie. Riefmme naj dmﬂnumvmuubupnwjﬂmyy'+y’—n.xmm
rakteristickej rovnice 13 + r = 0 af r, = 0, ry = —1. Vioobecné riebenie tejto diferencidlne
rovnios bez prevej strany je
=0t eor

Partikuldrne riedenie diferencidlnej rovnice s pravou stranou néjdeme na zéklade prinefpu
superpozivie (veta 13 &l. 4,10).~
thnjmnu]prvahkulmmdifumniﬂnejmvnim
¥+ y = 5z (10}

Podla vety 5, ked#e a = 0 je jednoduchym charskteristickym koretiom, jo rielenim diferencidinej

rovoioe (10} funkein
¥ = alby + byz) o = byz + bya*.
Konstanty &, by urdfme metédou neurditych koeficientov.
Vypolitajme .

y =B+ By, Y= 2y
Dosadentm do rovnios (10) dostaneme
25, + by + 2,z = Bz
Porovnanim koeficientov pri rovnakyoh mocninfch méme

by + 2y =0,
25, = b.

Z toho potom je !
by = 5/2, by = —b.
RisSonim diferencidlnej rovnice (10) je

' YI = -"5’ +%=‘-

Hladajme olte riedenie diferencidlnej rovnice

v 4y = 2e - (1)
w-wu.munzmpmwwmmwm
jo
y = by e*.
Dosadenim

Y =5, ¥ =bo
by 8* -+ by 0* = Ze".
Z tohto dostaneme b, = 1. Riebentm diferencidlne] rovnice (11} dostaneme
. ¥y =0
Podla principh superpozicie risbenim diferencidlnej rovnice (8) je

' do rovnioe (11) méme
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Podla vety 10, &l. 4,10 vleobecné rielienie difersncidlnej rovnioe (9) je
y=20 + go*+ —bx 4 -a—s‘-[- L
Prikiad 8. Riokme diferencidlnu rovniou )
v — 2y + 2y = de*gin x. (12)

Riedenie. Eedle 4e”sin z = Im 4 ¢1**> budeme podla vety 8 riekit diferencidlnu rovniou
Y 2y 4 2y = d oV, (18)

Riedmme pajprv diferencidlnn rovmiou y* — 2y° + 2y = 0. xmmmjm
P+ =080 ry=14i r,=1—i Véecbeoné riedenio tejto diferencidlnej rovnice
bex pravej strany je

fy = e®(c; cor z + oy &in z).

Kedter, = 1 +i je jednoduchm charektoristick§m korettom, partikuldrnym riebenfm
diferencidlnej rovnice (13) podla vety 5, je

y = byz etiens, | (14)
Konitantu by uréime metddou neurdityeh koeficientov. Vypotitajme
¥ = by 00T - B(l 4 §) 2 e@0 % = @@r0% [hy - (by 4 by i) %],
¥ = (by + boi) 009% 4 (by + boi + 2yin) 6% = £ =(2by + Byi + Vi),
Po dosaden{ do rovnice (13} dostanema
o028y + 2yl F 2boiz — 2By + (By + byi) T) + bga] = 4 oB0,
Z toho po vydeleni o®+¥# g po dprave dostaneme
ei = 4 Bide b, = —2i.
Po dosaden{ do (14) dostaneme riefenie diferencidlnej rovnice (13)
Y= —2igeltv=,

Podla vety 8 riedenim diferencidlnej rovnice (12) je

Y == Im [-—2i x 690%] = —22 ¢ cos 2.
Véeobecnym riefentm diferencidlnej rovnice (12) jo

¥ = e*{c; con x + ¢y 8in x) — 2z 0* cos =,
kde ¢, ¢; mi lubovolné &ala.

V tlohdch 1466 az 1486 riedte diferenciflne rovnice.

1466. y* — 9y = 0. 1457, " + 3y — 4y =0,

1468, " + 6y’ = 0. - 14569, 2" — by’ + 2y = 0.

1460. 2y" — 6y’ + ¥y == 0. 1461. y" + 6y + 9y = 0.

1462, 4y" -+ 12y’ 4 9y = 0, K63, " — 2a%y +aty=0.

1464. y" + 16y = 0. 1465. y" — 4y’ + 13y = 0.

1466. y" +y + 2y =0. - 1467. y* + 2ay’ + do%y = 0.

1468, " — ¥’ = 0. ey 1489, 3% — 6y" + 11y" — 6y = 0.
1470, y® — By" + 4y =0. 1471, y® — 10y”" + 9y’ = 0.

1472, 4" — y" =0, 1473, y™ — 3y + 2y = 0.

1474, 49 — 29" + y* = 0, 1475, 40 + dy" + 6 + 4y +y = 0.
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1476, y& — 4 — 5y" -1 y* + By + 4y = 0.

1477, Y& — y& == 0, 1478, ¢y | 3y'® 4 3y -y = 0.
1479, y" — y = 0. 1480, y" — 5y" + 17y’ — 13y = 0.
1481, y + 4y = 0. 1482, y» — aty = 0,

1483, ¥ & 5y" + 4y = 0. 1484, 4 + 2y" + " =0,

1486. y® + 64y = 0. 1486, 39 — 256y = 0.

V tlohdch 1487 aZ 1491 rieéite linedrne diferencidlne rovnice § pravou stranou
mervodou nearcitych koeficientov,

1487, " — Ty’ + 10y = f(z), ak f(z) sa rovna:

8) 40, f) (92* + 6z — 3) e5%,

b) 202* — 282 4 14, 2) 116 sin 2z,

¢) —12 edr, h) 8 ¢ gin =,

d) 6 ¥, i} cosh 2z,

e) —e*¥(Bx + 7), '
1458. 3y" — 4y’ = f(x), ak f(z) sa rovnd:

a) 8, e) 2b sin 2,

b} —3223 4 B4x 4+ 50, f) —25z cos x,

c) Jer, g) 16 sin (4z/3),

d) 4 ets?, _ k) 8 sinh (42/3).
1489, 9y" — 6y’ + y = f(z), sk f(z) sa rovnd:

- a) Vﬂ, _ d) ain (x/3),

b) 4 e-=13, ¢) cos 2z . sin 4z.

c) e*h, £) 928 — 6x + 1.
1490. y" + 4y = f(z), ak f(x) 58 rovn4:

a) 2zt — 2z, e) cos 3z . sin x,

b) cos 2z, f) 8 cosh 2z,

¢) cos 3z, g} 2z sin 2z,

- d) e 3, h) z e** sin 2z.

1491, " — 4y’ -+ 5y = f(z), ak f(z) sa rovné:

a) etr, e} e cos 2z,

b) sin «, f) « e** cos a,

c) 222, - g) 13,

d) e** sin' 22, . h) e~* cosh 3x . sin .
V ilohdch 1492 aZ 1510 riedte diferencidlne rovnice.
1492. " — 4y’ + 1 = 0. 1493, " — 2y" + 2y = 2? 4 sin 2z.
144, y" + y — by = x + e22, 1495. " 4 2¢' + y = &% + e,
1498. y* + 4y = 5 sin 32 + cos 3z + sin 2.
1497, y" — 5y + 6y = o™=, 1498, y* — y = cos? =,

1499, y" 4 2y’ — 13y = sint z.

o _h_l
q 1snn.y'+2y’+y=‘;_z+1. 1500, y* — gy =2 — 1, |
1602, ¥ + 2y" 4 5y’ = =. 1503. y" + 3y" + 3y’ + y =c~*sinz.
1604, y™ - 4’ = sin x -+ x cos z. 13)5. yV + y" =Tz = 3 cosz.
1606. y@ 4 y* < cos 4«. 1507, y® — 2y" + y" = o* 4 2.

. 1608. ¥ + 2y -+ 5y" + 8y’ + dy = cosz + 40 e*,

1z Zbierka {loh

_



17& 4. Diferencidine rovnice

1609, y® — y = 2 o* -+ co8 2. 1610, y® 4 y" = 22 — 1,

V dlohsch 1511 af 1519 riebte linedrne diferencidlne rovnice metodou varidcie
kont4nt.

161l " — y = 1}z
1512, y" — 6y’ + By = (9x* + 62 1+ 2)/2%

1513, y" — 2¢' 4 y = e%/x. 1514, " — y = 3‘2:' i
1616. y" + y = l/sin x. 16186, y" + 4y = sec 2z,
1617. y* + y = —cotgle. 1618, " — y" = (2 + z)/=*.

1519; y@ — y* = 1j4 |/=® — 1618 |/=7,

1520, Nech charakteristickd rovnica linedrnej diferencidlnej rovnice s konitant-
nymi koeficientmi ¥* + ay’ + by = Q(x) mé dva rdzne redlne korene r,, ry. Me-
toédou varidcie konitdnt ukdZte, Ze jej vieobecné riedenie je

ef.:

y= [erramar+ L5 [ormg@an

fi— "y 1 — N

V dlohdch 1521 aZ 1528 ndjdite rieSenie danej diferencislnej rovnice, ktoré vyho-
vuje danym podmienkam,

1521. 4" + y = 0, ¢'(w) =3, y(n) = 2.

1622. y* — y = 22, y(0) =0, y(1) = 0.

1623. 4" + y = sinz, y(0) = 1, ¥'(0) = 0.

1624, y" — 5y’ + 6y =z + e*, y(0) = 0, y'(0) = L.

1625. y" — y' =0, y(0) =3, ¥'(0) = —1, y"(0) = L.

1626. y" — ¥ =32 — 2%, (O} =1, ¥'(0) = 1, " (0) = 1.

1627, 4" + 24" + 2¢' + y = =, (0) = 0, y'(0) =0, y'(0) = 0.

1628, y + 4y =0, y(0) =0, y'(0) =0, y"(0) =0, y"(0) = 1.

1529. Nijdite integralnu krivku diferencidlnej rovnice y” — 4y = 0, ktord sa
dotyka priamky 3x — y -4 1 = 0 v bode 4 = (0, 1). :

1530. Néjdite integrélnu krivku diferencidlnej rovnice y” + 2y" + y' = — 2072",
ktord sa dotyka v bode 4 = (0, 2) priamky # — y + 2 = 0 & kruZnice 2? 4 y* —
— 4z — 4 =10. :

15631. Teleso s hmotou m pad4 z vysky h pdsobenim zemskej tiaze (tiaZové zrychle-
nie je g) bez zaliatotnej rychlosti. Odpor vzduchu R pri pade telesa je priamo Gmerny
rychlosti v telesa, pritom plati B = kmv, kde k [N kg~ m~! s} je konitanta ‘mer.
nosti. Néjdite vysku telesa » Zase £.

1632. Zavaiie s hmotou m = 2 g je zavesené na pruiine, ktorej tuhost je ¢ =
= 0,6 kpm-1. Na zdvaZie pdsobi sila F, F = 1,2 . 10~ sin wt [N]. Vypotitajje, pre
aki frekvenciu @ vynitenych kmitov zdvaiia bude ich amplitida najviliia, ak
odpor prostredia R je priamo wmemy rychlosti, t. j. R = Jme v.10-¢ [N]. Akd
je tdto najvaciia amplitida.

1633. Zivaiie s hmotou 5,88 kg je zavesené na pruZine. Pri kmitani v jednom
prostredi teleso kmitd s dobou kmitu T, = 0,4 =s, v druhom prostredi 7'y = 0,5 = s.
V prvom prostredi mo#no odpor prostredia zanedbat, zatial o v druhom prostredi
je priamo Amerny rychlosti. Ndjdite pohyb zdvaiia v druhom prostred{, ak pruzina
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s v zaliatofnom okamihu predifila zavesenim zdvatia o 4 om vzhladom na jej
pévodnd dlfku a zdvadie bolo volne pustens. ‘

15634. Ndjdite vynatené kmity zdvaZia s hmotou m zavesendho na pruine s tu-
hostou ¢, ak na neho posobi zvisl4 sila f, f(t) = f, (sin ewt 4 (sin 3wt)/3).

1635. Na pruiine s tuhosfou ¢ = 2kp m-1 je zavesend ty§ 2 mikkého Zeleza
s hmotou 0,1 kg. Spodny koniec tyée zasshuje do cievky, cez ktortt prechidza
striedavy préd ¢ = 20 ein 8 =t [A]. Prid zadina tieof cievkon od okamihu ¢ = 0
& ty¢ bola predtym v pokoji (z = 0, v = 0). Magnetické pole vznikajlce v cie ze
viahuje tys do cievky, prifom pre silu F pdsobiacu na tyd je F = 1,6 = 10-2¢ {N).
Néjdite vyniitené kmity tyde.

15636. Dodtitka s hmotou 0,1 kg, ktord je zavesend ns pruZine upevnenej na
druhom konei, pohybuje sa medzi pélovymi néstaveami permanentného magnetu.
Virivé pridy brzdia jej pohyb silou R imernou rychlosti, t. j. B = k% [N], kde v je
rychlost [ms=1], @ magneticky tok [weber] medzi p6lmi magnetu a k = 10°[m~1.s.N.

weber—*]. Zatiatotns vychylka doktitky z polohy,ked pruZina efte nie je roztiahnuts,
je spbsobend iba tiafou, pritom pre tiaz 0,02kp sa pruina predifi o 1 om. Za-
tiatoind rychloet doBtitky sa rovnd nule. Opfiite pohyb doktitky, ak pre magneticky
tok plat{ a) P = VE . 1075 [weber], b) ¢ = 10-* [weber].

15637. Pre ohyb y = @(2) nosnika na prufnom podklade plat{ diferencidlna rovnica

diy
EJ?‘; + ky =g,

kde & je modul pruinosti v tahu, J je moment zotrvatnosti prierezu nosnfka. Pre
konStantu % nosnfka plati k = Cb, kde C jo modul stladitelnosti podloZia a b je
kontantné &irka nosnika. Najdite vieobecné riefenie pre ohyb tohto nosnika, ak
pdsobi nait rovnomerné zataenie ¢ = g¢,.

1538. Pre ohyb y = g(x) steny kruhovej valcovej nddrie plati diferencidina
rovnica

Ed

¥
4 o — —
¥t ppy=ph—2a

kde £ je modul pruZnosti v fahu, ¢ hrabka steny, r polomer nédr¥e, h vytka hladiny
tekutiny v nédrki, y je mern tia¥ tekutiny a D jo tuhost steny, D — Ed%k(1 — u2),
pricom x je Poissonova konstanta. Néjdite ohyb steny, ak je nAdr¥ na spodnom
okraji dokonale votknutd [y(0) = 0, y'(0) = 0] a na hornom okraji (x = &) je voln4,
t.j.y"(h) = 0,y"(h) = 0. '

1639. Pri velkych uhlovych rychlostiach tenkych a dihych hriedelov dochadza
k porufeniu ich rovnovézncho priamotiarcho tvaru a pri tzv. kritickej rychlosti st
moiné aj iné rovmoviine tvary hriadela. Néjdite kriticktt rychlost w, hriadela
df#ky ! na oboch koncoch ulozeného v lofiskdch, ak diferenciblna rovnica pre ohyb
otdlajiceho sa hriadels je

EJy® = quiyfg,
kde ¥ je modul pruZnosti v €ahu, J moment zotrvaénosti prierezu hriadela yzhladom

na jeho neutrilnu os, ¢ je velkost tiaZe pdsobiacej na jednotku dfiky hriadela,
o je jeho uhlové rychlost a y = f(z) udédva ohybova krivku,
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1540. V elektrickom okruhu s sériove za sebou zapojené odpor R, cievka s induka-
nostou L a kondenzator s kapacitou (. Kondenzator je nabity a m4 ndboj g,. V &ase
¢ = 0 sa okruh uzavrie kliéom. Nijdite tasovy priebeh prudu v okruhu.

- 1641. V elektrickom okruhu st zapojené sériove za sebou odpor R = 100 Q,
cievka s indukénostou L = 10 H, kondenaédtor s kapacitou ¢' = 2 000 wF a jedno-
smerny zdroj napétia U = 1V. Pre &as ¢ =0 je prad i = 0 a velkost ndboja na
kondenzétore ¢ = 0. Néjdite: 2) prid i v okruhu & ndboj ¢ v &ase ¢, b) najvitiiu
hodnotu i & ¢. N _

1642. V elektrickom okruhu pozostivajicom zo sériove zapojenej cievky induks-
nosti L, kondenzétora kapacity ¢ a ohmického edporn R pbsobi elektromotoricks
gila ¢ = Eyeo%, te {0, o). Nijdite napiitic na kondenzitore a prad v okruhu.

1543, Najdite kapacitu € kondenzitors, ak pri jeho vybijani cez timivkn s od-
porom R =1kQ a s indukincstou L = 1 H*) amplitida pridu za &tyri periédy
po zadiatku vybijania je i/16 prvej amplitidy pradu.

4,12. Eulerova ﬁi_hrenciilna rovnica

Neoh az + b # 0 pro ka2dé  z intervalu I, pritom a, b st 8ala, o # 0. Linedrnu diferenciflng
rovnicu
(az + B)"y™ + (ax + b)"tay ™V + ... 4 (ax + B a,_ ¥ + oy = glz), (1)

kde a,, . .a,, 811 &isla 8 g(z) je funkeia definovand na intervals I, nazgvame Eulerovou diferencidlnon
m;mw diferencidlnu rovnicu méfeme riedif dvojakym spdsobom.
1. Urobime zédmenu premennych u ==log|az +- 4, y = @lu), potom platf
" (az 4 )y = aj,**)
(az + b)? y* = a®(f — 3),

(az + by = a¥(y — 3§ + 2i),

Po dosadeni do Eulerovej diferencidlnej rovnice (1) dostanemo line&rnu diferencidlou rovnieu
s konfitantnyjmi koeficientrni :

aty'™ + byyta-b + voe B 4 oay = hlu), 2)
b 4 a¥ — -—B")
a ¥

kd&ﬁub;.u-.b.nﬁigtéﬁmu.h(u}.Eg(
sk az+ b <0,

Veta 1, Ak funkeia y = @(u) je riedenim linedrnsj difersncidlnej rovnice s ken#tantnjmi koefi-
cientmi (2), potom funkcia y = @(log | ax + b|) je risdenim diferenciblnej rovnice {1).

2. Ak mérme riedit Eulorovu diferencidlnu rovhicu (1) bez pravej strany — home g ‘nnu Eulerova
diferencidlu rovnicu, t. j. g{z) = 0, pre ka3dé x € I, méZeme hladat rieSenia v tvare

¥ = (az + by, (3
- kde dfslo r je korefiom dgawchj rovnice
r{:r—ll...{r—n+ a4 ayrlp—1} ... (r—n + 2)g"-1 &+

+ ot aa0r +a, =0 (4}

).akm+b}0aa(u}=g(

*) Pri riedeni predpokladdme, Ze odpor R a indukénost I st zapojens za sehou,
)y =dy/u, dy = diy/dud,...
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[————

_Rovnicu (4) nazfvame charakteristickou rovnicou homogénnej Eulérovej diferencidlnes rovnice (1).
‘T to rovmica je aj charakteristickou rovnicou homogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice s kon.
£ antnjmi koeflciantmi (2},

Ak charskteristickd rovnice (4) mé k-ndsobny redlny kored r,, potom jemu zodpovedajtios
risfenia diferencidinej rovaice (1) st
¥y =(oz+ 5 "In"2(az +b), =12 ...,k (8)
Ak mé charakteristické rovnica k-ndsobné komplexné koreme, £, = & -+ if, £y = a —if,
potom im zodpovedajlice riedenia diferencidlnej rovnice (1) mi
Yoy = (az + 0)" In’~T (az 4 B} . cos [fIn (az + B)],

¥y = (a2 + 8)*In/1 (az 4 b} . ein [f1n (az + )],

j = lg 2 R
Rovnicu (4} d::'m:;um z Eulerovej diferencidine]j rovnice bez pravej strany.ak do nej dosadime
z8 y, ¥, ... funkeciu (3) e joj derivaocie a vydelime & {ax 4 b)".
Pri risden{ Eulerovej diferencidlnej rovnice s pravou stranou néjdeme podla prv uvedeného

vieobecné risbenie Eulerovej diferencidlnej rovnice bez prave] strany, a potom poudijerme metéda
varidcie kontént.

Prikliad 1. Riedme diferenciélnn rovnicu
Qz+ 1Py — 2022+ 1)y + dy = 0, xze(—1/2, ). N

Riedenie. Rovnicu (7) budeme riedit dvoma spbsobmi.
I. Diferenciélna rovnica (7} je Eulerova diferencidlna rovmica bez prave] stisny. Urobme
gdmenu premennych 2z 4 1 = e*. Potom u = In (22 4 1), Nijdime derivicie ¥, y*. Mime

{2r + 1) = 2§,
(2 + 12y = 4(5 —§).
Po dosaden{ do diferencidlnej rovnice (7) dostaneme
4 —dy — 4y + 4y = 0,

()

LiZe
f—2+y=0 e (—on, @), (8) -

%o je diferencidlna rovnica 8 kondtantnymi keeficientmi bez pravej strany. Charakteristickd
rovnica N

P2—2r 4 1=
diferencidlnej rovnice (8) mé korene r; = 1, r, = 1. Jej viocobecné ricdenie jo
y¥oe 0 et 4 oy ot
Kedis & = In (22 + 1), veobecné riekenio diferencidlnej rovnico (7) je
v=c2x + 1) + c2 + 1) In (2 + 1),

kde ¢,, ¢, 84 lubovolné &sla.
2. Hladajme risdenie v tvare y = (2x + 1). Potom jo

Yy = 2r(22 -+ 11, ¥ = dr(r-— 1) (2z 4 1V
Po dosadeni do diferencidlnej rovnice (7} a uprave dostancme
(2z 4 1)y [defr — 1) —dr & 47 :: 0

Kedie je (22 4 1) # 0, dostaneme
4r? e 8r 4 4 = 0,
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¢0 je charakteristiokd rovnica diferencidlnej rovnice (7). Jej korene si r, = 1, r, = 1. Podla (5}
iej vBeobeoné riefenie jo

y =122 + 1) + {2z 4 1)In (22 4 1),
kde ¢;, ¢y 84 Tubovolné disla, -
Priklad 8, Risdme diferencidlnu rovnicu
Y™ e DY V)4 = 2} In z, z e {0, a0}, (]
Rielenie. Diferencidlna rovnies (9) jo Eulerova diferencidlne rovnica s pravou stranou. Urobme
zémenu premennyoh » = e*, 4 € (—w, ®). Potom u = lnz ay' = iz, ¥ = (§— §)i2% Po
dosadeni do diferencidlne] rovnice (9) & Uprave dostaneme =
§— 4y —By/4 = uel, (1)

Diferencidlna rovnica (10) je diferenciélna rovnica s konitantnymi koeficientmi so Ipecidlnou
pravou stranou. Jej vieobeoné rieSents je

y = oy e + ¢ 08 4 ot (—4uf25 + 16/625).
Vieobecné riedenie diferencidlnej rovnice {8) je
g = o oM n oo gl-tenil L 3[4 ln 2)/26_+ 16/625),
kde ¢,, ¢y 81 [ubovolné kondtanty.

V tlohdch 1544 a% 1565 rieite Eulerovu diferencidlnu rovnicu.

1644, 2%° + 22y’ — 2y = 0. 1645. w'~+§-w'—y=o_
1“&#""-}-%’-{-%:0 1547, 2" + 2y’ — y = (.
1648. (z + 2)'y" + 3(z + 2) 3y — 3y = 0. 1649. =%" — 2y = 0.

1660, %" + zy' — y = 0. 1561, %" + 2% — 29" + y — O
1662, (22 + 339" + 3(2x + 3}y’ — 6y = 0,
1663, 2% + oy’ +y = 2. 1664, 2%" — ay’ + y = 2.
1666, 2%" — zy' + y = 322 1666, %" — 22y’ 4+ 2y = 2*Ina

1667, 2%" — 2xy’ — 4y = zsinx + (z* 4 16) gos z.

1668, xly" — day’ + 6y = 2ax + 12b/z, a #£0, b # 0.

1609, (z —2'y" — 3z - 2)y + 4y = z.

1660, (x+ 12y + (e + 1)y +y =22 4 2ginln (1 + x).

1561 (2 + 1Py" +3(z -+ 1)°y" + (z + )y =61In(z + 1).

1662. z%y" — a%y" + 2zy" — 2y = 2* + Iz

1663, 2%y" — 92%" + 3Tzy’ — 64y =2*(6 + 24 Inz 4 60 In®x).

1664. 2y" + 162%" + 60zy’ + 60y =inzx.

15665, aty"™* + 62" + Ba%y” — ay’ +y = 2%

1666. Na kruhovi dosku s polomerom R a malou hribkou A, ktoré je na celom

svojom obvode pevne votknuté, pdsobi rovnomerné zataZenio ¢ = const. Pre ohyb
dosky w = f{r}, 0 £ r £ R plati diferenciilna rovnica

w4 2w fr — wfrt | ' = g/K,

. a
kde konBtanta K je tuhost dosky, K = e . £ jo modul pruoosti v tahu

& u Poissonove &islo. Néjdite ohyb dosky.
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1687. Prechodom elektrického pridu cez dlhii valeovdi cievku ss této cievka
- zahrieva. Pre teplotu 7' cievky vo vrstve zdvitov,*) ktord m4 polomer & 4 x, v usta-
lenom stave plati diferencidlna rovnica

G+2)T" 4+ T = —a(b + ),

kde b je polomer vnttorného zévitu  a? kondtants. Nijdite rozlotenie teploty
v cievke, ak pre z = 0 je 7"(0) = 0 & T(b) = 7,.

4,13, 8ystém diferencidinyeh rovnic

Bywtém k rovnic
,l{xl f" My -« s Yar #‘n f.l ra --l\‘;u] = D!
Fllx'b Moo ¥ar c o vs ¥as y;r ﬂ:l ey #;r- 0.
.................. ) ()
Fx{zs His B o0 YWas flu y.n "‘"l ﬂ';] =0

systémom k diferencidinych rovnic pre n neandmych funkesl y,, vy, .. .. Yn-
Ak k = n a syatém (1) mé tvar

W= Fil® Yo gy -0 WO

F; = f.{xl v Yar oo l‘.]p
........... . (2)

"‘. =f-{x:l ’[I‘ hl [RLAES y-}f

- potom ho nazyvame normdingm systémom n diferencidinych rovnic. Uislo n nazyvame jeho rddom.

Rickenim na iniervale J systému diferenciélnych rovnic (1) nazgveme keidd také n-ticu
fonkoif jednej premennej (y,, ¥y, . . ., ¥,), diferencovatelnych na intervale J, & dosadentm tfchton
funkeif a ich derivécif do systému (1) dostaneme z kaidej diferencidlnej rovnice systému (1)
sprivnu rovnost dvoch funkeif, ' '

Nech n-tioa funkeifl (y,, 4, - .., ¥,) je rieenim systému (2) na intervale J. Kazdému &slu
s -on

xy €J jo touto n-ticon funkeii bod Xy = (zy, ¥,(xp), ¥a2(2s)s - - -+ ¥alzy)) pricstoru Eg,,.
Mnotinu vBetkjch takjohto bodov nazgvame infegrdinou krivkou syatému (2). Systém rovnic
z = f,
w1 =y,
¥ = w8 (3)
¥a = yﬂt‘]?

t€ J, nazyvame parametrickyms rovnicamd inlegrdine krivky.

Hladanie riefenia systému (1), ktoré spliis zadistodné podmienky y,(z,) = 8, ¥4(%,) = Gy
<« -3 WiTy) = a,, nazyvame Cauchyho pre systém diferencidélnych rovnic (1) a uvedend
sadiatodné podmienky Couchyovskyms zadialoényms podmienkams.

Veta L. (Peanova vela.} Ak funkeie f,, k = 1, 2, ..., n na pravyoch strandch systému (2)

ﬁ‘f:‘.’thn.ﬁ.: o Wa) ke 1,2, .., n,
86 spojitd na intervale J,,, = (z,—a, 2y + 8> X (¥, —b, ¥, + B> X Yy —b, yp + by X
e PO b, Y, 4 b e o e 0,500 u obladot ne inferval J,,,, potom systém (2)
mé aspod jedno rielenie (y,(z), yy(z), ..., ¥.(x)), ktoré aplia-zadiatolné podmienky y,(z,) =

*} Priostor cievky b = 2 £ 2b povadujte za homogénne prostredie.
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= ¢, k = 1, 2, ..., n. Tota risdenie jo spdjite diferencovatelnd v intervale {x, —k, =, + k3,
Ir.da "A = min {a, b{H}. pricom pra M > O platf: | flz, ¥y Yge ..o ¥} | = M pre kaZidy bod (x, v,
* Iy-I'EJ';tl

Vets 2, Ak pravé steany systérou (2)
v = fulx, yu-yar---ry-}r k=12 ...,n

80 na intorvale J_ ., z vety 1 apojité s ohladom na interval J,, & parcidine derwaom k=1,

ay,
| e | < g,
potom aystém (2)
mé jediné riafonie apIﬁn jiee zadiatodnd padmiernky a lpojltu dxfernnaovntamé v intervale {zg — h,
zo + A>, kde h = min {a, bjM;.

Nech pravé strany f,. k = 1, 2, ..., naystému (2) maji spojité parcidlne derivdcie na uzavretej
oblasti ). Nech funkein Wiz, @y, ..., 2,.,) m4 spojité parcidlne derivicis podle vietkyoh pre-
mennych v oblasti £, Ak pre nojaké rickenie systému (2), (¥;, Yas +« .+ ¥a)» # €J,, ktorého graf
lez{ v oblasti L), platf

2, .nj= 12 ...,0080 ohrmnfhemimmh!wals J,..., t.j.

w{i’h yln y‘; ‘o -p"“] = G (4}
pre vietky z € J,, nazgvamo rovnicu (4) progm integrdalom systému (2) na oblasti D.

Vela 8. Nutnd a postadujics podmicnke, aby rovuica (4) bola prvym intogrélom systému (2)
‘nn oblasti [ jo

o Ay . ¥

g Rl e ACERTR IV B B sl el M COR PR PURRRR AV 5

) t"yl. ay (5}

av
+ ...+ ay _f.{#.yp#p----yal“ﬂ
pre vietky r e J;.
Hovorime, e prvé integrily

'Fll:t.ﬁr;.yp e ¥l = 0O, L HEN Yys Yas oo o0 ) —crli ae wg(”}ﬂ]i Wge -+ v Yo =,
aystéunu (2} ad zdvislé v oblasti D, sk oxistuje takd zlofend funkcia Pluy, uy. .. ., w,h, 4y =

= T‘ltx- Yie - v Ya)y By = w‘l:xl A F-lu{zl Hrs o os Yah %0 pro vietky bedy
(@ y1s Y35 - <-s Wa) € 1) plati

‘ptquh:r Yis Yoy -~ y.},. e 'Pln{xs Yiv¥ar - o 5‘.}] =
Prvé intogrily systému (2), ktoré nie a1 zdvialé v oblasti D, nazyvame nezdwvisljmi v oblagti D.

Veta 4, Nech W, =0, ¥, = C,, ..., ¥, = O, gt prvé integrdly aystémn {2) v oblasti D,
F“p:u q’gl saay Wr}=‘g

kde F(#l. a:,, v ooy ) jo TubovolInd spojitd diferencovatelnd funkeis k premennych na oblasti [2,
pritom (O, Cy, ..., €.} &4}, Jo prvy intogrdl systému (2) ne oblasti I, .

Veta 5. Normdlny aystim (2) mé najviac n nezdvialych prvyeh integrilov.

Veta 8. Nech pravé strany f,., k=1, 2, ..., n, systému (2} maji spojité vietky pnruﬁlne
derivécie v intervale J = (i -— &, 2, + 51}' X (W™ — dy, ¥ 4+ &) (W — by, W+ g) x
ool X Ay — dpis y,, -+ d&.,,). Potom norméiny systém ({2) mé ﬂ.nezé.vmlfch prvych inte.
grélov.

Veta 7. Ak jo dany ]evﬂ.an prvy iotegrdl systému (2), potom moino zniZit rdd systému (2)
o jednothku.
Systém diferencidlnych rovnic v tvare _
dml . d-ﬂ. dzn

hﬁl(mllmg: "'Iz'] . F“.E‘lxtl --':zg} = Fn{zr_rﬂp Ty ﬂ‘]‘ !

(8}
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kde funkcie n premennych F, ¥F,, ..., F, l;tlnjﬁ. na oblasti {2 spojité parcidlne derivécie, pritom
v kazdom bode 4 € 2 je aspon jedno z &isiel Fy(4) # 0,4 =1, 2, ..., n, nazfvame systémom
diferencidinych rovnic v symetrickom ttare.

Ak plati F (x,, 2, ..., £,) # 0 pre kaid¥ bod (2, x4, ..., 2,) € £, potomn moZno vyjadrit
aystém (6} v normélnom tvere

dx! _ Fy(X) .

-d'#l Fq(x]

dzy _ FolX)

dz,  F(X)' (7}

Integrélne krivky a prvé integrdly systému (7) nazyvame sniegrdlnymi krivkami a progms
integrdlmi aystému (8). :

Veta 8, Nutné a postedujics podmienks, aby ¥{(x,, =3, . .., z,) = € bol prvy integral systému -
{B), je )

¥ ¥ av
Fﬂx}'—&-r: +Flt'x.]¥| veo - F(X) 5:!:__0' : (8}
Poznédmka 1. Kaidej diferencidlnej rovnici n-tého rédu
' ¥ = fl g Y, - YY) (9)
mo¥no priradif aystém

¥ = ¥y

¥s = Ya»
s {10}

Yot = Yoy

Y= flz, Y11 Par -0 Wb
ktory nazyvame normdlnym systémam diferencidlny rovnice n-tého rddu (9).

Pozndmka 2. Niekedy moino upravit normélny systém (2) na jedint diferencidlnu rovnien
n-tého réddu pre jedind neznému funkeiu y,. Riefenim tejto diferencidlnej rovnice mofno ndjst
riedonie ¥, & takto potom aj riefenie systdmu (2). Této metida integrovania aystému (2) sa na-
zyva eliminaénd metdda, .

Poznémka 3, S8yetém diferencidlnych rovnie

Fim'} = fl(xr Yir ¥ia o oos Fim"” v YarYna e Lm*_lj):

yﬁm’} == fl(x- Y Yir oo B‘im'-” yooees Mg 5‘:: . --!'Erh_u) ¥

---------------------------------------------------

IR X G ANt N TR )

kdem, 21l.m 2}, ...,m Zlm=m +m, + ... + m,, nezgvame kanoniekym systémom
diferencidinych rovnic m-tého vddu . Kanonicky systém diferencidlnych rovnie mi-tého rddu moZno
podobne eko v pozndmke 1 upravit na normélny systém m diferencidlnych rovnie.

Poznédmka 4. Upravit systém diferencidlnych rovnic (2) na symetricky tvar (8) je fasto
vyhodné pri hladani prvych integrdlov systému diferencidlnych rovnie (2). Po prevedeni na
syatém diferencidlnych rovnic v symetrickom tvare hladdme také kombindeie &lenov z rovnosti (6}
{linedrne vzhladom na diferencidly), aby na lavej strane bol tiplny diferenciél s na pravej strane
nula. Integrovanim tejto rovnice dostaneme prvy integral systému (8).
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Prikisd 1. Néjdime riedenie systému diferencidlnych rovnie

y' = (3y — )z,

- 11
Y = (dy — Yo (n

na intervale {0, co). .
Riefania, Mmmmmmmmmm (pozri pozndmku 2).
Z druhej rovnice systému (11) midme .
= (22 + A 08)
4 derivovanim
¥ = {xs" 4 42°)f4. (13)

Podnndmlduprwjromiwsyﬁému[ll}mimn

(22" + 42)/4 = 3ax’ + Ys)jdz — 2ufz

& po Uprave :
2 ' —2=0, =z€(0, )

To je Eulerova diferencidlns rovnics, jej rielenim doastaneme (pozri Slinck 4,15)
2 =7 + &/, ze (0, o).
Po dosadeni do rovnice (12) méme
y = (eym —eyfx + 3eyx + Boyfz)/d
§ = Oy -+ 0yf22.
Riedenie systému (11) ne intervele (0, ©) je
: (1 + ¢4f22, 6% + cyfx),

kde ¢,, ¢y 80 lubovolné kondtanty.

Priklad 2. Rieéme systém diferencidlnych rovnic

ds _ Oy _ s
y+z z4z 24y

Rickenis. Dang systém budeme riekit tak, bo néjdeme dva neskvislé prvé integraly. Z rovnosti

diZe

*}

de  _ _dy
y+2 z2+=
vyplfva rovnont
dx dy —d=
= . 14
y+: z—y 4
Podobne 3 rovnoati
dz ds
y+z =x+y
vyplfva rovnost _
dv _ dr—dz (18)

¥+= T—=
Porovnanim vzfahov (14) a (15) dostaneme )
dly—=) _ d{:—'xl
#—y pr—

mi}nmmfme c .r,v% e g e vanmﬂh" e Gieronoidl:

i s{ﬂ:m.o-:r-:t,ﬂ-:s::c.
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x Soho vyplyva
d(lnjz-—z|)—d(n|ly—=z])=0.

Toda jeden = prvjoh integralov je

dida

kde O, je Tubovolnd konStante rdsna od nuly.
Podobne dostansme

dr _ dy _ dy+ds
¥+2z z4=2 24+ y+=

de  dz+dy+dz
y+¢ Az +y+2)
Porovnanim & rovnieou (14) dostaneme

dy—=z) _diz+y+3)
x—y 2z + y + 1)
da[y—2®) +d{ln|z+y+2)) =0
Dalil nezbvisly prvy integril jo
njy—zP(z+y+sl=n|C|,

Z toho dostaneme

dide
—atz+yt+2)=10,,

kde €, je lubovolné konbtants rdms od nuly.
Mdnnihnayﬂmummmjodwﬁmmdvﬂﬁhpﬂ?ohhw

_ =2t @+ y + 2) =0,
®de U, # 0, Oy # 0.

V tlobdch 1688 ad 1577 rieite dany systém diferenciélnyoh rovnfo eliminadnou
metddou.

1503.-9"==, lm..x'::y—z.

z = y.*%) y=z+y.
1570, 2’ =y — 2, . 1671, 2’ = —y + 3z +:sint,

¥ =y+ 3 y=z+y.

1572, 2’ = Yy, 1673, 2’ = —=%,

y =2 ¥ =2zl —y)
1574, &' = =/t — y=', 1676, 2" =y + ¢,

y = y'z. y' ==z

1576, =" =2,

=y +z

7=z 4y

* Lﬂmhpﬁhﬁ.uhuivﬁ“ﬁhpﬁhdonhhhhmmpﬂhlmwm.
= = wid.
Tt
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V ftlohdch 1577 a 1579 ndjdite riefenie systému diferencislnych rovnic, ktoré
splia dané zaliatoéné podmienky.

1677, &' = —x — y + 3472, 1678, »' =y,
y=z+y, y = —a
y(—2) =1, 2(—2) = 2. z(0) = 0, y(0) = 1.
1679. 2" = y,
Yy =z,

2(0) =2,  y(0) =2,
Z0) = —2, ¥(0)=2.

V dlohdch 1580 aZ 1684 riefte dany difercncidlny systém n-tého rédu fak, e
néjdete jeho n nezdvislyeh prvych integrilov,

1680. z' =y, 1681, z' = 2* 4 3xy?,
Yy = y = 2y°,
2 = Qy!
1682, (z — )% = 2, 1583, 2" =2 — 1,
(z—ypz' =y l=(y—-t2.
1684, o' = (@ — y)f{z — ¢),
y = (x — Yz — &),
2=z -y -+
V tlohdch 1585 aZ 1695 riebte dané diferencislne systémy v symetrickom tvare.
1585, 92 dy _dz C 1gee Yy bz
x Yy z | -2 Yy -z
15872, -i‘f-=-d£= dz__ _____ 1588 _I“_L_' ﬁ_d¥_=_iz_"
z Y z—VzT-{—y“+z’ 2% -yt — 2 2zy  2a2
ye+y  z2x+y)  (2—y) 2z + 2y + 2)
oo, 02 Ay d wor, ¥ Ay _ &
sinfx  tgz  cos?z yz @z of
1592, 4y dz ey, ¥ _dy _dr  du
er yE yef 2 w k> i
o, de_ dv dz du
w —x U —z
dx dy  d2 du

1696, — — = - = = ,
y—u z—x u—y x—2z

1596. Hmotny bod M s hmotou m sa pohybuje v rovine R,, tak, Ze sila na neho
posobiaca je F = kiyi 4- zj), k > 0. Najdite pokvh tohto bodu, ak P} = o, v(0) —
= .

1597. Rychlost rastu kultiry mikroorganizmo~ je priamo umerns ich mno#stvu
a muoistvu Zivnyeh litok (kondtants amernosti je k). Rychlost zmenSovania sa
mnozstva Zivnych latok je priamo dmernd zafiatoénému mnozstva mikroorganizmov
M,(0) == A (konBtanta imernosti je L) a dasu ¢. Zadiatodné mnoistve Zivnych litok
18 M,(0) = B Najdite zdvislost oboch mno¥stiev M,, 3, od Basu.
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4,14, Linefirne diferencidine systémy
Linedrnym diferencidinym systémom nnzj-véme systém diferencidlnych rovnic

gio= et uy + aul@y s 4 b g v ol

yy = gzl Yy + el yy + -+ aglE) y, o+ aglzh (1)

Yr = Goy2) 4y + Bald) ¥y + .. 4 Elnly, + a,bel,

Lo budeme kratiie zapisovaf

n
#:=Z“ul='}y.+ﬂ.f3}- te= 10 (2)

f=1
Funkeie a,,(x), definované na intervale J, nazyvame koeficientmi linearneho diferencialneho

aystému. )
Ak afzy=0,i= 1,2, ..., 5, potom systém

"
oy Z afz) ¥, §i=1,2, ..,n (3}
jul
nazyvame homogénnym linedrnym diferencidlnym systémom. .
Diferencidlny systém (3) mé vidy za riefenie n-ticu 10, 0, ..., ¥), ktord nazyvame nulovgm
alobo trividlaym riedenim. '
Hovorime, %o n-tiee funkeii ¥y, ¥,, ..., ¥, si linedrng zdvislé ne interrale J, ak existuja
tisla ¢,, S5, ..., €, nie vietky rovnajice sa nule, Zo pre katd x &.J plati

0¥, + ¥y + . koY =0

kde o = (0, 0, ..., 0). Ak n-tice funkcii nio s linvArne zévislé na J, hovorime, Ze s fincdrne
nezduvislé na J.

n linedrne nezévislyeh na intervale J rieseni diferenciflneho uyatémﬁ (3) nazyvame funda-
mentdlnym sysiémom riedend diferencidineho systému (3).

Veta 1, Ak vdetky koeficienty a,(r) & funkcie a(r) lineirnoho diferencidlnoho systému (1}
#ii spojité funkcie na intervals (a, b), potom kaidym bodom P pdsu a <0 x < b, o <y, < w,
i=1,2 ..., n prechddza prive jedno riefenie na intervale {u, &) systému (1)

Yeta 2. Ak Y,, Y,, .... Y, o0 rieflenia systému (3), potom gj ich linedrna kombindeia je
rieSenim systému (3). :

Veia 8, Nech ¥y = (4, %yar -+ Y1ads -0 Yoo = (Waps Yage <o ov Yaul B0 ricsenis systému (3).
Tieto risdenia s linedrne nezavislé na intervale J, t. j. tvoria fundamentilny systém vtedy a len
vtedy, ked aspon v jednom disle x€J je

Yire Yate - - o0 Mar |
. y = Ma
DYy Yoo oons Y,)= Yz I ’ # 0.

Yinr ¥anr - - or #-n|

Veta 4. Ka¥dé riskenie diferencidlneho systému (3) mogno vyjadrit ako linedrnu kombinéeiu
rieden{ jeho fundamentélneho systému.

Veta: 5. Nech U je risSenim nehomogénneho diferen¢idlneho systému (1) & Y, Yy ooy ¥,
je fundamentéalny systém riedeni prislufného humogénneho systému (3). Potom n-tica ¥ jo riede-
nfm diferencidlneho systému (1) viedy a len vtedy, ked ju moZno vyjadrit v tvare

Y=o, ¥, b ¥y . e Y, U,

kde ¢, ¢, ..., ¢, 80 vhodad Sigha,
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Veta & Nech ¥, = (y;, ¥, Wi - s ¥ = (Yu1s Yugs - - o1 Ya) amentalny ayatém

riobont homogénndho diluronsibinehe aysiému (3), Lvary prislicha kj:yubému (1). Nech D —

= D:Y;. ¥y ..oy ¥,) & D, jo determinant, ktory vznikne r determinantu D, sk v fiom j-ty
stlpec nahradime ntlpoom alf.xj. ay{z)y .4 a,(x). Potom n-tica U = (u, uy, ..., %,), kde

upla) = Z sr,.f%dw. k=12 ..,n (4)
1=1
je riebenfm nehomogénneho diferencidlneho s w {1).

Pozndmka 1. Riefenie (4) nehomogénneho systému (1) sme dostali metddu vaniom konétént,
Lktord thvie v.tom, #e riedenie nehomogénneho diforencidlneho systému (1) hladame v tvare

Y=cfx) ¥y +gx) ¥y + ... + e} ¥,
kde ¥,, ¥y, ..., Y, je fundamentdlny systém riedeni homogénneho diferencidlneho systému (3}
& ¢,(x), ¢(x), . . ., 6,(%) 8 nezndme funkeie, ktoré uréime nesledovne. Dosadenim do systému (1}
dostaneme pre nelinedrny syatém
elz) ¥y + cilz) g + - F cal@) e = aydz), i=12 ...,n
RieSenim tohto systému a potom integrovanim dostaneme hladané funkeie ¢ {x}), ey(z), ..., e, (z)-

Priklad 1. Rieime systém diferencidlnych rovnie
. 1
3‘1= ;{ayl_ 2y=+ EB*-:},
1
Vi= — (dy, — 3y, + Bor —4 +z 0%

Riefenie. Dany systém je nehomogénny linedrny diferencidlny aystém. Veobecné riedenie
prisluiného homcgén.naho diferencidlneho systému je (pozri priklad 1, 21. 4,13}
Y =¥, + .Y, = gz, 2) + o3(l/2z, /) = (g2 + 32z, e, + ¢4f).

Visobeend riefenie dandho nehomogénnsho diferencidlneho systému ndjdeme podle vety 5 a 6.
Vypoditajme determinanty D, Dy, D,. Dostaneme

e L LS N
D= 2z _ 1 D — x 2r _ & —2—zer
x L B ' Jor —4  zo® .l-_| 2t
Yooz x Tor |
|z, 2ot 3
Dy = * = e taxe’—1

3e" —4 4 ze*
T

+

Eudl'u. vety 6 jedmopartikuldrne riefenie daného nehomogénneho diferencidlneho systému jé
= (i, g}, pri¢om

a2 —ze" | . .
ul..—_.-rJ. —T—n—dx+—§‘—n-‘ Zie* + xe 1) de,
Uy = T il 4 z e —1)dx.

Z tohto po vypoéitani integrélov a po iprave dostaneme

u, =1, Uy = 0%,
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Rissenim daného diferenciglneho systému podla vety 5je ¥ = ¢, ¥, + Y, = U, prifom ¢, ¥, +
+ & ¥, je vBeobecnym riefenim prisluiného homogénneho dlfel'enciilllohu systému a U = (I, °}
je ilculdrnym riesenim daného nehomogénneho diferencidlneho systému.

plsanim na zlogky dostaneme vieobecné riedenie daného diferencidlneho systému v tvere:

¥, = oz + o2z + 1,
Yi = 6% + &fx + o5,

Linekrny diterenclalny systém s konitaninynil koeficlentmi

Ak v systéme (1) resp. (3) st koeficienty a,, redlno &isls, dostaneme systém

n
y;uZa“yI-l-a.{z], i=1,2 ....,n {la}
§=1
rosp.
“ -
g = zaﬂyﬂ i=12...,m (3a)
=1

ktory nazfvame linedrnym diftrm;:idhym syatimom 8 konlaningmi koeficientmi resp. homo-
génnym linedrnym difsrencidlnym sysiémom s konfianingmi koeficientmsi.

Poznémka 2. Dalej v tomto &lanku riefenfra méfe byt aj komplexné funkeia realnej pre-
mennej.

Veta 7. Diferencidlny systém (3a) m4é nenulové riedenie
Y = ([, "%, me'™, ..., u,ﬂ":}. (3}
kde r, }a korefiom charakteristickej rovnice systému (3a)

Oy — s+ or Ba
Ggyn G”—‘I‘, vaap fhyy

=0 {6)
By s g s 2 Gy — 7
8 n-tica {a,, &g, .., ) je riedenim systému linedrnych rovnic
(@ — ) oy + @y, 4 oagn, wn b,
“Hd:l'i'(au‘_f:.}dl'i'u-ﬂl—ﬂ..a, = 0
Byytty -+ Bgptty + o o (B, — ) a, = D

Veta 8, Nech r,, #,, ..., r, 8 navzdjom rézne korene charakteristickej rovnice diferenciélnehio
systému (38). Nech ¥, Y!. ..., ¥, st riedenia diferencidlneho systému (3a) nejdené podla vety 6.
Potom tieto riefenis G linedrne nezdvisls. ) .

Veta 9. Nech r, jo k-ndsobnym korefiom charakteristickej rovnice diferencidlucho aystému (3a).

Potom existuji polyndmy P, (z) stupiia najvise m, kdem = 0,1, 2, .. .. k—1Lj=1.2. ... n.
£o n.tice

U- ={Pu1°r‘x ,P.“Brli ,---.P"Erlr},
Ul - (P11 erlx f PIS B’l‘ Y ET Pln ei’.é‘-] .
Uy = (Pyy8™, Poyge™®, ..., Py, o™")

s linedrne nezdvislymi riedeniami diferencidlneho systému (3a).
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Pozndmka 3. Koeficienty polj'nﬁmnv P, uréime metédou neurdityeh koeficientov po dosa-
deni jednotlivich riedenf U, £ = 0, I, » £ — 1 do diferencidlneho systému (3s).

Veta 10. Ak riefenim diferencidlneho systému (3a) je n-tica komplexnych funkeii

Z = (uy + 0y, thy + Wy, . ¥, W),
pricomu,,v,. =1, 2, . ,ﬂuﬁraﬂna&mmnémeﬁnuht?chtofnnkcipﬂtomnﬂ@mmdlfm
cidlneho eystému (Sa.] Ja aj n-tica mélnych tagti zlotiek miedenis 7
= (U, Uy, ..oy ¥,)
a n-tica imagindrnych tasti zlofiek riefenin 2
ImZ = (v, v5y -~ v )

Veta 11. Nech charakteristickd rovniea (6) diferencidlneho systému (3a) md:

a) redlne korene: r, ako »g-nédsobny, ry ako vy-nésobny, ..., r, ako y,-nésobny;

b) komplexné korene: «, + iff, ako u,-nésobny, oy + 1,&, ako uy-nésobny, .. ., %, + if, ako
&, -nésobny.

Nech plfti », 4+ v3 + ... + v, + 20, + gy + ... + p) = n.
Ak k tymto korefiom néjdeme redlne nenulové riedenis podla viet 8 a 10, dostaneme n riedeni,
ktoré tvoria fundsmentdlny eystém riedeni diferencidlneho systému (3a).

Poznédmka 4. Vésobeend risdenio nehomogénneho diferencidlneho systému (1a) hladéme podla
voty & a 6.

Ak funkeie a,(x), s = 1, 2, ..., n maji &pecidlny tvar (ako v ¢ldnku 4,11); mo#no pestupovat
podobne ako pri linedrnych diferencidlnych rovniciach 8 kondtantnymi koeficientmi so Epecidl-
nym tvarom pravej strany.

Priklad 1. Risfme diferencidlny systém

= 24 + ¥y — 2y,
¥ = —H1s : (m
B= ntu—u

Riedenie. Bystém (7) je linedrny diferencidlny systém 8 konBtantnymi koeficientmi. Predpokla

ddme, Ze riefenie jo
Y = [y,(z), yylz), yylx)] = (o 07, o5 0™%, 03 ™). (£:3]

Vypotitajme yi, ¥, . Mame
yi=aret, =071 ys are”,
Po dosadeni do syatému (7) & viprave dosteaneme

0= (2-—r)a, 0" L —~2¢, 8™,
0 = —a; 67—y €7, (9)
0= oy & +ag e’ + (—1 —r) age™.

Kodie o™ # 0 pre kaidé dislo z, z (9) vyplyve
0= (2—1) a + & — 26y,
0= —a — ry, {10)
0= oy + ag—(1 + 1) .

To je homogénny linedrny systém pre neznéme o, , &, &y, ktory ma nenulové rielenie viedy a len
vtedy, ked

2—r 1, ] |
—1, =7 0 =0,
i l ¥ lj _t 1 + r]
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dide
P rael =0,

ﬁmm&dmhohunkmmkﬁmmmmwmu{ﬂ Jej korMalﬁq}-l r,ni,r,—-—u
Pre r, = 1 vypolitame zo systému (10) nexnims a;, a;, &,. Méme =N, oy = —u, &
kde u je lubovolné #slo. Pre u = 1 2 (8) dustaneme jedno riedenie hnlylﬂmu{'l']

¥y = (o5, —e*, 0).

Pnr-ivypoﬁtmmtyﬁamu[m}a:,u..u..ﬂimuq—--—iu.u—u,u,—-——iu.hﬁu
je lubovoIné ialo. Ak polofime u = 1, -dosteneme z (8) riedenie diferencidlneho systému (7)

Z = (—ie", o5, —i 8"}, (11
Z (11) podla vety 10 dostaneme dve rielonia, a8 to
Y, = Re Z = (gin =, coa z, gin z}

¥, = Im Z = (—oco0s z, &in 2, —co8 ).

Podle vety 11 riedenia ¥,, ¥, Y, tvoris fundamentdlny aystém rieeni diferencidlneho systému (7)
a vBeobeond rislenis je

¥Y=¢ 1+¢"lrl + 6 ¥y =™ (¢, 0" + ¢ #in 2 — ¢; 008 X, —¢; B7 +
-+ ¢y COB & - Cy BI0 T, Oy SiD T — Oy COB W),

Z toho potem dostanems
¥, = 6, 8+ ¢, Bin & — &, CON T,

Yy = —0 67 -+ 0y cOB A | ¢y Hin 2,
Yy = € Bin X — Cy COB Z,

dde ¢, €;, ¢ s Tubovolné dala.

1598. Dany je diferencidlny systém
' = dx — By,
y = bz — 4y.
Dokaite, Ze dvojice funkeif (¢!, e!) a (3 e~!, 5e):
a) si jeho riedeniami,
b) tvoria jeho fundamentdlny systém.

Najdite jeho vheobecné riefenie.
1599, Dany je diferencidlny systém

x' = 4x — Jy + 2sint,

y' == br — dy.
a) Dokéite, Ze dvojica funkeii (—cost — 4sint, — 5 sin t) je riedenim
daného systému. Pomocou prikladu 1598 ndjdite ]eho vieobecné rieSenie,
b} N4jdite riefenie daného systému, pre ktord platf 2(0) == 1, y{0) = 0.

1600. Dany je diferencidlny systém
L= —9r o+ 19y 4 4z,
JI' - 3‘3: |’ 7_?,{ + 2,
2= —Tr + Wiy + 2z

=
il

13 Zhigrka dtoh
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Dokéite, Ze trojice funkeif (3, 1, 2), (4sint + Dcost, sint + 3cost, 2s8inl +

+ 7 cost), (@sint — 4oo8¢, 3sint — cost, Teint — 20088 - !
a) sl jeho riedenia, '
b) tvoria jeho fundamentdiny systém.

Nijdite vieobecné riefenie daného diferencidlneho systému.

1601. Dany je diferencidlny systém

z' = —0x 1 10y + 42 + 1,
y' = —3z 4+ Ty + 2,
2= Tz 4 17y + 2z
a) Dokéite, %e trojica funkoif (—3¢, —f, —2 — 1) je rieenfim daného

systému. Pomocou prikladu 1600 ndjdite jeho vieobecné riedenie.
b) Néjdite riekenie daného systému, pre ktoré plati x(0) = 6, y(0) = 2,

2(0) = 3.
V dlohdch 1602 aZ 1619 riedte homogénne diferencidlne systémy.
1602, z' = Tz -+ By, ) 1603, 2" = 2 4+ v,

y = 2z 4 By. y =8z —y.
1604, 2’ =x + y, 1606, 2" =z + 3y,

Yy = —bz —y. y =—3+y
1606, 2" = —d4x — ¥, : 1607, ' = 4x — 9y + 5z,

Yy = z— 2y y' = z— 0y + 7z,

. . 2= x— 17y + 12z,

1608. ' = 16x -+ 14y + 38z, 1609, @' = —aw 4+ y + 2,

y = —8x — Ty — 18z, =X 4y —z,

2 = —4x — 4y — 1z =z —y+a
1610, 2" =2 — y, 1611. &’ = 2z — y + 2z,

: yfﬂx_z: ) y'=z+2= :
. z' = . 2= 2wty — =z ,
1812, z' = —5z — 10y — 202, 1613. 2’ =z — y + 2,

y = bz + by + 10z, Yy =2+y —z

2 =2+ 4y + 0 2 = —y+ 2
1814, 2’ = g, 1616, ' =2z — y — 2,

z' -:r+2g . - 2 == —x oy -+ 22

1616. 2’ =38z 4+ y — 3, 1617. a' = 4=z,

y=—z+2+z Y =4y
2 =z+y+ = 2 = 4z,
u == da.
1618. 2’ = 3z — by + u, 1619. 2’ = —Tx — du,
y=x—y, ¥y = —13z — 2y — z ~ Bu,"
2 = —3z—u, =0+ y + 4y,
u = §z 4 u. u' == 1w + y + Gu.

V tlohéeh 1620 aZ 1628 ndjdite riefenie homogénnych diferencidlnych systémov
s podiatodnymi podmienkami.

1620. S’-—ﬂ@-]-gy. lﬁﬂl.ﬂ’=—3ﬂ:—§,

y’:ﬁ—‘?y, y‘_z_ys
2(0) = y(0) = 1. 2(0) = y(0) = 1. |
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1622, ' =y + 2, 1623, 2 = a + y + z, .
Yy =z 4z ¥y =z —y+z
=z, Z=a 4y —z,
x(0) =0, »(0) = —1, 2(0) = 1. z(0) = y(0) = 2(0) = 0.

V iilohdch 1621 a 1625 prevedte dany systém diferencidlnych rovnfc na normélny
tvar, -
1624, ' — 2¢' 4+ 2 — 3y = o, 1625. 2" — 2z + y = sin {,

22 + 3y — x4+ 4y = 2", ¥y —x — 2y = cost

V tlohich 1626 aZ 1632 riedte diferencidine systémy, ktoré nie s v normilnom
tvare.

1626. 2" + 8y = 0, 1627, 2" = 3z 4 4y,
Y — 8 = (. Yy = —z—y.
1628, 2" + z' + y' — 2y = 0, 1629, z° — 2y" + ' + ¢ — 3y = 0,
¥ —y +x=0. —22" 4+ 4y" — 2" — 22 + 5y =0,
1630, =" — 2y + 22 = 0, 1631, 2" = —x 4+ y + 2,
y" + 32" — 8y =0, ¥y =2z—y-+z
F=rty—a
1632, 2" =3z — y — 2,
Yy = —x + 3y — 2,
2= - — oy 32
V tlohdch 1633 az 1643 rieSte nehomogénne linedrne diferencidlne systémy.
1633, =’ = 3= — 2y, 1634, o' = —x + 5y,
Yy =2r—y+4+ 1 Yy = —z -+ y- 8t
1635. 2’ = y + 2, 1636, =’ = 2x 4 3y + 8 ¢/,
Yy =x+2¢. y = 3z + 2y + 5t
1637, z’ = —b5z + 2y + ¢!, 1638, &' = Tx 4 6y — 10 ¥,
Y = a — by + e¥. y' =2z 4 6y — 5e¥
1839, 2" = —z + y + cost, 1640, 2" = 22 + 4y - cos ¢,
y = —iz + 3y. ¥y = —x — 2y + sint.
1641, 2" = —2a + 2y, 1642, 2" = 4z — Oy + 5z + 1 4 13¢,
y == 2x 4 y + 16t e, Yy =x— 10y + 7z + 3 + 15L.

P=a - 1Ty 4 12z 4+ 2 4 261
1643. :.r: = 16z + 14y + 38z — 2e !,
= -8z — Ty — 182 — e,
z' —4x-4y—llz+2e“
V tlohdich 1644 aZ 1646 rieite dané diferencidlne systémy metédou varideie
kon#tdnt.

1644, 2" = —z -+ 29, 1645. 2’ = —x 4 2y + lﬁe‘Vt,
¥y = —x 4y -+ ljcost, y' = —2x 4 3y.

1646. ' = —y -~ tgt,
y = x 4 tg?t — 1.

1647, Ifmot-nj bod M 8 hmotnosfoum =1 ]:g sa pohybuje v rovine Ry, za péso-
benia sily F = —162i — 4yj, [N; m]. Zagiatotna poloha bodu M je r(0) = i[m] a za-
tiatoind rychlost v(0) = 2 [m 8~1]. Nijdite drdhu bodu M.

1648. Ndjdite rovnicu dréhy hmotného bodu pohybujiceho sa v silovom poli,
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v ktorom sila ddinkujica na hmotny bod ma v kaZdom inieste smer kolmy na os z,
smeruje k osi z a je priamo imerna vzdialenosti od nej,

1649. Strela 8 hmotnostou m bola vystrelend so zatiatotnou rvehlosfou v{0) =
= vy(cos 2f + sin ak), 0 < 2 < n/2. por viduchu j= R = —kmg v, kde £ je
konitanta imernosti, ¥ rychlost strely a g tiafové zrychlenie. N4jdite drahu strely.
Dokazte, Ze tito dréha m4 zvisli asymptotu.

1650, Na hmotny bod M s hmotnostou m posob{ pritazliva [odpudivé) sila F =
= —k'm r [F = k¥ r}, kde k je konitanta imernosti a r je polohovy vektor
bodu M. Zatiatoing poloha je r(0) = af, @ > 0 a zatiatoéné rychlost bodu M je
¥ = vg(cos af + sin ). Niiidite pohyb bodu M a vypoditajte jeho drahu.

1651. Hmotny bod 3 pritab.ji sily F, F, do stredov 8,, 8,, priom plati F, =
= —~kmr, Fg = —km [2(u ~ bt) i — r), kde r je polohovy vektor bodu M a m je jeho
hmotnost. Zafiatoéné poloha bedu M je r(0) = ai + af, @ > 0 a jeho zaliatolna
rychlost je v(0) = &1 + bk, & > 0. Néjdite drahu bodu M. :

1652. Homogénna tenk4 tye dlﬁk}' I\ a hmotnosti m, sa modde otdlat v zvislej rovine
okolo pevného bodu 0. K volnému koneu A tyée je pripojend druhd tenks tyé
dizky I, s hmotou m,, ktord sa mée otadat v tej istej zvislej rovine, Opiite malé
kmity tohto systému v zvislej rovine. -

1653, Nabité Eastica s ndbojom e a hmotnoston m sa pohybuje v homogénnom elck-
trickom poli E = E,i. Ndjdite drahu tejto dastice, ak v Gase ¢ = 0 sa nachédzala
v zatiatku pravouhlého siradnicavého systému s jej rychlost bola v(0) = #o{Cos af +
+sinaf), 0 £ a £ =/2.

1654. Nabita astica s nabojom ¢ & hmotnostou m sa pohybuje v homogénnom mag-
netickom poli B = Bok. Néjdite drahu tejto #astice, ak v #ase ¢ = 0 sa nachédzals
v zatiatku pravouhlého siradnicového svstému a jej rychlost bola a) v{0) = uyj,
b} ¢{0) = vy(cos af -+ sin xk).

1625. Nabitd Eastica s ndbojom ¢ a hmotnostou m sa pohybuje v homogénmom elek-
trickom a magnctickom yoli, pre ktoré plati E = Ej, B = Bok. Néjdite drshu

¢astice, ak v Case t = O bola v zadiatku nrav..-
X uhlého siradnicového systému a jej rérhlosf bola
— K v(0) = vy,
) L 1666, V elektrickej sieti (pozri obr, 39) je v lase
T t = O zapojeny klu¢ K. Ndjdite pridy 3,, 1,, ak
® h T =ty = VL-F_C a ey = Eo(l - B_G‘) : '
ﬂ? Of 1657, Primirna cievka transformétors mé ken.
7 stenty L,, B,,sekundérna L, R,, pritom L, =.3 H,
Obr. 39 LszﬁH, .R1=Tﬂ, R,-——IUQ, M=4H &)
Néjdite prady v oboch cievkach transformétora
ak v tase ¢ == 0 primdrna cievka bols odpojens
od zdroja konstantného napitia a primérna i sekundérna cievka boli spojené nakrétko,
pridom 1,(0) = 2 A, i,(0) = 3 A. b) Néjdite maximum i, a as, kedy ho dosiahne.
e) Najdite hodnotu 1,, i, v éase ¢ = 0,01 s : , '

1658. Riedte predchddzajiicu wlohu, ak primémna cievke bols v &ase ¢ = 0 pri.
pojenéd na zdroj kondtantného napitia U =200V a 5,(0) = 0, #,(0) = 0, pridom
sekundéma cievka bola pripojend na ohmicki zdfa2 R = 10 Q.
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5 YYSLEDKY
L l}ﬂ'aut;eiﬁlny polet funkeie viae premenngeh

1.1. Bodové mnofiny v E,

3. Body' zhustenis tvoris interval <2, 3., ¢. Body zhustenia sii vietky budy (0, 14, 1jm),
(1/k, 0, 1/m), (1]k, 1f2, 0), (0, 0, 1jm), (0, 11, 0), (1/k, 0, 0) peitom k, 2, m st Tubovolné prirodzené
digle & bod O = (0, 0, 0). 7. Body zhustenia si vietky body, pre ktoré platf =? & 4% 4. 22 = 1,
8. Body zhustenia tvoria priestor E;. 9. a) otvorens, 4 = {-——2), B = (3); b) ani otvorens, ani
uzavreth A = (2), B = (4); ¢) uzavretd, 4 = (3), B = (6); d) ani otvorend, ani uzavretd, 4 - (4),
B = (8). 10, a} {—2, 4), otvorenad mnodina; b) <2, 5}, uzavretd mnodina; ¢} (4, 55, ani otvorend,
ani uzavretd; d) (3, 4), uzavretd mnozina. 12. Hranica je gulovi plocha (x — 1% 4 [y — 1)*
+ (z— 1)? = 4. 15, Otvorends mnoZina. 14, Ani otvorend, ani uzavretd mnotina. 17, Otvorens
mnoine. 18. Uzavrotd mnotina. 19., 20., 21. Ani otvorend ani uzavretd mnoZine. 22, Otvoreni
mnoiina, 24, Nechranitend mnoZina. 2§, Ohranidend mnotina. 26, Ohranifend mnoina, 27, Ne-
ohranitend mnotina. 28, Neohranitend mnoZina. 28, Ohranidensd rnoZina. 80. Ohranitend mno.
fina. 81, Netvoria oblasf. 82. Uzavretd oblast. 33. Oblast. 84, Notvori oblast. 8. Netvori oblast.
88. Uzavretd oblast. 44. ¥, = (1/3, 5/3, 3), Yy = (145, 715, 3), ¥y = (17, 9/7, 8}, ¥, = (1/9,
179, 31 ¥y = (1/11, 13/11, 3). 45, &) X, = (1 — I/k, 1 + L/k, 1); b) X, = (1/k, 1;2%, BJ(1 -+
RN o) Xy = (1 —1/k, 2 4 Lk, 1), 47. 4 = (0, 1, 2). 48, A = (1, 0, 0). 49. A4 — (1, O, 0.

1,2, Funkela dvoch & vlac premennych

8. Vpp—2) (p—yw+y—p). 5L b =t VIR Zaif6, 52 v SU4 V. 88 F -
= nRT/p,kde R jo plynovd konitanta. B4 B = » + 2yf(2 ~ yi, [Q), W = 4(r + 4} [26c + ¥
+ ay), [W] 55 8) 2, V5 by —3/2, —3:¢) nie jo definovand, x/2. 56, a) #; b) nie jo dofinované, 57.

vz | 0 1 2 3 + 5
- T
1 1 2 5 1 17 28
2 05 | 16| 45 ] 95 1165 | 255
3 A oA | s | 2w | aes | e

58, a} 1; b) a'l* 4 (1/a}of2; o) (z 4 hP* £ (y | &)7%2. 59, &Yz + xyjz; —flc, y, 2); ¢ 4+ 1
L+ yifed; 82, flz. y) = zy + (2% — 32 63 flz) = 22 YT 1 120 84, fop) = (x -+ y)? —2u,
P(2) = 2% —z. 85 flz, ) = 2NyS 1)y — 1) y £ 0, 4 # 1. 86, fizh = (2¢in 2)/() 4+ =%).
67. a) Cely priestor K, okrem priamok 2 = 0, y = 1; b) Cely priestor K, okrem pria-
mok y = =z, ¥ = —z; ¢] Coly priestor L, okrem krufnice a? + y* = 25; d) Cely priestor
E, okrem polpriamok 22 + ¢ =0, z < 0a y-—2r = 0, = < Q. 68.8)2 220,y > 0; b)L. a
I kvedrant bez siradnicovgeh vai;e) —3 Sz <8, — V9 — 2 <y S Y6 "2 d) 0 < 2 < o,
—z < y < z. 8) Mnofina véetkjch bodov X = (x, y), kde | 2 | = Iyl f) vietky body z &, pre
ktoré plati |2/ 2 1, |y| 2 1, alebo |2] = 1. 'y < 1. 6%, a) E, okrom rovinyy + £ = 0; b) gula
x'+y’+s'§i;o}z::-ﬂ.y}ﬂ,s}ﬂ;wﬁ-ﬂ.y{ﬂ.z{ﬂm{D,y:0,=>03zc:ﬂ.y:=-ﬂ.
2 < 0. 70, a) B, okrem priamok = + y = n, kde n je celé éislo;b)2em = v S (20 4 1) my = 0,
(20— 1)n = 2 < 2nn,y <0, Tlea) —1 = g Elh—wasy<wb) -z Wy =1 —x =]



198 b ) gededkn

Sy=ml—zalr>0, 2z +FDme<O(Znt e <y <(Zn + 2 pre
kaidé celé &slo #i; b) ¥y > & o) » -2 0, ¥ > 07 o = 0, y > & d) medzikenio so strodom 8 =
= {0, 0} a polomerom r =1 a » -:-V‘J._, bez vonkajso] krudniee; o) -~ 2 <0 2 Sy <Oy
D<sr=wm, 0y 5;{; £) 2 < x® L oy < 2 -k 10 pre kaddo celdé Cislon. 770 a) fil,y, 2) =
=== IJVI eoy¥ b 2 b)) fle, 2, 2) = T =z, fiD, y, 3) = —L—uyi ) fil, g 3) = g ys, fla, 2,
1} = log 2x. % a} fi2, ¥) = 2y/{4 + %) b flx, 1) = " #5 e} 0, i} = arecos y®. 79 a) Rozy sii pa-
raboly; b)rezy &1 priamky a paraholy, 81 a)Vrstovnics sd krainico: b) vestevnive sit olipsy; o) vrstov.
nice aii hyperboly a priamky. 81, &) rovina 24 - y —z — k& = 0; b} gulovd plocha 2® 4 ¥* -+
+ 2% — &k = 0; ¢) jednodielny rotadny hy perbaleid 2 - y* — 2 == 1. 82, a) Vrstevnico sd priam-
ky; b) vrstevnice sl hyperboly; e) vratovnice st prinmky; d) vestovnice sd krufnice a priaiaka.
8B, B M =2 — Y, V=2 + oyt s fus o RBe = afy, w e 2z, 0= v Ru v 2 byt
ved4—2f gyl 2= V;-i— log v 880 = 2 < i - 3o = 2% 4y F 2% = {8in v}jl—‘r;u_; B o =
= xyla? —yY), 2= In v M, 0= pjlx-my) w0 ooz = avetg v, DL e, ) = @ ok 29 b 0
02, Flz,y) = sin 3y i Jab - ub 98 Fleoy) = [ ot '

1,8, Limile & spojitost tunkele viae premennych

94, 5. 95, 25, 06. 0. 07, Neoxistuje. PS. 0. #9., 100, Neexistuje. 101, 1/4, 102, 4, 103, Noexistujn.
104, 0. 185, 1. 106, &=*. 107, L. 10%, 0, 109, 1. 110, 1,0, 111, 0,12, 112, Neexistuje, 1. 313, 0; 1.
ML fi2, 1) =lafir,y)=4—z—y prexz 2 y# L 118 fla, g 2} =3+ 4y — 2z +
+ Sprez# 0, y# Lz#2aflr,yz)=0proz=0y=1:= 2. 120, ) Nespojitd vo viet-
kych bodoch (x, y), pre stradnice ktorych plati ¥ = 2 121, Nospojitd vo vietkych bodoch (r, ¥),
pre stradnice ktorych platf y? = 2x. 128, Nespojitd vo véetkjch bodoch priamky y = @ 124.
Spojité na celom E,. 125, Nespojitd v bode 4 = (0, 0). 126. Nespojité vo viatkych bodoch
kruznice z3 + y® = 4. 127, Nespojité vo vietkych bodoch priamok y = x, y = —z. 128, Nespo-
jita vo vietkych bodoch (m, n}, kde m, n s celé &isla. 120, Nespojitd vo vistkgeh bodoch krud-
wice 29 + y? = 1. 130, Nespojité v hoda 4 = (2, 1, 1). 181, Vo vietkych bodoeh roviny x —
—— My = 32 = 0.

1,4. Parciflne derlvicle

187, 167, 167/3. 188, 0, 0. 189, v ¢in 2, o cos 2. 140, 36 + 2%, 27 + 3% 141 1, 0. 142
0,0 V30, —0,6 V30, 148, 1, —1. 144, 3/7, 2/7, /7, 0. 145, f; = 92 + 102y, f) = 52° — 63 148. ;=
= 2H2ey® + AN, ) = ddoyl2xyd 4 2P0, S = 332209® + 2010 MT. Sl = yz o+ oz oy,
fi=zu + ux + zz, f, = vz + zy -+ yu, . = 2y -+ yz + 2z 14&f;=2=y—@5}z1f,:,_==a::+
+ ytah, 148, fo = Uy + 2fad, f = —zi + Uz, [ = —yjad—1jz. 150, f; = —1j2 Vo ([=—Fu)",
fo= 12 Yy (Vo —Vy e 61 = —ap, f, = —yhe i = —=zjud. 162 f; = y cosx —sin (x—y).
f,=sing 4 sin (& —y). 163, f; = 8%y —Zxuiny, [, = Zaly —atcosy + 2'In 3. 1ok f, =
= —[2zy (z+y) + sin (g¥y) . cos (&ylfz = ¥ sin? (2y). £, = &P ot y) + sin(2ly) . cos
(£} (z + y)Psind (zdy). 165, f; = —2y gin (xy — 2) + 4y%(22 — 2}, f, = —2z sin (xy —z) + By
(22 —z)3, fi = 2 8in {2y — 2} — 23 2x —~ 2). 1661, = —y/(&? + %), fi = 2/(a" + ¥*). 167.fi =
= (1 + 2, fy = —1/(1 + 33 168.1; = o* ¥y & ya' L f, = — x *1]y? + @ Iz 169, fo = yfiz +
+ 9l Voye—u).f = —xll + y| 2@ — ¥). 180, [, = —2y)(z* —y*). f, = 2x/(a® —y"). 1L, =
= omtWy(l 4 2, f, = e"Wa(l + 2). 1621, = —1[P T o, fy = —uilfat ¥ ¥ (e— Va8

168, f, = (328 + 2zy + 2zzbuln 2, f)=fula®, fi=otulnl 164 fimzjz iy fi=
=zjy+lnz fi=yz+hz 165 fi=yoY, fi=2z'lnz 166, f, =2z. av-My lnz <+ 1},
Ji = 2lnz, 187 [, = wy'fz, fy = zuy*ln # fi=uwylnz.lny. 188. fi = azli-ly f, =
= — (el In 2)y?, fi =&, 186, fo= (yi) o (yjz) fi = (@) @) L= — (=) Wi
170, f, = 3yz(8z + 2ep*-%, [, = 2(3x + 20" in (3z + %), f. = y(3z -+ 2. [In (32 + 22) +
+ 22/(3z + 291 171, £, = Vap(2s + 3 901+ a2 Va2 + 3002, £~ Vay(2e + 82 (1 +
+ Viz 1n (@2 + 323)02p f7 = Vayai2ect 32 (n (22 -- 32) + 02/(2z + 32))/2e 172 f, =
= cos y(ln z)>*=**-Yzx, f, = —siny. (Inx}**Inlnx 178, f. == [ In (g tg )]z, f, = (uln2)jy..
174, f. = utgz.cotgz, f, = wucosy. lneowgz f/ = ul[lnginr — gin i . ootg z]/cus? 2.




1,3., 1,4., 1,5., 1,6, Diferencidiny podet funkeie viac premenngeh 199

176. f; = —u tg x.008 y™ *,f, = —ufoos y)**~1 gin y.co8z.In .cos z, fl = —u.ginz In
008 y.ln cos z, (cos y)** 178, f; = 2t [3 In cos (z — ¢?) — x tg (v —yY)), J) = 2adyu tg
F — 4", fi = ujz. 182 x/6. 188, x = f§ = arctg 4. 184. &) r = A4 -+ (I + 4f)t; by r =
=4+ (j—6kjt. 185, a) f(X) — fld) = 226, + 48) + 2(85 + 3£, kde P, = (¢§,, 4),
Py=(L&) a oPy, 4y < 2|2, o(Py, A) <2}/ b) f(X) —f(A) = — (m/2)t gin (n£y2), kde
Py =.(§,, 7/2) & o(Py, A) < 7 22 ©) f(X) - f(4) = 83— 12/), kdo Py = (1,1, &) a o(P,,

Ay <Jz1.

1,6. Totélny diterenclil a jeho pouiitie

188, df(4, X) = —4(z + 1) — 4(y—1). 187. df(d, X) = 0. 189, e — 1)+ 4(y—2) +
+ 8 (2—3). 190, —(z — n/4)/[/2.191. Nie jo. 188, Af(4,-X) = —33, dfid, X} = —64. 105.
—0,018. 194, 0,005. 197, df = 2(x —y) dz + 2(y — z) dy. 108. df = 2433 (byz dz + 4zz dy -
+ 32y dz). 189, df = — sin (32 + 2y — 3z) (3dz + 2dy — 3dz). 200, df = (47 cos ayz —-
— xy®z sin zyz) dx + (2zy cos xyz — x¥y¥z sin zyz) dy — 2% sin 2y dz. 201 df = (z dz +
+ ydyi(=* + y*). 202 df = —2(y dz — = dy)/ysin(2z/y). 208, df = e** [cos (Bylz) dz —
— Bzt sin (By/z} dy+ Byz=" sin (By/z) dz. 204, df =32 (yzxldae 4 2zln2 . dy + yIln 2. dz).
208. df = (y dz — xz dy)/(* + ¢7). 208, df = 2¥(—2z-Yyz dz + 2 dy + y dz)f(2* + y%?). 207, 9,506.
208. 434,502. 209, 1,10. 210, 1 38204, 211. UEEEE. 212, 0,005, 218. du = —0,8 cm, AP = —0,30 m?.
214, 70,87 om®. 215, nlog — bl)/g Jig. 216, 4z + 2y —2—38 = O; (x — )4 = (y — 1)/2 ==
=(z—3—L2Lbr y—z + T = 0;(x— 1)f6 = yy= (2-— 2)/—1.218, 22 4 y—2z —2 = O;
T—1)2=yg—2=(z—2))—1 219, 6. 220. 2+ y + 2450 =10 221, 4o + 2y 4 z 4
+ o =0

1,8, Parclélne derivacie xlokene] funkcle

228, 4 m. 228, agn[ fogsd + Vsin: I 224, 12t 4 —ln . 225, 2teiZ+ting o2 0,226, u)

2sin ¢ A e
oz 25 dz 2x + 2yy’ 8z dz , dyp
WU ar T A MG g = ey (S
dy sindz . asin*x  sinfx -
-+ "a?'w (z]].ﬂﬂ?.e [(l + sin?*z)eos x — o + o B 288, o**pinx, U290, 2 el ¢
+ o*sin x + cosx) -+ sin 2z. !3“.% = 3&% sin y cos ¥ - (evs y — sin y],—g:T = % ain? ylgin y — -
~—~Zdecoay) + x® com® yleon y - - 2ain y), 281, % = 22y 9. In(32 — 2y) + ¥y 3sr — 2y, %:- -z
‘ 2zt bz i Az i
= e -‘ i —_— e a — AT § on— = . R 'I'Gt
22%y=3 In {3z -— 2y) BT — grl 232 %z it a.‘i‘zs L. 288, 3 T y}’- g (xy
' wy - oxy O . :
. [ tir ah . .
+xF oy -+ [Ty Fersrf o+ P &y arctg (xy - .r-} ¥l
+ . 2y + 2y agq, ..i’. - e{z' + ¥y . I_'_'___E‘ﬂ_
TS (zy + 2 1 g x4y R =ty '
Vet afy gt ezt 2o ous. 5. . 2 gin® y — y* sin x cos z) oz _
° T xyt ’ M y¥ corls + 29 sin Ty "oy
Hycoss 4 stuinycony) "y B G o de Cor o oV e
T Tyicnstz + 48 sinfy Cdr dw 0 gv Oy o v i &gu o
gz Oz dz O In{x 4 = + z)

—_— R — —-——— 8 A= = 2 ! ——— —— s » —_— =
2In{x+ y+4 z) ou =34 Zlnfz+yt 2 289 Ou 3 4 2 -3y -} z)
z+y+z 0z zty+z R m‘+a£'+z'

T P Y B R otk Teslk.) S E (@ 4+ gt b o), = 2 4

By R ds

ﬂ__“[x’——ﬂy+;} o du - LI : -
T T ) 240, Fre i aWinZ + ooy faons(z oty ),



200 5. Vijslediey

du | 1 . , it 1
Eum[wh2+=’=+ﬂam{:+y+z]], Enwﬂ+v+s’[gﬁ In2+
42ty + 20cos(z 4y + 2)], kde r = 2°HY Iy gtyr 0 = sin (x o+ y o+ ) Sil-%t
Y5 y by ogm o oE ay  u
Tl T A A T -l (B Rl S At i
Y(.E o —_— e
-_IT”(”“’E +m) W ke @ o=,y o= oz o= Voojw. 242, 5 =
E‘iu_"’.aﬁ-i-—umzmn Bin = E-——Eﬂ_ E . ﬂ ain Mﬂ'_l'fsinz. _@Em
ar ] fil} ¥ * ag Ar as 3 . \ 3
& e T A din@sinycos

1,7. Parcldlne derivicie vySbich radov

B5L. fI, = 82— 3By, [, = fi, = —12%%) f, = 20p% 252 =fo=fn=10
f' -z,f', = &, fﬂ =1 iﬁﬂ.f,, =.l" —f; = U'rf:p == .f = .f#l = L -54*.r=r = 8{3" - yt} {':r.’—
— ¥ 2 f), = 82 — ) 5y — a®) 2, ) = 22—y, I, = —24(x* — o) ayel f, -~
= —‘12ﬂ'2{t. — !f'}'n .f:t = lﬂﬂ(ﬂ' - #']‘- 255, f:: = 21‘333.!1"- Jr:lr = 1,’31’3;', f:r = g.lmzf
268, fi. = 2y/2% foo = 1 —1j2% f;, = 0. 257, fi, — (u? — =¥)fu?, fr, = {v2-— 2 )fud, I,
= (b — 2, fI, = —aylud, fo = —yzjed, fh o= )P, kde u = |3T + g7 4 2%, 258, f,
= atu, f, = b, fi. = cu, fI, = abu, f] = ben, fI, = acw, kde u = e* ¥+ r 359, f
= —e¥ainx f1, =26 conzx, f;, =4 e"am;c 280, fr, = y¥2Puln? 2} L = 2% In?2, fL
’319‘"]“'2! .f-nl l-'--l-*!lﬁ*]nﬂl“lllﬂ ={y -+ ry*2 In2)ula 2, .fu—{x'l' -’E’.Elz[n 2w In
kde u = 2% 261. f;, = 2(1.— 2%)/(1 + 1") s foe = 0 f = 200 + )yt — 1% 282, f,
= E(y‘ + :' x’]f"‘ Jr'v = 2':3: -+ 2% e y'”‘" fu = 2{22 -+ '&" —z'”v’, Ty F‘nyﬂ', f:r ==
= —dyz/et, fi, = —dxe/v?, kde v = 2% L 3% 4 22 263, f], = —ecus{x —y) fr, =1 4 cos fxr —
—¥h foy = —co8 (x—y). 264 f, = (2—y) cos (- y)—zuin (& + ¥, L= (0 —y
cos(2+y) —(1 + #)sin(z + y), fi, = —(2 + a) sin (v <+ y) =y cos (v + y). 265, f5, = — aylt®,
Jo = (@ — g fed, [, = 2ryfe?, kde v = 2P 4% 286, f, = yly— 1) 2% f = 2N 4
+ylnz), fi, =2 Inix, x> 0. 287 f2, = -y + =(1 + ln o)y, fiy = o (} -
+ Inoz) 2y, fy, = (2 +2Int z)fy®. 20R. f, = wylyt —— L)AR Sl = wst (s - 14
+zytInztlnz, fi,=wy'(l + y'lnz) . Inx. Inty, f;, = weyY1 + y* Inx)e, f, = wytlnz) =
Al zlnyl + ¢ In2)], fi.=wylny. (1 -+ ¥ inz)pfz. 269, nie. 270. dno. 27L dno. 272,
dno. 278, fi, = 24z | 12y, f;., = 122 —By, fo, = —8a + 18y, fy., — 18x — 24y 274
e** (1 4 3zyr 4 xy¥cd), 275, [a:'y'z— 1) . sin {xzyz) — Eh:ys cos {xyz). 876, 0. 277 1208 -
+ b — (et + . 278, 2, = sin (siny + ), 2, = (cosy) ﬂin fsin y 4 x), 75, =
= [sin (8iny + z)] {cos®y + cosy) + 3coaisiny 4 2).siny. cosy. 20 210, = T2, 2l -
= 0. 2BL. 2(—1)" (m + n—1) ! {nx -+ my}f{c-—y)m* "1 282, dryzl, + 202 + ) 20, + xy2] +
R M s L A e R
_lef:r.,y‘ + ﬁf:u!g‘ + 2#”5"! kde u = Yy v = ﬂfy« 285, zu == .f..ul'ya- ".u. = _’f:rfyﬁ =+
+ )f'-l[y“ "".f;.,ynv z:: = ?‘f:rlryi _21.{:- .h‘y’ +.f:m|l'u‘3 + Ea'f;fly'p Iy = _f:w’“tr z;h = %ﬂ'n'rﬂ’ -
— yfaalu® —fulud 20, = i fet + 2yfiu®, kde v xfy, woe ylwo 286 S04 AT A+ 450 4
-+ 3‘?:» + 126 :ll+ Q‘Wn' + gﬂ‘l' mf;; kde u = fy ¥ = It'1 w o= 4, 287, ﬂ;.r = 44:’.}"1 + .2?‘:»
o = A 2f0, ul = A2 - f  wly = dayfl, wly = dyzf’. 98K, fON) aP B, p A b A & =
299, 2zy. 300. 2z —1)(y + 1) 4 (z— 1) {z — 2} + (y + 1) (z —2)|. 0L —z (x -+ y — 2). BOZ.
2z —1) + Bz —1) (y—1) 4 2{y — 1)* BOR. (2y/2%) de®- - {2)2?) drddy, 804, 2dx? — 2dzdy + 4 dy?
805. [(y® — %) dz® — dary dr dy — (¥® — 2%) dyf]j(22 + 4212, 306, (6~ ¥ — cos 2} da? — 4ya=“'!r"’x
% dz dy + (dy?—2) e~ dx, BO7. —y sin z daf | 2(cos x—sin y) dz dy — z cos y dyt. 308,
—gin {x + y + 2z} (da = dy 4 da)® 309, yly — 1) a8 da¥ 4 2(xv-t - g2yt In ) de dy o
4 2Iinfzdy® + yr*ldiz f 2" Inxdiy, kde 2 = up, ¥y = u 4 v, dr = wde = vdu, da¥ =

!I!‘-”il ono

'} Yo m h daldich dGloh nie 80 uvedend vatahy rovnosti prisluinych zmisfanyeh pareidinyeh
derivieif. je uvedend iba jsdna zmivéand parcidlng derivacis « dvojive navzédjom revnych smisdanych
parcidlnych dunvém



17, L&, 1,9. Diferencidiny pofet funkeie viae premennych 201

= alde® + 2uv . dude + v*de?, dy = du -+ du, dy® = de?® + 2 du dv + de?, d3z = 2 du dy,
Ay = 0. 810. [42%"(u) + 2¢°(w)] da? + Szyg(w) dz dy + [4y%°(u) + 2 g'()] dy?, ko u =
=z 4yt Bl I, dud® + 2frdu dv + 7 diR, kde du = @ dz + by + cdz, dv = mdx 4
+ndy + pde. 812, 8(x —7) (y — 11} (z + 10). 818, -8, (z + y— 1p9 314 g™ (D) {z + ¥y =
— 2)". Blo. sin (x + 2y%) d2® + 12y sin (x + 24%) d=® dy + 12[4y? sin (r + 2y?) — eos (x -
+ 2y de dy® 4 18y . [4y?Bin (» L+ 2y%) — 3 cos (2 + 2y%)) dy?. 318, 24[dzt — 3 da? dy dz

. b} o]

+ 2dedyda® — ddy® dz 4 dyd] BT B(dr —— 2dy — 2 dz){r — 2y - 32)% 818, Z (:] o=
[

woymE e oV oyt

1,8. Taylorova veta pre tunkele viae premenngch

BLh filo, 4} = —d (g ——2) 4 Blw— 1) — 2 — 11y - 2) + (y—22 30, fiz, y, 2 =

e —1} — 3y — Bz~ 1) + 8@ — 12— 3z — 1)? = 3(r — P8z — 1)y + {2 — 1 4

Ay —z— 1P —=Yx-— L y(z— 1), 821 fla, ) = fx — 1) + (y-—1) = Bz - 1 2{r— 1) (y—
D) Bl = 1) @0 4 (100 822 | 4wy 2t ay + g 4 dY (G, By)6. 323,
b {22 4 32 + d* f(Or, @p)61. 824, y 4 2y 4 232 — P8 + dY(Oz, Gyl 4. 325, ay -
© D 22 ok 7R R dY(Oc, Oy)/4 826, 12 4 (@ — m4)2 (g — w42 - [ — ) —
e dE —m) (y — mfa) o+ (Y — = AP) 82T (2 - 1) 4 e — 1)ty 1)+ (5 1% (g =
- 120 828, 1,102, 829, [I4(1 + e — =) + (g — £ 4z - w) + (L) (-
TR — {12y — mA)P — (1)2) (2 - w4 4 e — i) {y — M) 4 (r — =4

i

o wH) Ry - =) L w30 Y oI (20— dy b 32 SRk L L, -
Loy
CAZaee Ay R 3 — ) lens (200 - 40y F 30z @7 o (0 — 3y =2fn -+ i, 0@ 0.
LH]

BL Y e by o+ ok 4 e s oy <ol o TS o g oe o e 330,
o

SOl oy 4 3 - MR (=1} (z < y+ 32 DY = 1) [1 -+ &z - y =
Lag —— I'lIII'- I

1,9. Lokilne extrémy funkeie viae premennych

333, V bode 4 = (4, —2) je maximum®*) 13. 884. V bode A =1, 1} jo minimum I.
$5. V bode 4 = (1, 4) jo minimum —21. 838, V bude 4 = {2, —3) je maximum 4. 337. V bode
A = (34, 0 Jo maximum 29/4. 888, V bode A = (—2, — 3/2) jo minimum 3/4, 839, Nemd ox.
tremy. 340, Nernd extrémy. 841 Minimum v bodoch priamky z — 0, 7 — ¥+ 2= 0.342. V bodo
A = (6, 6) jo minimum —1, 348, V bode 4 = (1, 1) je minimum —#82, v bode B = (—1, —1)
e maximum 82, 844, V bodoch A4, = (—2, (), Ay = {0, 2} je minimum —2, 845, V hode 4 =
= (4, B} je maximum 6 $12. 848. V bode 4 — (82, 4/5} je minimum 30. 847. Maximum (a/3)%%
vhade 4 = (2a/3, 20/3). 348. Maximum+}a? + 7% + c2v bode 4 ~ (bja, cfa). B49. Minimum
~=liZe v boduch 4 = (112, 1/Ze), B = (—1/2e, —1/%e), maximum 1/2e v bodoch ¢ =
s {”V&’-" %), D= t—l!Vié, ”Pg_ﬂ:l- 350, Minimum 0 v bode 4 = {0, ), maximum 2fe
v bodoch A4 == (0, 1), B = (0, —1). 85l. Minimum # v bode A4 = (—1, —1).
352, Stacionime body A = [(—1)"xf12 4+ (m 4+ n} w3, (1) w12 <+
+ (m — n) w2], kde m, n g0 cold Sala. Maximura ak m, % 8 nepérne, minimum
ak m, n s pdrne. 853. Minimum —2 v bode 4 =— (1, —1, 1). 854, Minimum 1 v bode 4 =
= (0. 0, 0). 866, Minimum —8 913 v bode 4 = (23, —145, —2). 856, Maximum a* v bode 4 —
= (&, &, ). 357. Minimum 3/2 prex — Y = z. 368. Maximum v bode A = (afm, b/m, ¢/m) pre

*} Vo visledkoch Gloh 333 az 380 | re strudnost poutivame namiseto lokdlne mazimum, resp. lokilne

minimum ib& meximim, resp. minimum. Podobne vo vysledkoch wloh 361 a2 372 namicsto viazanc
lokdloe maximum resp. minimum hovorime len o maxirme, resp. minime.
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m = V3@ ¥ b + o). 869. Moximum [2/(n* +n 4 2)) T Doz — g = =g, =
= ziftn' + n + 2). 880, Ciala a, z,, z;, ... %,, b tvoris geometrickd postupnost s koeficiontom

g = Vbfa. 861 Maximum 1/4 v bode A = (—1/2, $/2). 862. Maximum v bode 4 = (—a}'Z,
—a|2), minimum v bode B = aVEI uVE_]. 8688. Minimum p%g3/(p? + ¢%) v bode A = ipg-i(p* -
+ g¥), pig/(z? + g%)). 364. Minimum 2a* v bode 4 = (a, a). 865, Extrém 1 + (-~ Z v bode
A={(5n8+ kn/2 3n/8 + knf2), kde k je celé tislo. 866. Maximum v bhodoch A = (1, 1, 1}
B = {1, —I, —1), C = {—1, 1, —1}, & = (—1, —1, 1}; minimum v hodoch B = (—1, =1, —1),
Fos(—1, 1, 1), @ =(l, —1, 1), H = (1, 1, —1). 387. Minimum v hode 4 = (k} i &}'& &}e).
kde k = V;+ b]ﬁ- Vui_tﬂ& Maximum /8 vboded = (2 RJVB_, 2 'uj'VB_. 2 r:_.fyi‘j. 86%, Maximum na”
pre &; = &, = ... = z, = a. $70. Maximum alpre r =y = z = t = a. 871 Maximum 112/27,
minimum 4, 372, Minimum 5 v bade 4 = (0, —1, 2). 373, Minimum —189 v hade ' = {0, 3),
maximum —1 v bode @ = (0, 0). 874, Maximum 4 v bode A = {1, 2}, minimuwm --64 v bode
B = (2, 4). 375. Maximum 13 v bode B; minimum —1 v bodoch 4 a £ = (1, 1}). 376. Mini.
mum 0, v bade €, maximum 1 v bodoch A = (10}, B = (i1}, ¢ = (—1,0}, Iy o=o i, =),
877. Maximum 1 v bodoch A, B, €, ; minimum —i/8 v hodoch P - (=3,
ri3) @ = (2n/3, 2n/3). 878 Maximum 4 v bodoch A4 = (2, 0), B = (--2, 0); minimun
—4 v bodoch € = (0, —2), D = (0, 2), $70. Maximum 3fe' v hode A =({+ 1,0} 1; minimum 0
v bode B = (0, 0). $80. Maximum 1 + +/2; minimum —1/2, 381, 4/n. 382. Extrémy 4 80 riefenim
rovnice [A — AH| = 0, kde A = (ay);. 385, Trojuholnik so stranami #/2, 3s/4, 3s/4; obdiznik
so stranami 25/3, 5/3. 386. Rovnobesnosten so stranami 2RI\/8, 2RI\/3, Rf\f 3. 387 Vyika valea
ja Jﬂa, kde A je vyika kulela. 388, Kocka s hranou ali\/' 3. 389. Vzdialenost ¢ = |Ax + By + €[}
AT T BE. 390, Qi = [(@b2 — asby)/(bs + ba), 0], Q2 = [0, dasby —~ azhifiar + o), Lyin =
= \f {@1 + o2)f 4- (b + ba)t. 391. Rovnostranny valec, t. j. k = 2r, kde h je vydka v'?lc&, r polo-

meor zékladne. 392. zja | y/b |+ zfc = 3. 393. Bod 4 = (2, y) je fagisko, kde 2 = [Z myz) | M,

k . - i=1
y = (E miyidM a M =my + ma+ ... 1 ma. 394, b =JS{+\/3, o = i3 393, Iy Q1,04
i1

tentdg =1R1:1/Rs: 1/Rg: ... : }[Ra.
1,10. Implicitni fankeln
$98. @) Nokonoine vela; b) dve: f(a) = Vit =1, flw) = Vo' =15 o) flo) = Jer —1:
d) fiz) = VeE -1, flz) = — Jx# - 1. 897. a) Nekonefne munoho; b) &tyri: y = =, y 5 —,
y= |z, yma—|x[; c) y==a, y=|ul; d) Byris y = x, y=—=x, Y= 2|, y=—F .
308, Pretofe (—é-:;) = 0, fi(x) =V;, folz)y = —V?.Bﬂ. -1,—8 . 400, 0, —2/3. 401, —1,
A

2/3, —2/3. 402, 2/3, 14/27, 98/81. 403. = == 2 [/2, 404, ibrfala? ~Ta3, |2 | > a. 405, (45—
L p) 3yt — dx). By — 4z # 0 a y = flz). 406, f(z) = 22/2'In 2, kde y = fir]. 407. f(x} =
vi——gnyllzoosy + siny—2s8iny), zeosy siny—2ainy £ 0, y=fir) 8 y =
— 1)l — 4coay), y" 5 —4siny/{l —4cosy)®, pribom | —deosy # 0, y = flz). 409 y =
= (g — (x4 y), ¥ = (—2a* + 29% + dey)/{z + ¥)° pricom x Ly # 0, y = flx). 410, y' =

1—1In 2)¥y — 2(x — yH{1 —1 1 —Iny) = z{l —Inyf
=[;,lnu—lrm}];r[m*lll—~1nzs.-)].3,|"'=ﬂt nely - yﬂ:‘{”_-fﬂ:, _ny} “ nyif],}

pridom 1 —1Iny # 0, y = flz). 4Ly = /(1 + 2%, ¥y = (v + 2o° — 4y*)/(1 + 24°P, pridom
T4+ 22 # 0, y=flz) 412 ¢ = (2 + yiix—y) ¥ =2+ ) (x—yP x # v oy =flz).
418, (1 + y®)/(x + aretg )% y" = {2yl -+ arctg y) + 1]y’ }/(x + aretg y)?, pricom ;rctg ¥ v&lw,
. . fz_ Br -yt
3 = f{z)., 414. —35/2, 52, 2, 2. 415. 1, &, 418.°0, 0, 4/15, 0,4/15. 417. P v
dz T+ dy-—z2

e e pritom 6z + g # 0,z = fiz, y). 418. -;—;- - ﬂ-c';;nizig—; -
z # nl $=f':-1?vb‘]- 419'%=smnx_my E--: El_‘y_c{iu_z"ca‘=—ymz # I],z =

cosx—ysinz’ Oy cos T —ysinz

- B fay B & oz __ykz &
= flr, y). lﬂ'haz——ﬁ' By e’ flo y). A2 = = ey o

s pridom
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%+ 2 Bz  —dz  d 12y % 2% 4 dxt
TRy TSR BT B
z -+ Gy _2—x .

, %H?Iaj-_ﬂ T! z 0, ‘-ﬁzsy}' 428. T#_—T:FT! E l+zr
Pz PA—tntz45 ﬁ'znh+ﬂ-——4‘y' otz o W) % - W)
3 T+ ' (1+zP " dwdy (1 + 2P Oydx (1 +2P°
z 3 ] g-f{x,f}ﬂ-‘_ﬂ:— bl oz ,-._.L a.‘-—;@_._ Es:

* + oz Ey_—;i. "3;‘ 33"'"3‘, o'&_z' {w_‘_").i@
_ 2ty &z _n‘t'y+_s'a¢y—-2¢'y‘—:‘=—=‘ a‘:_z‘y'z-—-!z's'—z'
WP By ey — P ' Byda w—ap

ry — £ 0, z=flz,y) 425 d.:=-»2[a=—8}—-%{y—s], d‘s——-:—{x—m'-—

(#—2) + (y + )], d% = — =T i

— % (= — 8) (z—2) —-a%;{x—ﬂ]'- 126, dz = —

e—1
c e — 2 4 2w —2) (v + o) + ¥ + o). 4==~d==w‘_,[u—y=}da+u—zz:dyl-
ze*/* _ _ singdzx + coszdy
liﬂ. dﬂ—;'"—_l_F{yi:‘-f—‘d’lo 429, dz = B'+y'in='——l‘ﬂ“5' 486, dzr =
{1 — 82% + (1 — 5y') dy 1
= A . ul.dz-—-#+y[{r+=1ds+{=+#}dy].d'#-

. 2 1
=G It A+ 2ededy + (x + 2) 4], 480 d = — o-(vdz + ydy), d¥=—

! -- 0z Fi—Fy & Fi—F
—ﬁ[{a‘+¢‘?ﬂ='+hrdﬁdﬂ+ (82* + ) dy']. m-ﬁ--‘j‘:_—ﬁ*.  F—F

iz aF  [3F aF dz oF aF ar ds et —yY)
“:E'—f-’”(x’ +59) o~ o ! (5e +55y) s - ey
d 4z — i .
Ty TEm P e =T T =) = e =) =

Yo = ¥(0) = V=2, 488y, = §(—3) = —2, y_.. = g{—1) = 0. 489, Funkoia jo v bode 4
konkévna, 440, 2 + 2y —3 =0, 2r —y — 1 = 0, .z 4+ y—2=02—y =0,
442, Jdr—18y +12= 0, 182+ 1dy—41 = 0. 448. .2, =6 v bode 4 = (I, 1.
444,  Lokélne minimum z =—I/2, 23+ y® = 3/4. 416, 2 — 2y — 32— 8 = 0. 448 = —
Oy — G+ =0 M by —2 =0 Mzt y—de =0 4B O+ dy +
+z421=10.

2. Zéklady vekiorovej analfzy

2,1, Vektorovk tankeln skaléru & vektorovk fankela vise premenngeh

1 g 1 1 1 1 .
0.0 h g b L g g 4 L4 B ) bk ol T bk, it

b
3 1
tTkoe

4 1 5 i 1 1 3
l+ﬂj+ik.-—“l+-€kﬂ]-‘—l+1+ h7i+l'21+4h*ﬁ-l+l'3l+9*-
4 & —_ +1 jo
1 ~ 1 PR SNNPUE Toe tooced bithin } .
1 4.2 41 o 43 ® 1
- . k . . — .
b}{g.l.ﬂ;- ;_,_3.'3;1+ YTy }"_14“- s)el+ L b) i+ ]+ kic)ell +

+9)+ ks @) a-u+-:-t;a1|+j+ ki ) noexistuje. 454. a) dselks AB, kdo A = (0, 5}, B =
= {1, 8); b) priamke urdens bodmi 4 = (0, 5), B = (1, 8); o) polkraknice a¥ + y = 4, y 2 O;
d) %aat paraboly - :

J=ﬂ.‘.l20; e) polpriamks so zadistkom v bode 4 == (1, —2, 3); ) akrut
kovios na valei z8 - y* = 1, 458, 8) (—wo, —1}U (=1, 00y (0, YU (L, @) b) (—1, 0>:

"4



204 5. Vijsledky

o2, $;d){1}u (3. 4). 456 a) & + 4] + (1 + |/T) k, nems zmysel; b) 51 + 10j; o) 2(9 +
+5V3bd}4[¢5|f3_+11'—3(4V§"—5}J+752k o) l2—1 Vi—-3Vaeri—pe—n
Ve—2V3P )4+ (30 + 51— 4) k. 467. ) 1; b) /P68 + 108 — 16¢ 4 17. 488, a) —] + k;
b) Sf.e]:ln-gt k; d) neexistuje. 458. a) spojitd; b} nespojitd; ¢} nespojitd. 460. fi1) = &} +
8o+ ——kpret 0afi)=6)+2kpret=0 46l a)¢t=0, t-l*b}t-VE_ £ =

l-I"l

= —}Z. 462 a) 21 4 2¢) + 8k; b)

1 , 1 -
+ ﬂ:k, ¢ > 0; d) ain Eﬂ+mj,pm!qé{2.I=-|-l)ﬂ?:,kdnk]-oelééillo.-lﬂﬂ.a}mm,l-|-

of 148 3tg 1

V_;+2:k €3 00b) e I i oy et L L (24 ) g2,
kde & jo oolé dialo; o] 2"“:+ ; +2u= j-—-:—' K, ¢ > 0:d) 280 In 2§ — 2% In 2] + 2 cosh 2 k:

1 1 ] 2
26 4 Bein e f— Bt == k. 165, — gint— 32 |ny 2

m[ mif‘l._ﬂj OWV],-.—f B}‘ gint 4 n s A+

oo8iln @ — 22 b) (U + 2InZeint+ 2P 4 Poos ) k. 467. a) fr = —fi):

b} f7(t) = —w?f(t); o} B(eMi —e-2]). 468, a) 0; b) —36(fain 6¢ 4 12/ cou 6¢ + 188 sin H —
—iu'om&} 469. &) F(8) = 4% 4 2], f'u} = 12:'[ () = 24e, fO(8) = 2d), (1) = 0, n =
=5, 8 ...; b} (—1/*Yn—1)1¢" + 3. o A3 —n 4+ 1p-"f, kde n je prirodzené dislo;
n— 2} z . — )

¢} 2nl(l g1 1+ (—1}"‘—-!:-——5&,“—_1 t J, » je prirodzens talo; d) (— 1)+ \* lﬁi T

<t 4 (In 2)"2' ] 4+ 2" cos { nx +n w/2)K, nju prirodzend dislo. 470, a) (Sl‘ + ff - — h'

e — 2); h}({ﬁi—j—ik):i—ll;cj (sm2|+_j - t)u-ﬂay. 430 8] 200 &T‘

aVi
dry? d¥r - oo
b) (Ei_) 4- rﬁs cp rit) x (Eh; d} ele) . [ = #0472, Implikéeis plati 8] opaéoe.

Gﬂumst-riokf vymam ja ten, fe dotyﬁmm v katdom bode bodografu funkcie rit) jo kolma
naupriavudlﬁ bodu, 478, | £(f) | w; | P(f) | 0% 474, wle*] — e~*)), w e i +e—'”f} 176, &) - 2

“con tl + ———j+2¢k+c. b} (¢ — ¢ —21n|l|]l+{t‘1--—1n|ri}j+ ¢ [ﬁa k+ e o

In |£]1+ tg ¢] + 2 rotgtk + ¢; d) In [l-'?||+—5~ln|1——5Hj ?[3:1— k + ¢ 1476,

i
a} 2f; b} _2..“01 e 3T — et — 1} § + k.

2,2, Derivacia v amere. Gradlienl

477, T3 —2,5. 478, 6. 479. 24,8. 480. 0. 481, 5. 4x2, 52/} 35 488, .‘.{:’étf’a = o8 X - 8in

kde l = {coa o, sin «};a) 57 [4; b) =/4; ) 3 /4, T /4. 484 Zvidduje. 485, a) cos & -+ cos 4+ cow o,
by i+ ]+ k;e) 1(3 dy (14 j+ k);],fa 486, 4 + ©). 487, 43 -+ 2}/3. 488, (7] — 4j - 1ki/S1.
480, 8i - 3j -+ 6k; grad f{4) je kolny na o8 o, vo viotkfFeh bodoch, v ktoryeh jo o — gz = 0.
grad f(4) = o v bodoch A = (1, 1, 1), B.= (w1, ~—1, 1), € = {1, —1, —i}), D = (—1, 1, L},;
E = (0,0,0). 480, 4 = (34, —1/3), B = (-—3(4, 7/3). 491, VBotky body kruZnice x? -+ y* = 2/3.
402, 3 V1575, 498, /2. 494. (20 — Oy} ayl + (102 - B6aPy + Syb) f. 495, —lwal - yzj— @ +
+ 9 KI(a? + %) [ g 20 198, 2r. 497, 5rr. 498, —rrS. 499, —2r/rh. 50D, r/?, BUL. o
GO2. a x b. 508. @. (b X r) + (a x ¢} . b. BOL {(1/{a . b}*] . [r X {&@ x b}]. 586. Paraboly
s osami rovnobeinymi s osou f, ktoréd sa dot¥kajd priemky ¢ =g + | = 0 v bode 4 = (. 1)
bez bodu 4 & polpriamky nréend bodom A a prinmken 20—y - |~ 1L 507, Rotarne chipaouly
& ohniskami v bodoch 4, B,



T

3. Zdklady diferencidine; geometrie 2086

2,8, Divergencia. Roildeln

508, a) divf=0, rot f=—111/8 — k; b) div f=1, rot f =1 + 2] + k; ¢} divf= —I,
rot f eI+ J—(sin 2.5in 1) k. 509, &) divf = 2% + 6ays® — ay%at, rot f = (—2uys® —
— 92y | + By — yi2%) | + (By%® — dope?) k; b) div [ = —ay(a® -+ y* + 20—yl +
A+ NS e g+ )W rot f = (2P P 4 ) R eyl + P+ A
+ ) ] + (2® + 2* + zz) k]. 610, 3. 61L. 3e. B12. 2/r. 618, 3flr) + 2f(r). 514. 20.b. B1G. 0.
618, 0. 517, 0, 618, 2¢. 519. (r X a)jrd. 520, nr"-3r X a). 621, rin® 4 3n) -3, 522, 0, 528, afr® —
— 2r(a. r)jrt. 624, Ljr%. 526, nin 4 1) r~-%, 528, {a x r) (n? 4 8n} st 627. ofr®. 528, 2jrt.
529, —8(a x r)jes.

3. Zéklady diterencidlnej geometrie

8,1. Krivky a ieh roveice

549. Parabola. 550, Cast prismky x —y = 2 pre = = 2. bil. Usek priamky 2/6 -+ wjb = 1
medsi airadnicovymi osami. 562, Hyperbola w*fu® — y/6? = 1. 558, Trakirisa z = aln [{a —
-—],’a*—y'},ry] + Va'—yi. 564, = = a(l — 81 + £}, y == 2atf{] + B, 585, z = Jadf(1 + &),
y = 3aft/(1 + #). B57. &) z = af(i® + 1}/ -+ 1), p = ai{® — 1}/(t* — 1). Ndvod: Lubovelny bod
lemniskdty vyjadrite ako jej pricsetnil 8 krudnicou z? + y* = at{r —y), kde ¢ je parametar.
b) x = (a cos® /™, y = (b sin? )1/, 559, Dioklesova kisvida y? = —a*/{p + z) slebd v polérnych
gradniciach p = —p (sin® g)fcon @. 580, 2z + a)¥ + y* = aly?, alebo r = {afcos p + a tg p) &
581, 2% + (x + a)f (2% — b%) = O elebo r = (ajcos g =+ b) ¢® 582 =¥ + y — Jaxy = 0 alebo
parametricky & = 3at/(1 + ), ¥ = 3a8/(1 + £). 568, {* + y? — 2azt)? = B*(x* + y?) alebo v po.
lamych siradnicisch g = 2acos @ + b. 584 (2 4 %)% — 263(x* — ) v g — et alebo p* —
— 2%t gin 29 = o —¢*. Ak a = ¢ je to lemniskéte. 565. (zd + 43— (2m® 4 o) 2t 4 (2m* —
—c)y? 4 mt——d = 0. 586, (B® — a?) p* + 2plac — b cos ¢) + Wt — o = 0, kde d =
= p(Fy, Fy), GVﬂF' + ¥+ B‘V{ﬂ—d]i+ = ¢, 567, ¥ = o¥/{2? + a*) alebo x = o tgl ¥y =

- --macost? L€(—m/2, w/2). 568. (22 + y*)y? = a%z? alebo p = acolg p. 5EO. (=% + 1P —
—— 4a%%* = 0 alebo p = asin 2¢. 570, z == a(tsint + cost), y = a[—fcost -+ vin ). Bl =z =
=-a{¢—-=—nint}.y=a{l—ml);x+Vy[ﬂa-y]=aarncol[{n-—y},‘u].572.z-=(ai-f)mg?
FrooafloLt)/rl, y=1(a+=r)eing—rsinf(exr)@ir); 1. z=3rcos g —reosly y=
= 3rsin g —rain3gp; 2. o = 2roos p—rgin 2, y = Irsin g —r oo 2g; 3. 2= 2rcomgp-+
+ rcos2¢p, y=2rsin @ —rein2p; 4. == Jrcos g reosdy, ¥y o= 3¢ sin @ — r ain 3. 578,
2 4 o = (c3w?) aretg? (yjz) alebo ¢ = cpiw, 0 = —cplw. T4, g = gy 0", kde 0 j& prvh polirng
stiradnica bodu, ktorého @ == 0. 578, « = cos 24, ¥ = sin 2, 2 == gind LE{—wm, ). 78 2=
=1+8y=1/(1+8,z=1tte(—w 0)8lz=tLy= Vhz=t4 1t # 0.578, 2 =
‘=t y=t—8, z=1—2 te{—wm, ®©) 570 z=1tcosy, Yy =tpnt x:-iﬂt. te (~—on, )

' PR
680, z — o'cost, y = e'ging, z = 3", t&{—m, @) 8L ::. g:, o:in*l 582, fin =
: o, , €

= beost + ceint + 4, kde b, ¢, st Tubovolné redine Cisia: z-:-b;:"'a—i-:!yfﬁ+d‘ o84, =
= (rf V.?)mt. Yy = trﬂ(i}ﬁnt. ==rfw, te{—wm, w) 586, z=¢c + rooadt, y=vrsin,
:-;{;{a‘—-tc-i—r}‘+4¢rﬁn*i]1ﬂ;ombitnjprfpudm-=amﬂiy—ami.uout,suiadnt,
1€ {—c0, ). 687.7 = acosdt,y = asint.coat,z = Facotgd.oonl 588,z = @ cosf, y = af .
.gint, z = a¥¥2p, t€(—oo, x). 689. a) x =14, y=10, 2=2¢, te{—w, ®); b} v == acosl,
y =asint,z=abeos 2, i (—x, ) o)z = a*costt, y = |u coad, z = Lasini, i e (—o0, o)
590.z = 5in 24, y = 1 —oo8 2, 2 = 2008 ¢, t € (—00, ). 591, z = a cosht, ¥y = asinh 4, z = ai,
ts(—m,m).in!.maam:,y=Vb’—a‘nin‘i,s=-=auint.let—w.on].ﬁﬂ.a}x-ammt,
y=ognwt, z=ct, L€(0, wm); b) x=acoswt ¥ = gamot, z=be*, te(l, ®)el v =
= @008 W, Yy =can ol z=c2 10, ) M4 z =alooswl Y= eieinwi, z=d, IE
€(0, o). 585, » = asin Fo™ o008t ¥ =acosde™sint, z = acos et 596, =z = {2a8/(1 -
+ )] eosfalnt), y = [—2at/(1 + t21] 8iv (aIndd 2 = a(l — (1 + 4. Ndved: Polodme # =
= w2 + 2 aretg & :
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8,2. Difka krivky a prirodzens parametrické vyjndrenle

597, 8. 598 2ain—2) + a [T ln[tn— TN + V3] + 20T In 2 + [T, kde n? =
= (83 — 3%,)/(2a — %,). 598. aln 2. 600.0 [Z (ex — 1). 60L =z = [(27s + B)¥® —4]/9, ¥ =
— [(278 + 83— 4]31127, s > 0. 802, 2 = aln[(s +}s + afla], ¥ = o) £ ab. 608 10.
609, k Ja® + i, 810. |3 (0% — 1). 811. |2 ainh 1. 612, 0,9¢. 618. 8 [2Za. b14. 42. 615, 5.
816 2 5. 617. 4a. 818, a W ((J3a + V=)r(V2a —Vz)). 819 o Vw/A(1L 4 w/6). 620. 24 +

42, 82l z = a.cos (4/}a + &), y = asin(gf)a¥ £ o8), 2 = cal)fa® + &, 882 = =
Vit ases, y=olZ, 2 = (@2) . In (0 +a}B)e —alT) 628 =z = ()3 +

+NoosIn T+ 1), y=@Vi+ Dainln}3+1, z= o3+ 1
. 8,8. Doty¥nlca a norméla ku krivke v rovine

825, X = (2a/3, 40/3) — {4a/9, 5a8} u, X =(2af3, 4a/3) + {5a/9, —4a/0} u. 626. X = (2, 0) —
—{a, 2a}u, X = (4, @) + {20, a} u. 827. X = (a/2, a(2) + {1, 1 —n/2} 4, X = {a/2, a/2} +
4+ {rf2—1, 1Ju 628 2r—y—10=02x+ Oy —35=10.620, 2 —2y + 1 =0, 2+ y—
_8=0 680, x—6y—21 =0, Bz + by—13 = 0. 681 Bz + 2y + 12=0, 22— 9y +
+ 8l =0 682 z+3y—10=0, 3r—y—10=10 633. z +y—2 =10, z—y =0 634
2t (Y + Yolh? = 1, you/b? — zpyla® = zyy, a®?, kde of = ¥ .— bY; &, — aPyi /b [z !, 8, =
= 5% | 2, |fa. 688,29 cos ¢ = 1, 2gsin @ = |32 |/3/3.2,1/3/3,/3’; =/6.636. ¢ . com (p — n/d) =
= @, ge&in (p — w/4) = 0; neexistuje, a, necxistuje, 0; m/2. 887. p[cos (¢ — 1) — 4ein (p—
— 1] =1 pldcos(p—1)+sin({g— 1] =4 V14, V17, 144, 4; arctg (1/4). 888. o [6cos(p —
— 1) —sin (g — 1)] = 18a, g[cos (g — 1) + @sin (p — 1)} = 3a; 3a V37, al3ije, 184, a2
arctg 6. 889. g[8 cos (¢ — 2) + sin (p— 2)] = 32, gleos (p — 2) — 8sin (p— 2] = 4 4 J85.
V/@8i2, 82, 1/2; m — arctg 8. $40. 4z — 2y — 3a = 0. 64l. 2 + ¥ - ol =0,2—y + aj}2 =0,
z+y—alfZ=0, -'B-—y—a.’V? = 0. 842, zglzh + yi— a¥) (z — 2¢) 4 wolx,+ Wi + a¥) (y —
— yg) = 0; pre ¢ < 0, ityri body e kadou siradnicovou osou, pre ¢ = 0 &tyri body ® vsou o,
adva bodysosou o, pre ) < ¢ < 2¢‘iadbuduvnmozndvabodynmuo,,pmcgin' all to
dva body s osou o, a dva body s oson o,. 058. a) a? Vl 4 Int a/ln =, qul + Inta, a¥f|Ina |,
a® |lna|;b)a) @ + 1g aVeg + /et a, alg? 864. Pre p e (0, n/4) jo # = dpt n/2ay = 2¢.
868. Dioklesova kissoida y* = —z%(x 4 2p). 8B7. MacLaurinove trisektrise wixf + y?) =
= aly? — 3z%). 858. Pascalova zévitnics, v zvléétnom pripado kardicida, ak bod A leti na kruZnici
659. RuZica, p = a sin k. 660. Lomniskéta. 661. Archimedova Epiréla. 682, Logaritmickd 8pirdle

8,4. Asymptoty krivky

m.m-—l.y=0.ul.g=2.8=+Ey-t-luﬂ.-iu.r—ﬁymﬁ=l].ﬂlli.x+y+u=-0.
666. v = 2. 887. zfa + y/b = 0, rja —y/b = (. ABR, ¢ == 0. B89, x = =12,y =0, ¥ = 22 —
34, 870. 2 =0, z+y+2=0,z+y—2=0 68l z=1, a=—1 y=1L y=-1
872,20 =0,y =0,y =—= 618, + y—1/3 =064 3z —3y + 2 =0.68%.2 + y 4+ 1 =0.
i'!&.x-l.==+y+l=ﬂ,j—y+1-0.&E.'x+y=0.=-——y=ﬂ.m‘ﬂ.x+y—l=-0,
sy —1=0 x4+ 1+}T=0, 241} 2=0 670 gsing=0 880. pg=0 ¢g=r
GGI.euouql—a,gm3¢=—d.iﬂi.lpsin9-=a.ﬁﬁl.gnoagtua.gr:nnrp=-ﬂa,guinop=-a.
gsin p =—a. 684. gsin p = a. 885. poos p = 2q. 888. X = (2,0, 1} + {2, 1, 2} ¢ 887. X =
= (0,0, 1) + {1, 1, 0} - 888. X = {1, 0,0} ¢, X = (1/2, 1/2, 0) + {0, 0, 1) £, X = (-—1/2, 1/2,0} +
4 {0, 2, —1}¢. 889. X = {0, 1, 0}6, X = {1, 0, 1}¢. 880, X = {1, 0, 1}t, X = [0, L, I}#, X =
— {1, 0, —1} 8, X = {0, 1, —1}£. 895 X = {L, —1, =2} t. X = (1. -1 2}

8,5. Krivost rovinnej krivky. Inflexné body

092. |/2]2: 898, 6/5)/5 . 804. —oj(e® + 1)*7. 895. —1. $96. 0. 897. 0. 698. 2(3a, 699. a. 700, | TT9/2.
701, 4 JZp. 108. —3)Fj2. 708. 2a/(x* + YA, 704, afcon (zfa). T05. —bjad(l— ¢ cog? P18,
£ je excentricita. 708. {tgt}/c. 707. (at sinh? 1 + b% cosh? 1)2/3/eb, 708. at. 708 —dasin (4/2),
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710. 3/8a sin (j2). 1L {1 + 2m)jdam(l + m) sin (4/2). 712, }30%2a + 3zP 2. 718, y*(2a% —
— y* — Bbytifaly — 2by* + GBI, 714,13 (oy ). T16. (20* + g)f(a? + P12 7161/ Y1 + B,
717. 3/2 Y2ap. 718, 3gjal. 719, (1/2, —1/4), 1, = 1/2. 720. (/y2, —In 123 rew = 3 V32
721, ¢ = nm, r,,, pre n nepérne, r_,, pre n pirne. 122, (a/4, ajd) r = ajVﬁ . 728. (8w/2, a). 72T, O,
728, Pre t = arccos (bja) 729, (1, 0). 786. (0, —a), (—a, 0). 8L (1/2,a[/2). 782. 0. 788. Pre
@ = + /6. 784, Inflexny bod (g, ¢) vyhovuje rovnici2 tg* ¢ + 3tg? ¢ + 3=0. 87.r = #%a +a.
788, (275 + 8)F = [4 + 324s%/(27s + B)'P. 789. r = acosh (sfa). 740. (s— 4a)! 4 r* = 16a’.
Ml r = a [etid — 1. 742,93 + 9¢% = 64a’. T48. # = R/In a. 744, 97" - &' = 640" 746, Logarit-
mické Spirala r = ae™ (cos ¢f + sin @f). 747. Retazovke r = ol + a cosh (¢/a} ]. 748, Cykloida
r o= a{2t 4+ 8in 26} F -+ a{2 — cos 24} j.

7

8,6. Krulnica krivostl. Evelita, evolventa

749, (z + 11/2)® + (y — 16/3)2 = 2197/36. T30, (w — 251 + (y -+ 4)* = 64, 761 2 - (y —
1) = 4. T (x — T2 + (y + 4)F = 125/4.763. (x 4o 23 o (y—8)® = B. 764 (x :3}' -
4y + 2% = 8. 757. (Za, 20). 768, (—S3af4, 0). 768. (23, af3). 780. (33a30, —0)3 a/80).
761, 2x* + 242 — 162 — Oy 4 36 = 0. 768, (z — 3a/8)® + (y — 3a/4)® = a%/2. 764 ¢ =a ain @.
785, p* + Zocesnltoos @ = cle"n, 766, (ax)PP 4 (by)ift = (a® — BAPEN. T6T. (ax)PP — (bypit =
= (a? + )%, 768. Cykloida = = a{t + sint), y = —a(l —cost). 768, B+ yP=0ah 70 x=
= 43— 250%)/4, y =18 4 (1 + 2655208, t# 0. 70 z = (L4 20, y=Int—(1 4+,
te (0, ®). 772, z =& -+.{1 + coa®¢) cotgt, ¥ = —2comt.coigt, ¢ # km, kde k jo celé Eislo.
778. = t — (a/2) sinh {Eﬂ'a}, y= EaFanI:. (ta). T4 £ = 2 — FF3 4 F A, n = y—FAF)+

2EN 1 ] z
+ F 4, kde A= | Fr Fon F,|. 778 (z+ ¢ 4 @ —yPt = 224 77027 +

= ¥ ] .
& 576aly? + 4096a% = 0. 778. Refazovks ¥ = a cosh (zja). 719, r = E_L';E'-"_: o(¢) +
: g + 20" —ope
peyrar e(@). 780, r = a[pe + (¢ + 1) e)/(¢* + 2). 781 Logaritmické #pirdla r =
20* —ee : _
= maety e. 7682, Kerdioida r = a[p ¢ — 28in ¢ e]/3. 788, Stred danej kruinice. 784. Ing =
= anf®, T75. B(x — I = 2Tpy. :

+ 0

8,7. Singalime body kriviek

786. O = (0, 0), obyéajnf bod. 787. O = (0, 0), bod vratu druhého druhu. 788. 0 = (0, 0)
inflexny bod. 789. 0 = (0, 0}, bod vratu prvého druhu. 760. Nemd singulirne body. 781.0 = {0, 0},
bod vratu prvého drubu, 702, 0 = (0, 0), bod vratu druhého druhu. 798. Body vratu prvého druhu
A, = (2man, 0), kde n je celé &alo; x = 2xn, n je celé &islo. 794. Body vratu prvého drubu 4 =
~ (3a, 0), B = (—3aj2, 3a}/32), C = (—3a/2, —3a |/3/2); y=0, y =/|F, y = —=/}T.
795. Bod vratu prvého druhn 4 = (0, a); # = 0. 796. Bod vratu prvého drubu O = (0, 0). 787. Uzol
A = (1, 0}. 798, O = (0, 0), uzol pre a > 0, izolovany bod pre a < 0, bod vratuprea = 0, b # 0.
799, Uzol O = (0, 0). 800. Bod samodotyku O = (0, 0). 801. Izolovany bod O = (0,0). 808. 0 =
= (0, 0), trojnasobny bod s dotysnicami z = 0, y = x. 808, Izolovany bod O = (0, 0).804. 0 =
-lP, 0) bod vratu druhého drubu. 806, Bod samodotyku O = (0, 0). 806.0 = (0,0) #tvorndeobny
bod. 807. O = (0, 0} bod samodotyku, uzol v bodoch A4 = (8 2, 0), B = (—a |/2, 0) uzol. 808, 4 =
= (1/e, 1/e) uzol 8 dotyinicami z 4 y = 2/e, y = z. B0B. 4 = (e, 8), nzol. 810, Pre Iubovolné
diala @, b pro ktoré plati 46® + 2767 = 0, 811, A = (L, Q) uzal, 2 —y—1 =0,z + y—1=10.
812, A = (1, 1), ugol, 2 3 —y— [T+ 1 =0, 2 JT 4+ y—}T—1 = 0. 818. 0 = (0, 0} izolo-
" van§ bod. 814, 0 = (0, 0), uzol, ¥y =z, y = —=. 816. Pre m #% 0, 0= (0, 0) uzol, mx + y = 0;
pre m = 0,0 = (0, 0) jo bod samodotyku, y = 0. 818. 0 = (0, 0); pre b < 2a uzol; pre b = 2Za
bod vratu prvého drubu (kardioide); pre b > 2¢ izolovany bod.

-
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8,8, Obélka systému kriviek
817 Vz + Vy = e 818 22 PRt 810,y = 2. 820y = L7 821, Btvores dang rovaicon

lz|+|yi=1L BE!.y:-(-;—) soso,pra A =0, 1 =2 828 y=0. 824 r = [pla)cosx—

— p'(a) sin &} ] + [p(a) sin a + p'{a) cos «] . 826, Kiscida z(a* + y*) + py* = 0. 826. Kardioide
s pblon v bode P.. 827, Lemniskata (2% - )} = 4o’ (x* — yt). 828, Boothova lemniskata
data? 4 4blyd = (2% 4 ¥R 820 y = O, 2 = a{i® + 30)/(* + 1), ¥ = a20/(¢* + 1). 880, z'/(a" +
4 %) + y¥b* = 1. 881, Asteroida. 882, Hyperbola zy — P/2. 888. Cykloida = = c(t + sin )/2w,
y = (1l —cos §){2m. 884, y = 0, obilka je mnoking vietkjch inflexnyeh bodov. 888, y = 0,
obédlka je mnofina vistkjch bodov vratu prvého stupda; y = o, ¥y = —4, mno#ine bodov vratu
prvého stuphia. 836, x = 0, mnoiins victkych uzlov, 2 = a, obdlke §87. Krudnice ¥ + y* = Bal,
mnotins vietk§ch bodov vrawu, 2% + u¥ = (6-— 2 }2)al, obilka. 888, y* = 8z — p*)/27p. 840.
Krunice: r = {5 conu, §sinu}, r= {cosw, s u}. 841, Krulnice: r = 3a {cos u, sin v}, T =

= V{ﬁ— 2}/2) a {con u, sin vj. 842 Asteroda r = {cos®u, sin’u}. 848, r ={u, 0}, o8 o,.
844. Epicykloids z = o(3 cus t -~ cos 3)/4, y = a(3 sin ¢ — sin 3¢)/4. 846. Gdpa' = y(2y — 9p)L.

848, Rotosovkaz = = cos L2 . 847, Asteroida. 848, Pre index lomun > 1 evoluta clip-

sy; pre index n < 1 evolute hyperboly, {nz]** + EyVn’ 13 = g1R. 849, y = vy/2g—ya®(2v,.

3,9, Sprievodnf trofhran

850. (z—1))1 =g/l = (z—1)jl. 81, («—ar/2+ 1)jn = (y —a)ja = (z— 2 | Za)}2a.
852, (dx — (/48 = (3y — 1})/36 = (22 — @1/, BBB. (z + 1)IB = (y—13)12 = 2/24; 2z +
+ 3y + 62 — 37 = 0. 864, (2 -— 3)|—8 = (y + D/1T = (z — 2j/—B,—bz + 1Ty — bz + 147 =
= 0. 868, (z— v costfg)/ — r 8in 2ty = (y — rainf, . 008 b)r cos 2, = (z — r 8in f)fr coB fy;
-—ruinm.{:—'—rcm’tn}+rmuﬂi,{y—raiuf,.ma!,]+rcouin{:—r-int,]. 4968, V priklade
852 nepodstatne singularny bod je A = (0, 0, 0} a rovnice dotyénice je £/0 = yf0 = z/0. V pri-
Klade 858 nepodstatne singulérny bod je 4 = (—35, 1, —16) & rovnica dotydnice je (2 -+ 5)/8 =
= {y — 1)/12 = (z + 16){24. V priklade 354 nieto nepodstatne singuldrnych bodov. B37. P =
= (0,1, 1), P, = (sin [(2k 4 1) w2}, [(2k + 1) =/2) sin [(2k + 1) =/2), (2k + 1) w/2 + 1), kde
k jo ovelé disle P=(0,1,1) P, = (—k=n cos ki, oon kn, kx + 1), kde & jeo celé &islo-
858, zj0 = yj0 = z/0, (z — 14)/—1 = {y + 18)f1 = (2 — 1/2))—1, (z—4)) — 8 =
= {y + B/3)j4 = (z— 2)/—2. 860. Krutnica rlt) = {(—s oin ti + o oos t] + bk)/|/a? + b3,
te(—o0, ). 86l. Vivianiho krivks r = aini—sint. costf + costk. 882 2r —z 4 0.
868, bz — oy + abz — 2ab = 0. 884, e~*x — ey + |2z —2a = 0. 866, 4z coaq— dysina—
— 3z—co8 26 = 0. 868, {x — e cvus® a} ain «{1/2 cos? &} — (¥ — @ sin a 008 &) cos® @ + {2 —
Geing) = 0. 887, x=1/2 + 2, y=2/3+t z=1/2—2, t€{—w, @) z=1/2+ 4
y=2/3—4t, z=1/2 4 2, {&|—o, kL 888, £ =1, y= —4l, 2= 1—1t, tE(—0w0, ®), z =
w0 y=1¢ z=1+ %, te(—w, w). &k x = x5 + xylad + b, ¥ = Yo -+ Vgla? + by,
2=12, LE&{—wm, 00); ¥ =g+ tabainty, y=y,—tabcosty, =2z + a% 1€(—wn, )
8§70, z =1+ 81,y =1+ 28, z =1 —22¢, t & (—0, wjjz=1+4+06,y=1—8Lz=1—4
1§ {~—00, co). 871, 14662 + 408y — 342z — 12204 = 0. 872. 2 ain (# —— a) — y 008 {t? — a) sana-+
o+ 2 — f8in & — 008 & = 0, 878, b) cosy, = kb; ¢) cos d = EYT55 d) cosp, = kYT T of;
pribomk—lﬂfl+a‘+b'.a}|y,=90°. 874, Dotylnica: z = 2+ 4, y=—2—4 2=2+ 2,
_nnnniluvimwim:a:-—y+2=-—ﬂ—0.hinormﬂn:z-E-——i,y-—-E—t,:—&ukuhﬁmh
rovina: z +y =0, hlavnd norméla: x = 2 + f, ¥ = —2—1, z = 2—#, rektifikadné rovina:
z—y—z—2=0. 875, Dotyénica: z = 14+ 2, y=14+¢ 2=1-+3 normalové rovina:
h+y+3:—ﬂ=-ﬂ,bi.nnrmih:u—1+#.y—1—3i.=—l—t, odkulaénéd rovina: 3z —
-—Sy—z-q-l—ﬂ,hlswinormﬂn:x-1+H¢.y-l+llt.s-1—m,mkﬁﬂkﬂnﬁmvinm
$z + lly — 92— 10 = 0. 876, ]Joty&niu:x=l+l.y-l,z=-m‘s-l-l,num&luvﬁmvim.:
2z + 2:»—1:——3mﬂ.binortnﬂ&:::l+t.y—l,s-.n12—t.nulmlnﬁuimvim:93—-zs—
w24 mw=0, hlavné norméla: 2 =1, y =1+ 2= n/, rekiifikatnd rovine y—1 = 0.
877. Dotylnica: z = ¢, y = 0, z = b, normélové rovina: x 4 bz = 0, binormala: 2 = —bi,

-
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“ - 0,2 = ¢, oskuls’né rovina: bz —z = 0, hlavné norméla: © = 0,y = (—b2—1), 2 = O, roktifi-
hhimvins:y:ﬂ.Si&Dotyﬁninus-a,y-:.s-t.pormﬂnvirovina:y+s—0,hinormﬂn:
:-u,yanl,tna-t.oukuhhﬂrom:y-—:-ﬂ,hhminormﬁh:::-‘a+t.y-ﬁ,:-0.
rektifikas 16 rovine 2z —a = 0, Sﬂ.-r'-l.pst,v:j.ﬂ&&1=—{3}ﬂmﬁ+[Bfﬁlninij—
—(4/5) k, B = (4/5) ooa tl — (4]} ein ¢ j — (3/5):k, v = gin i + cos tf. BBL. ¥ = (2a%% + 274 —
—atk)[(2 + oY), B = (2a%Y — oY + 2Ak)(dar + aY), v = (et =21+ 2atzd] + Zatrik/
(22t + o%). 888. 6 = 1 — b y = 1 —1 --2-44;=+_y+a—m=n.sss.c-z+zl-‘3¢.
ywelT+ts=s—2)32)i+y—2)i=0 886, 2 =14 126, y = 8—df z =4+
4 3t; 122 —4y + 32— 12 = 0. 884 z = xy— 2y Sy = Yy + 29(2xp — @) b £ = 2o + GYFS
-2+l.H-Bi.ﬂz—-ﬁy-l-2:—-13—0;:=ﬂ+9¢..9‘=-9--&,=-'II+2t.5“-9‘h:-—1’59+ '
+3!:-}-25-0;#—I+ﬂrﬂ.y-3—75#.2-4+32Lﬂﬂl.Dnl.yﬁmica:s—2+t.§=4+
+ &, ¢ = 4+ 2t nmﬂuvimvint;x+ly+2=—2$—o,binwmﬂa:=-2-—-—2¢,y=4.
s-i+t.oukuhénimvinmh—:-ﬂ.hlwnimrmﬂu:s=2+u.y-4—m.s={+8t.
rektifikadnd rovina: 4z — 5y + 8z -— 20 = 0..892. Dotyénica: z =1+ 2, y=1, 2= 2—%
mﬂnﬁmﬁnl:h—s-ﬂ.himrmﬂa:r-l.y=l+:,s-z.mku]ﬂnd.mhn:y—l-0.
Hlﬂmﬂm:-l-lfi,f-l;r-!+2t,rektiﬂk&ﬁnﬂmvhll:x+2=—§—ﬂ.Gﬂi-Do-
tylnica: g == lgl-h,y-l+l,s-l+#.normﬂoﬂmvinn:h+y+k—-'!-= 0, binormala:
l-l+ﬂ,y-l—al.|:—l—t.ocbalu&ntrovinn:ﬁz—ﬂy—-s+3-0,h£mmﬁnormﬂm
=143 y=1+4+28, 2= 1 — 224, rektifikaimb.rovina: 3lx 4+ 26y — 22z — 35 = 0.

5,10, Erivoat s torsia priestorovej krivky

894, 2j{1 + a%). 895, 0. 896. |/2/3. 897, |/Zje + 1jo)t. 896. 2 Vo121 Y21, 899, —1. 900, 101/12.
POL. k = x = JEAU + 1)L 902, & = aj(a® + b%), x = bj(a’ + bY). VOB, k = x = 1/(2a cosh? 1).
904, k — 6/20 %in 3, x — —8/266in 2. P06, k = 1/Sawin (42), = —1/Basin (¢/2). B10. 1/9.
P1L. (a + B Mj(a + b + 25)3. 912. LB 918, P, : k= 1/a, x = 3jda; Py: k= V5ia, % = 0.
ik t = —), p——]f"ﬁ. v =20 920, r" = —xT + x'v + i, ¢ = —3xn't + (8 — 2 —
— nk¥) v £ (2¢'k 4 k') B, 921 k = x = af(2a% -+ aY). 922. k = cos s, % =minas 928 k= x =

= 0 VT(4a® -+ #%). 924, r = (ofa) tg [b(t —&)/c].(ak + b—sindl + coat])] -+ btk — (/a) {oos 11 +
+ sin tf). $26. Rovinné krivky v rovindch rovnobetnych 8 R,,,r = a . [{co8 ¢ — (ty — 1) 8in £]F +
+ afsint 4 ( — ¢y oos i] ] + bk 927.¢ = glay I + wis)j + acotg ak, @ = afsin &, kde a je uhol,
ktor§ zviers priamla ¢ = { . cotg a, ktord vznikne rozvinutim krivky K do roviny R; .. 928.a)
Skrutkovica: r = a(cos @f 4 sin @J) + o tg «k; b) valoove-kutelova gkrutkovica: r =
w e™¢[a oo @i + asin @] + bk].ab je konitanta. A28, k = a ain® af(a® + b gin® o), x = ktg a;
pre & = n/4 hyperbolickd akrutkovios. 980, & = VYR — 8, x = of | BF — cieb. 984, 8 — 2 —
—2 = 0, (z— 22/15) + (y + 10/3)° + (z — 12{5)% = 343/45. 936. 4z — by — 32 = 0, (32 —
— 14V + By — 14/)2) 4 02t = 628/4.

2,11, Plocha a je] rovnice

989. riu, v) = @(u) cos vl + p(u) ain v + wlu) k. 940, riu, ¢) = Roosu.coavl 4+ B ocoa u.
.uin v] + Reinuk. #4L r{u,u}-umu.mﬁ+qoo¢u.linvj+nainuk. 242, r(u, v) =
w asnh u . 008 v 4 o sinh u . ain v} + c cosh uk. 948, F(i, v) = o cosh u . cos vi + o cosh u.
. sin v] + cosh uk: #4. r{t, v) = ucosvl + usinv) + u'k. 945. rlu, v) = @ cosof + usinvf =
+ kuk. 946. .r[u.v}-bmnhtufb}.md-ln-buo-h(u,'b].linvj+uk. 947, riu,v) = asinu .
.oos vl + o ginu.sinv) + [alntg (w2} + aconu] k. 948. a) 2t 4y = fHz); b) N + 3 =
= gMz); 0) b 4 2 = pi{y); d) F(ad + ¢* + 2% o2+ by +c7) = 0. M8 et + (Y + NP =
= 1. 950, (2% + M)ja® — 1% = 1. 961, y + & = 2pz. PR (2 4 y*) 4p? — 28 = 0. 958.
% — krivky merididny, sinusoidy; v — krivky kruinice. 964, u— krivky, v — krivky sl priamky
jednodieinshe hyperboloidu. 966. r(, v) = a 008 4 . 0oa vl 4 b sin u . coa v] + ¢ &in vk, 956
a}ﬁ.ﬂ.ﬂ]=¢m{u+u]l+ndn{u+u}j+hk;b]r(u.u}==umul+n-i.nw,l+{hu+v‘.ll:;
o]r{-,u]—a_ou{u+u l+n_|in{u+u}j+h{u—-v]t: d) #(u, v} = o cos vl + asin vf +
+uk. 967 V2 + Fy+ Ve = Va. 988,220 4 y*A 4 o8 = adA. 950, 2¥o' + yhO! + #Hfef = L.

14 Zblerka tloh
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980, z = ucosv, y = usinv, z = 4jcos v. WL £, v) = [(u + o)1 - (v —u}j + 2uvk)/}Z.
982, rlu,v) =ucoaei + u sin ¥} + bok. 963, rlu, v) 5 el + ylu) j + vk, 984, r{u, v) =
={zo + vl@lt) —z |} | + {yo + t[p(1) — o)} ] -+ 2o{1 —v) k. 966,237 4 28— g81%(1 — z)37 =
= 0. 988, r{u, v} = @(u) cos vi + sin vj + [plw) + avl k, kde r = @(u)l -+ p(u)§ je rovnica
krivky K. 987. rlu, ¢) = wcos vl + usin vj ++ avk. 988, r(v, v) = u cos vi + ugin of + flv) k.
260, Hyperbolicky paraboloid: dxz — ayz 4 gz — py = 0. 970. Skrutkové plocha: 2 =
= b arotg (y/z). 971. w = r@) + a{(r*/l #* 1) . cos @ 4 [F'(8) X r"(8)]]] #*(s) X #7(s)| . 5in a}.

3,12, Dotykovi rovina a normila k ploche

BT O = {0, 0, 0) kénicky bod. 978. 0 = (0, 0, 0} kénicky bod. 074, V' = (—4, 0, —2) kénicky
bod. 075. Singuldrne body letia na prismke x = 1, 2 = 1. 076, O = (0, 0, 0) izolovany bod.
977, 0 = (0, 0, 0) kénicky bod. 979, a¥(du?® - cos® u dv?). 980, &9 du? + dod. 981, (L + k) dut 4+
+ utde. 982, (1 + fA0)] et + v dut, 988, (1 -+ %) da? + 2pgdxdy + (1 + ¢)dyd, p = 2.,
¢ = z,. 984, sinh uy — sinh u,. 986, cos & = 62 |V + |63 1 F + 038 — const, 987. Bx -
—3y +2—2=0 0882+ y—zff £ 2=0 08 5y 2= 0 M. y—zsinh ]
+ sinh 1 —cosh 1 =0. 991, (z + 1)/9 = (y — 3))¢-3) = (z + 9), Or— 3y + z + 27 = 0.
92 (z—2)/8 = (y — NI(—1) = (z - 0/(—10), Bz —y— 10z + 27 = 0. 998, (z— 1) =
=y 0= (—1zt+z2—2=0 W (z—1)=(y—1) =(z— =1}, 2z -+ y —z —
—1e=0. 996 (x—Ld=(y—12=(z—2)(—1), da+2y—z—4 =0, 998 (x—1) =
=y—D—) ==z —y+2—m2=0 997 (r—r).ro=0 X =M + ry.
898, receu f yeinu—a =0, X = M + (cosui + sinuj)t. 999, Zeoswein o - yein .
cvina—zeosa = 0, X = M 4 (cos « sin @i - sin u #in o) — cos ak) & 1000, [z — (& +
G boosu)cosv]. cosucesv & [y — (o -} b cos u) sin ¢] cos u gin v + (z—beinu)sinu = 0,
X =M + (coe ucos vl + cos usin 2] + sin uk)t. 1001, zf'(u) cos v + yf(u) sin v — 2 — uf'{u) +
+ flu) = 0, (x — u com v)[f{u)’ conv = (% — u 8in o)ff(u) sin v = [z — flu)]}(—1). 1002, zxy/a? —

Wbt = 2z + 2) alz — mp)fbry = —bly — yylfay, = (z — 25)/(—2ab). 1008, zsinu —

—ycosu + vzla—uw =0, X = M + (asin ul — acos u) + vk)e. 1004, r+y+z-—3=0
1006. 2 = 0, = + y—z = 2. 1006. T2 — 3y — 4z = 0. 1008, Priamky z = z,; y = azfx,;
¥ =¥, T =azly,. 1008, Hyperbolicky paraboloid. 1019, {(mx -+ Iy} 4 {Iz — nx)® + (ny —
——meb = D 4 omt 4 nd). 1080, (z + 4y + 92)° = 14(a% 4 497 4+ 922 — 1). 1021, 2(ad/p +
+ ¥¥e — 20) — (=B + ylg— 12 = 0. 1082, (22 + 45 + B = a¥a? & By + %0 1028, (2P 4
+f+z‘}:-u‘:':|:b'f—c‘z'. 1024, 2% 4+ 4° + 2 = c[arctg (y/v) — =j2]=. 1026, = + * +

+z‘=3¢1’#;

8,18, Erivost krivky na ploche. Krivost ploehy

1026. 1/)/5. 1080. YA 73Ry, 1031, 1/2r, r jo polomer valca. 1088, —a(du? + coshyded).
1084, 2dudvju. 1085. a(—ocotg udu® + sin u . cos u de?). 1088. [(¢°f" — [*g") du? + Jo'de®)y
(VA g% 1082, (f7, da? + 217, da dy + £, dy®)V T + 78 + 752, 1088, 2m de dy/VT + mi@99).
1089, ky = —ky = 1/5. 1080, k, = 4/3, ky = 4/0. 1041 k, = 1, by = /4. 1043, &, = 2,
ky = 8. 1043, &y = —9/2, ky = 9/2. 1044. ), |. 1045, ky = m(zo + [T + e ky = (@ —
—Vm* F2ia, kde md = i + 25 + o7, 1028, k, = 3 J/2)4, k, = L. 1047, E, = —V2 & =0
1050. k, = 35|/26/676, k, = 11/676. 1051 k, = &, = 1ja, k, = 1/a, k, — 1/a®. 1058. ky = —k,,
k=0, k, = —1/a* cos® (ufa). 1066. k, = 2(f' + 2/ W] + 4uf 3P, ky = (1 -+ dufHin,
k, = 20uf" + 2uf® + (L + dufPPB, ko= 400 + 2uf (1 + 4ufB, kde u = ot + yh.
1086, &y = —k, = af(a® + u?), k, = 0, k, = —a?/(a? + u3. 1057, &, = (@® + % + o — 2% —
— ¥ — 220Nzt ot + P02, k, = 1ja%Madjat + yHBh L 2AAR. 1088 k, —
=—z/lzd + y* + 109, k, = —1f{2* + ¢* + 1). 1069, &, = 0, k, = —a'. 108L k, = (k} -+ K'}PA.
1082, a) Eliptické; b) hyperbolicks; c) eliptické; d) oliptioké; e) hyperbolioké; f) parabolicks;
g) parabolické; h) parabolické; i} parabolicks (vrohol je singuldrny bod). 1088. Elipticks, okrem
bodov ns osi o, (singuldrne). 1088. A = (0, 1, 0) je singulérny bod; pre # > 1 eliptické body
pre z < 1 hyperbolické body. 1087, Body krutnice 2% + y? = b, 2 = {4 s parabolické body;
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oliptické body pre g(z, 0) > a* + 0% hyperbolické body pre (@ 0) < a® + . 1088.

©, VP —@, (g — ¢*)/2g). 1089, -+ a [{a' —BW)j(@® — o), 0, & ¢ |(BT —cM)j(a¥ — c%). 1070.
Body, ktoré opfdu vreholy ainusoidy.

4. Diterencidélne rovnice

4,1. Zikladné pojmy a flohy vedice na diferenciblne rovnice

1071. a} 4no; b) 4no; ¢) éno; d) 4no. 1080, y™ + 2y’ = y. 1081 ¢’ + yjz = 2. 1082, 3" = 0.
1088, (z-— 1) ¢y’ +y = 0. 1084, 3" — 6y" + 1y’ — 6y = 0. 1083, ' = yliny’. 1086,
¢ = dylay’ — 2y). 1087, y = ay' — [T+ g% 1088, y(l + yMarotgy’ —y' = =. 1089, = +
+yy =0, 1080, y* 4+ y=0. 1001 ayy + 2y —yy = 0. 1092, y” + By” + B¢ +
+y =0 1098 zly”— 22y’ + 2y = 0. 1094, (1 + ¥} y" — 3y’y™ = 0. 1006, a) cos 2 — sin z;
b) neexistuje; ) a sin x; d) neexistuje. 1097, mv’ = —kv%, kde m je hmota telesa, ¢ jsho rfchloat
& k koeficient dmernosti odporu prostredie. 1088, y* = [M(z)/EJ] (1 + y*P* "%, kde y je priehyb,
M(x) chybovy moment v priereze z, £ modul prunosti v fahu, J moment zotrveénosti prierezu
vzhladom ne neutrdlnu os nosnika. 1009, T° = (kfme) (T — T}, T(ty) = Ty, kde k je konstante
umernosati. 1100, n’ 4 an® = ¢, kde « jo koeficient imernosti rekombinovangch iénov so ¥vorcom
ich celkového podtu. 1101, L4* + Ri’ + /0 = F w cos wt, kde ¢ je prid v okrubu.

. 4,2, Diferenefilna rovnica prvého ridu

1118, Celd rovina okrem priamky z == 0. 1117, Celéd rovina. 1118. Celd rovina. 1119, Pol-
rovina y > z. 1120, Celé rovina okrem priamok y = 0, # = 1, # = —I. 1121, Celd rovina.
1122, Cold rovina okrem priamky y = 0. 1128, y,(x) = 2*/3 + /63 + 222 079 + #'5/69 6335.
1186, yy(z) = 236 + /11 . 10% 4 217187 . 10° 4+ «3%/11 132 . 104 1127, y,(z) = 1 4 =3/3
+ (@302 + ... 4 (23)kl 1128 x| < 1/4.

4,8. Diferenciilna rovnics so separovanfmi a separovatelnfmi premennymi

1129, 22 + ¥ = 1n Oz 0> 0, =z # 0. 1180, y = (C—=x){(1 + Cxz). 118L y'= — log;, (€ —

a
— 109 1182, y=}YT T3z —2z 1188 I+ 2+ )i+ =0 1188 y=
- Vl _(_:._vm)', —1Zrs] 1185y =Co. 1186, y—2 = Ce*(y—1), y = 1.

1187. y = C oM, 1188, y = 11 —C z). 1180 In|y/ly+ 1| =2*2 + 2+ C, y =0,
y=—1 1140, 231 + ) =C, C # 0. 1ML z—y + O =In[y’(a + x)°], y = 0. 1142,y =
—Ce Ty 1148, y + arctgy =2 + In|z| + C. 1144 y = a tg (C — Jaz — 232).

A —
e LS

tgiolnlxz| 4 O pre b = —1, = 3 0.

11456, Ak b je celé &fslo, y = { Ale b nie jo celé Salo,

g = tg(—“— z°'1+c), 23>0 1146, y = C |ginz | —a, z % (2k + 1) /2, kde k je celé

B4+ 1
dislo, 1147, cosz 0= ¥ = O, y % (2k + 1) m[2, & jo celé &slo. 1148, y = 4 arctg O(e™ 2N,
M4, y = —In(l —Ce?), 1 —Ce” > 0. 1150 o* + 6+ = C. 1151 * = 2 [In(l + &) + Cl.

1152, y = km, &k jo colé éislo; 2 % In2, tgy = C|2—e*# =0 1188 y ="z + 1) e™"
1164, 2(2* —®) + (! — ¢+ 6 = 0. 1186 y = (1 + 2}(1 — =), z # —1, 1168. y =
= VT + e + VT F ). 167 y = 1,z # 0. 1168, y = arctg (1 — 2/z} + 2x. 1169, y =
— aresin . (/32 — 1/z) + 67 1160. y — _;- arctg (l’f + arotg z) + %. 1181, (z — y)* -+

+ 2x = C. 1162 cntg"';”’-zq-c. 1168. z 4+ 2y 4 3ln | 2¢ + By — 7| = C. 1184,

Viz T 2y + 1 —2In(Vaz 4 2y — 1 + 2) = = + C. 1188.8) Ak zy > 0, potom y = -+
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Ak xy < 0. potom y = —z + O; b) Ak £+ y>0 potom y =2 + (. Ak = + y < 0, po-
tnmym—-x-l-o;e];lkmao.y:‘-o,pntumy=-3+a..&kz-::l}.y:»o, potom y = C,

1188. a) Ak z -y = 0, potom y = Ce* 4 1 —z, 0 # O, Akz + y < 0, potom y = Co—"+
+1—a bl Ak2y 2 0, potom y = Ce”'d Akay < 0, potom y = 0 o—*'R. 1167 y = O e/
C# 0. 1188 3 = 2p(x + C), yy’' > 0; y* = —2p(z + O), ' < 0. 1189, (C — z)* + 3 = ab.
170, y = €, C # 0. 1171, Trakirisa,aln{a + |a¥— 8 T V¥ —gt =z + C. 1172, 2~y =
= C. 178, g(l 3 008 @) = C. 1174, &{t) = kPP + g, 1176, 23a. 1176. 6,48 min. 1177, T =
= 42 min; T = ld)dj3uz |Zg. 1179, 1,9 %. 1180. 975 . 10° rokov.

4,4. Homogéuna difsrenctiina rovnica 1. rédn

11812} 1;b) 0;0) 2; d) 1;6) 3/2;£) 2. 1188, 22 — 22y —y* = O, 5 + yo 0.1188.y = zln x| +
+ Cz, z # 0. 1184, 4 2xy = C. 1485. y = C o=, 1188. (x —y).o*/ =¥ = Q. 1187. =
=2'Inz"+ Ca" 1188, y = ztg(lniz| -+ O} 1188, 2% 4 y' = Cy. 1190. 32* 4 82y 4 Gt d=
=C. 1181, 2y 4 29" = C. 1192002 = y + |22 + ¥*. 1198, y = —1n (In Cz). 1194.cotg In [ =fy,
¥ = zokn 1196, y - ze'+¢%, 1198, y — z (1 + arctg Cu). 1187, & — y cos (y/z)} +
+ 2y’ 008 (yjz) = 0. 1188. 2% - Joy + ' +y=C. 1199, ln |6z — 5y + 8| + 1624 10y = O,
bz — by + 3 = 0. 1200, (y-~2+ 1)¥(y + 2 — 1) = C. 1201, (y — 2 — 2)~ (by + = + 2) =
= C. 1202 sinliy -— 2e)/iz 4 1)] = Olz 4 1). 1208, In[(z + y)f(z + 3)] = 1 + Cf= + y)-
1204, =2 — ¥ =0 12056, #%/2y7 = Iny. 1206, In(z® -+ ) = x} arctg {y/r). 1207,
2+ yiinlr =0, y =0, 1208, ry -—!f —2, 1 — a2y = Um‘}ﬂ +n§r‘]. l!ﬂg{ L} armii’i,y:flm‘i} =
=1nCa%, gt = p¥, 1212 2% g2 = Or, 1213, y = Ofa? + y2). 1214, 2% + g — Oz, 2% —
=020y wy = C. 1208, y = Cx —x in | 2 |.
1218. Rotaény paraboloid, ruz je parabola y® = 20z 4 (2,

.4.5. Lincéres difzroncliloa rovnics prydho rédu. Bernoulliho diferenciflna rovalea

217 aly~—vells Bjy=cleosz. el y=ce == ) y=ce 21, 1218, y = 2/3 —
- W8 Sen 1218,y o™l cot E2R0. y e I 4 co-7ta. 1281, ¢ = cxt— 2 —
= U2 1R y = 24 4oz, 1228, y = (c—In]z )z, 1224, y=a + o |/ — 0. 1285, y =
= fe 4+ ¢j{l 4 x%¥). 1286, y = (x + Vl + %) (aarcsinz + ¢). 1227, y = o L cor®i, 1998,
y=cln'z—Inz 1229, {z - 1)y = sinz — (z + 1) .coax + o 1230, y = z%gin ¢ 4 cad.
1281, y == 1 4 ccos®x. 1282. y = 2*/4 4 ceinz. 1283, y=rco ¥ Larctgx— 1. 1284, y=
= [c-—-—mz],’V! + x%. 1285, y = {2];’.?.;? + ¢) arctg 2. 1286, y = 1. 1287, y = (e~* +
+eodx 4 am z)/2. 1288, y = (22 — sin 2z + 4 — w)fd Bin x. 1289, y = sin 2= + itz
1280. z = y* 4- oy, y = 0. 1241, x = y¥(1 J colfs), ¥y = 0, 1842, = = o* + co~¥, 1248, » —
e=2lny—y+ 1+ y=0. 1244 = = yln (yjc). 1245, zy = a® + ey, 1246, a) 87,37 °C,
b} 120 *C. I!f?. f=URYi—e~™1), 1248. i = 0,6 A. 1249, 9,03 A. 12560, y¥(c H‘.-{- 1)=1.
1258 [y = of T—a? — (1 —2%)3. 1252, y* = 2h(2o* + ), y = 0. 1268 y = 2/x(c—
—Inx). 1254, y = (ce® —2%3)%,y = 0. 1255, y = 2/{c o* — gin # — cow ), ¥ = 0. 12466,
y?=ccos’z—Bsinz.cos’z, y= 0. 1267. 16y® = ce'*—dx— 5. 1268, y* = —z Inwx + ez
1260, y = (c + 24 o%". 1260, zy(c — Indy) = 1. 1265 y — |2V 1 —o% — a8 — 1, 1262.
¥+ 7+ ay = 0. 1263, y* = daz -+ 4a¥(l — o). 1264, i = |/1,I(6t + -5 — 1), te (0, 2).

4,6, Rieccatiko diferenciilng rovnica

1265, y = o + 2 + 4/(Cet*—1). 1266, y = | 4 1f(—a |2] + C|x|), C # 0. 1267, y =

=2 4 1} 4 o). 1268, y = 5).12@.;,__""'_"‘L 1270, y = o* +

1 1
3 (o +Injz| 2 z(z+ C )
g C08 . o COBNT -1

— a0 > 0, z ¥ 0. 1278, y = [cotg (1fz + C))jz*—1jz, = # 0. 1274, y-[a(c_'a-"’"' +

+ D3R 4 218 o™ 87" (8238 — 21 3], & 5 0. 1275, y = af(—a/5 + Cz %), = # 0.
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1276, y = (224 — 20)[(s* 4 C2), 2= 0. 1277y = tg (42 4 O) + 282, —Cfd —n8 Sz = —
—Cl4 4 w/8. 1278, y = #){—7 + u), e (2 + v), u = tfl—3 + @), @ =1 + 2hz =
= Viftg (O — Vi), ¢ = 2}z 1270, y = 2% + 1/0™4, O # 0

4,7, Diteremcikine rovnice tvara x = f(y'), y = g{y'), Clalrotova diferenclhlan rovniea,
Lagrange—d’Alembertova diferenciilne rovnioa

1880, z = p + o7, y = (3p - 2p% + C)/4. 1281 =z = * 5+ 7, gy = 342 4 2t 4 O, 1282
¥+ 0w fo—ab + arcsin |/z. 1988. 2% + (y — P =o' 1984 y 4+ ¢ =In(z + VA1)
1885, xz = pEin p, y = pPsinp + pooap—ginp + ¢, 1 20 w21 1286 2 = I/p.+ Inp,
y=p—Inp+ C. 1287 2 =2p —8p" + 0, y=p*—2p": 4 = 0. 1288, 5 + ¢ = coB p -+
+Intg(p/2), y=sinp; y=0. 1880. s =Inp + 1/p+ C, y == ¢ — In p. 1200 x =8 4 C,
y=(p—Derigm—1 180 2= 2 2|1+ P —In(JpiF L1 414+ Cy=—p+ald+1;
y=0. 1202, y = Oz — 40", y = 2/16. 1298, y = Cr + C 4y = —2° 1204 y = Oz + O,

y——h?ﬁfﬂ. 1296, y = Oz + 2 —0; 2y = 1. 1298 y—G:—uFi+a.s’+g'-n'.
1297, g = Oz + 1/200, y = 8298/2. 1298, y = Oz + cos €, = zeresin x + |1 — 25, 1298,
y=0z+C+e% yg=(z+1)In{—~l—a)—z—1 180 y=Cr—InC, y=lnz<+ 1
1801, y = Oz — O3, 9y* = 42, 1808, 20Ny — Oz) = 1, 8y = 277", 1303, x = 2p/3 + Op—1%,
y = P}[3 —Cpif. 1804 o = O[p* —1fp%, y = 20[p—1jp*. 1305 4 =1C + V= + 1)% y = 0.
1808, z = 2(1 —p) + Co~?, y = 2—p* + Co-*(I'+ p). 180% = =23p* 4+ Spln[(p — )/ip +
+ 014+ 0p, y=27+0p"2 + 3p+ (3 + 1)2)In | (B~ I}ip+ DI+ C/H y=2 + 2
= 2(C + Inp)fp + 1/p* 1810, y = 2JCr + O y = —=. 1811 z=(1f2pIntp + V1 4+ p*|—
—ofTHF P+ Cy = 2pa+ [T+ 25 1812 o* + * = (202 + O(& — 1),k k % 1;2* +
+13® = Oz, ak k = 1. 1818, (y — z — 2a)% = Baz. 1814, 28 4+ 3% = g3/, 1815, Kruznics,
olipes, hyperbola. 1818. y* 4 16z = 0. 1817. = = p(p* + 2yl (¥ + A%, y = A} + D
== pJ(7* + 1P, y = (2p* + 1V (F ¥ IP. 1818. 2 = Clcos ¢ + b (15 (g DM, y = Csingp.
(tg {p/2)F . b = +alv,, kde v, je rychlost zvuku v nepohybliven. prostred.

4,8, Trajekibrie

1819, y = oz, z = 0. 1820, 227 4 33 == oI, 1821, 2% — ¢ == . 1822 2* + Sy* = c. 1828,
y=co ™, 1884 (2 —dy —B)e¥i2=10¢c 1825 2* + ' + oy = 0. 1828 y' = oz, =z = 0.
1827. 9lny = 4lncr. 1828, y* =2z 4 ¢ 1820, 3z = ¢}y | — y* o = O 1880 (2® 4 y¥F —
— oy = 0, 1881, 2% 1 = (227 + 1). 1888, p = cJfuin g 1888, 2 = o(1:4:2-3/3 cost).
ltg @272, g = o min e [tg (52752 1884, 23 4 9 — oz + ot = 0 1886, (2 — 1) +
+ {y — 2)* = ¢. 1888. Krivky lefiace na valcoch 231 + miy®) = ¢ alebo ¥3(1 + mizd) = ¢,
1887, xcosh? = ¢ + a{tcosh¢—psinh(); ycosht = csinh + a. X888, z = 24 ¢ elh t — cos §)—
— (o 4 cjcost, y = 2alsini + fooet) — (s + c)eint 1889 p = ce¥” kdeo m = tgp.
1M0. g =cor. 1842 (z + Yty —22)' =cly — 2 y = = 1848 ¢! = s + y); ¥ = —=.
1844 @ = c. 1845, g = cfl -+ cos (2¢ — 26)}. 1848, g = ¢e™ /2 ;2 = ¢ 1347.2 =acos y,
y=acomlz=1 x =acosl, Yy =aeint z=c 1348, cotg (m/4 — B2} = ce™

4,9, Diferenciilne rovniece vylilich ridov. Znifenie ridu diferenciflue] rovolee

1849, y = 2 + In (2] + Cix + Cy. 1860, y = 238 —ain z + Cyz + Cy. 1861 y =
=lnlsinz|+02* + O + Oy, sinx = 0. 1852, y = (2*In|z )} + C42* + Cu? + Cwr + O
1858 ;r-ﬂ'ﬂ#_!a"ﬂ!—{e"—l}fﬁ]- 1884, y-:;_' fiim_’_:._‘e«+cr,:~m+c,xl+
+ 0z 4 O, 1866y =210 42+ 2. 1868, y = —aln|z| + 28— 1. 1867 o = ot + ¢,
¥ = (42— 8/4) &% + (#/2—1 4 Cy) o -+ B[6 4 Cyt + Cy. 1868, x = sint, y = /4 + (19sin2e)]
198 — (¢ cos 21)/8 — (con 21)/82 — (C, cos )[4 + (sin 4)/192 + O, sint + C,. 1859, y = 1 -+
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-l-Ulin{O‘.:F#]. 1880. u"lin'[ﬂlxq-{?d:::ﬂﬂ:, u'.inh"{ﬂlm+ﬂ']-30:,|a'gs+ﬂ)l= @,
1881, y = C, tg{Cyz + Cy), 90 — =) = 1, In |y — Oy + 0)) | = 20z + 0y, ¥y = o,

mw-ﬂg+e|ln|!+=|+!n1ﬂ—ﬂitl, s‘—y’-l-l-—ﬂl. l“‘-:—ﬂ'—Th"-l-

+ %4 4 Cy. 1884, In |In | Cyy || = 4z + C,. 1865, 20y — 1P = 30z + C,. 1886
1870 y = C,a%2 + Oy, 1871 y = oA/8 + Cy2%j2 + C,. 1878 § = O@¥2 + (O — CD 2 + Gy
1878, y= (14 OO in(l + C2) —aj0 + 0y, O # 0. 1874y = GL(w_F‘.) o0ty g,

G, # 0. 1875 yOF = (O + 1) rotg Oz — Oz + Cy, y = k2t + O, kde & jo celé Halo.
1878, y — —z — (ain 22)/2 + O, sinz + C,. 1897, z = C;p + 3p*, v = 12 pN5 4 5 C,rtld +
+C'H6 + Cyy y = C. 1878, y = —1/2z — O, In| z | + Cy + Oy. 1870,y = (/6 + C +
+ Cy. 1880, y = Cpa¥(120 — =*/120, + Cyti2 + O + O, Oy # 0. 1881 y = (0 + =)%3 +
4+C, 1882, y = —cos (O + 2) + Cy. 1888, (z— O + (y — Cy) = 1. 1884, 22 = C; +
4 Cy(2—sin ),y = 4 — O, sin?4. 1885, y = 0, " + Opx + Oy, O # 0. 1888 y = (0, —
— )l (C,—zx}— (6, —2) + Oz + Cp, € # 2,9 = Oz + . 188% y = cos (C —2) +
+ Cyz + O,. 1888. Ak C, #% 0, potom y-ﬂ.ac"’—?'. Ak O, = 0, potom y = Cyz + Oy
1
1889, arctgy = Oz + Cy, € # 0. 1890, Cy — 1 = Gy 0%, y = —a + C, y' = 0. 1801, y=
= 20, [0 dx + C) — 1 1802y = 40,48 (e + Op) 2l |y — Oy + On) | =
‘= O 4 Oy, 9(€— %) = 4, y= 0. 1398, Ak y" >0, y >0, 0> 0, potom y = 0y 09 -+
+0,6 0% 0 4 0. Ak y <0, y <0, 0> 0, potom y = G, cos Oz + Oy 6in 07, Oy # 0,
y=Cz+Cp 1804, y= + Y0z + O, + Cz + Cy, C ¥ 08 Cx+ 0, 20. 1888, y = C,
Y(Cy— Cy) = T, C, # 0. 1896, y = VCroos (z + ). 1897, 20, Cyy = Oh 12 2+ [z ft-en.
1898, ln'ly|=G'1[x'+=r]f‘_l+z'+ln'[m+'l('l+x'!]+ﬂ,.0,‘}ﬂ.lﬂf.IyIO:'*'l-0.(3—
—1C) .1z + C 0ty = C. 1400, 40! = 4= + =(C, In Opx)*. 1401. y = C, | 2 | e~ C1/%,
O, # 0. 1402, 2In0y + Cyfz + /0y, Cy % 0. 1408. y = z(C; wresin (Cyfz)), Cy # 0.
1404. y = zarcain Cpx — Cyz. 1406 y(z + 2) = —a — 6. 1408, y =z 1+ 1, 1407. a) krudni-
es; b) (z — C))% — Cpy* + kC} = 0; ¢} refazovka y = a cosh ({z — z,)/2); kruinica (2 — xg)¥ +

t =ty = 51'-'-4;-1“'-}' Fa o 0 = = De—sing 46y =g (L— cosd
1408, Logaritmické dpirla. 1309, Evolventa krusnice. 1410, Cykloida, 1411. Parabols. 1412. Re-
tazovka y = a cosh [(& + Cy)fa) + Cy. 1413, y = qzi(l —2)Y/24 BJ. 1414 0 = %{a + byg) +

+ %"1.: "_‘%bﬂ 1416, y'(6 —2) = o}/ T + yijo, + = afo(l — v*a"). 1416 y=3In{z +

+ 84 [a¥ 4 16 + 86) + C.

4,10, Linefrne diferenciilne roviice

1417. Nezdvislé. 1418, Zivisls. 1419. Nezdvislé. 1420, Zavislé. 1421. Zavislé. 1422, Nezévialé.
1428. Zhvislé. 1424, Zavislé. 1425, Nezdvislé, 1428, Zvislé. 1427. Nezdvislé. 1428. 0; funkeio #d
linedrne nezévislé; W = 0, z € J je iba nutnd podmienka pre lireirmu zdvislost, 1488, Wi(z) =

= o~ /P92 1480, 4" —y eotgr = 0. 148L(z—1).y —oy +y =0 MEBy" —y=10
1488, 4" + dy = 0. 1484, (2% — 2z 2) y" —2dy" + 22y’ -2y = 0. 1485. ¢" — 2" + y = O.
1487, y = Oy(1 + 1) + Cyl=/2 + 1 —[(z + DIn|z + 1 [}jx). 1488. y = Cylx + Yoy + 1) +
4 Cylz — VAT 1) 1489, y = €, 0 ¥ + Cylda + 1). 1440, y = (Cyo~* + Cyo*)fz. 144l y =
= Oy sinz 4+ C4(2 —sinz . In [(1 + gin #)/{1 — gin z)}. 1448 y = C, tgx + Cy() + = tg z).
1448, y = C, + Cylnz 4 O, 1444, y= 0+ Cye ¥ 1446 y = Cy{l + zln [z} + Cp.
1446, y = Oyz + Cy(l + o [z ). 1447, y = Cy(x* + 1) + Oyl + (2 + 1) oretg 2] 1448,y =
= (6" + Cyd 1440,y = C(2x — 1) + G " + (@ + 1)/2. 1460, y = C12* 4 O4fz + 1) — =
M6l y = 2 + C,2* + C,. 1462 y = Cy{a? + 1)+ Gyixr + 22. 1468 y = Oyf(= + 1) +
+ Oafz —1) 4 2. 1464, y = Cyz + Cpx* + Oy, 1485, y = Opz + Cyo” + Cyo™.
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4,10., 4,11. Diferencidine rovnice ~ . _ LU

4,11, Linehrne diterenclélne rovnios 5 kondtaninfml koeficlontml
1458, y = ¢y e + cye7 ML y = o7+ o e~4*. 1468, y = ¢ + ¢yt i469. y =
= ey 0% & ¢y 62,1460,y = claﬁ-lf'” #2 4. s3I %2 1481, 4 = o 9%(c, + cpz). 1462, y =
= (¢ - Cyz) 093, 1488 ¥ = (0, + o) o* = 1464, y = [¢;6in 4z + c, cos 42, 1485, y —
= (¢, cos 3z + ¢, sin 3z) . 1468 y = o~Mosin (7 #/2) + ¢ cos (FT2/2)]. 1467 y =
- e‘"{alansalfﬁu-i- c,ainavg'x‘j. 1488. y=¢, + ;0" + ¢z 1468y = ¢ + ¢ 8" + ey 087 +
4 e 1470, y = ¢, 6" + go7" + ¢zt + e 17l y=¢, + ¢ o + ot + g e¥ +
4+ ege ™ 1472, y = ¢, + & + ot M Yy = (o + g2} 0F + ey e, 1474 y = ¢ +
+ 0T + Cy o'+ gz 07, 1476, y = (¢ + o + o® + @) 07 1476 y = (¢; + cox cyr?) =T +
(e + cgz) et T, y = ¢ + &2 + c3® + op® + ego” g7 1478. y = ¢, + ez +
+ ot + ¢ + (ogt e + eaf) et 1479 y = & oF + [c; 008 (Y 3x/2) + ¢y 8in (V3 /2y o-e2
1480, y = c, o + (¢ co8 3z + ¢, 8in 3z) e 1481 y = (g, co8z -+ ¢, 8in x] 6" + (e; comz +
+ ¢ min )} 7=, 1482. y = ¢, 0°% + £, 87°F + ¢ 8in A% + ¢, COB AT, 1488, y = ¢, cosx + ¢y sina -
4 cy8in 22 4 cg 008 2z, 1484, y = ¢, + €4 0087 + yEinx + rcoa + Gy BINL 2. 1485. y =
= ¢ cos 2z + ¢ sin 2x + (o; cos = -+ c.ainx]el'h-}-tc,m z+=,sin::}.e"l'3’. 1488, y =
= ¢, 0% L gped* 4 ¢ cos 2z -+ o 8in 2z + (o5 cos Vz_a: -+ ¢y 8in Iﬁ-::] eh:+{c., cos VE-: +
4 ogsin VZx). 0 VT2 1480, y = o 8 £ op o8 +yia) =4 )y =220+ 1) o)y, = Ged;
dyy, = —2xe? o) ¥y, = (x® + 3z} et f) y, = (z® —x)ef’; g) y, = Isinxr + 7 cos 2x;
h) ¥, = (3cosz —einz) &% i) ¥, = —xz 0¥ (B + o~34/06. 1488, y =, + ¢, eitf 4Ly 8) v, =
= —2z; b) y, = 2t + B2® + 2 —8z; ¢} y, = —3en d) y, = xeVP; o) y, = dcosxT —
— Bsinz; ) ¥, = (3 + 172/26) conx + (4z — 54/25) sinz; g) 4 = (3/2) . [oos (42f3) —
— sin (42/9)]; h) y, = ret*® — (3[B) o *8. 148D, y = (o + ) & + yys w) Y = ¥
b} y, = 6-%%; e} y, == (11/188) 2% &*18; d) y, == (1j2) cos (x/3); e) y, = (12 cos 2z — IS5 sin 2x)/
{2738 + (36 cos Bx — 323 sin 22)/211 260; f) yrmrwi—iBefd—id. 1490. y = ¢y COB 2z +
+ eg 8in 27 4 gu; 8) gy = 2wt — Bx? + dx + 3)/8; b) y1 = (x sin 2x)/4; ¢) Y1 = — {cos 3x}/G;
d) y1 = e~22[8; 6) y3 = (3z cos 2z — win 22}/24; f) ¥ = cosh 2z; g} 1 = (1/32 — x/4) cos 2x +
+ (x/8) sin 27; h) w1 = 0,01 e®2[(iz — 1}sin 2z + {7 — 10z) cos 2z]. 1491, ¢ = e¥*(cico8z -+

4 cgsinz) & yy; 8) ¥ =02%: b) y1 = (cosx + minx)/8; ¢) y1 = 2225 + 162/20 + 44/125; d)

#1 = —{e%5 gin 2x)/3; @) y1 = —(e¥¥ cos 2x)/3; ) y1 = (2Peinz 4 zcosx)e¥/d g) y1 = 13/5;
hyy = e 43 ginz + cosx)/240 — zef(conx)i4, 1482. y = c1e% -+ c2 + 2. 1403. y = (& sin# +
4 cacos ) 6 — (sin 2r)/10 + (cos 2z} + 22 + 2 + 1/2. 1484,y = c1 e~ + cp 0% 4+ x 62%/5
6 1/36. 1495. y = o10~* + cave—F -+ xle~%/2 | oFf4. 1486, y = c1 008 2% + 2 sin 2 —
— 8in 3z — {008 32){5 — (r cos 2z)/4. 1487, y = ¢; 62% -1 £2 83% 4 @n%(n3— bn + 6), sk n # 2,
n# 3. 1498,y = ¢y 6% +ego-F — 0,6 — 0,1 cos 2, 1499, y = c1 0% | cp a3 — 18 4 (Bsindx —
— 19 cos 42)/3 400 4+ (7 cos 2z — 4 gin 2x)/130. 1500. y = e~F(cy + car + 2212} — 1. 1501, y =
= €187 + [cgcon l\/ﬁﬁ.‘ﬂ} o~ 4 gy min :Jixw]] e=xft — g8 — 5. 1502.y = ¢y + (easin 2z | ey cos
2zje—= + 2210 — 2ic/25, 1583,y = e16°F Legrod L epr? e F faFooax. 1504y = 1 + 02 sin
x4 czcosz — (esin )2 4 3¢ (sin x4 — Bcos z)/4, 1505. y =y + c2x - tacosx + casin
o 4 723[6 -+ 3x(sin x)/2. 1508. y = ¢1 -+ cax -+ e3x? 4 cpeF - (4 coadxr — em 40)/1 088.1507. y =
= ¢ 4+ 6T 4 (g + ¢z + x¥2)e* + 122 + 30 + 22 4 2520, 1608 y = ¢y cos e i e BiN 22 4
+ (og -+ egp) o + (8inx)j6 + 2o 1608, y = ¢ €7 + et oy sin x 4 ¢ cosx  {£¥—
— 3x) 0*[8 — (mein z)j/4. 1810, y = c@? + o + €5 + g 008 2 + oy sinw + +8/60 — z®/2. 1611,
y=c, 0" 4 0 i (e42) [ (era) dz — [07%/2) [lermde 1812 y= (e, + gz) 6 + Lz
1518, y = (zln |z + ez + g)e®. 1Bl y =, 0 +gge* + 1 +re* = (e . In(l —
—a-%). 1516, y = {r, + In|sinz|)sinz + (g -—=x)ecosx 1516, y = ¢ vos 2z ¢, 8in 22
+ {1/4) cos 2z . In | cos 2x | 4 (1/2) sin 22, 1617, 4 = ¢, coax + ey 8ine + coso . In tg (@2} ] +
+ 2. 1618, y = ¢ + 0@ + ¢y 4 Inw 161D, g = ¢ b 6 + et oo + F; 1521, v =
= 2 sin (z/2) — 6 cos {z/2). 1622, y = (sinh z}/sinh 1 — 2z. 1528, y = cosx + (Bin x —x co8 #H2.
1524, y — (58 62 — 81 a2 L 180° + Bz + 6)/36. 1526, y = 2 + o~*. 1626, ¥ = o + % 1527
¥ = 0=% + &~*/2 [eas (V?a:ﬂ} + 3-1% gin (PT::_-’E}] 4 x-—2. 1528, w = {coshz.siny —ainhx .
. cos /2. 1629, y = (56% — o354, 1580, y = 4 —3o-% | e 1681 Vitke y = h—gtik +
+ g{l — o= /K%, 1682, w == 1,22 8-1; A, == 20,025 e, 1533, o = 5 o-* . sin [4¢ + aretg (4/3)].
1584, y = [{h{{k* — %) 8in at + [AJ(E* — Qab)] sin 3o, A = fo/m, Me=cm, k#£w y=
e (ht{2m) cO8 et — (h{240%) sin 3wt k = 0. 1635, & - —2,3 8in 871, [em]. 1586.aj = = —p i
[{5/100) cos 13,78t + (0,907/100) sin 13,78t); x = —a~™' (49 o' — 1)j960L337. y = €1 COH a0 cosh
ax b cgco8 ke sinh @i + o3 sin ax cosh ax 4 ¢ sin ax sinh ax | goj4ad, kde at = L{4EJS1688. w =

n §1‘4 402 % + 4§
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4
= (FEd) yth — ) — (! Bd) yh . [0~ (sin az + 008 ax) — (1/ak) e~ sinax), kde # = | EdjiDr* ~
"= Vil — p%)/ria. 15689, y = c sin (n wx/l), o = (0 =/ VEJgig. n =1, 2, .... Ndvod: Zadia-
m&ﬂpodm’iﬁky 84 y(0) L pil) = {u. r{tf: -liy'(lij_-:_ Ern. IEIG. if!- (2/@wCL) 6=**/"" gin wt, & =
" = Y4OL — R0V 2LC,ak ORY < 4L;i = (244/RC {1 — 4L[R*0) e~™/3% sinh (Rt Vi —ar/RpcreL,
ak OR'> 4L. 184l. a) i — (o~% sin b2)/60, g = [I —e~% . (cos 6t + sin 5)]/600; b} V... =
= 8,5, 10-2 [A], q... = 508 . 10" [As]. 1542, u, = K, e~ #LC [(f— B + @] — Ege~
[, 008 et — (f — b) sin wot)wLCL(A — bt + @), i = — BBy o FHL{(f — ) + wi] — B o~
[Barg 008 gt + (BY + o} — bF) sin togf)/woL [(B—5)® + wi], kde b = RJ2L, w, = J1/LE = RE4LX.
1648, 0 = 0,048 [uF].
4,12. Eulerova difersnclilne rovnies .

=13r
1844, y = Cyz + Caf. 1646, y = 2304 (G VT4 0 VT4 0. 1806 y =

AC,+ Cyln|z]), z # 0. 1847, y = Oz + Cylx, x # 0. 1648, y = Cy(z + 2} + Cpli=z + 204,
2o —2 1640y = O, + Cyln | z | + Cyd. 1680,y = 2(C; + Oy In | | + Cyln® |2 ). 1Ly =
= Oyfz + 2(Cy + Oyln |z |). 1682y = C,(x + 3/2) 4 Uy(x + 8/2)33 4 Cylx + 3/2)172 1568,y =
— ¢yeoaln |z] + Cgsin In | 2| + 2/2. 1554y = 2(C; +In |2 | (C; + In [z D). 1666. ¥ =
Cur + Cgzln | 2| + Ba3/4. 1568 y = Cyc* + U..t+lf'(ln.|a:|—-%)m". 1657, y = Oyt +
Cyfz—con z — (3z} sin #1666, y = Cye® + Cyr® + az + 8bjz. 1689, y = (z— 2} (C; + Cyln
l#—20 +2—3/2. 1680, y=Cyeinln|l + x|+ Cyeosln|l + 2 { + (I + =25 + 2 +
2—ln|z+ 1]cos.In|z+1|. 168l. y = (C; 4+ Cylnlxz+ 1+ Wiz 4+ 1Mz + 1)
1682, y = Ciz* + Cpx + CyzIn |z | —2%4 — (8= 1n® | 2 {)j2. 1668. y = M0, + Cylna +
Cylntzr +1n¥z + Intz + Inf2). 1564 y = Oyje + Cpf* 4 Cyle® -+ (In = - 47/60)/60. 1685,
y=0Cx + Cyxln |z| + Cyfz + (CyIn |2 |)fx + Z3/0. 1668, w == q(R* — r*)3/64K. 1667.T =

3
T.,.-t-c'b’.(l—-%ln i;%i)—.‘;— ® + a)t.
4,18. Byatém diferenciilnysh rovnle

1668.2 = Oy o + Cyo-, y = C, a*— C; o~ 1889,z = ¢, 0T 4 0,02yl 4

+ V& oty 0,01 — }2) o2 1570,z = —C, 6% 4 Oy ot (3, y = C) 0~% 4 U, 0% 1671 =
= —{1/25) cos { — (7/25) sin ¢ + C; e 4 C,t ¥, y = (3/25) sin ¢ + (4/25) cos ¢ + C, et +
4 Oyt o%_ 1572, z = C,Cye°1', y = Cy e, 1678, & = 1/t & ¢)), ¥ = (t + 6,)/(¢ + ¢,). 1574 2 =
= 20,te-'C,, y = Cyo''; 1876, = = €y 0! + Cpe~'Msin [ T2 + oot cos [Tz, y =
= Cet + Ciottsin [T 4/2 + Cie-'®, cos [T g2 t, kde € = —(C, + G, |8)2, €, =
= -—{C',—VS G’HE. 1678, = = G;-'"'{Ut =+ BU‘] i+ Ga‘. 4 G-I. e‘“. Y = C’, + 6"3 “t c'=l‘ 4
+ € etz = 20, — Oy — 2Cy. + 2C, e 1677 @ = sint, y == cos £, 1678, z = —(4f + 24}(1 +
+ 4Py =4t 4P 170z =o' - e ' —2sind, y = + e 4+ 2pins 1680, x 4- y = Oe,
r—y = Cyo-'. 168l 2=Cyy, (2® - y¥)y = Oy 1688 (2 —y)* + 20 =C), 2* — 3t = (.
1688, (y—~1tlz=Cy, (y—t)o-0 = O, 1684 2-—y =C,, t—tx—y+ 1) =Cp, v —
—In(z—¢) = ;. 1885,y = iz, 2 = O, 16882 + y + 2 = Oy, 22 + y* + 28 = C,. 1Ty —
= Oy, 2+ @+ 4+ 2t =0, 1688, 2° + y* + 2° = Oy, 2z = Cpy. 1680, 2% + 3% = €,
(#+ )iz +y+2 =0 1600, tgz + cotgz = ¢, 2y + 2tgz.cotgx + cotg? z = C,. 1591,
2+ =0, arctg(z/y) + (2 + Do~ = Cp. 1698 0 —1jy = Cp, 2 = (Inly|-—x)/(e~" —
— 1) + Cp. 1598, 2* —2 = O, y? —ud =0, &+ 2= 0O4u + y). 1694 2% 4 y¢ =,
P+ =C, yr+au="=0; 1806, 2 +2=0,, y+u==C, (z—zP+ (v—u)=C,.
1696. z = [1,/20] (sinh wi + sin wl), ¥ = [v,/2w] (sinh w — sin wt), kde @ = Vijm. 1597. M, =
= (ka?/2k)) {1 — [(1 — B oket){(1 + B ok}, M, = af{l — f ofa)j{l + fele)], kde o -=
= VB ¥ 24k, § = (e~ B)/(x + B).

4,14. Linedrne diferencidlne systémy : .

1602, z = 2¢, 0™ + 3oy 6%, y = c, oW — ey e, 1608 x = ¢, 0% o cy oY, y = 2, M —
—~deg o=, 1804, x = ¢, cos 2t + cymin 2%, y = (2o, — ¢,) cos 2t — (¢, + o) win 24, 1606, z -
— utic, sin 3¢ —c, cos 38), y = e'(¢, cos 3t + cyain 3¢). 1608, z = o~¥[¢; -+ oy(t—1}], y = e {—e; —
—ogt). 1607, z=oc 0 4 g e 4 gV, y = 2¢ 8 + 30" —cye¥, 2z = 3¢y e' + by
—— 26, 8%, 1608, 2 = ¢, 0¥ — 2¢, 07! — e, 6%, y = —c, &% — By 07!, 2 == Doy 07" 4y e 160D
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T+ ytr=ocet, y—z=1g40 2 (2x -y — 1) = ¢g09" 810, 2z =c e + (cg + &) cost —
—ey==¢y) Bint, y = 0y 0084 4 ¢;8int, 22 = gy o' + {o; —cy) 008+ (cy + c5) pin ¢, 1611 2 =
=Gy eoni 4 (¢ 1. 20, sint,y = 2c,.0° + ¢y comt + (¢ F 20 miné, 2 =0, 0" + ¢, coBE— (6 +
+oedsint 1612 2 = —2¢ o + eM[e,(20con t — 10 6in ) + c5(15 cos ¢ + 5 ain §)], y =
= oMcy(15 coBd 4 Bsint) + cylEgini —Scont)], z = e, &% -+ e¥eg(—14 000t 4+ 2 mint) +
+ ¢o{—2 cont — 14 ain #)]. 1818, x = (6 + egf) @ + ¢, 0¥, ¥=lc;—2¢ + et} o' , 2 = (¢, —
—Cytogf)el + oot 1814,z = o206, + o3t — 4) -+ ), - ¥ = 0'(26; + deyt), 2= o'[3s;, +
+ (8t —5)). 1818, z = (c, + o) o', ¥ = (g + 20,) &', Z=(c; — 3 —ocy—oyf) &', 1618,
#=o"o + ot + 1) + 632 + 1)), yo=eMog tooglt + 2], z = oMoy + o 1) 4
+ 62 + ¢ 4 1)) 1817, x = ¢ €, y = oy 8, z = gyet, u = g oM. 1620, 2 =
-o“‘[{ul-}-c,}omt—-{u,—c.)uint.y—r"[c;cnul-[-c.binl], =1, ¢ =0. 1621, o =
= oM (e, —cy + ogf), ¥ = e F(—0, —yt), ¢, = —1, ¢, = —2. 1622, z = 0,y = —0"23 = ¢—",
lttl.x-—alr'+2z:,a'*,y—c,a"+c,e’"+o,p"‘.z—cle-‘+c,a"-c,r".u,—1,'3, gy =
=1}ﬂ.c,=-1{2.1!!&.@;—#,.m;—zwl—z,+nint,m;-q.=;=x,+2:n,+ooll.1l!l.x’-
=(—z+y+ 7o)l y = (32— 10y)/7. 1826, = = o¥'fe, 008 2¢ + ¢, ain 2) + 0% . (¢y cos U +
+cusin2), y = e¥(c; sin 3 — o, 008 2) + o M(cy com 2 ~- ¢, sin ). 1627, z = —32e'ey, +
+ o b of) —2e7(ey —ey + of) ¥ = 0'e, + ogf) + o~l(ey + o). 1628, T = ¢ o' 4 et +
+2c07%,y = 2oy 0t + cy e, 1620, 2 = 3c e, y = 0o~ 18B0. 2 = 2¢, &% + 2¢, 0~ 4 20,0082 +
+ 2¢,8in 2, y = 3¢; o — 3¢, 0% — ¢y 5in A 4 ¢, cos . 188l.ot+y+a2=e e+ et y—
_==c,maV§'#+¢‘n£nyﬁ,s—==¢. m]"'ﬁ +t{.linV2l.1m.m—a,e‘+o.i'*+n,a'+'
+ e o7, ymm oot et ooy et + gge7, 2=00" + 607" — (e + ¢,) @M — (¢ + ¢5) 0~2*
1888, = = (e, + ¢y + 20) e — 2, y = (¢; + o8} 0°— 3. 1884, z = (e 4 2¢,) coe 2¢ + {2c; —
—=Cg)in 2t 4+ 104, y = ¢, 008 2% — ¢, .5in 2 + 2% + 2. 1685, @ =gy e —gp e o (f— 1) 8t
=2y =crel foge b re'— 1 —2, 18362 = —0 07 + ¢y OO + 8'— 3¢ + 12/B, y = ¢, 0~ 4
+ 6y 68 n3ef 4 2f — 13/5, 1687, z = 20007 4 ¢5 077 4 Te' /40 + o%4[27, y = e ¥ —p e 4
+ 640 4 7eM/54. 1840. z = ;{1 + 24) — 2¢, — 2 cos{ — 3 sin ¢, ¥ = oyt + € + 28int 1041,
T o= et — Qe 0¥ — (81 4 B)ef, y = 20, 0% + eV — (12t 4 18) e'. 1644, x = (e —
—czleo8d 4 (g, + eg)pint 4 2008t.1n | cont| 4 2¢sin i, ¥ =1¢ o008t 4 cy8inf + ¢ cos t 4
8in ) + (co3? —sin#) In | coat]. 1645, » = (¢, — ¢, + 2o,6— 858 4 108 ¢, ¥ = (¢ + 2¢5¢ —
—8BM) ¢ 1848, 2 = —¢ 8int + ;0080 + 2, y = ¢, 008 f oy mint + tgt, 1847, ¢ = 1 o 293,
1648, Zo%bémﬁshutkwium-nm(1+a},y—bm{t-{-ﬁ],:=n¢+y.]:daa,b,c,
@ B, y 84 integraéné konitanty. 1848, x = (vg 008 x} {1 —e~")/kg, ¥ = (1 + ky,sin a) (1 —
— o~*'}/k%g; nsymptota = = (v, cos x)/kg. 1660. r = a cos (k) | + k=ly (0) sin (kt), drahs je elipsa
2* — 2(cotg X) zy + (cotg?x + adkd/v} sint *)y* = a¥, resp. r = a cosh (kt) { + k! v(0) sinh (ks),
dréha je hyperbola z? — 2{cotg xx) zy + {votg? &« — a*3 /o) sint a)} = a%. 1651, Slorutkovies ns
eliptickom valoi y¥/a® + 2k23/b% = 1, stipanio jo mb 2]k, 16852, @, = o\(g — 2yn'/3) sin (At +
+ @) + o3(g — 2yn3[3) sin (ngt + o), @, = e fynlsin (0,2 4 &) 4 edynlt sin (ngt + agh kde @, gy
nluhlytyﬁm:viﬂjmmumam.u;sﬁkhdnéhmn&mvniw[4+3,:;}n‘—ﬁg[{l+3p}ﬂ,+

A1+ 2 a4 9g% (1 4 2u)fly = 0, kde y = my/m;. 1858, Dréhe je parabola = = eEf/2m -+

+ vpfcos x, ¥ = ytsing slebo z = ycotg & + eEyY2mo! sin® x. 1854, ar Bkrutkoviea z =
= vyl 008 o (—oco8 @t + 1), ¥ = vyw ' cos a.8in wt, 2 = vyl sin &, kde w = 0B/m: b) krudnica
F=vywl{—vost+ 1), y=vwlsines, z=0. 1855 =z = -u.m;l gin wt + EY/B, yo= —
— vl cos wt, z = 0. o ) .

1858. 4 = (U/R) {1 — [0\ T /(T) + Ty) g1 {(F — RTy) e~® — (@ — R,|T,) o=f1)}, 4, =
= _FMIRIR:I[ir{TI + Ty) gl (oot —a84), kde g =1 —'M‘.FLIL!- r, = LB, Ty - Iy/R,,
g = 1’1.— BTy TH/(T, + T, a = (T) + T (1 —q)f2eT\Ty, 8= (Ty+ Ty {1+ 2T\ Ty;
b) _2,}1 A, 0,618, 0) 2,15 A, 2,85 A. :
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