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PREDHOVOR

Tdto 2. East Zbierky riloh z vyslej matemaliky je pokraovanim 1. Sasti. Obsahuje
latku z diferencidlneho a inlegrdlneho poliu funkcie jednej redinej premennej. Tdt-
spolu 8 ldtkou v prvej Easti tvori zhruba ndpli cvifent z matematiky v I. rofniku na
viliine vysokych 3k6l technického smeru, '
Dalsia 3 a 4. éast Zbierky 1tiloh obsahuje ldthu z matematiky predpisani pre
I1. pripadne I11. roénik vysokyjch &k6l technicksjch.

Spdwb spracovania litky, ako aj wsporiadanie prikladov, tloh a ich vysledkov je
rovnaky ako v 1, &asti Zhierky. Pri odvoldvent sa na 1. fast poulivame takélo ozna-
tenie: napr. 2.3[I znamend éldnok 2,3 z 1. fasts Zbierky.

Sme 8i vedomi, fe pri spracovani tejto fasti Zbierky mohlo déjst k réznym nepresnos-
tiam a nedostatkom. Za vdetky kritické pripomienky na odstrdnenie nedostatkov a zlep-
denie tokto diela budeme titatelom velmi povdaéni.

Napokon checeme znovu podakoval za mnohé cenné pripomienky a kritické pozndmiy
lektorom tejto Easti Zbierky J. Chavkovi, odb. asistentovi Katedry matematiky SF VST
v Koliciach a prom. mat. N. Neselovej, odb. asistentke Katedry matematiky a deskr.
geomelrie SF SVST v Bratislave. Subasne vyelovujeme vdaku prom. ped. A. Kajanovej
za. nakreslenie obrdzkov a Vydavatelstvu ALFA 2 starostlivost, kord venovalo
vydaniu tejto publikdeie,

Autori



1. FUNKCIA JEDNEJ REALNEJ PREMENNEJ

1,1. Pojem a zdkladié viastnosti funkcie

Pojem funkele. Majme dv neprazdne mnoZiny M a N. Hovorime, Ze na mnoiine M je defi-
novand funkeia f, ak jo dan predpis, podla ktorého kazdému prvku z mnotiny M je priradeny
jeden prvok z mnoziny N. lotinu M nazyveme oborom definicie funkeie f. Oborom hodndt funkeie
f nazyvame podmnoZinu prhov z N, ktoré je obrazom mnoziny ﬂ‘f. ‘ ‘

Pojem {unkeie f je elwalentny &8 pojmom zobrazenis f mnotiny M do mnoginy N (pozri
4.9‘35111‘ funkeia f 8 oboror definicie M priraduje prvku x € M prvok y, zapisujeme tb takto:

y = flx). {1}

Prvok i resp. fiz) na-vame hodnotou funkeie v proku .

Ak M a N sa mnoiir redinyeh tisiel, hovorime o redinej funkeii redlnej premenney.

Znak  vo vefahu (InBZyvame nezdvisie premennou alebo argumentom funkeie, anak y zivisle
PTE e RO,

Funkeia je najéastsde dand

a) rovnicou g = f(*)
b) tabulkou**),
‘o) slovpym predp@m,
- d} graficky.

Parcialna funke Nech f je funkeia & oborom definicie M a nech M’ < M. Hovorine, %o
funkeia g je parcie funkeia z f na mnofine M’, sk jej obor definivie je mnotina M’ a pre
kaidé a & M’ plag{a) = fla).

Girnt tunkcle, (fom funkecie f nazyvame mnoZinu vietkych bodov A4 = (v, b} v rovine
pri zvolenom prothlom siradnicovom systéme, ktorgeh prvé siradnica & patri do oboru
definicie funkeist druhé siradnica b je hodnota funkeie f v &isle a, t. j. b = f{a).

Mnozins bodsv rovine je grafom funkeie vtedy a len vtedy, ked kaidé priamka rovnobeind
& 050U 0y MA 8O mnotinou spolodny najviac jeden hod,

Operacie s tielaml Funkeie f a g sa rovnaji vtedy o len vtedy, ak sa rovnaji ich ohory
definicii a ak - ka2dé a z oboru definicie plati fla) = gla). Oznatujeme to f = g.

Nech f jo ficis 8 oborom definicie M & « je redlne ¢islo. Nech pre funkcie g o it definované
na mnotine ot .

gla) = [f(@),  hla) = a. fla)

pre kozdé a 1. Funkeiu g naeyvame absoliinou hodnatou funkeie f o oznatujeme | [, Funkeia 2 -
nazyvame snoM tisla o & funkeie f & oznafujeme af.

Nech f, ¢ funkeie o oborom definicie M,, M, Nech pre funkeie f, g, h definovant na mno-
dine M = N M;# o plati

Jlu}y = fila) + pulu), gla) = fila} — fila), fla} = fyla) fyla),
pre kazd€ M. Funkeiu | nazgvame siudtom funkeil fy, f; & oznadnjeme f, + f.. Funkeiu g

nazvvanpyidielom funkeil fy, f, 8 oznazujeme f; — f,. Funkciu A nazgvame sudinom funkedi
fl' ,fg @ Ué“jeme flf!‘ .

«} 1 strudnosti budeme namlesto , funkela dand rovaicon w = (o} hovorlt iba | funkela v = fla)”
=y 0 5POSOD B8 pouliva viedy, ak vbor definicie funkeie je konefmd mnoZina.



10 1. Funkoia jednej redinej prememe;

Podielom funkeit fi, {y nazyvame funkein p definovani pre kaulé &islo g & M = M, n M, #o,
pre ktoré fy(a) = 0 a plati -
fulal
a) =y
P = @)
pritom M, jo obor definicie funkeie /, a M, je obor definicie funkeies, Funkeiu p oznatujenie f1/fae
Pre sidet a sitifi dvoch funkeii plati komutationy, asociationy adistributivny zdkon. ?
Zlo¥end funkela, Nech funkeis g mé obor definicie mnozinu 4 a obor hodnét mnoiinu B,
Xech funkeia f ma obor definicie mnotinu €, obor hodndt mnodwu Da By € = 0. Zlofenoy
funkeiou utvorenou ¢ funkeie f a ¢ funkeie g nazyvame funkciu h. pr ktord plati:
1. Oborom definfcie funkcie & je mnoZine M vietkych tyeh Eisiel ag 4} pre ktoré ga) e B ne;
2. Pro katdé dislo a € M plati k(@) = /[g(a)].

ZloZenv funkein b oznadujeme fig). Funkeiu f nazyvame hlavnou lodbon a funkeiu g vedlajfou
zlofkou zlodenej funkeie k.
Obranitend funkeis. Ak obor hodndt funkeie / je zhora [zdols] vhraseny, hovorime, fe funkein
1 je zhora [zdola) vhranifend. Ak je funkeia zhors a zdola chranifend, ovorime, ze je ohranitend.
Funkeia f je zhora [zdola] ohranidens, ak existuje také &islo S [).  pre ka2dé &islo x z oboru
definicie funkeie f plati '
Hxy = 8 [fix) = o]

Funkcia f jo ohranitend vtedy a len vtedy, ked existuje také ¢islo cie pre kaidé x z oboru
definicie funkeie § plati:
jflz) = e

Ak funkeia f jo chranitend, jej graf le2i medzi dvoma rovnobetkami ngon ¢,

Ak funkeia f je zhora ohranitend a N je jej obor hodnét, supremummunoging A" noazyvame
supremum funkcie [ & oznalujeme ho sup f. Ak f je zdola ohranidend '8/ je jaj ocbor hodnét
infimum mnotiny N nazyvame infimum funkeie § a oznatujeme ho inf !

Ak obor hodnét N funkcie f md maximum [minimum), hovorime, %e fkeia f md mazimum
[minimum] a oznafujeme ho max f [min f].

Hovorime, & funkecia } mé v #{sle ¢ maximum [minimum], ak plati

Ha) = maxf  [fla} = min f].

Ak funkeia { md v &ele a maximum |mivimum], pre kaidé Zislo z 2 jej Gru definicie plati
Hx} = Ha) [H=x) = Hall.

Nech f je funkeis s oborom definicie M. Nech g je parcidlne funkein 2 \keie / s oborom
definicie M’ = M. Hovorime, e funkeia / jo zhora [zdola) ohranitend na mgine A, gk g je
zhora [zdola] ohranitend. Viedy plati

sup f{z) = supg  [inf f{x) = infg].
TeM’ TeM'

Ak funkeia g mé maximum [minimum], hovorime, 2e funkeia f méd na MNOZL I wmaxiinum
{minimum] a potom

max flx) = max g [min f{x}) = min g].

zeM’ zeM’

monoténne funkele. Funkciu f{z) pazyvame rosticou [neklesajiicou, klesajice nerastiicou),
- ak pre ka2dé dve &isla , & 7, z oboru definicie M funkeie f, ktoré spiiiaji nerig. Xy < zy

plati

o) < fxg)  [flm) S flzsh Hay) > fleg), fay) 2 )]

Kaidu neklessjaen & kaidi nerasticu furkein nazgveme mondténniou funkeiow. iy rasyien
funkein a katddt klesajien funkeiu nazjvame rijdze monptonnow funkciou.

Ak M’ je podmnotinae mnokiny M, hovorime, e f je rastica [neklesajtien, kleaﬂiﬁ“ﬂmm;,m]
na mnofine M’, ak parcidlna funkcia z f na mnoiine M’ je rastics [neklesajica, ]ﬂjm.&' ne-
raatdcal.




1.1 .F_’u;‘emu zdkladné vlastnosti funkeie 11

Parna a nepirna funkela. Funkeiu fnazyvame pdrnou, ak pre kaidé g z iej oboru definivie AF
plati: )
Ha) = f{—a).

Funkeiu f nazyvame nepdriou, al pre kazdé a » oboru definfeie M plati
H—a) = —j(a).

Graf parnej funkceie je simerny pdla osi o, pravouhlého siradnicovéhy systému. Gral nepdrne]
funkeie je stimerny podla pogiatkvpravouhlého suradnicového systémi

Periodickd lunkela. Funkeiu f mzyvaine periodickou funkeiou, sk existuje také Hslo [ 7 0,
#e pre ka#dé a z oboru definivie fnkeie f plati

fla + 1) = Ha).

Ak pre periodicki funkeiu f Xistuje twké najmensic kladné 8islo I, spomedsi Cisicl { % 0.
?mduf;.p? plati fla + ;) = fla), re kazdé a z oboru definicie funkeie f, naryva sa tislo [, peridda
unkeie f. :
. Pra periodicki funkeiu / pla )‘{z + klg) = fix) pre kuzdé¢ & z oboru definicie funkeie fo bk k&
je Tubovolné celé &islo a 1, je eridda funkeie f.

Jednejednoznafnd lunkela, unkein f NAEV VA jednofednoznndnoe, ak pre kadde dve fisle
¥y # 2y 2 jej oboru definicie - flr,) # flry).
Kaidé rydzo monoténna inkein je jednojednoznacna.

Inverzna funkela. Nech fo jednojednoznutnd funkein s oborom definicic M a s aborom
hodnét N. Funkeiu f., nazydme inversnou funkeiou & funkeii f, nk

a) je definovand na mnoae N,
b} priraduje tislu a € N slo b € M, pre ktoré plati a - f(b), dige Foibee) = b

Viastnosti:

Veta 1. Nech / je ryd: monoténna funkein., Potom existuje k nej inversni funkeia i
Funkeia /., je rastiics [kssjica] vtedy, ak funkis / jo rasticn [Klesa joen]. !
. Veta 2. Nech f je jed’jednoznaind funkein & oborom definicie M u s ohorom hodnat N,

Nech f_; je inverznd furtia k funkeii /. Potomw pre knzdé a e M a b e A plati

fal fi] =a,  ff )] = b.
Yeta 8. Graf inverzs funkeie f_| je stimerng ku grafu funkeie f podla prinmky ¥ .
Priklad 1. Dand je nkcia

Hr) = 20t — 3,

Vypotitajme:
a) /{0); f) f(2x);
b /o) ot
¢} f{a), kde a je 20volné redine &islo; h) fla®);

d) fla + 1), kdeje JubovoIné redlne tisly; i) [fla)je
e) flja), a 3= 0

Riedenie. Obor definicie danej funkeie je interval (—oo, o) » piati

a}fi0) =2 0- 3= -3

bfi2) =2.98=275

e) fa) = 2.4 — 3 =207 — 3,

d) flo 4 1) =@ + 1)* — 3 = 2a% 1 4a4 - 1.

e) f(lja) = 98)" — 3 = 2fa® — 3 = (2 — 3at)/a;
f) {2x) = 2)® — 3 = 822 — 3§,

g) 2H{zx) = TP — 3) = dx? — §;

h) fiz?) = f}F — 8 = 2t — 3;

i) [Hx))e = — 3) = 42t — 1222 4 9.




12 1. Funkeia jednef redinej premennej

Priklad 2. Néjdime obor definicie funkeie
M) = T R R

Riedenie. Ak funkoia je dand rovnicou y = f() & nie je uding jej obor definicie, potom obhorom
definicie je mnodina M vetlgeh tych disiel 2, pre ktoré mnotna vietkych dvojic (r, ) je riefenim
rovnice y = f{x).

S ) )
Rovnica y = ] —x? 4+ 8z — 12 ma redlne riedenic viedy slen vtedy, ked plati —z? ~ 8y —

— 12 =0, '
Riesenim tejto nerovnosti je interval <2, 8%. Oborom defniie derej funkeie je interval ¢ 2, 6.

L

-2 -t g 4 x

Obr, 2b O,

L3

Priklad 8, Funkcia [ definovand na intervale {—3, 1> je dond YOVBICC fi7} = 2, funkeis g
definovand na intervale < —2, 2> je dana rovnicou glr) = —x. Vypotitag. a) [fs by f+ g
o) f - gi d} Jg; e) flg; £) [ig); g) gif) & narysujme ich geafy. '

Riedenie,

) Funkein | f| mé obor definicie taky ako funkeia f, t. j. interval { —8, 1> 5 uréend rovnican
y = |z Jej graf je na obr. 1.

h), e}, d) Bifet, rozdiel a sudin funkeii / a g st definované na mnozimy — (3. 15
N<—2, 2 = {=2, 1. Pre kakdé &islo z € M plati
Hae) o+ gla) = = + (—2) =10,

Hx) — glx) — 2 — (—=) = 2z,
) fa) gle) = @l ) = —x=
Ich grafy s na obr. Za, 2b, Ze. '



I,1. Pojem o zikladné viastnosti funkcie 13

e} Pretoke glx) = 0 len pre x = ,, podiel funkeii f a g je definovany na mnoZine M’ =
= (=2, 000(0, 13 Pre ich pocfial plati

Hzlglz) = zi{—=x) = ~1,

pre kaidé = € M'. Graf podielu //g poeri na obr. 3,

f} Oberom deéfinicie funkeie g(x) = —2 je mnotina 4 = {—2, 23, jej oborom hodnét je
mnotina B = {—2, 2, Oborom definicie funkcie f(u) = « je mnotine € = {~3, 1> a oborom
hodnét mnotina D = (=3, 1>. Oborom definicie zlotenej funkeis y = f[g(z)] je minozina viet.
kgch tych disiel x 2 intervalu (—2, 2>, pre ktoré g(x) € B} € = ¢ —2, 1. Prato obor definfcie
zlotenej funkeie f(g) je Al = {—1, 2 & pre ka#dé &islo € M plati

y=Mg@l =[] =[] =-—x
o =gix) :

e

Graf zlozenej funkeie jlg) je ne obr. 4.

g) Oborom definicie zlotenej funkeie g(f) je mnoZina vietkych tych &iasiel x € (-3, 15, pre
ktaré flx)e D fj A = {2, I>. Preto oborom definicie zlodenej funkeie y = g[f(#)] je interval
{—2,15 a plati

¥ = glfix}] = [glu)] = [—u] =,

= flr} Yo

pre kazdé r g (=2, 1>. Graf zloZenej funkeie g{f) je na obr. 5, Funkeie f(g), g(f} sa nerovnaju,
lebo majit rézne obory definicie, hoci s urkené tou istou rovaicou,

[l’ -+ 0 1 . 2 Py

Obr, 3 ' Gbr, 4 Obr. 5

Priklad 4. Néjdime obor definicie funkcie
v = log {I-"-—:’ + 8xr — 12 — Fﬂﬁj

Rickenie.

Dané funkeia je zlodend funkeia, ktore] hlavné zlotka je y = log (¢ — |'3) a vedlajiia zlozka '
jo u = |=z% 3 82 — 12. Obor definicie vedlajiej zlozky je (2, 6> (pozri prikiad 2) a obor
definicie hlavnej zlozky je (|3, ). Obor definfcie 2o2enej funkeie je mnoZina véetkych daiel ,
pre ktoré plati ' S

1. ae{Z6),

2. ([ =2 ¥ b2 = 12)zea € (}3, ).
Z druhej podmienky vypljva '

V=at+ 8« —12 > |3,
Lide _
af — Ba & 15 < 0.

Z toho dostaneme 3 < a < 5, tite a & (3, 5). Pretofe ¢ musf spliat 8j prvi podmienku, pre a
plati a € (3, 5) N {2, 8> = (3, 3)}. Obor definicie zlofensj funkeie je interval (3, 5).



14 1. Funkein jednef vedinej premennef

Priklad 5. Doka#me, Ze funkeis f dand rovnicou
i# o= E(r) + 1%

Je neklesajica. Nakresline graf parcidlnej funkeie 2 funkeie f na mnoine M == ¢ —2, 1),

Riedenie. Najskir dokiZeme, 2e dand funkeia § je neklesajucs. Obor definicie funkeie £ je inter-
val {—o0, o). Nech o, x; 80 dve Tubovolné fisla « intervalu (—oo, o) a plati oy < 3, Potom
E\r;} = xy < xy Z toho vyplyva, ke najviitiie celé tislo, ktoré nie je vEdsio ako x,, je tislo viitkie
alebo rovné E(r}, teda je Efx,) < E(r,). Z toho potom E(z,) + 1 = E(z,) -+ 1. T¥m s zistili,
' Ze pie kaidé », < r4 z mtervalo {—o0, o0) je flz,) = for,). Teda

funkein y = E(x) -+ [ je neklesajuca, , )
¥ Parcidlna funkcin k danej funkeii na mnoiine M md po
rozpisani tvar -

—1 pre —2 = 2] —1,

W pre —1 =< 0,
T pre 0% a- L
-2 1 O 1 X (raf tejto funkeie je na obr. €.

Db 6 Priklad 6. Dokiazine, ie funkein f dand rovnicou
r" e ——
o= I‘r I -2

je jednojednoznadénig a najdime k nej inverznd funkei.

Riedenie. Oborom definicie funkcie f je mnodina M == (2/3, @} Nech #,, &, su lubovolné
Gisla z M, pricom x4 x;. Z toho vyplyva. 2e 3x, £ 3r, a 3x;, — 2 % 3x, — 2, Kedie je
23 = 8 23 oy, mime 0= 36y — 28 0= By - 2

Teda ¢isla 3x) — 2 u 3r, — 2 sit nezdporné a plati
132, = 2 3, — 20m),

Zistili sme, Ze pre 2, 7 2, je flz)) # f(x;), teda podla definicie je funkcia f jednojednoznnéna.

Pretole funkeia f je jednojednoznadnd, existuje k nej inverznd funkeis. Néjdime najskér
obor definivie inverznej funkeie, ktory je oborom hodndt funkeie f. Obor definicie funkeie f
je mnoiina véetkych &isiel x, pre ktoré plati 2/3 < x. Z roho postupne vyplyva 2 = 3z, 0 =
= A — 2,0 = 1‘301: — 2, teda 0 < y. Naopak, pre kaidé ye {0, w} existuje r = (y* + 3)/2,
pre ktoré sa y = f{x). Obor hodnét funkeie f je interval (0, oo). Nech inverznd funkein je
# = glz}). Potom podla vety 2. plati f¢(x)] = » pre ka2dé z € <0, @ ). 2 toho mbme

fite
Vapa) — 3 = =

8

Vay 2 -
Riefenim tejto rovnice vzhladom na y dostaneme

dy — 2 = 23,
fie

z* L
y = Ty

*) Funkein § ovand pre kardé diglo @ tak, Ze #x) te naividaie pelé cisle mendie alebo rovnd dislu x
mmnnmm z a oznadufe sa B (r). PfatiE{a:] e« Er+ 1. .

**) Nerovnost & # b je skilvalentnd alebo s vyrokom a < b, alebo a > b, preto pre poditanie 8 nerovnos-
tami s0 znakom # platia mnohé pravidla, ktord boli uvedend pri nerovnoatiach v 1. dasti Zbisrky,
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Tym sme zistili, Ze inverznd funkeia k dane funkeii je dand rovaicou:

_::’+2
v=r3

4 oborom definivie W = {;{), ).

Pozndmka. Formaine inverznt funkein k danej funkeii, ak existuje, méfeme nijst tak, e
v rovnicl, Fiord urduje dand funkeiu, piseme x za ¥, y za x & tito rovnicu rozriedime vabhladom

na u,
Priklad 7. Ukdzme, 2o funkeia [ dend rovnicoun
y =2+ (—1)E@
je periodicki.
Riefenie. Obor definicie funkeie f je M = {—oo, o). Ukﬁieme najskdr, #o pre kaidé <
(=0, w) plati flx — 2) = flz). Pre kaddé x € M plati

Elx) = ¢ < E{z) + 1.
Z toho je:

Eag)y+2 2+ 2< [Ez) + 2]+ L
Z toho vyplyva, o E{z) 4 2 je najvifdie celd @islo, ktoré nie je viddie ako z - 2 o teda
Elr — 2) = Kz} + 2. X posledne] nerovnosti platne] pre kafdé diclo x dostaneme
flr+ 2) = 2 g (= 1) 2 (1t = g (11 2 (1) < fa),
Teds podla dofinicie je funkein f periodickd.

1. Dand je funkeia f(z) = 4e® — 2z — 3. Vypotitajte:
a) fl—3); ¢} f(1/2); e} flz + 2).
b) f(0); d) f(—=);

9, Dana je funkein f(z) = E(r) — 2, vypotitajte f(2,9% £(2,99); f(2,9999); #(3);
f{—3); fla), ak 0 £ a <7 1.

3. Najdite Flz) — 1& '5’; =1 k0, ak

a) f(x) = 22 - 3; dy f(z) — z — B2);
b) f(z) — /s e) fla) = = — ||.
o) flx) =

4. Pre dant funkein vypoditajte hodnoty funkeit:
[ @ pre —3ga< —2
fle) =

a) 1 pre —2 2 21,

—xz pre —l =z 20,
fi—25), f(=2). fim2}, f(=/4), {0), (1)

E(x) pre —3 £ xr< —1,
b) flx) = x pre —l1zazgl.
x — E(x) pre 1<Cx %3,

fl—24). f(--1), KO), f(1/2), f(1), f(1.8), f(5/2). f(3).

5. Dand je funkcia f(z) = (x + /) (2® + 1/2%). Vypolitajte hodnotu funkecie
v &isle a, @ # 0, ak a -- 1ja = 3. Dokéite, ze plati fia) = f(1/a).
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6. Najdite funkeciu
2} f(x) = ax + b, pre ktord platf f(3) = —3, f{—2) =&
b) f(x) = az? 4 bx + ¢, pre ktort plati f(0) = 1, f(—1) = 2, {(3) = 34.
Vypoditajte v oboch pripadoech f(142), f(1). '

7. Néjdite aspon jednu funkecin s oborom definicie M a oborom hodnét N ak
a) mnoZina M je mnoina vietkych redlnych &siel a N = {5};
by M ={1,23}aN={35)
c) M je mnotina vietkych celych tisiel a N je mnotina vietkych neparnyeh

tisiel;

d) M je mnozina vietkych celych &isiel a N = {0, 1, 2};

e) M joe mnoZina vietkych redlnych disiel ckrem z =1, 2 = -2, x =3 a N
je Tubovolnéd nepr_&zdna mnotina dsiel.

8. N4jdite obor definicie a obor hodndt funkcie f, ak funk_cia. je dand tabulkou:

B T b
Y 2] e e Tl 9 2 |
1 | & 1|1 a | O
2 a 2 5 b !
3| & 3 | 4 c | *
4 | & 4 | 3 d | *
5 | & 5 | 2 e t |
V tlohéch 9 a% 13 najdite obor definicie danej funkcie
Q.8)y=um f)y = —1/a%
b)y = =% gy=|zl;
c)y'=zx% h) y = E(z);
dy= |z i)y ==z— |z|.
e)y = ljx;
Porovnajte grafy tychto funkcii.
10. 8) y = (& — 2)/(z + 2); o)y = (T2* + 6z + B)/(x® — 1).
b) y = (22 + 8)/(x® + 3z + 2); '
1. a) y = Ja* = 4; o)y = [3 = 2x)%;
by = 1f)z —3; 1)y = 3/)/=* — 25;
0y =|5—3z g) v = [le + Djiz — 1);
dyy = |9 — a%; by =}z —2) (= + 3.
12, ) y =3 — |z|; e) y = z/E(x);
b)y = z/|z|; f) y = z/lx — E(x)]};

o) ¥ = |z| + E(x); gy ==+ (1)
d) y = [2* — 4]; :
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13.a)y = :r*[VF; _ l/ 4 - z’
b)y = (¢ + |z])/22%; o)y =l =
o) y = 22 (x + [z|);
&)y = 2Nz + (2| — 2 Dy =l !4 ;.:=|
14. Ak poznate graf funkeie y = f(), ako by ste zostrojili graf funkeie:
a)y = f(—2); d) y = flz) + ¢
b) y = —flx); e) y = af(x);
¢)y = flx + c); ' f) y = f{kx),

pricom «, ¢, k sh redlne ¢&isla, & £ 0,

15. Pomocou grafu funkeie ¥ = f(x), zostrojte graf funkcie y = fiz — a) — b, kde
a, b 911 lubovolné redlne &isla. Zostrojte graf funkecie:

ajy = (r— 13+ 2; bjy = E{x + 2) — 1.

16. Pomocou gratu funkeie y = f(x), zostrojte graf funkcie y = af{z/b), ¢ > 0,
b = 0. Zostrojte graf funkeie:

a)y = a%2; b) y = Elx/2)/3.
17. Ak poznate graf funkeie a) y = |z]; b) y = #*, zostrojte grafy funkeii:
a)y=—lzf, y=1+4|2|, y=jz| =2 y=|z+1|, y=|z2—-2|, y =

= |z + 1t =2 y = 2[z];

b) y = 4x?, y:x’f@r y = —at y = —2z%, y=¢'+2- y=m*—-1. ¥y=
=+ y=@-Dhy=(@x—1)}2, y=2z+ 2)% y = 2* + 4z +
+ 2, y = 42? 4- 8z - 12.

18, Znazornite graf funkeie:
. 0 pre |z|>>1,
2x 0, 1),
a}ftx)={3_m D wecla, M@ ={1+z pe —1szs0
P Y l—2z pre 0<<x<1.

19. Zostrojte graf funkeie:

ajy = |z — a| 4 jx — b|, kde a, b st dané redlne &isla;
b) y = 2 + |ax® — 1|, kde a je dané redilne #islo.

« 20. Zistite, & sa rovnaji funkeie:

a) flx) = zfx, glx) = 1; d) fl@) = =, gla) = (|/=)*, ha) = =3,
gl flx) = a2 gla) = 2%[x; z € {0, %0); ) -
¢} flx) = Lz, glx) = =x% e) f(z) = =, glz) = (), h(z) = J=L.

21. Dané st funkeie F a . Najdite parcidlne funkcie fa g k danym funkeidm,
pre ktoré plati f = g, ak

a) Flz) = [z — 1| + [z + 1|, G{z) = |2x];
.b] Flzy =22 — 1, Qiz) =1 — 3r.

2 Zuierka dloh
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22, Nech f a g =i definované tabulkou:

x  fixy gix)
i —2 3
b TR— '
. 1 5
o - 3
f £ 2 — !

Najdite f+g. f — g fy- {1g. mff IR
23 Dané s tunkeie [ g Najdite f . f +g. f — g fa. qlf. (). gtf). ak
a) fle) — 3. gle) =2 - a;
by fir) - Ve g - L
¢) flz) == l Tk 20 gle) = Ve b2y
] pre' s 0,
ropre @ = 0, ylr) = {
Neoh gair) je funkein definovand v intervale {— =, ) takto

sarle) _{f pre e M,

0 pre x = 0,
—x®pre x ==

d) fley =

0 pre owe M.

kde M je dandg mnogina.
Funkemn gy (o) naeyvaue charakieristickon funkeions nnoging M.

24, Dané < dve mmodiny 4. B realnveh ésiel. najdite charakteristickeé funkeie
mnozin: AU B A n B A A B A B Zistite. ako sfvisia ticto chavakteristické
funkeie s funkeiawni y (7). ypix).

25. Napiste zloZent funkeiu, ktorej hlavna zlnika, ¥ & vedlajfia zlodka w si:

ajy — F{u] w o= xd Chy o= l-‘h u =1 +1-€21
by = u®  u = Elr); Yy 1wt om l;’r;r
26, Najdite obor definicie zlozenej funkeie a napidte hlavnd a vedlajfiu zlozku, ak
Ay = [L—ay d)y — Elie);
bry = I‘ 'Ela’ e}y = , I=—-~ .
)y = (1B, En |z

27, Nijdite zlozend funkcie fig), g(f) a uhmx definicii tyehto funkeii, ak pre funkcie
I ayg plati;
ay i) = et glay o |
b)) = (e — 1)x — 1), gla) = l,;:: '
c) fix) = (=% gla) = Elx);
) firs = e e gl - [ " ;;;g e g

2. U pre xl =21
2, gix) {f} pre jrf > 2.

[e 2 &

B9 oE
i = {3 el

'J' Lnak - znann-m—i, - funkein nie je definoy .
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28, Najdite obor definicie zlogensj funkeie & jej graf:

Jz—2 2
“}fl"_ r_’ro._:' d)y—s__E‘z)s
] e}y=F3_——_1f’5;

20, Najdite zlozené funkeie f[f1. F{flf]}. .. ,f[f{_f{ [f]})] ak flz) = =/{1 4+ x),.

1 L'.ra.t

Funkein z{x} s oborbin definicie (—, <), pre ktori plati:

) = { 1wk a je raciondlne dislo,
it uk . je iraciondlne éislo,

naayvne Divichistovou Junkeian { charakteristickd funkeis minoziny raciondinych figied ) -

30, a) Najdite funkeie y3a), E[xio)]. pla) . [ — x(0)];
b nijdite zlozené funkcie y[x(e)]. y| L)) 21 ~ xlx)k
¢) zistite. &1 funkeie y(x). p[E{x)]. (1) =i periodické a ak je to moiné,
najchte ich periddn;
Ak je to moiné, nakreslite grafy tychto funkeii.
31. Najdite mnoziny vietkych &isiel, pre ktoré sit hodnoty dane] funkeie iba
iladné, iba zapornd:

= —2' 2
by y — x% - 2 r—1

' , e) y — #--FEJ_J:—ID
¢y = a2t 2w YT T a T

32, Dana je funkeia f. Néjdite vietky redlne éisla x, pre ktoré je:

I
1 TE L e < 1 ak flz) = L

ay flz) z 2. ak flx) = —— ;ﬁ;

33. Zistite, ktoré z danych funkeii sit monotonne resp. rydzo monoténne:

ayy =2 - T e)y = (2 4 &))@ — 2z}
by =x |l f)y = &® - x;

o)y = |2 — 3x; g)y = 2 - 3E(x);
dyy = el + o) ; h) y — 28,
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34, Néjdite intervaly najvidiej dizky, na ktorych je funkeia f rasttca, klesajica,
neklesajtca, nerastica, ak )

8) f(z) = |=|; e) flx) = 10xf(x* + 25);
b) fz) = (2| + x; f) flz) =z + 2JT - =
¢) fx) = E(ljx); R ) = |x+ 3| + iz — 2.

d) flz) = 2 — 3z 1+ 4
35. Nech funkcie f. g, & sii rastice a pre kaidé » z oboru definicie M tychto funkeif
plati f(z) < glz) = hix). Dokitte, Ze plati f[f(z)] < glg(x)] £ h[A(z)].

36. Zistite, & funkeia f definovand na mnozine M je zhora, zdola ohranidens
resp. ohranitend a néjdite jej supremum, infimum, maximum, minimum, ak

a) f(x) = 1/{(4 + 2%), M = (—w0, ®); ¢) f(x) = 2 — Bx, M = (—1,3);
b) flx) = 22 — = +- 5, M = (1,6); d) f(z) = 1/}/[z], M = (—1,0)u (0, 1}
37. Zistite, ktora z uvedenych funkeii je parna alebo nepérna:

a)y = 2 fly = 1[2x; k)y = {—I)E":;

by =) Qy=(+2—2; Ny=az'+1}

oy =)z h) y = x¥(1 + 2x3); m) y = y(x);

d) y =z — 2¥ Dy = xf|xi; n)y = x(x) [1 — x(=)],

e}y = z% — 1 i)y = x/E(x); kde ¥(x) je Dirichletova
funkeia,

38, Dopliite definiciu funkeie { tak, aby tato funkeia bola parna resp. nepérna,
ak plati: :

8)flx) =1-—-2 pre x>0 ¢) flx) = 1{(1 4 =) pre z>0;
b) fix} = [/=2 pre =z =0, d) f(x) = E{z) pre =z 2= 0.
39. Dokaite, Ze f(x) + f(—=x) je parna funkeia a f(z) — f(—2) je nepérna funkeia,
kde f je Tubovolné funkcia definované na intervale (—k, k), & > 0.

40. Na zéklade tlohy 39 napiSte dand funkein v tvare sudtu parnej a nepérnej
funkecie: .

a)y =z + (z|; : d)y:{vi_E pre =<1,
by =2+ x; . T pre x> 1;
e}y = x — Ex) e) ¥ = y(x), kde () je Dirichletova funk-

cia.
41. Zistite, & dané funkeia je periodicka a nijdite jej periédu:
a) y = 3; 3E@ L (—3)ED )

by = (~L)Ea; Ve
x \E o '
¥ = \ pre x=10; f)y=sgn(x — Blx) — 1/2).
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42, Nakreslite graf periodickej funkeie 8 periédou I = 1, ktoré je na intervale
<0, 1) dané rovnicou: :

8) y = =zf2; - b) y = z%. - .
43. Nech funkeie f a g st periodické s tou istou periédou. Domte #e funkcie
f+g fo ﬂysﬁpmodmké

44, Nech funkeis f mé periédn J,. Nech redlne &islo a = 0. Zistite, skt periédu
: mé funkoia f(ax). Akd periédu maji funkcie:

8)y = (—1)Eal); b) ¥ = 3x/4 — E(3z/4).
45, Zistite, & dané funkcia je jednojednoznainé, najdite k nej inverznt funkeiu
f-1 & vypoditajte f-,(a), ak
s)y-—2+3v:c, a=2; 3--}1;

h}’ {z'—zuz-l-x},ﬂ:t_l c}y—l_zv’—: a=0,
1. & cia je jednojednoznadna a néjdite k nej inverzni funkeiu, ak

8) y = 3x; h)y = v + (—1)E@);
by = (1 —z)/(1 + z); : iy = T pre ::{0
¢}y = zf(a? + 2); Y 12z pre 220

d) y = 2%(z* + 1); |
e)y = —4 + 3)z; Dy =
fly=}2"—1, z2>0
g) y = |a| (—1)5e; f
47, dm dizku ﬁa; odvesny pravouhlého trojuholnika ako funkein dlfiy
my, prepony je 4 Néjdite obor definicie & gm.f tejto funkcie.

28 +3 pre z< —1,
VE pre z>1.

i _ !8. Vyjndnta.
| ljobnhitvarchakofunkciudhkyjehuuh-

b) obaah rovnostranného trojuholnika ako
funkeiu di2ky jeho strany;

¢) obsah  rovnoramenného  lichobeinika
ABCD ako funkeiu uhla < DAB =z, y F
pridom strana AB=a, DG =05, a > b. . . >

'. ' 49. Z obdisnika ABCD so stranami AB == 2, Obe. 7

! Bﬂ=lpvybrmjohdlhikﬂfﬂﬂanmmm

' EF =1, F& =05 (pozri obr. 7). Priamks rovnobe#nd, so sfranou BC pretins
stranu AB v bode M. m;dmubuhvyhfum;maia.kofmkmdkhyw
AM, o(AM) = z. Nakreslite graf tejto funkcie.

60. Dané je gula s polomerom r = 1. Vyjadrite: .
'8) objem ¥ rotainého valca vpfsaného do tejto gule sko funkeiu jeho vyiky v;
'b) plést 8 vpisaného rotatného kuiels do tejto gule ako funkoiu jeho strany s;
c) objem V opisanéhé rotainého kuiela tejto gule ako funkeiu jeho vyiky.
. Néjdite obor definicie a obor hodndt tychto funkeif. Nakreslite grafy tychto funkoif.

N
o

_
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51. Na oboch koncoch podopretého nosnika dizky r = 10 m pdsobia kolmo na
nosnik suhlasne rovnobeiné sily Fy, F,, pridom F, = 10N, F, =z N, kde z > 0.
Vy]adnte dlzku ramena vyslednice tychto sil vzhladam na p-uaublsko sily F,. Zo-
strojte graf tejto funkcie,

52. Na homogénny nosnik rovnakého prierezu ¢ a dizky { = 10 m pdsobia sily
h=1fs= ... =f, =2 Mp (pozri obr. §). Na nosnik pdsobi tiaZ ¢ = 20 Mp. Néjdite
velkost vjrslednicﬁ sil, ktoré posobia na Iavi ¢ast nosnika AM ako funkeiu d[i.ky
tejto fasti x — g(AM). Zostrojte graf tejto funkeie {obrazec priednych sil).

] ) ’, !
[ PR A 7 TR PR VR T P2 , 5 '

e
T E,

Dbr. 8. Obr. 9°

53, Na teleso s hmotnosfou 1 kg ponorené do vody (g, = 1 kg/dm?) pdsobi vysiat{-
na sila G, ¢ = z kp. Vyjadrite hmotnost tohto telesa ako funkeiu velkosti sily G.
Narysujte graf tejto funkcie.

54. Do dvoch litrov 48 % kyseliny sirovej pridivame 72 %, kyseling sirovi.
Vyjadrite vyslednii koncentréciu ' kyseliny sirovej ako funketu mnoistva z 72 %,
kyseliny sfrovej. Zostrojte graf tejto funkcie,

55. Plyn s pobmhoénﬁm objemom Vy = 11 a s tlakom 2 at meni svoj objem tak,

ze jeho teplota je konitantnd. Vyjadrite tlak P ako funkeciu objemu V a zostrojte
gra.f tejto funkeie,

56. Zavislost velkosti pradu I od velkosti napitia U a vel'];ﬂstl odporu R je pi:dl'u.
Ohmovho zakona I = U[R. Ak je napitie kondtantné [V = 10 V, ndjdite graf funkecis
I = f(R). Zistite, aky je obor definicie tejto funkeig.

57. Majme elektrickn sief spojenti podla obr. 9, kde R, = 1Q, R, =2Q, R, =
= x 0, pritom z sa menf od 0 do 100 Q. Vy]ad.nte celkovy ndpar R a.ko funkeiu x.
Zostrojte graf tejto funkeie.

68. Namestie je osvetlené bodovym zdrojom so svietivostou I = 500 ed, ktory je
umiestneny na stoZiari vo vyske 20 m nad ndmestim. Najdite osvetlenie nimestia
ako funkeiu vzdialenosti x od pity stofiara. Zostrojte graf tejto funkeie. :

1,2. Elementérne funkeie

Konitanta. Kendlantou alebo kandfmntmm Junkciow nezyvame funkeiu definovami na mnofine
M = {—o, w), pre ktora plati
¥=e -
kde ¢ je redlne Eislo.
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Polynbm. Polyndmom nazyvame funkein definovani na mnodine 3 = (—u. A0 dani rove
nieou
§ o= agr® et g o - A {2
kde ay, @y, .. .. Gy S0 redlne fisle, ag -~ 0o celé nezdporné disto # je stuped polyndmu.
Majme dva polyndmy P, @, Raclondilaa fupkeio je podiel polyndmoy F,
Pl

= S
i) :

o
pre kazdé x, pre ktoré je Q=) # 0.
Ak pre stupne oboch polyndmav plati wg = mp. hovorime o ridza raciondalwej finkeii o pre
ng = nap 0 nergdzo raciondilnej funkcid.

Obr, 10

Moeninovi funkeis. Funkeiu
¥ = Ean {'l:'

kde a je Cislo, nazyvame mocninovou funketon. Pritom mdtu nastaf tieto pripady:

a) a je prirodzend ¢islo. Funkcie (4) sa nazyva mocninovon funkctou s prirodzengm crponeniom
8 je definovana pre vietky redlne ¢isla. Ak a je pérne cislo. je funkeia (4) parna, v intervale
(— -, 0) klesajiica u v intervale (0, o) rastiica. Ak a je nepirne fislo, je funkein (4) T AP
i rastica.

b) @ = O pricom x{0) = 1, Funkeia (4) je konStanta.

¢) a je celé zapornd &islo @ = - r, kde r > 0. Potom lunkeia
1
¥= )

je definovand pre kuaide & 7= 0. ,
d) a je prevritend hodnota priredzeného ¢isla r, a — 1/r. Potom funkeia

rn—
y=Jz (6)
je definovani v intervale (0, a¢) pre r pérne & definovand v intervale (—sc. 2 ) pre ¢ neparne.
Funkeia (8} je rastica {obr. I8, '
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e} a je raciondlne &islo @ = p/g, kde p, g =1 celé &sla a ¢ £ 0. Potom je funkeis (4) definovand
pre vietky kladné #isla. Pre pjg = 0 je funkeia {4) definovand pre vietky nezéporné &sla. Funkeia
{4) je v tomto pripade zloZend funkeia, y = P, u = W4,

f} @ jeo iraciondlne &islo.*) Potom obor definicie funkcie (4) je (0, cwo} pre ¢ < 0 & (0, o) pre
a > {. Funkeia (4) je rastica pre a = 0, klesajiea pre a < 0 (poeri obr. 1I).

Exponenciilna funkela
Yy = at, (7}

kde @ > 0 je definovani pre vietky redlne &inla®),

Pre a > 1 je exponencialua funkeia rastics, pre 0 << @ << 1 klesajiica & pre @ = 1 konitanta
(obr, 12).

Logaritmicka Tunkela. Logaritmickd Junkeia. pri 2dklade a, kde 0 < ¢ < 1 slebo a > 1, je
definovand v intervale (0, o) a je inverznou funkeiou k exponencidluej funkeii y = a?. Ozna-
dujeme ju

¥ = loggz 2. (8)
Tato funkeia je rastica pre a => 1, Klesajica pre 0 <7 a <= 1 (obr. I3).

. 050
D<a<t
. a=0
<
o 1 r .
Obr, 11 . Obr. 12

Logaritmickd funkcia pri zdklade & = 2,718 281 828. . . **) sa nazyve strufne iba Ingaritmickeou
funkeiou o cenaduje sa ¥ = Inz. Logaritmickda funkeiu pri zédklade 10 oznafujeme namiesto
log,y = iba log =.

Viastnosti:
R ¥eta 1. Nech je a = 0, potom plati a® = e7104 pre katdé
tialo x.

Yeta 2. Nech je 6= 0, b= 0, pritom a1, b# 1,
potom plati

0319 loge # =

pre kadddé kladné Eiglo x.
Yeota 8. Noch je a &islo, potom plati 29 = eslsz pre
0 ™ kaldé kladné dislo x.
Trigonometrické funkele. Funkeie y = sinz, y = coar,
Dce<d y = tgx,y = cotgz, y = secw, y = cosec x {obr. 14a, b, c)

nezjvame frigonometrickiymi alebo-goniometrickyms funk-

ciami.

logp =
logy a

(8)

: *} Deflniclu moeniny exponentom ¥ 1,3
Obr, 13 --}oaﬁeemmiapon 1, a’m pozei &1
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Obr. 14b
lI ¥ i "
/ YECoaeex y= fex
H
!
T T e 0 Xz X dxf2 2y 1
ke = -
J', { \
I
v !
\ i) 1
| i
\ [ ‘
‘ 1
Obr. 14c . l
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Funleia sinus
¥ = sinzx

a funkeia kosinus
i = COR X

st definované v intervale [ ~oc, o) a si periodické s periddou 2x. Funkeia sinus jo neparna,
funkeia kosinus je parna funkeia,

Funkein fangens
y=tgx

je definovand pre vietky Cisle z, pro ktoré plu.tl ¥ (20 + 1) n}ﬂ kde & je celé Zislo.

Funkeia kotangens
¥ = cotg x

je definovana pre vietky ¢isla =, pre ktoré je x 3¢ &n & & je celé gislo.
3

Y .
y=erccosy y=arccelg x "--......-..q., ’
\\ \1
‘\k.l'ﬁ <
s I B . ,'ﬁ \N‘ r"rﬂ', -
‘hh“‘---
-*1'| 1 x o X
y-uri nx
XA '~"/:r
Ob‘r- Ir;“ Obr‘ 15&

-

Funkeie tangens a kotangens si periodické funkeie s periddon =, Fupkeia tangens je nepdrna,
funkeia kotangens je parna funkeia.
Pre trigonometrickd funkeie plati

OB & = gini{x/2 — &), - {10}
tge — oo pre cosx # 0, ¢
008 T ,
cotgr = —X  pre minzT % 0, (12}
Bin & .

BEC X = - ! pre eosx & 0, ) {13)
o8 ¥

eO8et & = ,I pre  sinx & 0. (14)
sin

Cyklomelrické Tunkele. Cyklometrické  funkeie ad urkusainm arkuskosinus, arkustangens,
a arkuskotangens {obr. 1ja, bj.

Funkeia arkussinus

w

y == ATesin x

je definovand v mt.ervale (—I I a je inverznou funkeiou k funkeii y = sinz v intervale
{—wf2, nf2>. .



{20 Blewientiirne funkede 9T

Funleln arkushosinus
o= Areeos X
je definovand v intervale ¢ — 1. 1% o je inverznon funkeion k funkeli ¥ = cose v ointervale
O,
Funkeaia arbustiengens
N o= arctg e
je definovana pre kazdeé éislo v a je inverznoun funkeiou k funkeni g = tg & v intervale | — /2, 7/ 2).
Funkvia arkuskotongens
W= arecobg e
je definovand v intervale (-2, ) a je inverznon funkeiouw K funkeii y = cotg . v intervale
{0, =) -
Pre evklometrickd funkeie plati

bl
BECSINL & b owrocus o=, {13)

arclg.c | wrecotgx - ' (16)
pre kazdé fislo x z oboru definicie t¥chto funkeii.

Funkcie arkussinua a arkustangens st rastice nepiarne funkeie. Funkeie arkuskosinus a arkus.
kotangens sit klesajice funkeie.

y Y { _
i y:cd‘shl / l,"}‘=ﬂ'ﬂfghx
|
N
|
. y=tghx
0 X
—~—— -1
™
\
A
\ b)
i
i
hr. 160 br, 6l

Hyperbolické Tunkele. (Obr. 16.) Hyperbolickym sinusom naryvame funkeiu

F A —
y = Tmge (17)

# oznadujerne ju sinh .
Hyperbolickym kosinusom nazyvame funkein

Y o= - —q----— “,H}

a oznafujeme ju cosh x,
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Hyperbolickym tangensom nazyvame podiel funkeii sinh z, cogh =
¥ = — (19)

& oznadujeme ho tgh x. ;
Hyperbolickym kotungensom nazgvame podiel funkeii eosh x, sinh 2 |
: z -z
uilinall Ji (20)

y-ez—e‘-"

a oznadujeme ho cotgh x.

Obor definfeie funkeie cotghz je mnozina vietkych redlnych disiel okrem nuly, zatial &o
f_unkcio sinh #, cosh x, tgh x 84 definované pre vietky redlne &isla.

 Elementirne funkeie. KaZda funkciu, ktori dosteneme z konedného pottu funkeii: konstdnt,

trigonometrickych a cyklometrickgch funkeii, mocninovych, exponenciflnych s logaritmickych
funkcif, konednym podtom operdcii stitania, odditania, ndsobenis, delenia s tvorenia zlodenej
funkeie, nazg¢vame elementdrnou funkeiou.

Priklad 1. Dand je funkcia
¥ = 3 -+ arcsin (2z — 1), .
Néjdime jej obor definicie a zistime, #i této funkeis je r¥dzo monoténna. Najdime k nej
- inverzni funkeiu, sk existuje. .
Riedenie. Dand funkcia je sidet funkeii flz) = 3 a @iz} = arcsin (22 — 1). Funkeia f(z) = 3 [
mé obor definicie {—oc, w0}, Funkeia g(x) je zlotend funkcia g(z) = F{G(xy), kde F(z) = arcein z- .
& G(z) = 2z — 1. Funkeia G{z) = 2z ~ 1 mé obor definicie A = (—o0, o), obor hodnbt B = _
= (—w, @}, Funkcia P(z) = arcsin  mé obor definicie C = ¢—1, 1>, Obor definicie funkcie :
g jo mnolina vietkych t¥ch é&siel 2 A = (—o0, o), pro ktoré plat{ Gz} = (Zz — e
EBNC ={=1,1> Z toho vyplyva
1<% =11,
== 1.
Obor definicie funkeie g(z) = arcein (22 — 1) jo <0, 1>. Obor definicie danej funlkocie je M = '
= {(—oo, 0} N {0, 1> = <0, 1>, !
Ukdime, 2e dané funkeia je rastics. Nech x,, z, su &iala z intervalu <0, 13, pridom =; < @y,
potom aj 2x; — 1 <C 2x, — 1. Funkeis arkussinus je restics, s preto

arcsin (21, — 1) <0 arcain (2r; — 1) f
B
3 + arcein (2z; — 1) < 3 -+ arcsin (2x, — 1).

Teda tito funkeia je rastiea.
Najdime ebte jej obor hodndt. Z nerovnosti 0 <z = 1 dostaneme —1 < 2z — 1 <1
& --%/2 = arcain (2z — 1) = r/2. Pretofe y = 3 - aresin {2z — 1), obor hodndt Je interval

| (3 = /2, 3 + n/2.
Inverznt funkeiu nédjdeme riefenim rovnice f[f_,(z)] = =, pritom y = {_,(2). Z toho vyplyva !
. z = § 4 arcsin (2y — 1) .

arcain {2y — 1) =z — 3.
Z definicie funkeie arkussinus vypljve '
; 2y — 1 = &in (z — 3).
Hladand inverznd funkeis jo

1 ,
5“-"5'1'-;;‘“[4’ — 3)

8 oborom definfeie (3 — /2, 3 + #/2)>.

—:
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Prikiad 2. Ukdzme, %e funkecia y == g(z), kde
0@) = sin % 4 (< 1)P@A 4 g 2

je periodickd a néjdime jej periddu. _

Riefenie, Pri rieeni tlohy poulijeme vetu, ak funkeia f je periodicks, vtedy aj funkeia y —
= f{kz), k > 0 je periodickd a pre jej periddu plati I = [,/k, kde {, je peridda funkcie f (pozri
Glohu 44 z 8lanku 1,1).

Pretote funkeis sin x je periodickd s periddou 2, funkeis {—1}E} je periodickd s periddou 2
a funkeia tg x je periodické s periédon r, periodické st aj funkeie

¥ = sin -g' Ly Yz = tﬁl}gu!;lr Yy = tg 2z
a ich periédy sa b= 2x/(2]3), I = 2/(1[n), Iy = w2, dide
by =38r, I, =1nm Iy = n/2.

Ukdime, %o aj funkein y = y;, + y, + Y3 Je periodickd. Pretote [ = 6 jo najmensie kladné
tiglo, pre ktoré plati

¢z 4 I} = gin (% r + 41!:) — (=) Eiziz 8} o 4g (22 £ 127) =

= sin -z 4+ (1B - tg 2 = g(z),
peridda tejto funkeie jo I = 6r.
59, Dana je funkcia:

a) f(x) = tg 2x — 3 cos? x; ¢} fix) = arcsin (cos z);
o . | _Jeosz pre xrel—m0),
b) fiz) = log #*; | d) fizy = l sinz pre z e /0, mb.

- Nijdite hodnoty:
a) £(0), r(—I—) f(;i) 1 ) f(0), fi—m), ftsm,f(%), f(f)
b) f(—10), f(0), fO.00)., f1);  d) K0), f(—-—}), f(l)i f3), f(4).

4

60. Nech 4, b, r s realne &sla. Dokajte, #e ak funkcia / splia podmienku f(rq) —
= rf(a) pre lubovolné a, r, vtedy je dan4 rovnicou y = kz, kde k je konstanta.,

61. Najdite &sla k, I, m tak. aby polyném g(z) sa rovnal polynému f(z), ak
a) flz) =1, glz) = k{x* 1. 1) + {22 < ma(z® 4 1);
b)flw) =z + 1, g(x) = kjx — 1) + lafz — 1) -- mat.
62. Nech g(z) = #* 4- z - 1fz + 1/2® pro = + 0. Dolhite, %o g(1/z) = glx).
63, Dokdite, Ze | | |

f{z]+f{y]=f(-l%'ﬁ’;), ak f(x;=1ng.:—“_i£ pre ze(-1,1).
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64, Zistite. &1 funkeie f a g sa rovinaji, ak
aj fre) — log at. glr) = 4log x;
hy flx) = log 2t gle) — 4loga. pre wce (L4

e) flry = Lo ogle) = =in¥a | s

65. Zistite. pre ktord ¢isla 2 plati:

. o 1+ =
a) avetg T — arcsm 1;. | -}2 ; c) aretg x boarety 1= m'ctg_l---:—; .
b} arecox }'.1 e resin
66. Dokazte. Ze plati:
a) vosh? e — sinh® e .- 1; e} 2 sinh g cosh o — sinh 2
b} eosh? x ¢ sinh?a ~: cosh 2 d) 1 — tgh?x = ljeosh® 2.
67. Pomocou grafu funkeie y - 2% zostrojte grafy funlkeii:
. . ' ) 1
g ot oy (e 2% y=—(x DA yp=3et oy ad
gt oy — et L g xRy e B — 1)+ 2

68, Zostrojte graf funkeie y — log x a pomocon neho zostrojte grafy funkeil:

a)y - logx® Cly - 3 log 2a:
by y - log (2 — a); d) = log (1/x) .
69, Zostrojte graf funkeie y - 37 o pomocon neho zostrojte grafy funkeii:
aby — 3% dy g =1 3%
by y = —3% o)y = 3L
chy — 3T fyy = 37210,

70. Pomocou grafického saitania. vesp. odéftania najdite grafy funkeii:
ajy = 254 by y — 2% &,
71, Vypoitom dokdite, ze graf funkeie g -~ ka®. & == 0 dostanete z grafu funkeic
g af posunutim voo=mere o8l g
72, Pomocou grafu funkeie y = sin x zostrojte graf funkeie:
i) Y - cos ¢}y — —sin g e) ¥ = sin (x — 3);

4

b) y — jsinal; d) y = 2sina; f} y — 2 cos {2]2).
73. Napfite hlavnt a vedlajiiu zlokku zloZenych funkeii:
a) y = sin ¥ e) y — 2%,

L) y — sin® a; d) y = 207,
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74. Dané st funkeie f a g. Najdite zlozené funkeie f(g), g(f), /(f). g(g), ak
8) ftx) = logz, g(x) =T —[z|; o) f&) = 2% glx) = log, z;
b) fiz) = aresin x, g(x) = ain_:n; d) f(x) =sinh z, g{z) =Inz.

76. Dané je funkeia y = f(zx). Najdite jej obor lefinicie, ak

1
by = sy s

a)y = (z* + = — 6)I%;

76. Nijdite obor definicie a zastmjte graf funkcie:

8) y = log,; z; - f)y“lﬂum-ﬁ).
b}yr-iﬂsd—z“}l; o Ely=lﬂs(2—x}+lnst2+x).
¢y =logysz; . h)y~1%3
d) y = log |z}; _ z
e)y = jlog z|; 1“"'_lm'sl+.1='

77. Nijdite obor definicie funkcie: .
a)y=lug{¥.;:—3—2}; _ 2 — bz + 6
b) ¥ = log (e* — e—%); c)y—lugmx+1.

78. Nijdite obor definicie a zostrojte graf funkeie:

y=sinte;  oy=lpsing e y=E@)sinnzl;

x? — 1 7

b) ¥y = sin 2% d) ¥ = x sgn (sin z); f)y =tg 2=
79, Najdite obor daﬁnicm funkecie y = f(x), ak
u}y—th" o)y = Vsmz+VB—-::‘
by = - ; -
}y—m.
80. Nijdite obor definfoie a zostrojte graf funkeie:
a) y = arcsin {2z — 3); f) y = arctg (tg z);
b) ¥ = aresin 2%; g) ¥ = arcsin (3 — VI-— z);
¢) y = aresin (sin z); h) y = arcsin (1/z); .
d) ¥ = aresin (cos ); . . *—1
e) y = arceos (cos z); 1) y'._mz-i- 1°
_81. Najdite obor definfeie funkeie y = f(z), ak
S 8z —2 —
u)y=}’5—-3¢+armin———5—; d) y = log (2e0sz — |3);
' 1
b y=Vi—z-z42+ |57 e}y-dn(los&_l_l),
o)y =log (L — tg2); =82 =3) | arosin T
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82, Zistite, ktoré z funkeii s pirne a ktoré s nepirne:

a)y = 2% g) y = z* + sin 2%

a1 - 1 .
c)y=cns(1t—xi; . i) ¥y = x cosh x;

__ sinzx . x+ttghz
dy=—- J}yd72—+3mx.
e) ¥ = sin ¢ + cos z; k)y =z log [x[;

z sinh x
fly = 1082_|_ Dy =

83. Nech f(z) = az® + bz + ¢, a 3= 0. Najdite tie &isla x, pre ktoré¢ f nadobida
najmengiu a najvadsiu hodnotu.

84. Nijdite maximum a minimum funkcie y = f(z), ak

a)y = coalx; ‘ c)y =2 + cos x;
b) y = sin 2% d) y = 2%%,
85. Zistite, ktord z danych funkeii je peripdicka a najdite jej peridédu:
a) y = sin (2%/3); ¢) y = cos?ax; e) y = xsin x;
b) y = b cos 2xx; - d) y = cos x%; f) y = sin (1/z).
886. Zistite, & dand funkecia je periodickd a néjdite jej periddu, sk existuje:
a) y = arcsin (sin z); ' d}y=3063:1:-—-53in4=:r;
b) g = log (cos  + sin 2); e) y = sin 2z + tg (x/2);
¢) y = E(z) arccos [E(z)]; f) y = 20+uwinz,
87. Nijdite intervaly najviése] d!!lqr na ktorych je funkeia monoténna:
2
My=@t-a'% d)y = log = +f2+2,
b)y = fzt-3z+3,
¢) y = 2z Mtz e)y =log?x — Jlogx + 2.
88, Néjdite inverzni funkeiu k funkeii:
a)y = dxr — Z; o) y = 4sinz,
b) y = sin (3z — 1), |6z — 2| <m; f)y = 3=,
c)y=x_l* | x pre x<Il,
2 — 3’ gly=1{2% pre zell, 4.

2% pre x> 4.
a )2 pre |x| =1
1y = arcsinx pre (x| £ 1;
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89, Zistite, ktord z danych funkeii je rfdzo monoténna a nijdite k nej inverznii
funkeiu:

8) ¥ = 3 + 4 arccos (2z — 1); d) y == 21+l V=3
b)y =In (2 — 3z) e) y = 23+arctgr
0y =1+ |3+e

90 Zistite, ktord z danych funkeii je jednojednoznaénd a n4djdite k nej inverzna
funkeiu:

a) y=1°8= (@ + J=* + 1); c) y = tg (1 — 2 arctg z);
14 22
b)y = Vm d)&':*—_l__?,*-
1+2V‘

91. Dané je kruZnica s polomerom r = 1. Vyjadrite:

a) obsah kruhového odseku ako funkeiu jej stredového ubla =,
b) vyéku kruhového odseku ako funkeciu stredového uhla z.
Zostrojte grafy tychto funkeif.

92. Strela opuadta hlavei dela rychlostou » = 800 ms—! pod elevatnym uhlom a
Vyjadrite:

a) elevatny ulml ¢« ako funkcin dostrelu 2 vo vodorovnej rovine,
b} elevadny uhol « ako funkeciu najvidsej vyiky y strely nad vodorovnou ro-.
vinou.
Zostrojte tieto funkcie, ak tiaZov¢ zrychlenie je g == 10 ms—2,
93. Raketa s podiatofnou hmotnosfou (aj s palivom) M, = 4t Startuje tak, Ze
rychlost plynov opusfajicich dyzy rakety je u, = 2km.s~1. Rychlosf rakety
v dage ¢ je dand Ciolkovského rovnicou

% = uyIn (Mo/ M),
kde M je hmotnost rakety v ¢ase f, vyjadrend v tonich. Vyjadrite:

a) hmotnost rakety M ako funkeiu jej rychlosti,

b) ryohlost rakety # ako funkciu éasu, ak hmotnost rakety M je funkeiou
tasu M(t) = 4 — ¢/60 a pre as ¢ [s] plati ¢ € {0, 120>,
Zostrojte grafy tychto funkeif.

94. Teleso kmitd v priamke s kruhovou frekvencion o = 100 P Vychylka
telesa -z rovnovainej polohy pri tomto kmitani je
‘ a:=xucosa¢+%ainm,

kde 7, je podiatoénd vychylka a v, je poliatodna rychlost telesa.
Vyjadrite vyehylku ako funkeiu koafnusu vhodného argnmentu & zmizornma graf
tejto funkcie, ak:

a) xy =0m, vy=1msL c)xy=1m, v;=1ms™
b)xy=1m, vy,=0ms"}

3 Eblerksa dloh
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95. Pre adiabatické zmeny plynu plati Poissonov vzfah
Vi = pi=

Vyjadrite tlak p ako funkein objemn ¥, ak p, = 1 at. F, = 1 m?® a Poissonova
konstanta je x = 1,5. Zostrojte graf tejto funkeie. Aky tlak bude mat plyn pri
objeme V = 4 m3/
96. Na rovinné rozhranie dvoch prostredi dopadd svetelny li¢ pod uhlom z.
Najdite uhol lomu ako funkeiu uhla dopadu. ak index lomu n, , = 2.
97. Absorpeia radicaktivneho Ziarenia prebieha tak, Ze intenzita tohto Ziarenia
je dana funkeiou
: I =1Iye "z,

kde I, je povodnd intenzita Ziarenia a « lnibka absorbujleej vrstvy latky. Najdite:
a) hribku absorbujiicej vrstvy latky ako funkciu intenzity Ziarenia,
b} tii hriibku absorbujicej vrstvy latky. ktord zmensi pévodni hodnotu in-
tenzity ziarenia na polovien,
Zostrojte grafy tychto funkeii. ak absorpény koeficient litky je p = 2 m-L.

1.3. Postupnosti

Ziakladné pojmy. Funkein [/ definovand na mnokine vietkych prirodzengeh tisiel M =
=41, 2,3, ..., 5, ...} s& naeyva postupnosforn. Hodnotu funkeie §f v &isle n oznadujeme a; —
= f{n) a nazyvame Ju n-tjm Henom postupnosii.

Postupnost, ktorej ¢leny s redlne &sla ay, a,, 0y, .. .. 4y, . ... 02natujems

gy @ay flgs o on fyy oo b (1)
alebo {aﬂ }j-lq-l .

Postupnost (1) je restuce [Mesajuica, nerasticn, neklesajiice], sk pre vietky prirodzené éisla n
plati an << apay, (60 2> @nay, oy = apag, o S Gnag).

Postupnost rastica, klesajica, neraatiica a neklesajiica sii monoténne postupnosti, Postupnost
rastica a klesajiica sii rjjdzo monoténne postupnosti.

Postupnost (1) je chora [zdoln] ohranidend, ak mnotina vietkych jej tlenov je zhora [zdola]
ohranitend, t. j. existuje také éislo K [£], e pre kazdé prirodzend ¢{slo n plati e, = K, [a, = k].

Postupnost (1) je ohrandfend, ak je zhora i zdolas ohranidend.

Majme dami rastiicu postupnost prirodzenyeh &siel Jky}¥., & postupnost (1). Postupnost
{fig, Iy nBZyvame vybranou postupnosfou z postupnosti (1) podla postupnosti {ky, Jon-,.

Limita postapnosti. Ak uréité tvrdenie plati pre véetky éleny postupnosti (1), s vinimkou ko-
neéného poétu élenov, hovorime, 2e plau pre shoro vdetky éleny postupnosti.

Cislo @ sa nezyva limitouw postupnosti (1), sk v [ubovolnom okoli éisla ¢ lefia skoro vietky
tleny postupnosti (1), ¢iZe ka keddému kladnému ¢islu e existuje také prirodzend dislo N{eg),
te pre kaddé prirodzené dislo n = N({e) plati jny — af << £

Ak postupnost {1} ma limitu o, piteme lim 6y = ¢ alebo 0, — . Postupnost, ktord ma limitu,

Ji—sce
nazyvame konvergentnou, ktord nemd limitu, nazyvame divergentnou.

Viaatnosti:

Veta 1. Kaidd konvergentna postupnost m4 iba jednu linitu,

Yeta 2. Ak je postupnost konvergentna, vtedy je ohranieni.

Yeta 8. Monotinne & ochranifend postupnost je konvergentna. Limita neklesajice] [nerastice])
chranid¢ene) postupnosti je jej supremumn [infimam],

Veta 4. Bolzano — Cauchyho kritérium. Postupnost {a, 7., md limita viedy & len viedy,

ak pre kaZdé kladné islo ¢ existuje také privodzené Gislo N{z), Ze pre vietky prirodzené &isla
n > N(e} a kakdé prirodzené 2islo p plati

lan — @nsp) < &
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Taul.alkpunnpno-tmjekmmm njhﬂivyhulpoﬁnpaudlm
{ljphwtniimimmkﬂﬂmimmm

Veis 4. Z kaidej chranitenej pnﬂupnoﬂamlmutvnﬂtvyhunﬂmkhibh-
vergentnd.

Vels 7. Ymhmhmd[l]pkmmh&hu.-suupﬂhu&ﬂmmw
nosti {{ax J3.1 {men)E, ﬂkmwmunphﬁ '

Jim [ag| = |a], o
= - om

Veta 8. Nech postupnosti {o,)¥.,. {bs)¥-1 o0 konvergentné postupnosti. Potom aj postap-
nosti {ty + by }urr {Fn — On)iuss {0aba}R-1 8 konvergentné e plati

lhn(n.a.-a,.]-luua.ﬂﬁnb.. (&
n—+o0 B
lizn (B — b;] = I.iﬂ'l. gy — lim b., i ‘ﬂ)
=00 R—00 o
Lm apby = I.Ill'l n dy lim by. B
R=+00 A=

Akb.giﬂpmvhﬁyprimdmﬂéhhnt:hnub.?&ﬂ.potmuljpomm {an /by }¥., kon-
verguje a plati

lirn: oy

lim ° My ﬁ-l-cn

oo h' lmﬁ.,. m
A—e00

YVeta 9. Ak postapnosti {x}Fer {ba}us %1 konvergentné a ore skoro vistky Sleny plat
wy = by, potom .
lim ap E 1im by, 8 -

=]

Veia 10, Nech tupnosti {7y }¥. ;. {ca 3., mi konvergentnd, mnjimrmhﬁhmnhstm.
mma...'?'pummi” 5., Ploti an = bs = a. Potom o] postapacet (b} Jo

konvergentnd a jej limita jo falo a.
Yeta 11. Ak postupnost én.},_, mé limitn 0 & postupnost {by}Z.. je chranidend, tak pouh:p-
nost {Onby }E., mé limity
Veta 12, '
fme=c,  lim—=0. ®
Nt now B

Postupnost {ag™)Z., sa nazyve geometrickou postupnosiou.
Yeta 18, Geometrickd postupnost je konvergentnd

1. sk G6=0, limag"=0; {10)
Wt Oy w

2, ak: Igi< 1, limaog® = 0; {11)
M=sDa .

3. ak  ¢=1, limag" =a. (1%}
n—+oa

Veta 14. Postupnoset {({1 4 1/r)*)¥., je rastdca ohranidend postupnost a joj limita se cxnabuje .
makom e, Plati .

‘“_flw(l-t--é-)'-e—!.ﬂsﬁ_.... an)
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Mocnina s redlnym exponentom, Nech « je redlne &islo a a > 0. Nech jo {rs}¥., Iubovolnd
postupnost raciondlnych disiel, ktord md lmita x. Potom

lima'™ = a% (14)
oo
Ked 2 > 0, a = 0, potom plati
as = 0. {15)

Veta 15. Nech  je &islo a nech pestupnost {a,, a;, . ..} md limitu #islo g, pritom sa definované
moecniny ax, ai pre katdé prirodzené islo n. Potom plati

lim af = a® (18)
LSt

Veta 18. Nech {my, o5, ..., %pe ... Jnwy j© postupnost, ktord mé limitu &islo e 8 nech a > 0;
potom plati :

lim a% = a”, : (17

b

Veta 17, Nech {aqJ3., je postupnost isiel, pre ktoré plati lim |as| = eo. Nech je mocnina

=00
(I + 1lag)s definovand pre ka#dé prirodzené &islo n. Potom plati
Lim (1 + l)",' - (18)
=S d.

Neviastnd limita. Postupnost méd nevlastni limitu oc [—x] viedy, sk pre kaddé disle 4 ad
skoro vaetky ¢leny postupnosti viitdie [mendis] ako A, die existuje také prirodzené &islo N(A),
fe pre vietky prirodzens ¢isla n > N(4) plati @y > 4, [ag << AL

Ak postupnost md nevlastny limitu, plifems

lim Ay = OO [li.!ﬂ.d" = F-D'.'.i].

LD b [ L]
Veta 15, Nech ln:q i@p| = 20 a ay # 0 pre katdé prirodzené &islo », pgptom pmtupnmf {1]e,,

tay, ..., llaq, . }mﬁ limitu 0.

Veta 19. Ak pust.upmnnf, {1) mé skoro vietky &leny kladné [zdporné] a poatupnost {}/a,,
Lay, ..., &g, ...} mé limitu 0, tak postupnost (1) mé nevlastni limitu <« [—o0).

Casta je dand postupnost, o ktorej nevieme, ¢i je konvergentnd alebo divergentnﬁ & mime
najst jej limitu, ak existuje. V tomto pripade predpokladéme, e limita existuje a poufitim viet
1 az 19 a vhodnymi ﬁpmva.:m s& ju snaiime vypoditat. Ak takymto spdsobom néjdeme limitu,
nak pradpnklad o jej existencii bol spravny a poutltle viet 1 a2 19 bolo oprévnend, Zite dani
postupnost je konvergentnd.

Priklad 1. Doké?me, %e postupnost {1/2, 2/3, ..., n/(n + 1), ...} je konvergentnd a md
hmitu 1. Pre ¢ = 4,001 ndjdime ¢islo N{e).

Riedenie. Mdme ukazat, e ku kaidému 2islu € :> 0, existuje také Nfe), 2o pre vietky n >
= N je

3

" e
, fn41 P
&rke
1 — -
in—n-1 l ce (19)
i

n+1 [ T
Cislo N{&) najdeme k danému & tak, e rozriedime nerovnost (19). Mame

1
_-":N"!'li
E



1,3, Postupneosti 37

dide

1
n}-;--l. (20}

Pretoie N(¢) je prirodzené gislo, poloime

Ngy=E(lje=1), ak lle—121
a
Ne)=1, ak 1je—1<1.

Viedy pre kazdé n > N{(g) je splneni nerovnost (20}, & teda aj (18), ¢iZe dand postupoost je
konvergentnd a md limitu 1, e . postipRest ]

Pre ¢ = 0,001 je
E(ljs — 1) = B(1000 — 1) = 999,
Ni{g) = 999.

Priklad 2. DokéZme, 2o postupnost {3/4, 914, 19/30, ..., {2n® + 1)/(3n% -+ n), ...} je kon.
vergentné s ndjdime jej limita, K ) } jo keon

Riedenie. Upravime Citatels aj menovatels zlomku (2n? + 1){(3n2 4+ n) delenfm n? & poutijeme
vetn o limite podielu postupnosti [7) bez toho, Zeby sme vedeli, ¢i limita menovatela je rbzna

od nuly. Doestavame
lim {2 4 1/n®
lim 2“!+l=lim2+”ﬂ.=“-'°° %
fites SRt don n-pnua'-i-lll'ﬂ 11m{3+1;’nj‘

M=o

¥V dalfom texte pouiijeme vziah (4) o limite stétu postupnosti a vety 12 a 15, Médme
lim2 + lm 1/n® 2+ (lim 1/n)?
o=y Mmf - +:£-=u;}_2-|-0' c 2
im 8 + lim ljn 3+0 3+0 3°

H-woo ft—sca

PretoZe vietky limity, ktoré sa pri vypoite vyskytli, existuji a limita menovatela je rézna
od nuly, vypotet je spravny. Danéd postupnost je konvergentnd o jej limita je 2/3.

. Priklad 8. Ndjdime limitu postupnosti {{2% + 3)/{1 — 4.27)},, ak této postupnist kon.
verguje.

:Ridenie. Upravime &itatela aj menovatela zlomku (27 + 3)/(1 — 4 * 22} delenim 27 a po-
utijeme vztahy (7), (3}, (4), (5), (6). Mdme
. : Him 1 = 3lim (1/2)n
im 3 pm 1432 noe v ,H.J 2) _
fsoo 1 — & .20 puoe1/2% — 4 lim (1)2)% — Lim 4
To=b D o

Protode postupnost {(1/2)%)2., je geometrické postupnost & |g] = 1/2'< 1, podls vety 13
plati

lim (1/2)" = 0

P00
lm 2*F+3 _14+8.0_ 1
amoel —4.20 D _4 4

Protofe vietky limity, ktoré sa pri vypolte vyskytli, existujii a limita menovatela je rézns od
nuly, je tento postup potitanis danej limity spravny. Dand postupnost je konvergentnd a joj
limita je — /4.
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Prikiad 4. Vypoditajme

Ii:nﬂn.l‘ﬁnn_ |
fi—oe dn — 1
Riefenie, Pretole pre kaidé prirodzend gislo n plati
—1 Zsnn 51,
méme
2n—1 _2n+sinn __2n + 1
g (i T 53:;—1’
prom = 1,2,3, ... . Postupnosti {(2n — 1)/(3n — 1)}y, {(2n + 1/(3n — 1)}7y 86 viak kon-
vergentné a ich hmit:.r &l rovnaks.
lm2 — lim 1/n
nves 3 = 1 peo 3 — Ljn im3d—lmijn 3-0_ 3°
. T —+oo fl—roo
Iim 2 4 lim 1{n
tim 20 F 1 gy 2400 me 2402
e —1 e 3 —1/n lim 3 — lim 1jn 3-—~-0 3
oD A=

Podla vety 10 je aj dand pastupnost konvergentnd a plati
lim 2 tsnn 2

-

Prikfad 5. Dokidme, %o

n-ron 28
Riedenie. Dand postupnost je nersstrica a zdols ohranifena, pretofe plati

n 41 n n+1
ﬂn+l-m-2n = oy

ﬂ._}“

pre ka?dé prirodzené &islo n. Preto podla vety 3 je této postupnost konvergentnd. Ak A ie jei
Limita, £ voty 9 vypliva

lim .1::__‘.4_ =0,

n-woo
Uvadujme vybrand postupnost {a,, a,, ..., G, ...} z danej postupnosti. Pre tito v_;,rbrami
postupnest podla vety 3 je
2n
] I.IIII —— 2 - ]ﬂn _— ==
T=k0D 1 =0 2' TR=pe OOy 2 2 A 0 o

pritom sme pouili vetah (11).°
Tym sme dokézali, 3o lim nf2% = 0.

- fese

Priklad 8. Dokédime, & postupnost

mé nevlastna limitu.
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Riedenie. Dokddme, 2e lim (n/2 — 1/3) = x. To 2namend, #e méme ku kaZdému #alu 4 najst
f—roo

také prirodzené éislo N(A), 2e pre vietky prirodzené &isla n > N(4) je n/2 + 1/3 = A, ¢ide
n =24 — 2/3.

Polotme N{A) = E(2| 4[) 4+ 1. Pre vietky prirodzené &isla n > N(4) plati n > E(2 .4 ) -+
+ 1= 2[4]| = 24 = 24 — 2{3, ¢o bolo treba dokdsat, Plati teda lim (#/2 + 1/3) = o,

. Hi v
Priklad 7. UkdZme, Ze plati:
N
lim *_T7 1
n—oo 2 + 3 &

Riedenie. Pre vietky tleny danej pustupnosti plati (»® + 1)/(2n + 3) = 0. UvaZujme o po-
stupnosti {1/aq J3., = {{2n 4 3)/(n* + 1)}#.,. Podobne ako v priklade 3 dostdvame:

2lim I/n + 3 (lim 1{n)?

im 2 Ed gy 2Bt eee om0 2.048.00
e ol e L= 1/m? Hm 1 — (lim /n)? = 1 402
= o
Podla vety 19 je lim {n® 4 1)/{2n + 3) = .

e

98. Funkcia { je definovani na mmnoZine prirodzenyeh eisiel. Vypotitajte f(1),
f(2), f(3), ak

a) fin) = (1 4+ n)®; b) fin) = n!l.
99. Napiste prvych paf dlenov postupnosti. ktorej »-ty tlen je:
voa)ay = 2 f) a, = E(l/n);
b) ay = 1/3n; g) an = (2 — 1/n)%;
€) an = (1 — cos nm)/2; e
d) ag = (3n + 1}/(2n — 5): oy =1{1 -2 +3 4+ ... 4 a)nt
e) ay = nl/¥

100. Nijdite n-ty &len postupnosti:

a) {2, 2%, 28 24 26 26 1 d) {0. 2,4, 6.8.10, 12, ...}

b) {2/3, 3/4, 4/5, 516, 6/7, ... }; e) {1.3, 9, 27.81, ...}

e) {2, —2,2, —2,2, -2, 2 L
za predpokladu, Ze aj dalSie &leny postupnosti dostaneme podla toho istého
pravidla.

101. Néjdite vEeobecny élen postupnosti danej rekurentne a napiste jej prvych
pit tlenov:

8) @y =2, Gyyy = Gy + 1

hl‘ ﬂl =1, Ay1q = —iby;

clay =1, ay=2, ayy =ay —a,;_; :

d)a; =1, ay=1. apyy =ty + ty (tleny tejto postupnosti sa nazyvaji
Fibonacciho &isla),

102, Aritmetickd postupnost s n-tym ¢lenom ay = a, + (0 — 1} d. kde ¢, a d st
dané &fsla, je urdena takto:

a)a, =3, d= —1; by a, =3, a,, =12
Vypoditajte a,. ' :



40 1. Funkeia jednej redlne] premenne

103. Napiste prvych desat dlenov geometrickej postupnosti, ak

W) ay =25, g=-1J5; b) ag =+ 30, ay— —3.
104, Vyjadrite &len ay., pomocon a, alebo ¢y & @y, v postupnosti:
a) {1 — n)T ) {1 + (—1*¥7=;

b) {”“}?—1;
105. Zistite, ktoré postupnosti v wulohéich 99 a 100 si: a) rastice; b) klesajtce;
c) nerastiice; d) neklesajice; e) zdola ohrani¢ené; f) zhora ohranitené; g) ohra-

nitené.

106, Z postupnosti uvedenych v iilohdch 99 a 100 utvorte vybrané postupnosti,
ak pre postupnost {k,}%., plati:
a) {2n}7-y e) {n"}ia,.
b) {2n — 1357,
107, Dana je postupnost {a,|7-,. UkdZte priamo z definicie limity postuphosti, Ze
tato postupnost ma limitu 4 a najdite pre dané ¢islo ¢ prisluiné N{s),
a)ay = (n — 1)fn-+1). 4=1 e¢=01; £=0001; =105
b)ay = (17, 09097 4 =10, £¢=0]1 e=001; e=000I;
¢) {0.9;0.99;0899; ...} A=1, =02 =002
dya, = (20 - 1}/27, 4 =1, =02 &= (0,02

108. Pomocou Bolzano—Cauchyho vety dokéazte, ze postupnost {mf(n + 1)}%., je
konvergentnd a ndjdite prisluiné N{e) pre

a) & = 1/10; b) & = 3/100.
109. Dokaite, Ze ¢islo b nie je imitou danej postupnosti.
a) {lfn}® ; b=10"7 e) {(n+ 2)/(3 + 4n)}5ur, b = 99/400;
n .
b) {1372, b= 10-19%, a) (Valgoy =1+ 10722,
110. Pomocou vety o vybranej postupnosti zistite,"¢i postupnost:
a) {11'2“]%—1; Cod) {[—”}“}?—ﬁ
b) {114%}2 5 | e) {1n*n}3 5
o) {1 + cos nm)P_y; f) {(=0)m3 4,

konverguje alebo diverguje a ak je konvergentna, néjdite jej limitu.

111. Dokéite, Ze postupnost {(7 — »n)/(2n + 3)}7., je konvergentné a najdite jej
Hmitu. Zistite, akid limitu maji postupnosti:

7—(@Br--1)|% 7— 30 |%
“ {msn T+ 3L., -’ b {2 T 3L=, ‘

112, DokéZte, Ze uvedené postupnosti st monoténne a ohranidené a najdite ich
limity:
a) {2 — 5/2n)%_y; o) {2+ 1n}¥-y
n
) {}3)5-s d) {(n® + 2)/(4n® + 1)},
113. Dokéte, %e postupnost {0,6; 0,66; 0,666; ...} mé limitu &slo 2/3.
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114. Néjdite limitu postupnosti:
8) {2 + (cos m)fn}ey o) {2 + [» — B(/2n))in)%my;
b) {(sin n){2"}E..y; d) {an/n}%.,. kde ay je n-t& cifra dsla .
115. Postupnost {as}7., je konvergentnd a pre ka¥dé prirodzené &islo m plati
nerovnost: _
8) Gy S 4; . ¢)2 —-3%<ay S 24 1t
b) 1 = on41005 '
Zistite, &o plati pre“li_ﬁa,.
118. Dokéite, Ze postupnost {E(nx)/n )=, mé za limitu éislo =.

117. Dané si postupnosti {(3 + n)/(2 — n)}io,, {(3n? — 4){(n* + 1)}%.,. Na-
piite shdet, rozdiel, sidin a podiel tychto postupnosti a vypoéitajte ich limity, ak
existuji,

118. Ak postupnost {ay}7-, mé limitu ¢, néjdite limitu postupnosti:

a) {o3 )% b) {342 + Gan — 2}%.;.
119. Vypotitajte limitu postupnosti:
8) {3 + 4/3n )%z g) {(n + 1) (n + 2) (0 + 3)/(n* + L}y
by {fa—18)y ) {YnT 1 /in 4 1)}%ens
o) {(Tn + 5)/(4 — 2n)}5.s i) {4n® + P0? + it + 5 + 1}E;
d) {(2 4 3/n)*}%; H{E—2""44. ﬁ"'}f{ilu+2 +n3")} Ty
2t 41 3n—1
) {3 — Py k){ iy ( +o g ‘)]
f) {(6n® — dn + T)J(1Tat + n — 6BE;
120, Vvpotitajte:
8) lim [(1 + 3/n) (2 — 4/n)*(B/a? — 1));
b) lim 4(n+8)/(n-4). - d) lim ?ﬁ; .
o) lim log, [3nf(6n + 5 o) lim 7.
121. Vypoditajte limitn postupnosti:
a) lim [“j; - Tl:——l-oﬂf sin 2:1.] ; ©) “ﬁ_ﬂﬁ"m‘”’“’*‘"‘;
n : 3
b) lim tn+2}:2fl+ 1om) . & tim far =1 LT T
'”' - N oy o T
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122, Vypotitajte limitu:
a) lim [1 + l/(n + 8)]r*%;

b) lim (1 + 1/2n)";
e) lim (} — 1/a)%;

dy lim (1 — 1/nym*-1;
e) lim [(n + 2)/n]"/%
=00

f) lim [(3n — 2)/(1 + 3n)

8 lim (1 + Un]m;
h) lim (n!/n®);

. n\ 1
i) lim (k)ﬂ,—*] .

o

123. Vypotitajte:
a) lim{lm-i-‘ —'F;]; o) lim[V(n + a) (n + &) — ).
=+ o0 o0
) lim [a(fa +1 — )]
n-so0
124, Vypoditajte:
. 1+24+3+...4n =
&].,l:-ni n+2 - h2_) !
b) lim 1-243—... —2n
n-+co ) Vﬂ' +1
2 — 2
o} lim 1+2'+3 +...+@m—1) ,
P —— n?
d) lim (1/n® + 2/n® + ... + njnt);
oo
&) lim 2@+ BE2) ... + B02) 0 2 j6 redine dslo.
oo on
125, Vypotitajte:
B a® )
A Tre @70
P 20
a”

¢) lim

noo (1 + a} (1 +a?) ..

g a > 0.

126, Nech a, > b, > 0. Dalsie i&leny postupnosti. {ag}-; 8 {by}i=; st dané re-

kurentnymi vzorcami an+y = (@q + bp)/2, bpiy =

Vﬂsﬁu ‘Dokéite, e obe postup-

nosti st konvergentné a maju td istd limitu,
127. Zistite, ktoré z nuladujﬁcmh divergentnych postupnost{ maji nevlastni

limitu:
a) {3 + n®}hy;
b) {{(n* + 2n)/(3n® — 1}}¥_;
o) {(1 — Vs
d) {1 + (=" a}3_

e) {(—2)" )}

f) {3% — n}r.;

g) {1 + 3/2 cos nm}R.y;

h) {n¥}7.,. kde k je prirodzené &islo,
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128. Vypositajte:
) A
8) :I_?l{ﬂ' — 2nt + 3); d)m At l—n
b) lim [(n* — 5n)/(n* — 3n + 1)]; -
B .
Olim [ — 6n + 4Nk o) lim (2" + 11) .

W=D

129, Dokiite fe uvedené divergentné postupnosti anI-jt'.'l. nevlastnd limitu
& ndjdite k nim vybran( postupnost, ktoré mé vlastni alebo nevlastnd limjtu:

3
s [,’.‘:‘;’Tl},_; o {(—1*n)Eu
DD I d) g

130, Postupnost {ay ju=, je konvergentnd a pastupnmt {&.}.-. je di tné.
Zistite, aké sii postupnosti a) {an + b-}--n b) {anba}ss; ©) {Bn — b}t Uvedte
. priklady takychto pustnpnm
181. Postupnoeti (an},, {ba}i=y w6 divergontnd. Zistite, aké wt postupnosti
{on + be )i, {80 — By }3er {Onby )54 Uvedte
132. Nech plati lim ayby = 0. Co moZno tvrdit o Jimitdoh postupnosti {n.],.,,.

{bu}=s- Plati lim a. = 0 alebo Iunb. ="0? Uvedte priklad divnrsmtnynh postup-
. ngsth {ou)Sey {bu B pre ktoré phuti Jim anby = 0.

133. Danﬁjemnmtrmmjtrolnholnikwmu Z jeho troch vylok je zostro-

jeny novy rovnostranny trojuholnfk, z vysok tohto dalli atd. Vypoditajte limitu
sidtu obsahov tychto trojuholnikov, ked ich podet » rastie do nekonedna.

134. Do kruhu s polonerom r je vpirany tvorec. Do tohto Stvorea je vpisany kruh,
do neho Btvorec atd. Néjdite-limitu sastu obsahov vhtkjnnh kruhov a limitu s48tu
obsahov vietkych Stvoroov.

135. Rotadné teleso sa skladé z valcov, pritom polomer r prvého valca je 10 om
a jeho vydka A = | cm. Rozmery kaidého nasledujbosho valea st dvakrdt mendie
ako rozmery predchédzajiceho. Ndjdite vyiku a objem tohto telesa,

138. V poldrnom siradnicovom systéme s dané body: d,=(a, 0) 4, =

= (a cos a, x); 4, = (3 cos* 2q, a), .. .A.=(um"¢.ulatad' hdoa}oaﬂ-::
< a < nj2. Vypoditajte difku lumanej krivky Ay4,.. .

137. Lopta po dopade nnrﬁwnnvhodeP.nodrﬂapﬁduthma.rjﬂhhﬂmv..

dubodnPlsmmmdrmwmarjehwv,‘a.,dopdidobodu
Py atd. Pri kaidom odraze strati Sast svojej kinetiockej energie, 3m rychlost lopty
klesd. Vypotitajte vzdialenost lopty od bodu P, po bod, v ktorom lopta zastane,
Bk o =00, = ... =y =B U0 = 00 =, T Uy = L =6 < L,
- 188. Vypotftajte, aky najvids{ prid nmho dosishnut batériou z n &lhnkov
s ems K & vndtornym odporom r, ak dlinky st spojené: a) za sebou, b) vedla seba,
pﬂomodpurvedempﬂapobetﬂlinkwunwbmdmasduup -

139, Z jedného litra vodného roztoku 60 %, alkoholu odlejeme 1/81 do 11 destilo-
vanej vody. Pri rozmielian{ odlejeme spit 1/3 1 tohto roztoku do pdvodného roztoku.
Po rozmiedani opst odlejeme 1/3 1 do nidoby, kde bola pdvodne vods & spkt 1/31 -
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do roztoku, ktory pdvodne obsahoval lieh atd. Vypotitajte: a) aka bude koncen-
tracia oboch roztokov po n-nésobnom opakovani tohto pmtupu* b} akd bude vy-
sledna koncentracia oboch roztokov.

140. Na obvode kruhu s polomerom r je nanesend odporova hmota fak, e na
obliku A, 4, so stredovym uhlom o, = 3 n/4 jo celkovy odpor R, na obliku 4,4,
S0 streclﬂvym uhlom a; = «,/2 sa pomer odporov oblika AgAy & 4,4, na jeden cm
dizky rovnd 3, atd.... a% na obliku AyAn., so stredovym whlom %n = Up—yf2 88
pomer odporov oblika dydpt, a 4,4, na jeden em dizky rovna 2n — 1. Vypoti-
tajte, aks je celkovd dizka oblika, na ktorom je nanesena odporovd hmota a aky
je celkovy odpor.

14. Spojitost Tunkecie

Majme funkeiu f, ktord je definovand v okoli daného Sisla a.

Hovnrima, e funleeia f je v &isle a spojitd, sk postupnost {f{i,), fag), fagh, .. .. Hag)s . .. } kon-
verguje k Gislu f{a) pre kazdda pont.upnoet‘. {ay, @a @y, ..., On. ...}, ktord konverguje k &islu a.
Pritom kaidy &len postupnosti {as}7.,; je 2 oboru definicie funkcie /.

Ak v definicii spojitosti 2iadame edte, aby pre kaidy &len postupnosti {u, 7=, platilo a; <
<= a [ay >> a], hovorime o spo;-m:uh zlava [spejitosti sprava] funkeie f v tisle a.

Body, v ktorgch funkcia nie je spojitd, nazyvame bodmi nespojitosii.

, Hovorime, %o funkeia { je apojitd na
intervale J, ak je spojitd v kaldom vnai-
tornom bode intervelu J, sprava spojits .
v Iavom koncovom bode intervalu J, ak
ten bod patrl do J a zlava spojitd v pra-
vom koneovom bode intetvala J, ak ten
bod patri do J,

Viastnoati:

Veta 1, Funkeia f je v &sle o spojitd
viedy a len vtedy, ak ku kafdému £ > 0
| existuje také okolie &ala a, e pre kaldé
' &lslo x z tohto okolia je | f(2)— fla) | < &,
| dike fla) — £ < f{z} < f(@) + € (poeri
' = obr. I7). '

e Pozndmka 1. Ak namiesto okolia

- disle @ vo vete 1 %iadame pravé [lavé]

Ofaj okolie #ala a, t. j. interval {a, a + &)
[(a — &, a)], kde & > 0, potom je funkeia
f v disle a spojitd sprava [zlava] {pozri
obr. 18).

Veta 2. Funkeia f je spojita v tisle a vtedy a len vtedy, ked jo v fiom epojitd sprava aj zlava.

Vetz 8. Ak sd funkeie f & g spojité v dale a, s v fiom spojité aj funkeie | /|, kf (k je konbtanta),
|+ 9. f — g, fg. Ak g{a) 5 0, potom je v Elale a spojité aj funkeia //g.

Obdobné veta plati pre spojitost sprava & zlava v &sle a.

Vetla 4. Ak funkeia g je lpq‘]lti.vﬂllle n,pndmnﬁ—ﬂa]llkflmkcilfjﬂipﬁ;luvﬁkhi
potom zlofend funkeia f{g) je spojitd v diale a. jpy,

Vela §. Ak funkeia f je spojitd ne {a, b, tak jo na {o, b) ohranidend.

Veta 8. Ak funkoia f je spojité na intervale (a, b>, tak mé na intervale (a, b) mn:imum
A IMUIINITARLIT .,

Yeta 7. Ak funkcia / je spojitd na intervale {a, 3> a plati f{a) f(b) < 0, tak existuje &islo
¢ € (a, b), v ktorom je flc) = 0.

Veta 8. Nooh f je funkecia spojité na intervale {a, &> a pre &islo d muh plati fla} < d < f{b)
[f(®) < d < f(a)], pnmm existuje také dislo z, € (@, b), Ze plati f(z,) = d.

“r Jrl'.ff!d

ffa)+e

fra)!

fray-¢
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Yeta 9. Ak / je rydeo monotdénna a spojitd funkeis na intervale J a ak .f, jo obraz intervalu J
pri funkeii f, potom inverznd funkeis f, je spojitd na intervale .J,.

Poznédmka 2. Vietky funkeie uvedené v élinku 1,2 si spojité v kaZdom béde svojhg oboru -
definicie.
Prikled 1. Dokdime, e funkeis ¥ = z°® je v kaZdomn &isle apojita.

Riefenie. Nech g je Tubovolné gislo. Zvolme Jubovolni postupnost {e,, @, ..., @n, ...}, ktord
konverguje k &islu a. Zostrojme k nej postupnost {f(a,), fay) . ..o fag) ...} = {ab, e, a0l ...
«vey @, ...} Thto postupnost (pozri vetu 15 z &1, 1,3) konvergujo k ¢islu a2, #o je f{a). Podls de-
finicie spojitosti je teda funkeis y = x* spojith v kaZdom &isle r.

Priklad 2, DokéZme, Ze funkeia

i={.’rsin% pre e =,
0 prex = 1)
je spojité na intervale {(—xc, o).
by
] y=fx) S ¥ =Tix)
ffa+e Jralse 77
s |
fra) - ffa)
7
ifu)-¢ /////////// é Jia)-& ’é ///f’
EI _ a-6 e % 4] a g+t x
a) k)
Cbr, 18

Riedenie, Dokéime najprv, Ze dand funkeia je spojiti v bode & = 0. Podla vety 1 treba do.
kézaf, e k lubovolnému ¢ > 0 existuje také vkolie Cisla 0, 4e pre kazdé éislo » z tohto okolia
je

| 2 sin .;_ 0| < e - (1)
Kedze plati
]xsin%i-—-ix!.[siniﬂﬁixl. (2)

za okolie &isla O zvolime interval {—z, &), Potom pre vietky fisla z # tohto okolin plati "=~ ¢
& vzhisdom na vzfah (2) pre kaidé &islo z tohto okolia plati aj nerovnost (1), Tym sme dokdazali,
ie dané funkcia je v bode 0 spojiti.
PretoZe funkeie f(x) = z, g{x) = sin {1/x) 50 pre = # 0 spojité, podls voty 3 & 4 a poznamky 2
je funkcia x sin {1/7) pre kazdé x == 0 spojitd. Tym sme dokdzali, 7¢ dand funkeia je na colom
. intervale {—oz, ) spojita.

Priklad 3. Dokdzme, ¥o roviica .
.'l:’ -!- i .-‘- 1 = 0
ma v intervale (— 1, 0) prave jeden redlny koren.

Riefende. Uvatujme o funkeii flz) = 2 + x + 1, ktord je spojitd na intervale (-, %),
Kedio /(—1) << 0 & f(0) = 0, plati f{—1)} /0) =7 0 a podla vety 7 existujo fislo ¢ € (— 1, 0) také,
Ze fic) = 0, teda &islo ¢ jo korefiom danej rovnice,
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Pretofe funkeis f(z) = z* + & - 1 jo rastiica, nemdde existovat disto rézne od e, v ktorom by
sa hiodnota funkeie f rovnala 0, teda &slo ¢ je jedinym korefiom danej rovnice,

141. Funkecia f je definovana na intervale (a. b). V 3fsle x, 2 tohto intertalu plati:
a) ku kazdému é&slu 4 > 0 existuje také &islo ¢ > 0, Ze pre vietky tisla =,
pre ktoré plati |z — x| << &, je [flx) — flzg)| < &
b) ku kazdémnu &islu § = 0 existuje také &slo ¢ > 0, Ze ak |f(z) — f(x )] < &,
potom je |x — x| < &;
¢) ku kaZdému éfshi § > 0 existuje také &islo £ = 0. Ze pre vietky x. pre ktoré
platl o — ay] <7 £, je |fx) — flag)| < b.
- Zistite, &1 funkeia f je v tychto troch pripadoch spojité a aké vlastnost funlkcie f je
dand tymito nerovnostami.

142. Dokaite priamo z definicie spojitosti funkeie, ako aj podla vety 1. Ze funkeia
1 je v disle a spojita, ak
a) flz) = zf(x — 1). =0, b) fix) = B(z) — z, a = 1/2.
V oboch pripadoch k danému & = 0,1; (0,001; 10-% néjdite prislusné 6.

143. Pomocou vety 1 dokéZte, Ze funkeia f je spojitd v bode x,, ak
a) flz) = x| a x, = 0

b) f(z) = lil (x — 1}, kde ; je Tubovolné #slo rézne od 0.
V dlohach 144 aZ 151 zistite, kde je danaA funkeia spojité: -

M a)yy==z+1; e}y = 2% 4 B 4 6x + 1;

x? -] x% 4 dx — T
VY=o o W areie

z -1
Hb. a) y = E(z); d) y == 1 + (—1)yE@),

b)y =« — Ex); e)y = xH(x).
¢ty = K(z) + E(—a);
Znazornite aj grafy tychto funkeif.
cos x ) - 1 .
l-lﬁ.a}gfz—lﬂ--, d}y‘ﬂsﬁmﬁﬁ;’“#o’b#ﬁ*
1 . 1
b) y = in g e) y = awtg—g-:- .
.u) — z_ .
y - trg £ ¥
. [ x2 — 9 1
T o —3, in-— re x5 (0,
147.a)y = { « + ¢ pre x# 3 G]f(-‘x}=_'sm'*’ ¥ #
—6  pre x = —3; ‘ 0 prex=10
€ [ 1
e e 2 < (), x 8in-— x 7= 0,
byy =izl =" A f) =1 B
z prexz 0 pre x = 0.
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148, a) y = sgn z;
b) y = sgn (sin x);

H9.a)y =9 —x

ot
150. a) y = {2 3‘: g::

151, a) y = ylx)

¢)y = a/ln 2
d) y = #gn [cos {x]x)].
1 — 2e2?
D)y =F
xz 0, b) y = E(ljzy pre x =0,
x < 0 Y =1 (—1)E@ pre z< 0.

b) y = (— 1@ =2i=2),

kde y(x) je Dirichletova funkeia,

152, Dand je funkcia f- Zvolte f(0) ta.lé. aby funkeia bola spojita v disle 0. ak
&) flw) = [{x + 2)? — 4]fx; ¢) flx) = (sin x)/x;
4

b) flx) = x2E(1fx);

d) ) = (J1 + 2 — 1.

153. Najdite ¢islo « tak, aby funkeia f bola spojité. ak
a) f(z) ={ ax pre r<I1, b) f(z) — {aeam pre @ < (.

2—zxfa pre x2 1;

—x pre xz (.

154. Nech funkcia f je v &isle a spojitd a funkeia g v disle a nespojita. Zistite, &i
nasledujice funkeie st nespojité v &isle a:

alf+ o
b) fg,

e) (— )7 e) gif).
d) flg);

155. Nech funkecie f a g st v &sle a nespojité. Zistite, & nasledujice funkeie si
nespojité v &sle a a uvedte konkrétne priklady:

a) f -+ g;
b) fg;

c) flg);
d) flg)!.

156, Zistite, kde s0G spojité zloZené funkeie f(g) a g(f), ak
a) flz) =sgnz, glr) = x(l — 2?);
b) f(z) = sgn z, gx) = 1 + (cos x)/2;
¢) f{x) = sgnx, glx) =sgn (1 — {x);
d) fix) = sgn &, g(z) = (1)),
e) flx) = sgn ., glx) = 1 + z — E(z);
f) fz) = {2 x pre 0 <z £ 1, o) — { @ pre raciondlne x,

— 2z pre |l <ux-<2

157. Dokaite, Ze funkcia

2 — x pre iracionalne x.

a) flz) = l‘z — z? je spojitd zlava v bode VE,

b]f{x}éﬂ, a >

je spojité sprava v &isle 0,
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. _ 2 pre ﬂ'zlr
158. Nech /&) = 1 — 2%, o) = {g B¢ w27

Zistite, &i zloZend funkcia g(f) je spojitd sprava alebo zlava v bode 0.

1569, Dokéite, Ze ak funkcie f, g sl spojité na intervale J, sit spojité na intervale
J aj funkeie y = min [{(z),-g(z)]. ¥ = max [f(z). g(x)].
160. Zistite, &i inverznd funkcia k funkeil y = (1 + z?) sgn x je spojita.
161. N4jdite obraz intervalu J pri funkeii y = f(x), ak
a)J = (1,11}, y=2a244; e) J ={—1 100 y=sgnax.
b) J = (—0, 1), y = 4/(x — 2);
162. Hﬁjdiba obraz intervalu J pri funkeii f, ak je dané:
a) J = {x/4, 3x/2>, f(x) = sin 2z;
by J = {1, o), fiz) = e~% arcotg x;
c) J = <0, 1), flx) = 2 + 3 arcsin z;
d)J = (—10,89), f(z) = log (11 + x).
163. Dokaite, Ze dana rovnica ma v intervale J riedenie:
a)z? —x —1=10, J =<1, 2)
b) 2t — 42 + 22 1 5x —3 =0, J=<(—11; —1)
C)a® — 4o + 2 L Tx —8 =10, J=13;1.4.
164. Na zdklade vety 7 vypotitajte priblizni hodnotu o, koreia x rovnice x* —
—x — 1 =20 tak, aby |a — x| <<

¥ < 0,05.
bse o~
/ | Y=l 165, Zistite, &i dand rovnica mi
v uvazovanom intervale rieSenie, ak

/)
’ /" W a) 23 — 62t + 1z + 5= 0, <1, 8);
o 7, 7 b) cos & — kz = 0, k % 0, {—T, 7o0;
7 ! ) et 4z =0, (1,0
Irm d)Inz -3 4+ =0, {1, e
Riefte ulohu aj graficky.
166. Zistite, & funkeia f je ohrani-

Obr. 18 fend a &1 mid maximum a minimum,
ak

0 a-4 a a+d X

a)flz) =1fz pre xel, w); —1fz? pre x -0,
b) fiz) = tg 2z pre ze(—xj8, mj8y; © M) = { 0 pre z=0.
1,6. Limita funkeie

Majme funkeiu f, ktord je definovand v okoli danéhe bodu a, pritom v samotnom bode a
pripadne nemusi byt definovans.
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" Hovorime, Je #islo b je limitou [%e + o0 je neviastnou timilou} funkeie f v &isle a, ak postupnost
{HKegh f[a,} Hagh, ..., Hag) .. } konverguje k dislu & [nevlastne konverguje k -+ pre kazda
poatupnost {ay, dg, ..., G, .. ktori konverguje k éislu a, pridemn kafdy élen postupnosti
{34 }5=, je z oboru definicie funkecie
/ a je rozny od &sla a. Limitu by
funkeio v &isle 4 cznafujeme takto b+

. . . 2 |,
lim /(@) = b [lim f(e) = k0] X \ ////

' Ak v definicii limity [nevlastnej 2 7
limity] Ziadame este, aby pre kas-
dy &len postupnosti {@n ta., plntllo b, ¢
ay < @, hovorime o limite [nevlnst

nej limite] Hava a oznadujeme jn fra) y=fixy
lim f{z). b, +e
=il
Ak v definicii limity [nevlastne] b
limity] Ziadame eiite, aby pre kai- _ !

dy &len postupnosti {a,}%-, platilo
an > a, hovorime o limite [nevlast- b, -¢
nej limite] sprava & oznafujeme ju -

tim f(z). 0 a-é, on 2; a+d, X

Majme funkeiu f, ktord je definovans na intervale (k, «0} [{ —m, k)], *} kde k je ¢slo. Hovorime.
Ze Eislo b je limitou [2e o je nevlastnow limilou] funkeie v o0, ak postupnost {fla,), fla), ...,
Haa) ...} konverguje k &iglu b [nevlastne konverguje & +oo] pre kaddia postupnost {a;, Gy, ...,
ag, .. }1I pre ktort lima, = oo, pritom kaidy &len postupnosti {eg}i., je z oboru definicie
funkceie [ A—3-00
" Oznaéujeme to

lim fix) = o.
F i d e
Podobne sa deflnuje limite funkcie |
v nevliastnom &iale —a.

Viastnosti:

Veta t. Funkeia f mé v disle o limitu b
viedy & len vtedy, ak ku ka2dému &islu
£ > 0 existuje také 4 — okolie disla a,

e pre katdé Lislo x % @ z tohto okolia

77 je [f(z) — b| < & (poari obr. 19).
Ak vo vete 1 namiesto okolia éisla
Y= tiadame pravé [{avé] okolie #ala a, t. j.
interval {a, ¢ + &) [(a — 4§, a)], kde § =~
= ), potorn veta pleti pre limitu sprava
[zTava] funkeie f v &isle o {pozri obr. 20,

keda
| — lim flx) = &,, lim f{x) = b,.
(4] a-4 a aed x z—n:*ﬂ } ' H‘ﬂ ) *
Obr, 21 Veta 2. Funkeia f md v &isle 2 neviaat-

ni limitu oo [ —s] vtedy & len vtedy, ked
kzu kaddému dalu € existuje také okolie 2sla a, e pre kaidé ¢islo x +# a z tohto okolia je f(x) =

> O [fix) < C] (pozri obr. 21).
Yeta 8. Funkeia / mé v nevlastnom &isle co limitu b vtedy a len vtedy, sk ku kefdému &islu
£ > 0 existuje také okolie (&, o0) neviastného &isla oo, 2e pre\raetkyz z tohto okolia, t. j. pre

vhetley = > k plati |f(z) — b} <2 ¢ {pozri obr. 22).
*} Tleto intervaly nazfveame okelim nevlasiného fala oo [ = 00].

4 Zblerka dloh
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Podobné tvrdenie plati pre limitu funkecie v nevlastnom &isle —co.

FVela 4. Funkeia / m& v nevlastnom &isle oo limitu oo [—w0] viedy & len vtedy, ak ku katdému
Heulu M existuje také okolie (k, c0) neviastndho &sla e, f& pre vietky x z tohto okolia je f{x) >

> M [f{z) < M)
Podobné tvrdenie plati pre nevlastni limitu funkoie f v nevlastnom &fsle —oo.

by

\ V7%
N

0 i x
Obr. 22 i

Veta 5. Funkeia f je spojité v bode o vtedy a len viedy, ked Lim f(z) = f(a).

ot
Podobni veta plati pre spojitost funkeie zlava [sprava), iba namiesto limity funkcie f v &isle a,
treba vziat limitu zlava [sprava] funkeie § v disle a. :

Veta 8. Ak fonkeie f a g maji limity v &fsle g, potom plati;

lim | f(2)| = |lim f{2)}; ' (1)
r—a L=
lim [ef{x)] = ¢lim f(z), kde ¢ je tislo; (2}
il . 3“-"-1!
limTf(z) £ glz}] = lim f{z) L Jim glz); (3)
rra : Ter@ Z-sa
lim [ f(z) g(#)] = [1im fx)] [lim g{x}]; (4)
T-+a P

fa) _ Hzl
lim ﬂ_z] l.im FIEJ ak lim g(a:? = Q. (5}

Analogické tvrdenia platia pro limity zlava, sprava & limity v nevlastnych &slach,
Yein 7. Ak plati lim j'[:e} Iim Ma:} =ba amtu;a také okolie diala g, 2e pre katdé dialo x 7 o

z tohto clkolia je j‘{m} =glr) = h{m}. potom aj funkeia g mé v diale a limitu & plati lim g(z) =6,
=%

Veta 8. Ak funkeia f méd v &sle a limitu 0 & sk funkeia ¢ je v istom okolf &isla a ohranitena,
potom funkeis fg mé v dele g limitu 0,

Veota 8. Nech je lim f{z) = 0 a lim g{x) = 0 & nech existuje talé okolie &isla @, e pre kaidé
A=l K==l
&alo x % a z tohto okolia je gix) > 0. Potom plati
flx)

rrasl@ "
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sk lim }{x) > 0 alsbo
R

ok lim f(z) < 0.
F-+G

Porndmka 1. Ak vo vete 9 namiesto okolia Sisle o tiadame lavé [pravé] okolie disla a,
dmp&bdwtymhmm:hﬂ[m]wrvﬂ-hu

Veia 10, Nech ll.lI'I.ﬂ{#) - b nmﬂu} = k. Nech dalej existuje také §-ckolie &isla o, e pre
vietky ﬁilhxaéu:tohtod-okoluboduajur{sl#ﬁ.ht-omphﬁ
lim f[g{x)} = k.
L=+

Veta 11, Plati: .
lime=¢ {(a. c lubovolné Zisla); - (6)
I-+a ’
limz* = a* (pre kaidé 2isle 6, v ktorom je moeninové funkeia z* spojitd); (7)
=il R .
.1 .1
s e e ©
ain x ' ’
S .
1 . 1
:E‘:aF = 0, ;—-ln-nn 7+ = 0 (n jo prirodzend dislo); {10)
1yv* a\r .
limj{l 4+ -} = lim 2V =
. .-n-h( + l) o m(l + #) o an
mo*=mo0 (a>1), lma*=0 (a=>1). (12)
b = X —cg -

FPriklsd 1. Dokd#me, &s lim x? = 8,
3

Hiedenve. zmdlubuvoj‘nﬂpmmpnut{u,,u..a., .d.;....a,ktorihonvergupkiﬂnl
privam n.%ﬂw kaidé n. K .nsj rostrojend Pﬂtﬂpﬂﬂf {flay), flag), ﬂ“ﬂt v oo flOm), "-]‘h.

af, a} .n}... }npodhmjr]!l:ﬁlinkn] konverguje k &islu 2* = 8. Podls
'lnt-vfmlkl!m

lim z? = &,

r—+3
Irivled 2. Ukddme, 3o Jim T — % = 4,

a3 T —

Riefenis. Podla vety 1 treba ukdsat, #s k Iubovolndmu Sislu £ > 0 existuje také J-okolie
4 2, 3s pre kafdé x # 2 2,tohto ckolia je

xt - §

#—3-‘|<" (13)
ez # 2 plati
!~ 4 | _ iz = 2}z + 2)
r’_g—i£= -Ms—_——i——-—--"‘!-[E-}*!“-‘l-I’—’[-
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Preto nerovnost (13) je pre o = 2 ekvivalentnd s nervovnostou
lx— 2 < & o {14
Polofme & = ¢ Potom pre vietky cisla rézne od 2 z tohto okolia (2 — §, 2 + §) plati
0 < e —2 < e,

tize je spluend nerovnost (14) a teda aj nerovnost (13), éo sme mali dokdzat,

Priklad 8, Vypodéitajime

. dr - 2
lim .
z—ﬂm_g

Riefenie. Na zaklade vety § mame
lim (3e 4 2 lim 3r 4+ lim2  3limaz 4 lim 2
‘_:—:4{_ }_x—--i i, S p=ed =12+2=E=?']
o limr — 2) lima — lm 2 lime —lim2  4-2 2
i sl F—h r-ed v

=2

lim ———~
g £ = 2

Poznimka 2. Pretofe funkeia fir) = {3z + 2)j(x — 2} je v bode r = 4 spojitd, podla
vety 3 plati

I = 3.4 42
JL”I*}":_‘E = fl4) = Iyl 7.
Priklad 4. Vypoditajme
.oxt -1
lim
r .12‘-" —1

Riesenie. KedZe limita menovatela pre = -> 1 sa rovnd 0, nemdieme priamo poufit vztah (5),
ale musime najst taku funkeiu, ktord sa pre vietky éisla ¢ # 1 rovna danej funkeii a v éisle 1
je spojitd. Upravme preto zlomok (23 — 1)f(z* — 1), Pre = % 1 plati

-1 w4+l r4r+l

ol =Dtttz l) 2 dattr4l]
pricom posledny zlomok je spojitd raciondlna funkeia v tisle 2 = 1. Podla vety 5 plati
| af oz A 1 1+1+4+1 3

= lim .

i s S T prapy Rl R (A SR T

Priklad 5. Vypotitajme
i sin de
g sin 4z
Riedenie. Pri vipoite tejto limity nemdzeme poudirt vztah (3), lebo lim sin 4z = 0. Preto

a0
budeme postupovat podobne ako v priklade 4. V tomto priklade upravime zlomok (sin 3z)/(sin 4x)
tak, aby sme mohli pouzit vztah (8). Pre vietky &isla x z intervalu { —m, =), pritom = 7 @, méme

ain 3z
ain Jx 3 3x
sin 42 4 sindr

.

*} 0 opravoenosti tohto postupy poditania limity fuokeie v tomto a v nasledujdcich prikladoch &)
Vlohdeh pozri pozndmkn 1 2 Slankua 1,3,
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Z toho a zo vztahu (5) vyplyva

lim (sin 3.3z
sin3z 3 (sinSa)3r 3 . e
Iim lim !

r-p8indr 144 (sin dr)jdx & 1i.:01 (sin 4z)/4x "
o

Pri vypolte poslednych dvoch limit pouZijeme vetu 10, ktorej podmienky s splaené, a vztah
(9). Ak ax = u, pritom ¢ # 0, mame B

ain u

" limoax = 0, lim — = =1,
" a=sl) F) U
tize
lim 02Ty,
r—0 ax
Nakoniee dostaneme
lim (si 3
osinde 3 g oA gy
sindr 4 lim (sin dz)dx 4 1 4§ °
#=0 Fewl)

Priklad 8. Vypoéitajme

. ox 1.
lim .
e R

Riedenie. Opit neméieme prianio pouif vzfah (5), pretote Gitatel i menovatel meji nevlastné
limity. V takychto pripadoch, ked ua jedné o limitu raciondlnej funkeie v nevlastnom &jsle e
postupujeme tak, 2o vydelime Sitatela i menovatels raciondlne] funkeie najvysiou moeninou x
v menovateli. ¥V naSom pripade vydelime #itatela i menovatela tislom 2. Mame

lim 1 + lim {1)x)
2?1 2, T = Iz lmil—~lm(ljz) 1=0_
) Tkoo E=—co

Priklad 7. Vypoéitajme

. e 41 R |
lim a lim ©

r1+% = 1  aepx— 10

Riedende. Pretoie lim (z 4 1) = 2 - 0, lim{z — 1) = 0 & pre vietky &isla x e (1, 1 + &),
e r—+]* :

kde 8 2+ 0, je (z — 1) > 0, dostaneme podla vety 9

¥+ L=+oo.

1% =1 -

T=w1

Pretote lim (x + 1) = 2> 0, lim (xr — 1) = O o pre vietky disla x& (1 -— §), 1), kde & = 0
T—1" .
jex — 1 << 0, dostaneme podla vety ©

lim ¥+ 1
xepi-x—1

= —30.

167, Dokdite, Ze plati lim (1 + #2) = 2:
- i |
a) z definicie limity funkeie;

b) pomocon vety 1, K danému #sly & — 0.1; 0,0L; 0.000 1; 0,000 001; 10-n,
kde # je prirodzené #slo, najdite prislugné §

"
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168. Dokéste. Ze plati

1
) T S———
21 (I —2)*
) priamo z definicie limity funkeie;
b) pomocou vety 2. K danému #islu ¢ = 10; 100; I 000; 1 000 000; 10®, kde
# je prirodzené dslo, néjdite prisluiné 4.
169, Doksite, %e plati
lim S0
E—rom z
a) z definicie limity funkcie;
b) pomocon vety 3. K danému 8islu £ ndjdite prisluiné k, ak £ = 0,1; 0,0T;
0.001; 10", kde n je prirodzené &islo.

170, Dokaite, Ze plati

lim }/z = o

Foamd--)
L

a) z definicie limity funkcie;
b) pomocou vety 4. K danému &slu M = 10; 100; 1 000; 10%; 10%, kde = je
prirodzené &islo, ndjdite prisininé k.

171, Polyném P(z) je stupiia m a polyndém Q(z) je st-upﬁa. n, a P(a) = Q(a) =

a) Ukéite, Ze plati:

: oo pre H<m,
l|m=%=-}- ay/by pre n =m,
z-s00 z) 0 pre n>m

b) Vypolitajte .
. z)
e 0@
172, Dané je funkcia

G+3 pre #2 1,
flz) =
_ 6z —1 pre x-<<l.
Zostrojte graf tejto funkcie & néjdite jej limitu v &sle 1.
173, Dand je funkeia
2r +3 pre xS -2,

F[ﬂ'-_"{ -3.'#—_2 pre z> —2.
Zostrojte graf tejto funkcie a ndjdite jej limitu. limitu zlava a limitu sprava.
V iilohéch 174 s 190 vypoditajte limity funkeii:
xt — 4
im (x? — . e
174, a.}l:tg (x* — 3z + 2); d) Itm g Py
?+2—-2 z* — 4
b“.mlﬂz'+='—= 2’ B)hmz‘*&+2’
P — 4 . zt—4
1 2E -3z 4 2 ﬂji‘i‘,xl—3z+2'

c) hm

—
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2
175, a) lim ©— 4, ~

176.

177.

178.

179.

a:-pg:li—2

. x4 T — 44

b) lim ©. T 1F 44

}zﬂl ! — 6z 48’

o lim = ¥ + 5z -2
1 B—-83z42

. Ta? 4+ 2x -+ 15
1 .
a}mﬂ 13z -6 °

. 3zt 4 6zt — 4
b)1 .
}rlﬂ et ad+ 1 °

c”im(“‘l‘a)(”"i‘*}{x-l-ﬁj.

2ron 8 4+ 2 — 11 ’

s)liinl2+ __VE. . |
T+ z :

b) lim Vﬁ+""‘2;
>3 *+2
=
¢) lim lf__z ;
24 |3 — 8
aytim 3= =2 —2Jx + 08
2ot z' — 16 ’

3 3
a}hmy2+='_y2—ﬂ:’
HV1+=—_'V1—:E

a) lim (Jz — 2 — |/2);

b} lim a:{V;,-I +1— 2);
& — 00

9 lim (ot + 9 a7 =9);

3
d) lim (JT= 2% 4 2);
F o

- “d) lim

1 —zx»
z=1 1 —

kde m, n st prirodzené &fsla;

oas 1 2

B)H (3’— 1_:!:‘—-1);

+ 3x)% — (1 + 4x)®
s :

’ 3
d) lim (.“"'"_‘”tl) ;

) lim .
=+l

T—eoo 23'—3—!—]

. {Bx? — 2  32® — 4\1*
lim — .
H}M($‘—3 x;_z):

2w (6x + 50

&) lim Vot 57— )7 =32
H—&Vz+3__vzi__9 ?

¥ — ]
25 -1 °

f) lim
T—+1

n
g)]imvl+3—1;
- x

h) lim | &

Hyl—l—‘h—x—l

m n
T I
kde m, n st prirodzené &isla.

o) lim 1219

e e £+3 ?

. : 2 1
f) lim x* 2 1Y),
pimat (/14241215 L),

3 i

3
) lim (J2* 207+ — |7 = Gt 1 2)

.
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1. Fumbein jednef redlnef premennej

h} lim [{x <4 D¥? — (& — 1)¥3; S
).rrml[ ) ] V;nm...lr":]x+41(ax
1) hm —. |
‘Ifmﬁ_’_lfma_i_lfxﬂ- oo l‘ 2z
i) i - —
] -in ._)
3 o b o
180, a) lim sin -t d) lim t h-: : g) lim - ! r;m al H
r—) r=lp ; a-ell &
in 8 tg 5 .

b) lim S0 82 e) lim 2% . h) Jim Losing,

e 9i0 O 20ty b w ® - 2
-2 - [T S
) hln in mx f) lim vt ; i) lim o :.'.:..__;f":‘._.f .
141, a) lim Sin e sin T e} lim {sin ]‘r;v + 1 — sin ]:f: )
" D sin 3 ’ e ’
— & sin? i - _
b) lim 1 — 4&in :.r; ) lim sin {o; - &) _sfzp_{rr{ - x) :
x 008 3x o x

rers

mn (@ -+ '.lrfb}

hlnx—cﬂﬁx

2t g Timp — — .
¢} lim e —1 g) lim s
_r‘unn Id’; —
dj lim - - _1__1“'].“_1' : h) fim l 1 + tgf'-" — Vl - tga .
- ™ .run sinx
Iqﬂlil"tuﬂ x_.l)_

182, u) lim x.cotg

ey lim (b — ) tg T: BN
r=s1

a—)
3 ______ .
— i it t :
bilimtgx. :M; d) lim - l gz Vgu me(ﬂ. ;)
sop  sind p u} sin x — Ir"mn @ =
. _arcsinz T x? )
183, a) il_n"; ; ¢ flu::r(-; — arvetyg — +—4) :
b) lim aret : by |l t .
]J“:“ gl—r.t (}Julinl_u,rcg I+
) . (—NE@
183 ) o s Ol S
b) hmutl, d) hm{ L) CemE

) L

el

[ S ——

e i e T ST

L ———— e

-
-
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185, a) limn 2% sin 2mr; c) lim 2% sin 2ma;
T i £
b} lim 2-% sin 2ra; dy lim 2-%sin 2,
= - e — ey
) kAT | o f2r a4 ”"'a‘.
o2 ()
x - 3) e (x* 2L :Z)"‘
li 1, li : f) li v e |
b) lim (1 32)/*; ld}.n:-l::r (x T 2) ; }#Ln; P
x4+ 1 . COs 2 ”"‘"_
1K7. a] ]1m (4 T 3) ; d) ll_l}; (cua 23) :
: 1/ (z-—a)
sin
i i tge: 914 :
b} lim (sin z)}t&*, €) ];.Ta (ain a) . aztkm
.I"-“'H'
a &
¢} lim {1 + tg x)coter; {) lim (ms - -) .
il Fron X
. . (¥ zel-ny/z . _ 9p\ YaF1-byz
188, a) Jim (,3_2E) : e¢) lim (3 ) ;
3
.\ (Vas1-1)/z (Yz+1-1y/x
b) lim 3 — 2« . d) lim 3+E)
L3 \24 52 ’ i
2
189, a) lim log (& -+ 1); d) lim z{ln (x + 1) — Inz};
=G ot
b) lim log i’#, o) lim M1 F @)
] —— £ =il o
c) I1m log _ x4 £} lim nz—1 ,
) V¢+4_.Vg fop & — B
. at — 1 . .
190, a} lim - - —; e) lim (1 - sin 2)%/%;
£+ & 1
b) lim (1 + 5 log x)t/toez; f) lim a{e** — 1);
x—1 ) : T—r
In (1 += 2) at — af
lim —————— ¢ 1 -
]-:_.o 3 —1 7 g);_r.l;:u-—.—t:
tgr __
B L
=) &x :
191. Najdite limity sprava a Iimity zlava danych funkeii v bode a..ak

a) f(z) = By, a= 21 -1j2; 0;

b) flx) = =f|z]|, @ =0; e) flx) = xE 2;::}, a = 0;
o) f(x) = xfx, =0 ) fla) = 2Ve-a);
d) flzy = sin 2rfz), o = 0; :
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192, Néjdite limity sprava a limity zlava danych funkcif v bode a, ak

8) f(z) = zeVz, g =
1
b)ﬂ’)=1—+ﬁ,r;v a =10
r——l— <0
142 pre !
¢} flz) = 3 pre z=0
3r pre ze(0,
I pre 22
a=~1;0; 2;

. 1z 3 .
4 ) = gy @ =03
__ jxcos(1fz) pre x < 0.
D) =1 os (1/2) pre z 0.
a=0;
nnx}=*’:T2;[‘, a=—2;
“'“’_ugm a=0

193, Dokéite, e ak funkeia f je v intervale («. o) definovand a v ka¥dom intervale

~{a, b) uhrmiﬁeni, potom plati

f(x)

iim -
X

= lim [flz + 1) — flz)].
za predpokh.tlu, ie I;mrtn na pravej strane tejto rovnosti existuje.




2. KOMPLEXNA FUNKCIA REALNEJ PREMENNEIJ

2,1. Komplexné &isla

Nech M je mnofine vietkych usporiadanych dvojie {a, &), kde a, b sd redlne éisla. MnoZinu M
nazyvame mnofinou komplexngych disiel, ak pre katdé dva prvky 2; = (g, b}, 23 = (¢, d) z mnofiny
M je definovand rovnost, séitanie a ndsobenie takto:

1, 2z, = 2, vtedy a len vtedy, keda = ¢, b = d,

2.2tz = (a-+ec b4 d)

3. 7.2 = (gc — bd, ad -+ be).

Pre stitanie a ndsobenie komplexny ch Zisiel plati asociativny & komutativny zdkon, Nasobenie
komplexnych Eisiel je distributivoe vzhladom ns stitanie komplexngch &isiel,

Cislo a nazyvame redlnou &asfou, &islo b imagindrnou dustou komplexného 2isle z — (u, b)
a Oznatujeme takto: @ = Rez, b = Im 2.

Komplexné 2islo (a, 0) stotoZiujeme & redlnym &islom g, (a, 0} = o. Komplexné &islo (0, b),
kde b &£ 0, nazyvame rﬁdzo imagindraym. dislom. Cislo (0, 1) nazyvame tmagindrnou jednothou
a oznadujeme ho {0, 1) = i, Komplexné éislo {a, b), kde b = 0, nazyvame imagindrnym dislom.

Komplexné &islo z = (a, b) pideme v tvare
z = {(a,b) = (@ 0) < (0, ) = (a, 0} + (b, 0}.(0,1) = a + ib.

Rozdielom komplexnych &iriel 2,, 2, nazyvame riefenie rovnice 2, + x = 2, kde r je komplexné
dislo a oznatujeme ho 2, — z,.

Podielom komplexnych &isiel z, a z; 3 0 naz¢vame riefenie rovnice zx = z,, kde  je kom-
plexné &islo & oznatujeme ho z,/z, alebo z, 1 z,.

Komplexné &islo a — ib mj'vumﬂ konjugovanym slabo zdrufengm d&islom ka knmplnxnému
tiglu z = ¢ + ib & oznadujeme ho z

Absolidnou hodnotou alebo modulom komplexného Cisla z = a - ib nazyvame tislo

|z = [a? & B2 o

Ak pre komplexné éislo z plati |2] = 1, nazgvame ho kompk.mcm jednothou. KaZdi komplexni
jednotku z moino pisaf v tvare

z = cosa -+ isina,
kde « jo redlne &islo. Toto &slo oznafujeme aj e!® a plati
' ol® = cosa + isin . {2}
Amplitridou (argumentom) I:ﬁmplex:nvéhu dsla z = a 4+ ih, kde z 3 0, nazyvame &islo ¢ =
= Arg z, pre ktoré plati
gin @ o=——— oy R — (3)
Val + b° at I b®
Ak z =0, tak p = Arg z = 2kn, kde k je celé &islo, Ak pre Cislo p plati —x << ¢ =< =, nazyvame
ho havnou hodnotou argumentu a oznatujeme ho arg z.
Ka%dé komplexné &islo z = a + ib # 0 mo#no ed:mznn&na vyjadrif v yonmmmickom tvare
z-|z'[cm¢:+1am¢]. (4)
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ke g = arg 2 alebo v oexpoaencidinom tvare

z— |z ely, : {5}
kele ¢ = wrg z, ,
w-low mocrinon komplexného Sisla z, kde n je privedzend 2islo, nazvyvame komplexné &slo
M=z.z...2 : {6}
\_U-‘_If
n fnitelov

Ak z je kowmplexné &iglo a n prirodeené Gislo, n-tow odmoeninon komplexného dista 2 nazyvame
komplexnd &islo e, pre ktoré plati

wﬂ = = (?.}
“r
i oEnaijeme o om =‘[r’z.
Viestnosti: . _
Veta 1. Pre siudéet, rozdiel a sutin komplexnych &isiel 2, = a 4 ib, 2, = ¢ + id plati
(@ - b} (e 4 id) = (g e} + 1 (b 4 d), (8)
fee -+ ib) (¢ + id) = (ac — bd) + i {ad + be). ()
Ak 2, A 0, pre podiel 20z, plati
a il (u - ib) e — id)  {ae 4 bd) i[bc—wi}

e id T e i T @ e T (10)
Yeta 3. Pre cislo i plati:
it = -, [T N it =1,
vo virobeunust]
AL il = e ], pnrE o (11)

pre kouzdé privedzené dislo n.

Pozndmka. S komplexnymi eislami formidlne pofitume ako a dvojélenmi v algebre, pricom
poukivame vetu 2.

Yetu 3. Pre siéin komplexnyeh &siel 2 — 3 (vos gy b ising,). & 2, = 2, {eos g, +
“isin gy) plati
Gz = 5 gyl [ros ey 1 ga) 4 odsin (g 4+ @)l (12}
Pre podiel komplexnyoh fisicl 1, a 2, £ 0 platd
z 2 -
ﬁ‘ == ]E;II [eos (@ — @) + Bsin (g, — @] {13
%3

Pre n-ti moeninue komplexného @sla 2 = 2] jeos @ + isin @) plati
o= 2" (eos wp + @ sinong), (14}

kdue a je pricodeend Gislo (Moivreova vetn). Ak z 34 0, potom (14) plati aj pre Tubovolné eels
Crisla v
Pre st odmocninu komplexného Sisla 2, kde n jo privodzend &slo, plati

L

Lo 2%k - :
| Y (cuuf‘r Lo 4 1 sin ?—-:}21.1) ' {13)

T

kde k=4, 0, ..., n — 1.

Ak
7y = |z olpy, AN o 2= |z] ey,
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| ——— i

vzfahy (12) aZ (15} mofno napisat takto:

2,2y = 12, | 2| ollet o), (16}
Al eMar =P, 2, A 0, 17)
2y Iz“l[
2f = |z |® elng, . (1%}

— n —
Vo= Vizletterziaim, &k =0,1, ..., n -1 {19}

Vets 4. Pre absolatnu hodnotu komplexnyeh disiel z,, 2, plati:

|2, = 0, (20
fzg + 2| = EAREET (2n
|2y = 24| Z 122] — |2l (22)
|2124] = || |2als (23)
2y | 124}
= 0. 24
Wl Tl PRRT =0
Yeta 5. Pre Tubovolné komplexné Cisla plati: vy A=(9:9)
z 4% = 2Reaz, (23) &
h!
z—z=2ilmz, (26) 9’
zZ = |z[%, 27 » f "fﬁt
I+ 2y =2 + 2y (28) -
S 0P xap
By = 2y (29) ' b 24

Medzi komplexnymi &slami neméfeme zaviesf vatahy porovndvania -7, _-, ktord by mali -
. dobné vlastnosti ako v mnofine redlnych &isiel.

Znédzorhovanie komplexnych &isiel, Majme rovinu a v nej zvoleny pravouhly siradai-
covy ayatém. Katdému komplexnému &islu z = {a, b) = a + ib priradme bod 4 = {a, b), kde e, b
su pravouhlé siradnice bodu 4. Rovinu, ktorej body znézorfiuju mnotinu vietkyeh komplexuych
&igiel, nazyvame rovinou komplexnijch istel (Gaussova rovina). O bodoch tejto roviny budenwe

&asto hovorit ako o komplexnych islach. 08 oy nazyvame redlnou osou a 08 oy nazyvame imaginr-
nou 080U,

Komplexné ¢islo a + ib zndzorfiujeme aj vektorom A — 0, kde A = (o, b) a O = (0, 0).
Ak v rovine komplexnych &isiel zvolime polérny siradnicovy systém {pozri ebr. 2.1) tak, ako
sme to urobili v analytickej gs-umgtru potom pre pnlé.nl.e stradnice bodu 4 = {g, ¢} plati ¢ —
=iz, g =argz
Prikind 1. Nech 2, = (1, 2), 7, = (2, —1). Vypotitajme 2, + 2 2, — Zg Z12p 24l (2] B 2,
Riedenie. Pretoze 2, = (1, 2) = 1 + 2i, 2, = (2, — 1) = 2 — i, podla voty 1 je
Gy bz = (14 20) 42— i) = (l+2) +(2--Di=3+i
Bty = (1420~ 2= =(1=2 + @+ Ni=—14+8,
zzg= (1 + 2 (2 —i)=[L.2 — 2(—1)) + [1{ 1) 4 2.2]i = 4 4 3i,
z 142 14+ 21241 2+-1-1+i+2i=_lfﬁi

2 2—i1  2—-ig4i PR s
Podls vziahu (1) je [z,] = 1% + 2% = |/5.
Podla definicie konjugovanthe komplexného &isla 7, = 2—i=2 4
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Priklad 2, Vypofitajme
3+ 4i

2= it (5 — B (5 + B) + g 100
Rﬁimt'e_. Podla vztahu (11} plati i* = —i a podla vziahu (9) je
=334+ 3 =05.3—-{-3).3]+[6.83+(—3).5]i =34
Podin vafahu (1) je

B4 _ 3.4+ 43  4.4—3-0)
8T 1819 6+9 'OF

Z toho
2= =i+ 34 414+ 17 =34 4 171

Priklad B. Vyjadrime komplexnéd &islo z = 1 + i v goniometrickom & exponencidluom tvare,

Riedenie. Vypobitajme najskér |z| a amplitidu ¢ = arg z. Podla vafahu (1) je |z] = yl + 1 =
= l"'ﬂ Pre amplitidu ¢ podla vefahu {3} mus{ platit

cos g = 12, sin ¢ = 1/}/2, —r< @S

Z toho vyplyve @ = n/4. Podla vzfahu (4} goniometricky tvar komplexného &sla z je
z = |2 (cos re/4 -+ i sin n/d).
Exponencialny tvar komplexného &isla z podla vztahu (5) je
z = |2 e/,
Priklnd 4, Nach %, = 2cos (m/3} 4 isin (xf3)] 8 2, = Ieos{=/6) + isin {n/B)]. Vypofitajme

B2y iz o 2%,
Riefenie. Podla vzfahu (12) mémes

2,2y = 2. 3[cos (/3 + 7/B) + iein (5/3 + 7/8)] =

= B{cos (r/2) + isin (n/2)] = 6(0 4 i.1) = Bi.

Pre delBl z,/zy podla vztahu {14) pln.l'.i

?- =3 [cna (/3 — ﬂ_fﬁ] -+ 1 gin ws — n/f)] = 3 [m (n/6) -+ isin {(m/6)] =
H

u|n—-
.

""='-:".
Hu

Todla vziahu (14) resp. podla vzﬂahu {18) ]u
28 = {2[cos (n/3) + isin (n/3)]}* = [2eln/3]s — 28 g¥x! = B4,
Prikiad 5. Riefme rovnieu 2% — 1 = 0,

Riefenie. Z danej rovnice dostaneme x® = 1, Riefenim tejto rovnice v mnoZine komplexnych
¢isiel budi vietky dieste odmocniny z komplexného éisla 1, ktoré vypoditame podla vzorea (13)7

6 8 8 8 2% 2k
Fl=l('1+0.i=v1[cua0+isin(l}=r( = +isin ﬂ“), E=0.1,234,5.
Pre k=0 jeo econd +isgnd=1,

k=1 je cos(n/3)+ isin(nf3)=1/2+il32,
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k=2 jo cos(2n/3)+isin(2n3) = —1/2 + i}3/2,
k=3 jo cosmfisinm=-—1,
k=4 jo cos(4n(3) + isin(4n/3) = —1/2 - il3/2,
k=5 Jje cos(5n/3)+ isin(5n/3) = 1/2 — i}3/2.
Korene dansj rovnice a6 2y = 1, 3pg = /2 & 113/2, 2y = —1/2 £:i}3/2.

Priklad 8. V komplexnej rovine néjdime mnotinu vietkych bodov z, pre ktoré plat{ [z| = 2
almz=0L .

Riedenie. Nech 3 = z + iy, potom uvedené podmienky moino napisat v tvare

Ve +rs2 s y2i
alebo

v+ s 4 yzl
7 analytickej geometrie v rovine vieme, e mnotina vietlcych bodov, ktorgch stradnice spliiaji
pevii podmienku, je kruh-ohranieny krufnicou so stredom v podiatknu & s polomerom r = 2..
Mno#ina vdetkyeh bodov v rovine, ktoré spliiajii druht podmienku, je horné polrovina urlend,
priamkou y = 1. Hladand mnoZina bodov je prienikom tychto dvoch mnofin & v komplexnej .

rovine predstavuje kruhovy odsek
(pozri obr. 24).

194. Najdite: o / : :
a) vietky redlne &isla, kto- / y
ré st zéroven 1. kom- ,/‘ /.
plexné, 2. rydzo imagi- SRR AN KRS / /
oieletelele ////
ne &ala, ktoré el zéro- \
veii 1. komplexné, 2. \\
redlne, 3. imaginirne. AN

nama, 3' im&ginérne; f“:‘.’f’
&
195. Néjdite reslne &sla a, b \\\‘}‘&v N ,-’ %
=4

i
/ e
XX SR AN
b) vietky rydzo imaginér- RO AAARL AR Y21
tak, aby komplexné &slo z = N

—(2—3i)a+ (1 +4i)b bolo - NS
a) redlne, b) rydzo imagi- \
narne. \

196. Zistite, pre aké komplexné

dsla z=a + ib, kde @ b st vbr. 24
redlne d¢isla, plati -
a)z =2 b)z = —z; ¢)z = —2z.

197. V komplexnej rovine najdite vrcholy Efvort:a. ak jeho jeden vrchol leii v po-
tiatku komplexnej roviny & jedna jeho strana dfzky 1 je v.redlnej osi.

198. Néjdite redlne &sla =, y tak, aby platilo
8) (3 —2ijz4+(b—Ty=1—3j
b) (1 — i)z + (4 + 2i)y =1 + 3i.
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199, Vypoditajte:

a) (3, 8) + (1, 0) ' d) (2 4 41) (1 + 2i);
b) (=&, —3) +— (—1. —2); e} (2 — 3i) + (—2 + 3i);
e} (3. 1) — (=1, =2); f) (=2 — i) — (=3 — 7).,

200. Zistite. kedy je sifet, rozdiel dvoch komplexnych &siel z, = a, 4 ib,, z, =
= a, + ib, &} redlny, b) rydzo imaginamy, c) imagindrny. -

201. Vypoditajte:

a) (3. 2) {2, 1); d) (3 + 2i)i;

b) (3, 1} (1, 0); €) (2 + 3i) (4 -+ 5i);

e) (3. Oy (0, 2); f) (2 — 0} (2 +1i).
202, Vypotitajte:

a) 116 29 3133 ;1087 -6 (-8 j-15. ) 3 — Bi 4 3i? 4 3i® — 6L
203, Vypotitajte:

a) (2 — 1) (1 4 2i) (8 — 4i; o) i(2 + 3D)%

b) (1 + 2i) (3 — 2i)% d) (1 4 i)%. .
204. Zistite, aké musia byt komplexné &sla 2, 2,, aby ich stdin, podiel bol
a) realny; b) rydzo imaginirny; ¢) imaginarny.

205. Vypotitajte:
REESS gl 1-i
31" I —1i 14+i’
1+2i\*° (1 —1i)®
v (¥57) VEEha
206, Vypoditajte bez pouzitia Moivrovho vzorea;
1+ i) l—iy@P—1
Skt Chesirat

207. Zistite, pre ktoré redlne &isla z, y plati:
B +3) Qe+ =15 b2l ¥ g

1 —1i
208. Najdite komplexné zdruzend #sla k &islam:
a) 5 -+ 3i; e) 2i; e) (1/2i + 3/i — 6/6i);

b) —4 — 2i; d) 13; £) (1)2 + 3i/2) (2i — 5).
- 209, Dokdite: '

a)lz + 1] —Rez = 1;

b)lz — 1] = |z| — 1] + |z] arg z;

) |zt zlt — 7 — %) S 2|n "+ %)%

d) 2,2, + 2,2, = 2 Re(z,2z,) = 2 Re(z,2,).
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210. Napfste v goniometrickom a v exponencidlnom tvare:

a) 2; dy 1+ g —1 + i3
b) —2; e) 3 —1i hy —1 — i/3;
¢} 2i; )1 -—i)3; i1+ )3

211. Vypotitajte stidin a podiel komplexnych &siel:
1.
D plnfe.
a) 2elr g o

b) V2 [eos (/4) + isin (m/d)], /R [cos (57/6) + i sin (5m/6)];
¢) —1 41, 3cos (n/3) — isin (/3)];
1 Y.
d} m? s 1— 1V3.

212. Vypotitajte:
a) (—1 4+ i),
1 i}3\™
v ()
¢) (L — cosa —isinw)*, kde n je prirodzené &slo;

d) z"+zit, ak z+—i— = 2cosa, kde k je prirodzené dslo.
218. Ak 2 = c0s (2n/5) + i sin (2r/5), dokéte, %e plats
(B (et —2) = 1/5_

214, Na zéklade Moivrovho vzorca vyjadrite pomocou moenin funkeif sin z
a cos r: -

a) sin 3x; b) cos 4a; ¢) sin Tz,
216. Vyjadrite pomocou sinusov a kosfnusoy viacnésobnych uhlov;

a) cos?® z; ¢) sin® x;

b) cosd x; d) sin® z,

216, Pomocou exponenciélneho tvara komplexnej jednotky najdite shéty:
a)l 4-cosx + cos 20 4 . ., -+ ¢cod nx;
b) sin & - sin 22 4 ... + sin na;
¢)sinz —sin 22 + ... + (—1)"1 8in e,

217. Z definjcie odmocniny komplexného &sla vypoditajte:
a) |3 SN sy o 1+ i3

& Zblerka tloh
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EIB. Né;d.tte odmeoeniny komplemi'ch siel:

! o 5 ) T
b) i/l_ f) V1_+1; B+
ﬂli‘F zlﬁVW |

of=e  wmim

219, Nech z,, 2, sl komplexné &sla. Zostrojte v Gaussovej rovine komplemé
Hsla 2, + 25, 2 — 2 %% Tf7p 8K 2, F# 0.

220. Aky je geometricky vyznam {2z, — z;1. "«-‘woéftujte vzdialenost bodov z; =
=2+ 3i, 2z, =15 + Ti.

221, Vydetrite vzajomnu polohu obrazov disiel v komplexnej rovine:

a) z, —z; : d) z, az (a je redlne &fslo);
b}z z; e) z, zole;
¢) 2, iz; f) 2, (=)

222, Roynostranny trojuholnik mé fa¥isko v podiatku komplexnej roviny a jeden
jeho vrehol je v bode A = (1, 0). Zistite, aké komplexné ¢sla odpovedaji vrcholom
trojuholnika. .

223. Nijdite vruholy pravidelného n-uholnika v Gaussovej rovine, ak jeho stred
je z = 0 a jeden vrchol je 2z, = 1.

224, Néjdite mnofinu vietkych bodov v Gaussovej rovine, pre ktort plati:

a)jImz = —3; d)argz = 1/2;
b) |z| =2; e)lz—i| s 1;
) [Rez| < 1 f).Re (1/z) = 2.
225, ﬂé.jdii-és vietky body, ktoré v komplexnaj rovine spliiajié nerovnost:
a) 0 <Rez £ Imz; e} — 3 > 1;
b) |z—1| 2 Rez 'z -2
)2 2|52 3; f)m{nrgz-r.’.ﬂ.
d)0=<BRez=s1;
226. Najdite mnoZinu vietkych bodov v Gaussovej rovine, pre ktoré platf:
a)|z— 38|+ [z —i| =8; z—1
b) |z —~1| = |z 4 1] > & d}m'g;_k_—l—z, n<luo I

ejle—1l[z+1] 2 L

2,2, Postupnost komplexnfch ¥isiel

Hﬂﬂpmmmwham;vmwhkmmhm
hnbmf&wumﬁmﬂnobmhodnm:moﬁw nazyveme posupnosiou
komplexnych éisiel. Postupnost komplexnych &isiel, ktore] dleny s¢ kornplexné dala a,, ay, 0y, .- .
[ S mnaﬁu;emc_a ¢ 2 m

LU P y




2,2. Postupnost komplezngoh Sisiel Y

Redlnon Mou satupnosti Lom joh Eisial = negfvame postupnoet {Re
Imagindraon au:bu mpm;%uw é{hd}' (1) nazfvame _ponupnml»{{ll:l:.}?;:;

Nech {ks}3, je rasttics postupnost prirodnmh sisiel, Postupnost {ap, )2, je vybrand

poatupnost = postupnosti (1) podla pos kn

Pwmmkmxplmuhmlu}ja ¢ } puvh&yﬂnyhjhpuﬂmmhphﬁ
Iﬂllsc’

kde (f je nezdporné dialo.

e-okolim komplezniho &iala a nazyvame mnodinu vietikgeh kompissnych Sisiel, pre kiord platé
|2~ a} < & ?Gmw;mwmptovnﬁmkmhunpohmmmsammdmvhdnm

Limlts postupnosti komplexnyeh ¥slel. Komplexné dalo u m‘hﬂ-
mmn}.ﬁ?hhum!mokﬂ!ﬁlﬂlﬂreﬁl!hEoﬂ! ﬁhnyhjto

ku kaidému kladnému &islu ¢ existuje prirodzené islo N(e) také, fe pre kadde prirodzend
#n > Ne) pleti 'u.—nl{anomnﬁupm hma..-a

Postupnost komplexnych disiel, ktcmi-mﬁlimh, lim ay = a, nazyve sa konvergenind. Po-
stupnoaf, ktord nie je konvergentnd, nazyva lldtw;;:.d..

Viastnoati: '

¥eia 1. P oat komplexnych &isiel kmmmuknhnmphn&mﬁﬂu viedy
llanﬂadyﬂht:&pnputupnm {Eafd—!- u[}?_;[mwrgujn k &islu 0. ¢

Yela £. Postupnost komplexngoh &isiel = {Re iIm konverguje ka
: &Huu-Bau+iImuvhdy{:‘}qu:{r.h:;;mmﬂﬁh]?ﬂ hﬂ\mﬂ'
Rea a postupnost {Im 6, )., konverguje k Im a.

Yeta 8. Postupnoet komplexnych &isiel {ay)7., koaverguje ku komplexnému &slu a 3¢ 0
visdy a len viedy, ak plati

lim [ap | = |a] a lims Arg gy = Arga,
fReson "o

kde Arg a, 81 vhodne zvolené hodnoty argumentov Sisiel a,.

Poznémks. Pre postupnosti kamplexnych Hsiel pletia anslogické vety k vetdm 1, 2. 3, 4,
5, 8, 7, 8, 11, 15, 16 = ¢lanku 1,3

Priklsd 1. Vypoditajme
| i (141"
f—+co T

Riedenis. Podla Moivrovej vety dostanems
{ (l + 1) }‘-I= {—[ﬂol (mfd) + lm(m"i}]"} o {% [cos (n m[4) & §sin(n ﬂ;ﬁ:-‘ -

- {-—i—ﬁn {(nn/d) 4+ i—:-m{u 1:,!4}}:‘1

mr;ioa{ujm limity 2 reélnej & imagindrne]j dasti danej postupnosti.
tim =2 sin (4 /) = 0
A-eco M

lim l-eon (n n/4) = 0,
R—+oa T .

kedie postupnosti {gin (n7/4)}%.,, {cos {n 7/4}}F., #4 ohranidené & lim (1/n) = 0.
. W—+o0 :

"



(8 2, Komplexnd funkeia redine; promenne)

Z toho vyplyva

lim i(l + i)ﬂ =0.

oo i
Priklad 2. Dokdime, s postupnosat

{{—-1 + if/3jm-1 }“"

8% — 1

konverguje k #slu {—1 4 1]'3)/8.
Riedente, Vypoditame limitu

(=1 +i}gns 1]

—1 + il gisn-1 —1 il = —
tim | (S1H VI 14l ki) 3] 1
T=s00 < Ll | B I n—oo At — ] 8|
= lim g | (2NN 1Ly |2 Ttet 1
-+ | B" — 1 8| f—oo gn-1 — 1 Bl
-1
=2|im(3“ B WL O ol el N U 'S DY
[ -] _B“ -1 8 in—-—m 3"‘—1 41-._..“3"—}.

Podla vety 1 dand postupnoat konverguje k &slu (—~1 -+ i |/3)/8.

227. Napisdte prvych devif &lenov postupnosti komplexnych &fsiel, ak ﬁla‘ti
g, =1la,=1i a4y = % {@n—y + Gn-g) pre » > 2. Znhzornite tieto &leny v Ga.nssovlej
rovine.

228, Z postupnosti {{®}¥., ndjdite vybrani postupnost pomocou postupnosti:

8) {2n}E; | o — 12y
b) 20} d) {4n'+ 3)2_,.

Pomocou toho ukéite, e dani postupnost je divergentnd.
229. Néjdite limitu sfitu a sidinu postupnosti:

o 3 =" 2 ) 0
restl e

230, Nech postupnost komplexnych &siel {ay}¥ ; mé limitu a) 3i; b) 1 + i. ¥y-
potitajte limitu postupnosti:

a) {(3an + 2)f(an + 3)}%.; pritom a; %= -3 pren=1,2, ..,
b) {a}fian — i)}i=y pritom ag Fipre n=1,2,....
V tlohach 231 a% 234 vypoditajte limity postupnosti.

3 10 jEn+l dn — i\
231. a) i —_—— e : i 1.
vim [ (G-p) e ) i (F):

) 20 —1 ., 24 (—1)» L =7 4 i3
b} lim (——2,, -, ) ; ﬁj,l:i om 44 i

¢) iin;[(l + %)"Jr i(ﬂ 1— ﬁl“)i”‘] , f,:i:i[(l +%’) (21_%) '(_ii._l)] .

e =]
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antt 4 imet) | . VE
232. &]E (—mﬂ—-) H t) lim @y, kde ay Je ]ed.nn z hOan V—;
a 2z je dané komplexné éislo.
i“ ..
b) li n 4 (1 410y

. @

e B
(=) ()
(

RB—+a2

1 .
u—ﬁ}[l-tkirui])’

R k=t ' ]
234. a) lim z%; : ¢} lim (1 _|__:_) ;

R-—~oe etz

235. Zistite, ktoré 2 nasledujécich postupnosti komplexnych &siel st chraniSens,
ktoré z nich konverguji a ktoré diverguji. V. pripade ohranidenej divergentnej
postupnosti komplexnych &isiel ndjdite aspoii jednu vybrant konvergentnii po-
stupnoset: '

a) {i(1 +i* )}y c) l—:— + in} s

b

i el

.2.3. Komplexnd funkcia redlnej premennej

Kompleznd funkeia redlne] premennej jo funkeis, ktorsj obor definicie je mmodine realnyeh
tisiel & obor hodnot. funkeie je mnokina komplexnych disiel. Komplexnd funkeiu A redlnej pre-
mennej ¥ chorom definirie M moé#no vidy vyjadrit v tvare

' hx) = f(=) + i g(z), (1
kde [ je redina 3ast a g imagindrna tast komplexnej funkcie A. Pritom f s g mi redlns funkeis
nohori:mdaﬁnieioﬂ. ! .

Absolitnu hodnoty, silet, silin, rozdiel, podiel, ohranilenoet, spojitost, limita komplexnej
funkeie redlnsj premennsj definujems podobne ako pre redloe funkcie, priSom namiseto 3fala,
wEMWMWDWﬁamM,MMMM§MM

ijmm;mm'{ljv&Wijﬁmmmﬁnﬂ
vietkych bodov. X = [ /{x), g(z)], kde z je z oboru definicie M.

D&hﬁt&hmuphmﬁfunhe‘itrﬁhuj premennej je ’

o olati)2 = gur eldx = ga=[vos (fz) -+ i 4in (fx)). 2)
ktord je definovand pre vietky redlne z, pridom a, f =i redlne &ala. '

—



70 2. Komplexnd funkcia redinej premennef

Viastnosti:

Veta 1. Komplexnd funkeis A{z) = f(z} + i g{z) mé v &isle o limitu vtedy 8 len vtedy, ked
v ¢iale & maji limita funkoie f &g & plati :
lirn Mz) = lim f(z) 4- i Y g(z).
T+ -0 Fans ]

Vels 2. Komplexnd funkeia h{z) = f(z) + ig(z) je spojitsd v tsle a vtedy a len viedy, ked
funkcie f & g mi v bode o spojits. P :
Veia L. Platia Eulerove vzorce .
. elr 4 oIz . elr — g-lz

Priklad 1. Dand je funkeia .
ye=x 4 i+ --l—l

Nﬁﬂmmﬁhuammwfmkcm.p]nbwdnﬁnhham mrkwjnhpm
funkeia spojité.

Riedenie. Upravou danej funkeie dostaneme
' "=+1+%'t+ﬁ%+i(l+;ﬂ_:-f)‘
Redina test funkeie jo teds Roy =% + 3o, wnﬁmshdjelmy-l+=.;“.
Pretofe tieto funkeie s definované & £pojité na intervale (—co0, av), je obor definicie {—c0,00)
a podia vety 2 aj dand komplexnd funkeia jo spojitd na intervale ( — o0, ).
" Priklad 2. Dané je komplexné funkeia
B6) ma 25 + reit, )
kdo z, jo komplexné Zislo, r redlns &islo a ¢ € (—x, x). Ndjdime joj obwez v Geussovej rovine.
Riedenie. Poloime A w= x - iy, £, m= z, 4 iy,. Podls vzorce (2) méme olt mm cost 4 isint. Po

dosadeni do (3) dostaneme A w= x 4 iy = 2, - iy, -+ reost 4 irsin e 2y 4 roowt 4

+ i{yy + reint)
s teda

z m Ty - r 08 ¢, Y=y, rainl, ’ (4)
ummxgmmTﬁumn?wT&MVmuﬁwspdma
286. Néjdite hodnoty komphmejfun;kaie jednej redlnej premennej:
a) 20), z(—1), z(2), 8k 5“2""'3]" .
hlﬂ?}! 2{1‘:”2], Z{-"'ﬂ'f‘], ak ==3+2i+3°":
o) #0), (1), 2(lna), ak 2z = ef + ie~",
287. Zistite, &i ea funkcie f a g rovnaji, ak
T a)fity =3cost 4+ i(2 + Beint), g(t) = e!¥ 4 el
bym}-’::, 9(t) = co8 2 — i sin 2;
c) fit) = If*"l-"l'E glt) = (L + it);

d) fit) = 'T. glt) = L.

-—l‘
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238. Najdite re4lnu a imaginirnu Sast komplexnej funkoie:

8) z = (t + 2i)4;
b) z = (3¢ 4 i%]t)%;
¢)z=(—t+ i) B,

d) z = (¢ — i)t + i)
)z =214 Jelt;
f) z = 1jeta+t,

239. V rovine komplexnych #isiel znazornite komplexné funkcie jednej redlnej

premennej:

ayz =3 +i2, kde te<0,3);

b)z=1t —iE({l), kde ¢e&(—c0, c0);

cz=12+ i, kde ¢e(—c0,x);

dyz= 1/t —it, kde ¢e(0, w0);

) z = af(l + elf)%

f)z =ael +-be ¥, kde a>b>0 a te(0, 2r);
g) z = el@-+Hib)y,

240. Néjdite obor definicie komplexnej funkcie jednej redlnej premennej:
a)z = 1J(i — t); e) z = log (3 — #) + i arcsin (¢ + 2);
b) z = ela+d) it dyz= |6 —t+ift —4

241. Néjdie body nespojitosti danych funkeii:

i A
VE=g—atEoT =ttt g

b) z = ellt, d) z = el B),
242, Vypotitajte:
. ftr—4 £ elt — g1l
T Lk SPRA P . )
"’%ﬂ(thﬁ“z)’ ell:_l_% .
, .
b) lim (57 + i aresin 3) ; d) lim e+,
AR * o
2 e) lim te(—3—2iM¢,
. I ]

243. Ukéite, %o harmonicky pohyb v priamke moZno vyjadrit ako redlnu ast
komplexnej funkcie redlnej premennej z = Aell@+#), kde 4 je amplitida, @ kru-
hové frekvencia a ¢ potiatotna faze tohto pohybu. -

244, Na ziklade vysledku predchédzajticej dlohy urobte skladanie:

a) harmonickych kmitov na priamke s rovnakymi f.ekvenciami;
b) harmonickych kmitov navzijom kolmych s rovnakymi frekvenciami a am-
pli i ' o .

—
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245. Popiste a znézornite kmitanie v priamke, ktoré je opisané komplexnou
funkciou jednej redlnej premennej:
a) z = delvt | 4e—ivi; ¢) z = Aelt | Aellwt-a/2)
b} 2z = el L 4elot,
246, Ukézite, Ze timené harmonické kmitanie v priamke moZno vyjadrit redlnon

taston funkeie
2 == 4 el-xt+i=t+e)],



3. DIFERENCIALNY POCET FUNKCIE
JEDNEJ REALNEJ PREMENNEJ

3,1. Derivdcia funkeie

Nech funkeia f je definovand na mnofine M a nech je #alo kg £ M. Deriviciou Flzg) funkeie
| v Eisle 2, nazyvaroe tislo .

1) — fixo)

fzg) = lim (1)
Ty T T
Derivéeiu ['{z;) vznadujeme aj [f(x) Jeazg ¥ (x,), alebo [E . E-'i] .
A Jzemg LA | 2uzg
Derivdcia sprava funkeie f v tisle z, je tislo
f.; '::Il]] = lim }[1’} _ﬁ::ﬂ} . tg}

T £ —J’."
Deriwicia zlava funkcie [ v tisle x, je tislo
ff {zu} = lim m*——‘"z‘] . . | {3)

L-pxyg T =Ty
Tieto derivécie oznadujeme aj :
- Yi(xo) & y2{xy)-
Nech M je mnotine vietkych tych &isiel, v ktoryeh mé funkein f derivéciu. Ak katdému

&lslu z, € M priradime derivécin funkeie f v sle x,, dustaneme funkeiu, ktorej oborom definicie
je mnoting M a nazyveme ju derivdeiou funkcie | na mnofine AL, Oznadujeme ju f, {f), " slebo

& A dy
dz’ dr ' dx’
Viastnosti:

Veta 1. Derivicia funkeie f v &ale z, existuje viedy a len v tedy, ked existuje [ (z,), f'(2,)
8 plati f' (x,) = f_(x,). Potom f(z,) = Frdzg) = 1 {mq).

Veta 2. Ak funkeia f mé v &ale , derivéciu [derivdciu spravs, derivédeiu zlava), jo v dlsle
z, spojitd [spojitd spravs, spojitd zlava]. ' _

Veta 3. Nech funkeie f a ¢ maji na mnoZine M derivéciu. Potom plati

 [eff = ¢, kde s je &islo, (4}
F+egl =1 +g. (3)
[f—gl'=F—¢. ' (6}

Moy =fo+ 140 : (1)
[%] fe—1" ;‘f*" , kde g0, (8)

FPozndmka. Pravidleo o derivovani sidtu dvoch funkeii moino roziirit na sdéet kumhého

© poétu funkeii.
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Veta 4. Ak n jo prirodzend &islo s funkeie f;, ¢ = 1, 2, ..., n majd na mnoine M derivéeiu,
potom plati

| Uidfs-+ - fal = Rfsfs- o n + hfahs oo T oo + Afafs oo frafa. (9)

Vela 5. (Derivécie zlofenej funkeie.) Nech 4 == g{z) je funkeis, ktord mé na mnoiine M
derivdeiu g'. Nech N je oborom funkéngch hodndt parcidlnej funkeie g definovenej na mnoZine
M. Nech funkeia y = f{u) mé na mnoiine N derivéciu f'. Potom e) zloZend funkeis f(g) md
ne mnoZine M derivéciu a plati

[Ag@)) = 1{a=) o' (). (10)
Vztah (10) zapisujeme aj takto
dy dy du
d—tﬂ#a‘ e (11)
Veta 6. (Derivéicia inverznej funkeis.) Nech f je r{dzo monctdnns ns intervale (a, b)

& mé v tomto intervale derivéciu f* == 0. Potom inverznd funkeia f.; k funkeii f mé derivédeiu
f., ns svojom obore definicie a plati

1 1
(P umram @)

¥Yela 7. (Derivédcie elementdrnyeh funkeii.) Pre kaZdé x z oboru definicie; pokial nie
Jje ni¢ uvedené, platia pre derivicie elementdrnych funkeii tieto vzorce:

1. [¢'] =0, kde ¢ je &slo;

(12)

f—l(’:} =

. . 1
2. (=] = 1y 12. [arcsin #]" = Tiss " lz] < 1;
3. [#2] = gz, kde a je redlne &islo; . .
4. [¢7] = &% 18. [arceos z]’ = — = pre |] < 1;
5. (07 = o*lna; 1
) 1 14, [mtg z]" =2 i <}
£ _ s + P
6. [hz] x » :
7. [logezl = —o—; 13 facocotg ]’ = — {75
8. [sin x]’ = l'.u::x-_u 18. [sinh 2]’ = cosh ;
9. [conz] = -—g,in’ - 17. [eosh £]" = sinh z;
1
18. L
lﬂ. [tg :I:T = coni H [tgh ’"] coahx
" 1
11, [co(,g‘m]f S 'inl:x ; 19. [cotgh z]’ = — e

Veta B. (Logaritmickd derivovanie.) Ak funkcia f mé ns intervale (s, b) derivéciu F.
pritom pre vietky x € {a, b) jeo f(»} > 0, potom plati

, 1)
o fiz)] = ) | (13)

dise
fiiz} = fiz) [In f{x)]', {14)

pre vietky z s (g, b).

Priklad 1. Z definicie derivécie vypobitajme #(}/5), ak
fla) = Jz* — 1.
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Riedenie. Podle vziahu (1) je

t*l.l.l.'l:l — £ - ., =
ri¥s S A Sl Te
I Cr C N et ot SN o I £
==_,],'ﬁ_l?‘=|=1'—1+2 r— 16 :_,y—lf'm'—l-;-z_ﬂ'

Priklad 2. Vypoditajme ;f'u) sk fr) = 2t — 2 13)z + 7.

. Riefenie. Najprv nﬁjdeme f’{m} Pouiuamepwuﬁmlmuvatouaawoml 2, 3 z vety 7.
Funkeie 2%, z, V;n, 7 maji derivédciu na intervale (0, o). Preto j je

7(31-33'—1———_. pre vietky = € (0, w).
2}"5:1
Ztohoprez =1 je
13 o
1 =En1.—l—__q —_——
i 21 3
Prikiad 8. Vypotitajme derivéein funkeie

flx} = xtoos x.

lemu Poutijeme vetu 3 a vzorce 3, 87 vety 7. Funkois 24, cos = majt derivicie v intervale

,f'(.t} = {x*) cos x - x* (cos x) = 4x*cos r + r{—sinz) = 234 coax — xainx),
preo vietky &sla x & (—0, w).
Prikiad 4. Vypoditajme /', ak

In
fle) = —=.

Ricdonse. Poutijeme vetu 3 a vzorce 2, 6 z vety 7. Dostanbme

mx)z—{lnx)= (lglz—{lnx).] 1 —Inz
xh = ot =T

flx) =

pre ka#dé tislo z € (0, o).
Prikiad 5. Vypokitajme 7, ak
flz) = Vo' — 22 + 12.
Riedenie, Dané. Ennkcia. je zloZend funkeia. Jej zlotky st u = g(x), glz) =2* — 2x + 12

& flu) = V;. mjﬁ derivéciu. Obor hodnét funkeie gz} jo interval ¢1, @) a je &astou oborn
definicie funkcie f(u). Podla vety 5 dostanems

z—1
1@ = Pt = (2) @~ 2 = e
pre kaidé dalo z & (—ao, b
Priklad 6. Vypotitajme derivacin funkcie .
fz) = 4 aretg® (3z — 7).

-
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Riefente. Dané funkeia je zloend funkeia definovand v intervale {—axo, ). Jej zlotky st

u = glx), glx) = 8= — 7, ¥ = h{u), h{u) = arctg w, fly) = 4y?. Derivicie zlodiek si :—: =3
- dh 1 df
pre vietky &iala S 1—+—t-‘-iprs vietky tisla u aiijg

vety o derivdeii zloenej funkeie sd splnenéd. Preto je

F) =L (:_:f)u-m] (E)u-ﬂﬁ (g) = (%) ”'""; (ﬁ)u oz

= 12y* pro viotky &sla y. Pofimienky

36
Hie? = 422 + 50

fix) = “aretg? (3z — T),

pre vietky Gisla 2.

Priklad 7. Vypotitajme derivéciu funkeie
flx) = (cos z)eotex, x € {0, 7/2).

Riedenie. Pouzijerne pravidlo o lugnritmickt;m derivovani, Pre vietky tisla = € {0, =x/2) je

In flz) = vcotg x . In coa x.
Podla vztahu {13) je

1 1 .
L -"_’_zln cosx 4 cot.gzm (—Bma_!].

flzx) ain
z Ltohu dostaneme .

-1

sin® x

tgx
[(#) = — (eos z) (‘“"‘m )

pre vietky tisla = € (0, =/2).

247, Pomocou definicie njdite derivéciu funkeie | v dfsle z,,
a)f(z) =2 — 3, wy=0;  d)f(x)=(z+ 2Px(zr — 5, 7, = =2 0; 5

b} f(x) = cos 2z, x, = w/4; ) f(x) = x®sin (a: —_ {-—) , Xy = ;; ‘
ID=_ . =% D=t - uarcsinl/xj T
' z, = 1., .

248, Z definfcie vypotitajte derivéciu funkeie f, ak

a) fla) = 2% ) fla) = 1/a; @) =ty

b) f(z) = 1/}=z; d) fl) = J4 T f) fa) = E(z).
249, Dan4 je funkeia y = f(z). Najdite /'(0), f(—2), f'(z), ak

' 3

a) y = 219 d) y = Ja';  Qyu==z|z :

h)y =a% e) y = a8, h)y = VwV;Vi

. 3 3

¢}y = 1/x% fly = Vl,!.'l:’; . ) y= 2:::_—1}V;*.
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260, Vypoditajte:
a) ¥'(0), ¥'(1/2), ak y==zi4— 2%2 4 1;
b) ¥'(1), ¥'(—1), ak y = o — 2233 -~ 1,62% — (,12;
) ¥'(0), y'(—1/3), ak y=3% 3%+ 2%
~ d)yla), ek y=az®+ a%® + a'.
. V tilohdch 251 aZ 2565 najdite derivicie danych funkeii.

3 a
25l.a)y =z + |z + [z

R 5
b) y = 23 + ttx'y£+4Vm’ —%"“E:";
2
1 11
o)y = 2,608 — gaat I
: ’ i
Haxt 15 6
dy=35_+30)z+5;
x? z

3
e)y=Vx’VWx_-i; .
4x’ + 328 — 22¢ - Tx — 2
f]y= 324 .
252. ) y = (z* + 8) (x — 2);
b) y = (#® — 2z + 1) (z* — 522 + 10)

)y = Ya(2a? — n,ﬁ'ri&i + V7

d)y = (z— 2+ 0,5% '

&)y = z¥z* — 1)}

Hy=(@=—-1)=—2)z—3)3%

g) ¥y = (xein e - cos o) (¥ cos o — sin @), kde a je &slo

. 4 .
1 — a | 3zt — 2z)/x® — 0,622 — /2
253.a) y = —3 ; &)y = szw’ T V;
_z—1 a2t — 1
Y=o Dy=""pyg
l . ]' »
Oy =7 : OY=yi, '
2z ~ av® 4+ 1 .
d)y_l-]-—;v'; , hlﬂ:v—-l'-l . kde z je #islo,
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264. Ei.) Y -_—_W%I) - {1‘3 — 1) {xa _|_ l};
3 4.
by =gy Ty T
4
- T
av=—to s
1-Vz “

T E )@ 1)
265, a) ¥ = (2 + 3=)1%;

b}y = (Bzd — 328 + 2z — 11)¥;
o)y = (Jx + 1)z

d)y = (1 +2t - 334

o)y = J4 — %

fly = Famﬂ + bz + ¢;
256. Z rovnosti

14224 .

hy=|/2 1-'-”5.
1—{~Va:
1 — gnil
Aot — _
* 1 —=

n&jdite sadet 1 + 2z -+ 32% 4 ... —-— nx®-l,
V tuloh4ch 267 a 281 néjdite derivaciu funkcie.

3
257. )y = l('l*i - 21{;3—'& b 3a;
4

;.' 3-____
b)y = l (3 + 4)/22)3;
258, a) y = xlfl + m-é;.

4
b) y = (3t* + 4) Vﬁt‘ — 3

¢) y = ‘l/l + ifl + ],a: '

e)y

1t
- Lx'r_ x4’

x -wVI -+ x_*

3
ly= (4 —T)(Bs+ T8+ 7 )y =——7—=
&

]
d)yml/l 5

259. a) y = cos (5z + 3);
b) ¥ = 2 sin  + sin 2z;
¢)y = (1 — z%) sin z -} = cos z;
d) y == sin 2x?;
e) ¥ = sin ax cos bx;

f) y = 1/cos z;

g) y

h) y

1} ¥ :

z|1at

sl X

T 1—cosk’
sinx -+ co8X
" 2sin 2z
cos a2

T eoslx
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260. ) y = 3sin®z — 2ein?z -+ Bin 2; ) y = tg (27 + 1);

b) y = 8 cotg = + ocotg® x;

c)y = tg [(1 + z)/=];

d)y = cotg |z;

261,

e} y = cos [ 1j(T + 2);

3cosecx — 2sinzx

8y = Secosbx
sin? z
th%m’x T sinz

262, Pomocou rovnosti

2

3costx

-l+cosz+coa2a:+... +cm-m=='-

g y=(1+ g2

5
h) y-= cotg |1 F o5
i) y = Jsin (22/3);
i) y = 2sin® |3z

_goobgﬂx; n]_y_—.. Stgx —tgls :

1—3tgtz
d) y = sin [sin (sin z));
©) y = sin? [cos? (tg z)].

sin [(n + 1/2) 2]
2 sin (z/2)

néjdite sidet sin » -+ 2 sin 2z + ... + n sin nz.
V dlohéch 263 a 273 néjdite derivécie funkeif.

263. 1) y = 4%=;
b}y:?"‘f‘\#;
c) y = 3%
264. a) y = o~2f3;
b) y = &%
¢) y = e5% cos b;
265. a) y — el’xa+§+1;
biy=avm"_’;
c) y = eArclg iz,
266. a) y = In (2x + 3);
b) y = log (z + 2z%);
o)y =Intz
d) y = logl z;
e) y == x®log, x;
bt
ﬂy_lnﬁ-{-'?x’_’
H?.a}y=hmmté:; .

b)y=1ntg(§+%):

dyy =45 — a4
€) y = 2lowx
f)y = z10-%,

d) y = (cos #Jfﬁ’;'

e}y = eF(a? 4 2x — 2);

ex —
d) y = es/Inz;

o)y = tg oty

f) y = CTe~LIRT, Xde.C, L, R st dsla.

g) ¥ = In sin 2z;

h) y = In (z + |1 + %)
i)y =In (13e% 4 2%);
Jy=zlnx — =z

t.>}y=lnmsye"+ 1;

: l1—sinzx
d”_l“l/1+sina=’
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e}y = In* (tg x); | h) y = In {In (In 2);
—_— 3—
fly = Vln ¥ iy = Vln cos x;}
4 : ~
gly=V1n cotg h; LY j) y = 3ln@izeh),
_ r B x¥2zx + 4)
%68 8) y =In 33 c)y_ln(ﬁ+7a:+2z’](2x+3)".i
byy=In [/ 3 ==lT,
V3+:z:l”7
269. n)"y%armm ;;:--; d) y = arccotg ma;
_ 3z -1 _ x4 1 .
h)g—muoa i e]y—arctgx‘ﬁ i

o)y=xar¢sil;x+V1—x’; f)y:arcootgﬁ-.

270, a) y = (arcsin x* +— arccos %)%, d} y = arotg (tg ¥);
b)y=aretg{:r—-]/l+m’}; a]ymn.rct.g*.]f;;

¢) ¥ = aresin (sin x); f) y == arccos? Hz.
R ‘ .'_ cosx
2. a)y gwn 1) c]y—a.rctgl_l_sinz,
b) y = tg (arcsin z); d) y = 2 arcsin |z — 2)/4.
272. a) y = sinh (3x + 5); d __coshx — CORZ
b}y = zsinh z — cosh z; VY= (phz fens’
c}y:ﬁo&hxm&m—!-sinhxeinx; e) y = sinh? x + cosh? z.
273. a) y = sinh z 4 (sinh® x)/3; - f)y = tghtz%
A
b) ¥ = In sinh z; gl y= Veoph':r: — sinh? x;
¢) y = sinh (cosh z); h) y = |/(L + tgh* z)3;
d) y = cos (cosh z); R 1
o) y = eléh Z; _ l}y-hlm;shm-l-gm-’m_
V tlohéch 274 ai 276 vypolitajte logaritmickym derivovanim derivéciu funkeie.
b)y = 9z73%; g) ¥ =% -
)y =a%; (a z
d) y = =% by = ?) a0
e) y = z®InZ; ’ i) ¥ = (sin z)c0ez,
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275 a) y = (tg )\eoes; d) y = logs;
b} y = (x? 4 1)aretgs; e) ¢ = (ln x)%;
0) y = (cosh x)a%; f) y == gloz,
276, 8)y = e+ 572+ Dole ~ e =I5 Dy= VP
: x5z — 4)3 _ 7z + 48 (z — )3
Y= (x+2)5(:t-]-4j=’ Voz+ 9t Y=~
2
ﬂly—Vi—f_‘-i-—ln, | ejy=xfm:1ain‘=rem‘z;

V ulohédch 297 aZ 279 vypotitajte deriviciu funkeie,

277. = In sin e2%;
2)y =lsine f}yzlnamtg—l—t

b) y = x/tg e%; '
¢) y = efinZ gin a; : Z‘V_l
d) ¥ == % (sin x + a cos z); g}y— hln:‘;l’

1
e}y:ammtgln?; h) y = arccos In z,

278, a);{::rVa’—a:*-}-a*arc@in-—z-, a0

a:ﬂ
b}y=m—uutgx’;
e}y = In (1 4 tg?x) — 2 cotg x arctg (cotg z);
2 —
d}y;ll (z 4+ 1) 1 2 — 1

Rl Tl B
279, )y = zMn (x — |faf — 1) + Ja? — 1;
1 1 ¥

b) y = T ,}-!- Ing——07;
c)y=.arutg +an 12

d)y—EVE E:;: +In (24 [T+ a2);
3]3’:?1“%%:: V:’i rctgl V3 .

280. Vypotitajte f' a v bodoch, v ktorych derivicia neexistuje, vypoditajte deri-
véciu sprava a derivaciu zlava:

a} flx) = |x — 2[; d) flz) =1In {3 — z|;
b) flz) = [23; e) flz) = |z — 4| — & — 2] — &+ 1],
e) flz) = [z —17; _

Eblerka dloh
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281. Najdite £,(0), /(0), ak pre funkein / plat(:

a) f(z) = E(z) sin wx;
b) f(z) = |sin 2*; d) flx) = e M pre x # 0 a f(0) =

¢) flxy = xsin (1/z) prex = 0a f({) =0
282, Najdite derivéciu a zostrojte graf funkeie, ak

a)y = z|x|; e) y == [eos x|}
byy = — Elx); )y = x¥y(x), kde x(r) je Dirichletova
¢) ¥y = (—1)E@); . funkeia.

d) y = E(x) |sin =z |;
283. Najdite derivacie a zostrojte graf funkeie, ak

| ¥*sin (1/x) pre x = 0, 1 -z pre r <1,
ay = 0 prexz=0;, dyy= {2 —3r+2* pre ze(l, 2),
b) xsin (1/z) pre & #£ 0, x—2  prex>2
y= 0 pre:r_l)

In{(l1-+2) prexz 0
284.. Dany je graf funkecie {. Zostrojte priblizne graf funkcie f'.
285. Dokéite, Ze:
a}) derivicia parnej funkeie je nepirna funkeia;
b) derivicia nepirnej funkeie 53 pérna funkcia;
¢) derivécia periodickej funkeie s periédou 1, je periodicka funkei a s periodoul.

c]y={ x pre 2 <0,

3,2. Geometrieky¥ a fyzikdlny vyznam derivdcie

thnnttrl;:kf vyznam derivicle, Derivécia funkeie ['(x,) v tiale x, jo smernica dotyénice ku gralu
junkeie y = f{x} v bode A = (x,, flx,)). Nech y, = flxy), ¥5 = F(%a)-

1 24 Rovnica tejto dotyénice jo

¥ Yo = [{xe) (x — T} (1)

Ak fllxg) 3£ 0, rovnica rormdly ku grafu funkeie
y = flx} v bode A je

1
¥— lg = '—?ﬁw—"mn}t {2)

Ak dotyénica (1) pretina o8 6z v bode T' a normdla
v bode N (obr. 25), potom pre difku dotyénice t =
= otd, ') a dliku normdly n = p{d4, N) plati

. T+ 5%,
77 % 10 B 5 NN X + ¥,

Obr. 23 n o= [y 1+ ygt- {3

4 - !?'-
,5“
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Ak bod B je priemet bodu A do osi o; (0br. 25), potmnpradfﬂumbhnmﬂyc;—g(ﬂ,ﬂ
o dliku subnorindly s, = o(B, N) phti

l = |¥¥e - )
Yo

Fyzikilny v¥anam derivicie, 8) Ak sa teleso pohybuje priamodiaro s pre juho polohuxz v h- )
plati

z = z2(!), 15?
tak jeho richlost v éuse t jo
dx
o=, ®
o zrjchlenie v éase t jo
de
@ = (7

b} Ak priebeh fyzikdlnej veli¢iny je dany funkciou tasu m = mit), tak rgchloaf zmeny ta]t-ﬁ
fyzikdlne; velifing v &ase ¢ je

v = -d-:‘T . (8)
Alko priklady moino uviest: r¥chlost rozpadu mnoistva ri.d.ionktivmj 1étky, rychlost nhammhi
reakeie, rychlost rastu, intenzitu elektrického pradu atd.,

¢) Nech fyzikdlnae velitina je dana funkciou m = m(zx), kdu z €0, a). Linedrna hustota ta;to
velitiny v bode xe(l, ¢) je

dm '
T | ®
Ako priklady moZno uviest linedrnu hustotu hmoty tyte, linedrnu hustotu elektrického niboja
nabitaj tyée, atd.
Priklad 1. 'ﬁ'ﬁ;dsmn rovnicu dotyénice a normély ku grafu funkcie
¥w=Inxz,
ak dotyénica je rovnobetné s prismkou x — y+5=0
Riedenie. Nech 4 = {x,, y,) je bod. v ktorom zostrojend dotyénica je rovnobdni a danou

prismkou. Z podmienky rnmobeim:ah pre smernicu &, doty&nice & smerniou k; deanej prinmky
~yplyva

kl. = i'j-
tiZe
. N x)perg =1
B

-—]— = 1.

Lo

Z toho jo 2 = 1 & 1, = In . Lite y, = 0.
Rovnica dotyinice v bode 4 = (1, 0} jo
¥—0=1{z 1)

slebo
x—y=—1=40.
Rovnica normdly je
. 1 ,
ﬂ—ﬂﬁ"‘T{-'l:-l],
 tide
x - y-—-1=0
ﬁ,#
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Prikiad 2. Raketa odpdlend zo Zeme sa pohybuje knlmn nahor tak, #s pre Joj vzdialenoaf =
[km] od Zems plati

2 = 20 + 110 — 1827, | i
kde ¢ jo tas v minttach potitany od okamihu, ked motory rakety prestali posobit. '
N4jdime rychlost rakety v 2ase ¢t = 3 min, &as, v ktorom sa pohyb rakety nahor skon?{ a naj-
vadsiu viiku, ktord raketa dosiahne.
Riedenie. Rychlost rakety v &ase ¢ vyjadrend v km/min je
v =2'(f) = 110 — 3. {10y

Pre { = 3min je v = 2 km/min = 33,3 m/s. Pohyb nahor sa skonéi v &ase f, pre ktory je
v, = 0. Zo vezitahu {10} dostaneme

110 — 36¢, = O,
ty = 3,05 min,
Zéroven v tomto éase dosiahne raketa najvaddiu vykka
tmax = 20 + 110, 3,06 ~ 18, 3,052 = 188,05 km.

Priklad 8. Kondenzétor s kapacitou C sa vybija cez odpor R. Hﬁ.]dnna intonzitu pridu v &ase £,
ak pre néboj ne doskédch kondenzétora plati

@ = 0,001 e 4/5,

kde néboj @ je vyjadreny v coulomboch & 8as t v sekundéch. Zistime, za aky ¢as klesne intenzita
pridu na polovicu svojej potiatolnej hodnoty.

Riedenie. Intenzita elektrického pl'ﬁdu v ampéroch- je

i= % = (o,nm p—t3) = —0,000 2 o~ 1/,

Pre t = 0 méme
tg = —0,000 2A = —0.2mA,

Clas v sekundéch, za kiory klesne intenzita elektrického pridu na polovicu, néjdeme z pod-

mienky
2 = —0,000 20745, '
dize
et
alebo

t=05ln 2t 3,47,

286, Néjdite rovnicu doty&nice a normély ku:
a) parabole ¥ = 22 v bode P = (2, #);
b} hyperbole y = 12z v bode P = (3, ?);
¢} parabole y = z® -+ 4x + 1 v bode P = (0, ?).

287, Najdite rovnion doty®nice a normaly ku grafu funkeie y = f(x) v bode 4, ak’
a)y=|z 4= 1 b)y =% + 22, A=(l, ¥
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— 4 ’
c]?="3%_3’ A4=@21% ey=hE+1) 4=,

d)y=22sinz, A=(x/4,2; fly=e%cos2e, 4=0, 7).

288. Zistite. v ktorom bode je dotyenica ku grafu funkeie y = f(z) rovnobe¥né:
a)s osou oy, ak ¥y = 23 — Ba;
b)sosou oy, ak y = (Inz)/x;
¢) s priamkou y = 5z — 2, ak y = 102, )
289. Néjdite rovmicn dotyfnice a normély k parabole y = z? — 2z 1- 3, ‘ak
dotyénica:
&) je rovnobe#ni s priamkou 3z — y 4+ 5 = 0
b) je kolmé na priamku z + y — 1 = 0;
¢) zviera s priamkou 2r 4+ y — 2 = 0 uhol n/4.
290. Najdite rovnicu dotyénice a normély ku grafu funkeie y = f(z), pridom do-
tytnica je rovnobeZna s priamkou: _
a)2zx —y —3=0afz) =Inaz c}x—'y—5=0a)‘(x)=ainhz.
b)x — 2y -+ 1 =028 flzx) =e¥2 + 1;
291. Néjdite rovnicu normély ku grafu funkeie: -
a} ¥ = x In z, ktord je rovnobeind s priamkou 22— 2y 43 =04
b) y = 2* — 2z + 3, ktord je kolmé na spojnicu vrcholu danej paraboly
8 bodom 4 = (2, 0).

292, Vysokonapitové elektrické vedenie mé rozpitie medzi stofiarmi 80 m. Tvar
zaveseného vodite udéva parabola y = 0,001z%, priGom jej vrehol je rovnako vzdia-
leny od oboch stoziarov. Najdite uhol medzi voditom a stofiarom,

293. Néjdite také &fslo a, aby sa priamka y = x dotykala grafu funkcie y = a=.
Néjdite dotykovy bod.

294. Dokdite, Ze dotykovy bod k hyperbole y = c/x je stredom visedky urdenej
priesednfkmi tejto dotydnice so stradnicovymi osami.

2856. Dokéite, Ze pri hyperbole zy = a sa obsah trojuholnika vytvoreného dotyé-
nicou hyperboly a stiradnicovymi osami rovné obsahu &tvorca, ktorého dva susedné
¥rcholy s stred a jeden vrehol hyperboly.

296. Zistite, v ktorom bode dotylnica ku kubickej parabole y = x%/3 zviera
8 osou oy uhol:

a) w4 b) r/6; ") 0.
297. Vypoditajte uhol, pod ktorym pretina graf funkeie ¥ = f(x) 08 oy, ak
8) y = sin 23 dy=(x—1)(x—2) (z— 3)
by =In{z —1); o)y =e* — 1,
)y = tg 2z; .
298. Néjdite teké &slo b, aby graf funkeip y = (bz — x®)/4 pretinal os o pod
uhlom /4.

- 00 ===
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299, Najdite uhol, pod ktorym sa pretinaji grafy funkeii:
n]y=xt‘ y = x% B ¢}y = sin x, y = Cco8 x;
bjy=1fz, y=2-)5  dy=hz y=hiz
300. Uréte di2kn dotydnice, normély, subnormély a subtangenty ku grafu funkcie
y = f(z) v bode 4, ak ‘
a)y =2z, 4=(, )y =25, A=(1,1).
bjy=2—2z ak 4d=(11)

301. Dokéite, #e sifet subtangenty a ditky dotyénice ku grafu funkeie f(z) =
= In (x* — 1) v jeho [ubovolnom bode M = (x,, y,) sa rovné stdinu |z, .

302. Najdite dizku normaly ku grafu funkcie f(zx) == a cosh (z/a) [refazovka] v jeho
Iubovolnom bode 4 = (xy, ¥,).

303. Dokaite, e dizka subnormaly paraboly y? = 2 v jej [ubovolnom bode je
konstantné.

304, Dokaite, %e dltka subtangenty grafu funkcie f(x) =ba%, a >0, a # 1,
kde b, ¢ st &isla, je konstantna.

305. Dokazte, e dizka subtangenty paraboly n-tého radu y = z® je (I/n)-nésobné
&ast absolitnej hodnoty z-ovej stradnice dotykového bodu. Na zdklade tohto
navrhnite kon&trukeiu dotyénice ku grafu funkcie y = x%.

306. Na grafe funkcie f(z) = 2 — 2z 4+ 5 ndjdite bod. v ktorom y-ové saradunica
rastie styrikrdt rychlejiie ako z-ovéd siradnica.

307. Balon gul'ovéhu tvaru v désledku poruSenia svojho obalu zmen3uje rovno-
merne svoj priemer o 2 cm za sekundu. Vypoditajte. akou r}"nh]ostou sa zmensuje
jeho objem, ked polomer baléna je r = 16 m.

308. Pnamoaa.ry pehyb telesa je ureny rovnicou s = 23 — 152 L 36¢ + 2,
kde s je vyjadrené v metroch a ¢ v selandéch. Zistite. v ktorom Case ]e rychlos
telesa nulovi.

309. Lietadlo sa pohybuje priamotiare tak. e jeho vazdialenost v km od miesta
ktartu je s = 16(¢4 — 1663 4 6447%), 0 £ ¢ £ 8, kde ¢ je tas v hodindch. N4jdite jeho
vzdialenost, rychlost a zrychlenie v ¢ase f; = 2h at, = 5 h. Kedy sa lietadlo zastavi
a zmeni smer letu! Akd najvidsiu vzdialenost dosiahne od miesta &tartu?

310. Ked teleso vyhodime zvisle nahor s poéiatotnou rychlostou vy ms=1, vyika
telesa nad povrchom poditand v metroch je s = ﬂ,,t — 4.9%2, kde ¢ je ¢as v sekundach.
Ak vy = 100 ms~1, najdite:

a) rychlost v dase t = 2 5,

b) rychlost v dase t = 16 s;

c¢) za aky tas dosiahne teleso najvidsiu vysku;
d) akd najvidsin vysku teleso dosiahne,

311. Viak vychédza zo stanice, pritom jeho pohyb je uréeny rovnicou & = at? -
+ bt + c, kde s jo dizka dréhy v km, ¢t das v hodinéeh. Po uplynuti jednej mintity
vlak dosiahne rychlost 60 km/h. Akd velka drahu prejde. ky'm dosiahne ttito rychlost?

312, Teleso prejde za &as 105 po naklonenej rovine dréhu diht 50 m. Ak pred-
pokladame, Ze driha je kvadratickd funkeia éasn a Ze podiatotnd r'fchloaf- telesa
sa rovné nule, vypoéitajte, aké je jeho konedna rychlost.
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313. Teleso kmitd v priamke, pri¢om pre jeho vychylku z rovnovéinej polohy
plati v = 2 cos 2nt — 3 sin 2, kde u je v em a ¢ v sekundach. Néjdite jeho rychlost;
erychlenie a vychylku v dase 1,75 &. Najdite ¢as, v ktorom mé teleso nulovy rychlost,
8 najvadsiu vychylku z rovnovainej polohy. ) '

314. Z mimodroviiovej krizovatky s vyskovym rozdielom 6m #tartuji naraz
dve auta. Prvé sa pohybuje priamo na sever. druhé priamo na vychod. Zistite akou
rychlostou sa vzdalujt od seba, ked prvé ma rychlosf 30 kmjh a druhé 40 Ikm/h.

3156. Na mori kriZuji dve lode svoju drahu pod pravym uhlom. Ked prvé z nich
je v priesedniku ich dréh, druhd je edte od neho vzdialend 20 km. Prv lod sa po- -
hybuje rychlostou » = 30 km/h, druhd lod rychlostou v = 50 km/h. Vypotitajte
a) rychlost, s akou sa vzdaluji, b) rychlost, s akou sa meni ich vzdialenost, ak ich

pohyby sl rovnomerné priamotiare. Najdite ich najmensiu vzdialenost.

316. Brankdr, ktory stojf pri pravej #rdi branky, hodil sa po lopte rychlostou
6 mfs vo chvili, ked lopta vystrelend zo vzdialenosti 20 m od brénky letela kolmo
na brinku k jej lavej Zrdi rychlostou 30 m/s. Zistite, akou rychlostou sa menf vzdia-
lenost medzi loptou a brankdrom, ak dizka branky je 7,25 m.

317, Pouli#né lampa visf 6 m nad zemou. Clovek 1,80 m vysoky krada rychlostou
1.6 m/fs. Zistite:

&) akou rychlosfou sa pohybuje tiei jeho hlavy;
b) akou rychlostou sa meni d].:]!.ka jehio tiena,
818. Rebrik 13 m dthy sa jednym koncom 4 apiera o stenu, druhym koncom B
+ 0 podlahu. Bod B sa vadaluje od steny rychlostou 1,6 m/min. Zistite akou rychlostou
sa pohybuje bod A4 v Zase, ked bod B je vzdialeny od steny 5 m.

319. Majék je 5 km vzdialeny od brehu. Jeho reflektor sa otdda vo vodorovnej
rovine o 360° za jednu minttu. Vypotitajte rychlost v svetelného lada, ktory sa po-
hybuje po brehu v ¢ase, ked W& zviera s pobrezim uhol 60°. Predpokladdme, Ze
breh je priamodiary.

320. MnoZstvo elektrického ndboja. ktory prechidza voditom, meni sa podla
vztahu @ = Q(t), kde @ je dané v coulomboch a t v sekundéch, Vypoditajte intenzitu
elektrického pridu v ¢ase t, a zistite. kedy sa bude rovnaf intenzite 3,, ak

a) Q(t) = 32 + 24 4 2, o ty=0;1;088, 4, =204;"
b} Q(f) = 2tet, i ty = 0s, i = 0A;
¢) Q) = 0,05 + 0,04 sin (1007t + 20). t, ='7,5 5, iy = 0,9 A,

321. V indukénej cievke pretekd prad ¢, pre ktory plati i = 15 sin® 3¢, kde prud i

~ je v ampéroch a &as ¢ v sekundich. Vypoditajte indukovant elektromotorickn silu

¢‘=_L%véaaet=2nfﬂs,nkﬂ=ﬂ,l}3ﬂ.

322, Néjdite rychlost chemickej reakcie, ak pre mﬁnistﬁ latky, ktord vznika
pri reakcii, plati: .
a) xr = A(1 — e kt); b) x = AB

pridom A, B, k st kondtanty a ¢ je %as v sekundach. ' .

323. Roztok modre] skalice je v trubiei s konitantnym prierezom ¢ = 1'em?.
MnoZstvo modrej skalice, ktoré je medzi dnom x = 0 a prierezom vo vyske x nad
dnom, je dané vztahom m(z) = 2» 4 32(1 —e~3%), 0 £ z < 1, kde m je v gramoch

eAkt _ @Bt
AeAki — BBkt
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a vyika 2z v metroch. Najdite koncentriciu roztoku v polovitne) vyske trubice,
2 =05m.

324, Na jednoduchy nosnik dizky I = 10m, pdsobi rowmomerné zataienie g =
= 1 Mp/m. Ohybovy moment v priereze vzdialenom od lavého konca o x metrov
je M = qz{l — z)2. 0 £ x £ 10. Najdite posuvajacu silu v priereze, pre ktory je
x = B m. Zistite, v ktorom priereze je ohybovy moment najvicsi.

326. Pri prestupe tepla marom hribky 40 em je teplota v mieste, ktoré je vzdislerié¢
od vonkajfej strany mura xm, dand vzfahom 7T = 20[sinh z 4 sinh (x — 0,4)],
0 £ z £ 04, kde teplota T je v °C. Zistite tepelny spad pre:

a)x = 10 cm; b} & = 20 em; e) x = 3em.

Kon$tanta tepelnej vodivosti muriva je 4 = 2. 10-% keal , ern~1 . s~1, deg™?.

3,3. Derivdcie vyE¥ich rddov
Nech funkeia (f7)" je definovand na mnotine M. Derivdeiou druhého rdidu slebo drulou ders-
vdeiou funkeie y = f(z) nazyvame funkeiu {7, t. j. derivdciu prvej derivdcie funkeie y = flx}.
d2
Qznatujeme ju /7 alebo y" alebo Eﬁ .

Derivdciow n-tého rddu alebo n-tou derivdcion (n = 2, 3, 4, ...) funkeie ¥ = f(x) nazyvame
derivéeiu (n — 1)-ej derivécie funkeie y = f(z), ak tieto existuju. Derivicie vydiiich ridov

oznséujerne takto
L0 0, 8,

alabo
¥y, g, g,y
alebo
d¥y dP% d'y dy® dry
dz?® dz®’ dat’ dz®’  den”
Viastnosti:

FYeta 1. (Leibnizova formula.) Ak funkeie u, # maju derivédcie a po rdd n vrdtane, potom
plati : :

(ue)® = uinly + (’;) wln=1)y 4 (;) w4+ L. 4 (“ » 1) Wln=1 4 yuln),

Veta 2, Plati: i

(gin z)®) = gin (a.' + "'2-—”) pm (=00, o);

(cos 2)m = con (z -+ 5} pror wa(--c0, o)

™)™ = mim — 1) {m — 2) ... (m — n + 1) 2tm-n),

kde m ja prirodzené é&islo, pritom m = n; ak m < n, tak (zm)in) =
(o*)") = a*(lna)* . (a > 0);

(1”311-:.:;—1]»-1.‘"—;_1-15, pre ¥e(0,m}.-

Priklad 1. Dand je funkeia y = e~=', Vypotitajme y"'(0).

Risdenie. Vypoditejme najprv prva derivécin y’. Méme
Y = —20e% pre ze(—w,0)
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Podla definfeie druhej derivécie jo
¥ =[] =[~22e2) = —2072 | qate-r = (429 — 2] -2t
pre véetky x € (—oe, w). Pre z = 0 plati 4/(0) = —2,
Priklad 2, Vypotitajme derivéciu n-tého rédu funkeie

_ ¥ =In (1 + 2,
Riefenie. Pre viotky &isla z > —1/2 plati
. 2
L
. PR -t
v = [iiE] =T
17 L — 22 ’_ 2.2
Vi = ] s
: 28,21 7 —2¢. 3
yi = ) [{1 +2a=;=] 0§ 20"

Uplnou indukeiou dokézeme, e
yim = A0 2 — 1y
{1+ 2z)»
1, ¥ztah (1) plati pre n = 1. :
2. Predpokladajme, e vztah (1) plati Pre n = k, ukéieme, Ze potom plati aj pre =k 4 1.

Méme
, (—1F+2KE — 1)1 ) (= 1)k 260k — 1) {—1yk+0 gh+1gs
1) = = . — _ e ——
v ¥ [ (1 + 2z)* ] (1 4 2z)k+1 (=28) (1 + 2zjk+r

to jevziah (1) pre n =k + 1. Z vety o matematickej indukeii vyplyva, 2e (1) plat{ pre kazdé
prirodzené dislo n,

Priklad 8. Vypogitajme derivéciu deviateho rddu funkeie
¥ = 2? min x,

Riedende. Polodimne u = sin z, v = zt. Kedde v — Opren = 4,5,6, ..., podla vety 1 & vety 2
dostaneme

v = () = (sin 2)® 22 + (] ) sin ) ey + () tsim 21 sy 4 (3) tein 23 oy =

(1)

= z*sin (z + 9%[2) + 272% sin (¢ 4 8m/2) + 216z sin (z + Tm(2) + 504 sin (z -+ 6rf2) =
-z'umx+2?xinin=—ﬂlﬂzcm:r—B{biainm. .

s

pre vietky x € {(—oo, ).

326, Vypotitajte y"'(0), y(1), ak

a)y =% — Tz? 4 12; ) ¥y = tg 2x;
by = ..":Va:‘ + 3; d) y = xe—2*
327, Vypotitajte v, ak
1+$_ . .
ﬂJS{—l_w, ' c)y=ua{lnz — 1)
T ' arceos

by = ; _ precosz
A R e
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328,

329,

Dané je funkeia f. Najdite f* a zistite, 8 existuje £(0). ak
a} flx) = x%sin —l- ,ak £ 0a f(0)=0; b)flx)= [:t*l

Nﬁ]d:te druha a tretin derivdeiu funkcle y = flgi{z})], ak funkcie f a g maji

na prisludnych mnoZindch tretin derivéeiu.

330,

331.

Ukaite, Ze pre funkeiu y = f(x) plati:

a) y@ + 4y = 0, ak y = e~% cos x;

D)y =1—(y) ak y =Ine,e® 4 ¢,077;
e}y’ + y=1fcosz, ak y=xsinx -+ cosz.lIn cos r.

Funkcia f mé na mnoZine M derivédcie f', f”, f'. Inverzna funkecia f_

k funkeii { existuje & md na mnofine N derivdeie f7,, {7, f7/. Vyjadrite f7,. /"
pomocou f. 7, f'",

332.

333.

334,

335.

336.

337.

Vypotitajte:

a) 19,  ak flx) = 2% + Bzt 4 228 — 2%
b) f#, sk f(z} = 3/z',

o f',  ak flz) = (a? + 1fiw — 1);

d) f®, ek flz) = 2}1 — 3x)4(x + 1);
e) f”, ek flx) =(1+ )%

0 /@, ak fir) = (1 — )T

Vypoditajte:

a) ¥®, ak y=a% oy’ sk y=tgx

b) ¥, ak y = logax; d}y'’, ak y = arctgaz.

Vypoéitajte: -

a) f@, ak  f(z) = z%e%; d) f0%), ak f(x) = x coshx;

by f®), ak flz) = 24In z; _e) i, ak  f{x) = cos x cos 2x cos 3z,

e) ', ak flz) = x*sin 2a;

Pomocou Leibnizovej formuly vypoditajte:
a)y®, sk y=eToosz; ) yM, ak y =zl
b) y®, . ak y = xie?s; d) ¥, ak y = e%¥sin Ja.
Najdite yn), ak
a)y = |z - d)y =sinta
2r — e) ¥ = cosd x;
)y = :t.‘»-|-2 ’ f;:;=a:ms2.'c;
c) y = a"1]n a; g) y = cosh? x — sinh* z.
Najdite f(0), ak
a) f(x) = aresin z; | b) f(z) = arctg? .
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338. Vypotitajte derivaein n-tého radu funkcie f, ak

8) flz) = (& + ba)m; o) f(z) = 1f}/a +bs; .
b} flx) = 1{(a + ba); d) f(z) = sin pz.
339. Dokaiﬁt_e, e plati
(zﬂ-l elﬂt){ﬂ-] — {:_]:]te_lff pre \rﬁetk}' ;g;’_— (.
gn+l .
340. Dokéite, %e pre funkein
flz) = e Ve pre x££ 0,
0 pre =20

plati fm(0) = 0.

341. Vypotitajte rychlost a zrychlenie telesa, ktoré sa pohybuje po priamke, ak
jeho poloha je dand vztahom x = Ade—af(1 < o). Ukédte, Ze pre rychlost a zrychlenie
plati

dx
di
342. Niijdite zrychlenie lode a silu pdsobiacu na lod, ktord pliva priamodiare

k brehn po vypnuti motorov iba svojou zotrvadnostou. Jej vzdialenosf od brehu
sa meni podla vzfahu '

dz
+2acd£-+::’::=0.

£=h—-""I (l-i-tif"-:) .

kde % je vzdialenosf lode od brehu, vy rychlost lode i vypnuti motorov, m hmotnost
lode a » sii¢initel odporu vody. :

‘ 3,4. Diterenecidl a diferencidly vy#Kieh rédov funkeic jednej redinej
premennej :

Nech ¢isla 1, x; st z oboru definicie funkeie f. Rozdiel 4f — f(xy) — Hzy) nazyvame diferenciou
funkeie f patriacou k Eislam x4 & 2,, slebo prirastkom funkeie | pre prirastok k = 2, — o v &isle

. Plati
S = ) — ) = fleg - k) — flxg). (n

- Nech funkeia f md v 2isle x, dorivdcin. Diferencidlom funkeie f v dale z, pre prirastok = — x,
nazyvame viraz ['(x,) (z — #o) n oznadujeme ho df(xy, =} alebo df(z,). niekedy lon df. Plati
. dffzg, 2) = ['{zy) (2 — 2}, (2)

Ak funkeia f mé v &isle 2, diferencidl, petom hovorime, Io je difersncovatelnd v disle z,.
Geometricky viznam diferencie a diferenciila f v Einle z, (pozri obr. 26). Diferencia funkeie f

v iale x, pre priragtok z — x, je rozdiel y-ovych siradnic bodov P — (z. f(x)) & Py = (x4, flze)).
Zostiojine dotyinicu ku grafu funkeie f v bode P, Diferencil df(zy, x) je rozdiel y-ovej surad-
nite bodu T = (z, ) na doty&nici a i-ove] siradnice bodu P, = (z,, f(z,)) na grafe funkeie.
Ak funkein f mmd v gisle x, deriviciu f0xg), potony diferencidlom ridu n funkcie | v isle x,
pre prirastok © — x, nazgvame vyraz f0l(z,) (r — )" w oznafujeme ho dff{z,) alebo nickedy

len d7f, Teda jo
A"f(xg) = [y} (& — mo). 3)
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Viastnosti:
Yeta 1. Diferencial funkeis fiz) = z v Tubovolnom disle x, je
dr == x — x,.
Veoin 2. Ak funkcia / mi v &sle r derivédciu f'(z}, potom plati
df(z) = ['(x) da. (4)
Vet §. Ak funkeia f mé v tisle x derivdciu j#}(x), potom plati
deflz) = fiM(z) (dz)". ' (5)

Poznémka. Pre diferencial sidtu, rozdiela,
eiadinu a podielu dvech funkeif f a g platia podob-
né vztahy ako pre derivdciu ich sdtu, rozdielu,

aidinu & podielu, pritom pamiesto derivaeil vy-
stupuji diferencialy tychto funkeif.
Veta 4. Ak funkeia f mé v disle x, derivaciu,
potom plati
Afiz,) = df{zx,s) -+ olx) (& — zo)s (6)
pritom  p(x) = {t-f-}--_—ﬁ&! — Flxg), p{0) =0
x - Ty
a lm p{z) = 0.
X—+y
"'D . x ® - Disledok. Platf
o AKz) = dfiz)
Obr. 26 &ide
flz) == flze) + df(xe) {(7)
s absolatnou chybou & = |f(x} — flz,)—df{z,}| = |dHzy) — dfixg)| o relativnou chybou g =
8
izl

Priklad 1. Vypoditajme diferenciu a diferenciél funkeie f(x} == 2z — 2 v &isle 2, = 3 pre pri-
rastok x — x, = 0,0].

Riedenie. Vypoditajme najskér diferenciu. Z rovnosti z — z, = 0,01 méme z = z, 4 0,01 =
== 3.01. Potom

Af = f(3,01} — H(3) = [2(3,01)* — 2] — [2.3% — 2] = 16,1202 — 16 = 0,1202.
Kedis f(3) = (Zx? — 2)'2-y = (42)z-y = 12, dostansme podlsa vzlahu {2)
df(3; 0,01) = f(3) . 0,01 = 12. 0,01 = 0,12.
Priklad 2. Ak funkcia f{z} = sin z, vypotitajme:
a) d''f v bode w/6 pre prirastok w/2;
b) d1% v bode x pre prirastok dr;
&) d*f v bode z pre prirastok dx.
Riedenie. Podla vety 2 2 &ldnku 3.3 plati:
{sin x)(®) = gin (2 4+ nf2),
pre n prirodzend. Pre n = 13 je
{sin «)1¥ = ain (x 4+ 13x/2).
a) Podls vztahu (3} je

; i /q 18 L“E L ple
(T} = jam (E) (fﬂ . fw 18m) (x 'ZE wr .
d f(ﬁ) b 5l 2) _am(?-pT - e T



3,4. Diferencidl a diferencidly vydfich rddov . .. ' 1

b} pedla vzf-lhu {5) jo :
d? gin z = sin (z -+ un,fz} (dz)® = cos z(dz)'3;
¢} podla vztahu (§) pre lnbovolné prirodzené &islo n je
d" sin z = sin'(z -+ nxf2) (dz)®.
Prikiad 8. Vypoditajme priblifne arctg 0,87,
Riedente. Z doaledku vety 4 vyplyva
Arolg v i arotg To + (BrCtE Ty-ze(® — 2o). @

Nech £ = 0,87 a z, = 1, potom dzr = x — z, = 0,97 — 1 = —0,08.
Po dosadeni do vzfahu (8) dostaneme

mcgo.s'r_mtgl-;-(l;m,) - (~0,03) = — — -2 = 0,785 — 0,015 = 0,770.

343. N&]d.lbe prirastok funkeie f a diferenciél funkcie f v %isle x, pre prirastok
Az, ak
a) flz) =32, zp=1, dz=10"
b) flz) = z* — dx® — 102 — 12, 2,=0, Ar =02;
c) f(x) = arccotgx, z,=1, Az =102
d) fz) = In v:c' 2¢, zy=23, Axr= —0,02.

344, Vypo&i’ta.]te d:ferenc:ﬂ funkeie f v bode z pre pﬂraatuk dzx, ak plati:

8) f(z) = 4a? + V:. - ¢) f(x) = zsin 2z,
142 27
b) f(z) = ]/ j Q) flz) = ——
346. Vypotitajte diferencidl funkcie / v bode x pre prirastok dx, ak plati:
a) f(z) = arctg 3x; - ©) flz) = 2—m Az
b) f(z) = z%a%; d) f(z) =1n (2 + }1 + 2%).

346, Najdite diferencidl drubhého rddu stétu, rozdielu, stdinu a podielu funkeif f
a g, ak tieto maji druhé derivécie a g(z) # 0.

347, Vypotitajte diferencidly vysiich rddov danej funkcie f v bode z, pre pri
rastok dz, ak .
a) f(z) = 2°, d3(l), Az = —0,2; ¢) flz) = #%, dif(1), Az =0,
b) f(x) = /T — 2% d¥0), Az =01; d)f(z) =logz, dA%(2), Az = 0,25.

348, Néjdite diferencidly vydsfch radov funkcie f v ¥isle z pre prirastok dz, ak’

a) flz) = [z, d3; d) f(x) = e*cos 7, dif;
b) flx) = zsinz, 49 e} flz) = x"e®, dMf;
O fi) =202, a>0 At Dfle) =,
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b
349. Dokéite priblitng vztah Vas-|-b—a+ s kde @3>0 a. (bl <a.
Néjdite:
L 3 L 1
a) [/82; b) |/244; c) [/2000.
|
3560. Dokézte, Ze pre malé A platf (1 + A)"==1 + nh a potom vypoditajte: '
‘- ' i ‘
a) J/267; b) (1,04)% o) 09997
351. Pomocou diferenciélu vypoiftajte priblizne: ' l
8) In 25,02; In 24,6 ak In 25-=-3,218%; d) arctg 1,1;
b) log 1 001; e) arcsin 0,2;
c) tg 46° - f) 2002,
362. Néjdite shsoldtnn » relativnu chybu pri priblifnom potitani f(z) z hodnoty

f(z,), ak |
a) flz) = z* + 1, xp=1 .1:-12 b) f{x) = tgx, x24=0, x = —0,01.

3563. Vypoditajte, o kolko sa zmenf objem kocky, ked dizka hmhy kocky sa zmeni
z0 6 em na 6,1 em. Vypolitajte to: a) presne; b) pribliZne pomocou diferencilu.
Ziskané vyeledky porovnajte.

3564. Gula ma polomer r. Najdite prirastok a diferencidl: a) objemu; b) povrchu
gule ako funkcie polomeru r pre polomer r == R a diferenciu Ar.
gR?

855. Tiatové zrychlenie gp nadmorskej vyiky & sa udéva vzorcom gy = R+ hY

kde g je tiaZové zrychlenie na hladine mora, R je polomer Zeme. DokéZte, fe priblifne

2h
platf gy=g (1 - f)

356. Doba kmitu matematického kyvadla je T' = ﬂﬂVHF, kde lj je dltka kyvadia,

g tiaZové zrychlenie, g = 9,806 5 m/s?, O kolko treba zmenit prlbhina dliku kyvadla
- { =30 cm, aby sa doba kmitu T zmenila o 0,01 s,

357, Pri zahrievan{ pmyeh telies zmena objemu je \imerné tretej mocnine ich -
dlzkovej roztainosti. Ak « je koeficient diZkovej rozfa¥nosti, 8 koeficient objemovej
e rozfainosti a ¢ teplota, potom plati 1 + pt = (1 + af). Dokéite, Ze plati priblifne

- B,

358, Vyika ortutového stipea v barometri pri teplote ¢ °C redukuje sa na vﬁku
pri teplote na 0 °C podla vzorea py = p(l + a'f)/(1 + «f), kde o je koeficient roz-
tainosti ortuti a o' je koeficient rozfainosti mosadznej stupnice. Nahradte vzfah
pre pg° pribliZnym vzfahom pomocou diferencidlu dp,.

3569. Objem plynu ¥V a tlak plynu p sa menia podla vztahov:

a) pV = p, ¥, priizotermickych zmenéch (Boyleov zékon);
b) pV* = paV; pri adiabatickych zmendch (Poissonov zdkon).

L T——— l




3,5. Vety o prirastiu funkeie 05

Njdite diferenciu a diferencid] tlaku pre objem ¥, & prirastok AV, ak V, = 1 ms,
AV =01 m® & % = L5, - |

360, V elektrickom obvode s kondtantnym napitim 7 zmenf sa odpor B o AR.
Vypoditajte, o kolko sa zmen{ prid: a) presne; b} priblizne.

3,6. Vety o prirastku funkeie

Veta 1. (Rolleho vets.) Ak funkeis f jo #pojitd v uzevretom intervale {a, &> a m4é derivécin
F urvm?'}m intervale (a, b), prifom f(a) = f(b), potom existuje &islo ¢z intervaiu {er, b) také, te
{c} = O

Vetr 2, (Lagrangeova veta, veta o strednej hodnote.}

Ak funkcia f je spojith v uzavretom intervale <a, 5> a mi derivéeiu v otvorenom intervale
{a, b}, potom existuje &islo ¢ z intervala (a, b) taks, fe '

fib) — fla} = ['(¢) (b — a). ()

Vels 8. (Cauchyho veta.) Nech funkcie f w g sl spojité v uzavretom intervale <a, b, majiu
derivécie v otvorenom intervale (a, b), pritom pre vietky z € (a, b) je g'lx) 5= 0.

Potom existuje &alo ¢ z intervalu g, b taks, 2o
' f(8) — fia) _ f'tc)
g(b) — gla)  g'(e)”

2y

Prikiad 1. Odhadnite &islo In 27.

Riedenie. Protode e < 3, plati e® < 27. Funkeia y = Inx je v intervale (o?, 27> spojitd & mé
v tomto intervale derivéeiu y’ = 1/x. Z vety o strednej hodnote vyplfva podls (1)

InET-Ine‘-%{ET-e'j,
pritom e* < ¢ « 27, Z toho dostaneme
1 1 |

ST S

1 1 :
—_— —_— ¥ — — — a?
27[21' e?y <7 In 27 3-:::al{31 e,

Po tipravach dostaneme . :
- cmorc2q ¥
-ﬁ{ , - b_'.
Ale o* = (2,718 28. . .)" = 20,086 5. .. Preto plati
20,1- . 27
4o S <In 2T< 24 o,

3,28 < In 27 < 3,35.
361, Zistite, & pre funkeiu y = f(x) v intervale (a, b> plati Rolleho veta a nijdite
disla ¢, pre ktoré je f'(c) = 0, sk

a)y = (z+1)(z — 2)« v intervale «) <0, 13; f) <—1, 2> ) (—1, 0);
9) €0, 2); .
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b) y = |z3| v intervale {—1, 1};
{main (rfz) pre ze(0, 1),

0y = 0  pre z=0

362, Zistite, preco neplati Rolleho veta pre funkeiu y = f(z) v intervale {a, b). ak
. 3
8) _{x pre 0<zs 1, b}y=1—VF, xel{—1, 1)
Y=11 pre z=0; y=lz] -1, zel—1 1
363. UkéZte, %e nasledujice rovnice maji iba jediny redlny kored a néjdite inter-
val, v ktorom tento redlny koren leZi:
a) 28 — 3z* + 6z 4+ 1;
b) 2® 4+ ax? + bz + ¢ =0, ak adt — 3b <O
¢) 2% — 3e~% 4 2% 4 18z — 6 =0,

364. Nech f(z) = (z + 4) (= + 3) (x — 1). DokaZte bez vypoltu, Ze rovnica
§"(x) = 0 v intervale (—4, 1) m4 korei, .

365. Pomocou Rolleho vety dokéite, Ze ak algebraickd rovnica
a4 a @t 4+ . A AT+ an =0, g F 0
mé vietky korene realne, potom aj rovnica
M‘1+{ﬂ—l)alx""+ e gy =0
ma vietky korene reélne.

366. Zistite, &i plati Langrangeova veta pre funkeiu y = f(z) na intervale {a, b>.
Néjdite prisluiné &islo ¢, pre ktoré plati f(b) — fla) = f'(¢) (b — a), ak
a)y =4x® —5x*+x—2, (0,2); e)y=lInz {1, e);
b)y =z + Lz, 1,2 d) y == aresinz, {—1, 1).
367. DokaZte, Ze plati:
a) arctg b — arctga << b —a, sk b>g;
b).ﬂ—m{sinae-c::x, ak 0 < x{E;
™ 2
ol cmte <l
c) 1+ 1+e n ( Pt

Q) nant g 28

i < nbn1, ak 0<Ca<b a = je prirodzené tislo,

368. Pomocou vety o strednej hodnote odhadnite:

a) tg2.1; ¢) In{0,4 + Vm), c) arctg 1,5,
b) log, 18; d) aresin 0.,5; f)e2cos 2.



3.6. Taylorova veta 07

369. Zistite, ¢i pre funkcie f, ¢ na intervale (a, b)> plati Canchyho veta a néjdite
tislo ¢, pre ktoré plati [f(b) — f(a))/[g(B) — g(a)] = {'(c)/g’(c):
a) f(z) = %, g(x) = 2%, (=1, 1); ¢) f(z) = |23, gla) = & + 1, {~1, L);
b) fiz} = 22 g(z) = 2% <0, 1); d) f(z) = cos z, g(z) = sin z, 0, =2,

3,6. Taylorova veta
Nech funkeis / mé na uzavretom intervale <@, by spojité derivdcia f, f, ..., fi5! a derivaciu
{1} v otvorenom intervale (g, b). Potom pre ka#dé x & a, b> plati

¥ » ] -
for=te) + 0@ + L g D e m T

it
kde zvydck Ry moino vyjadeil v tvare
1) —_

Bpey = ﬂ_“ [::ﬂ{; i) (& —a)?*l, 0§ <1 (Lagrangeov tvar zvyiku) (2)
alebo

(nt1) . )
Rpyy = ikl -::&(z ] (1~ ™z ~ a1, 0 < # < 1 (Conchyho tvar zvyiku). (3)

Poznamka. Polyném .
#la) in)
Talfy @ x} = Ha) + —ﬁj fx —a) + ... + / ﬂf“’ (x — ayt

nazyvame Taylorov polyném fonkcie f v &isle a.

Pomocou zvydku Rpsy odhadujeme presnost, s akou Taylorov polynom n-tého atupiia aproxi-
muje dand funkein, .

Ak zvolime v Taylorovej vete ¢ = 0, dostanems tzv. Maclaurinoy vrorec

o (n}
iy = 10) + Oz + T g 0 g @)

kde Ry, je zvyiok a dostaneme ho zo vztahu (2) alebo zo vzfahu {3}, ked poloZime g = 0.

Priklad 1, Néjdime Taylorov polynom Ty(f, a, 2) funkcie f{z) = In (1 + 2z, zvyiiok Rni,
& napidte Maclaurinov vzoree pre funkeiu f, .

Riefende, Ak poutijeme vypotitané derivdcie z prikladu 2 odseku 3,3 a vziah (1), dostanemo
fla) = Talln (1 + 22), @, 2) 4 Ry =

2 L c.
=1n“-r'2a]}l-l—ﬂa[x_a}hET-[l-}-_iu"}Tm‘_“} T =
. . 1 2n-liy — 13! . ' -
- [_‘“m-l;_!. _.:.{_1——+ Sayn (J: — e R",-!-]_e {3)
kede
[—1yn+32 an  n!

{x —a)?l, O0=<dl

Bpiy = (n + 1)1 [1 4 2(a - dlz — a)jn-t

je Lagrangeov tvar zvyiku.,

7 Zblerke Gloh
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Ak polotime g = 0 do vztahu (5), po tiprave dostaneme
: 4 -1
flz) = 2z — 2z* + ?3* "'2‘”'4' v +{-1}"+1'2'T=” + Rntn
kde
Bass = (= 134820 ot 0 < B L.
b (I F 2Bxpit =
Priklad 2. Vypofitajme pnbllina sin 20° & odhadnime chybu.

Riefenie. Podla vztahu (4) pcra funkein y = sin x doetamms

mn.f.—z—?l--i-Rl, {6y
kde podla vztahu (2) je
R.=°°';?’xb. o< d< L. (7
Kedse 20° v oblikovej miere jo /9 & |cos #z| = 1, zo vziahu (7) dostaneme
[ :
|By| = I"L (m/@)® | < 10 ‘“ < 104, (8)

Dasadenim za x do vztahu (6) doataneme
gin 20° = sin (7{8) £ =/9 — (:qru}','a = 00,3420,
pritom chyba podla vztahu (8) je menfia ako 10~

370. Rozviiite podla mocnin (x — @) polyném:

a)y—=2% — 32— 10z + 11, ak a=2
byy =2 — 2x + 5, ak a=100.

371. Napiste Ty(f, a, x) pre funkeiu
3
a)y = J2% 8k a=1 n=35 cjy=1/z, sk a=2 n=4
b)y=2F—1, sk a=1, n=3 dy=Inz ak a=4 n=4
372. Napiste Tyx(f, 0, x) pre funkeciu:

2
0 f) =

b) fa) = tgz, n="0;

d) flz) = ze~%, n—=4;

ﬂ:‘ﬂ"]:ﬁs Pmi:?&o
, a fl0)=1 n=4
¢) {z) = sin?z, n =25 f) flx) =Ilncosz, n=86.

373. Napiﬁte Talf, 0, ) pre funkeiu:

n=3

c) f(zi == cosh z;
8 flz) =In 1

—z

a) f(z) =Vl—l—§;
b) f(z) = 2, ;

374. Dokaite, Ze pre mnohotlen P(z) n-tého stupfia plat{

h A® )
Ple+h) = P@) + 7 P'@ + ... + 7 PO,



3,7. L' Hespitalove pravidlo 00

375. Néjdite Taylorove polynémy T',(f, 0, z), Ty}, 0, z), Ty(f, 0, z) pre funkein

f(z) = sin x & nakreslite ich grafy na intervale {—3x/2, 3x/2).
. 378. Pomocou Taylorovej vety dokdZte, Ze polyném n-tého stupiia Py(z) je deli-
telny vyrazom :
a) (x — x,) vtedy a len vtedy, ked f(z,) = 0; )
b) (z — zo)* vtedy a len vtedy, ked f(z)) = 0, f'(z,) = 0, ..., f* Dz = 0.

377. Néjdite To(f, 1, ) pre polyném f(z) = 22® + 3z? + 52 — 1 a vypoditajte
jeho hodnotu v é&isle y = 0,987. Dokaite, Ze |f(0,987) — Tf; 1; 0,987)| < 0,002.

378. Dokéite, %e funkcia y = z aproximuje funkciu y = sin 2 8 chybou men#ou
ako 0,001, ak |z| < 0,18. . )

379. Kolko élenov Maclaurinovho vzorea musiime vziaf pre funkein f{z) = o%,
aby sme vypoditali &islo e s chybou mengou ako 10-5? -

380. Zistite, kolko nenulovych é¢lenov Maclaurinovho vzoréa musime vziaf pre
funkeiu f(z) = 1/(1 + 2?), aby sme ju aproximovali v intervale (0, 1/2> s chybou
mensou ako 0,005,

381, Pre aké kladné z moino aproximovat funkeiu:

8 @) = 5 b) fiz) =In (1 + 2)

prvymi dvoma nenulovymi &lenmi Maclaurinovho vzorea s &hybou mensdou ako 0,001.
382. Pomocou Maclaurinovho vzorca vypoéditajte priblizne:

10
a) J1010; e} {1,1)12;
b) V;; d) arctg 1,7

s chybou menZou ako 10-4,
383. Pomocou Maclaurinovho vzorca vypodftajte priblifne
a) In 2 s chybou men#ou ako 0,1; ¢} e 5 chybou mengou &ko 0,001;

5 -
b) J/1.5 s chybou menéou ako 0,01.
384. Zistite, kolko &lenov vhodného Taylorovho polynému musime vziat, aby sme
vypoditali pribliZna hodnotu:

4
a) cos 5% c) 1/8_3,
b) sin 49°; d) J1z21
s chybou mensou ako 10-%,

3,7. 1’ Hospitalovo pravidlo

Veta 1. (L'Hospitalove pravidlo.) Nech
a).lim f(z) = lim g(x} = 0 alebo lim |g(z)| = wv;

T—a r—a r—a .
b) v istom okoli ¢isla o maji funkeie / a ¢ derivécie f', g’ (v Sisle a pripadne nemusia tieto
derivécis existovat); ) '
¢) existuje limita, alebo nevigetné limita lim £ &)
za§ (%)

T
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Potom existuje limita alebo neviastna limita lim -~ ¢ =) plsti

z—a g ()
i 1) g £ "
z-ra §{z) M glxy’
Veta 2, Nech
a) limr{x} limﬂrll hm.l" (x) = ll-mi?{#) o= lim fl¥=1)z) = lim gt¥-2){(z) = 0 alebo
T+ g

lim [g(z) | = limm la‘{z}l = ... = lim Iy“""i'[xﬂ = oo;
=ik - i

b} v istom okoli ¢isla ¢ maji funkeie f, g derivéecie aZ do k-teho rédu vritane (v &sle o pripadne
nemusia tieto funkeie mat derivdein);

3
e} existuje limita alebo nevlastné limita lim 118 ()

zva g FN)
Potomn existuje Hmita alebo nwlastné limite lim 2" fiz) & plati
rva glx) "
i J@ e P ) @
Hy{z} —yy) :l:—mﬂ"'”{zl

Poznamks 1. Podobné vety platia pre limitu zlava, limitu sprave v &isle a a pre limitu
v nevlsstnych &islech,
)

Pomaocou vety 1 a vety 2 politame lumty tvaru lim 20 el , ktoré pri nesprdvnom pouditi viet
T—ag LT

o limitdeh z €1, 1,5 veda k vyrazom typu g , — - Na tieto typy limit moZno previest vhodnymi
dpravami limity: hm flx) gz}, lim [f[a‘} — y.{a:}} lim f{leﬂﬂ ktoré pri nesprdvnom poutfiti
viet o limitdch vadﬁ k virazom t.;-,rpru: 0. 03 o0 — oo; 1"‘; ol 08,

Priklad 1. Vypoditajme

lim ¥ — 2y — 4
z+2 Ttz -2 )

Riedenie. Polotme flz) = 2% — 22— 4, glz)=2—2—2. Je Hmzﬂat} = ﬁmﬂﬂzl =0

-_l\lil-'l::l'2 ;,l:z; Eﬂ 2::—:_-12 1: Predpoklady vety 1 st aplnané, preto
x? — 22 — 4 3z — 2 m
m S - o= lim .
2 P —x— 2 - Br-1_ 3°
Priklad 2, Vypoditajme
lim O
proo wb '

theme Polozme f(x) = &%, glx) = z* Potom ] Je limglx) — @ & hmlt'-y derivéeil g'(z) = 323,
g"’(x) = 6z sa tak isto nevlastné, ll.mp’(z} lim g’ (x) = «. Kedie existuj¢ nevlastnd lumta

o =1

rrd &r

o ) < i £ = . o ot et 2
L . 3T . X . Belz
lim — = lim =lim 2 = L =
T-roo &} psss dad T—sen BX f—roa O

Priklad 3. Vypotitajme

Ii 1 1 )
im ——,.
a1 (ﬂ: -1 Inzx

S
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Riesense. Dand limits je typu oo — w. Upravou dostaneme
11 )=1im Inz—{zx—1)

lir —_—— S .
1w —1 Inzx/ x.1 (z—1jnx "

. . 0 . .
Tato limita je typu 5 pritom funkeie fz) =Inz — (@ — 1), glz) = (z — 1) Inz spliaja
predi::oklady vaety 2. Preto plati

. ln:r.—-[m-l]=1im ljz — 1 Ejm__—]f:r’ _:_l
231 (x-1)lnzx ze1ln 2 4 1= Lz pu e 4 122 2"’
Teda
]im( ! _L),_.__l_
x—+] x—1 In x 2"

Priklad 4. Vypotitajme
lim { VE In x})

T+

Ricfenie. Dand limita je typu 0. so. Po aprave & pouiti vety 1 dostanemse

lim (Jelnz) =tim 2% _ym M
x—0* a0+ 1 [z z0+ —1/2sz)z

Poslednd limitu vypositame spdsobom uvedenym v &ldnku 1,5. Dostaneme

. 1/x —
bm 0 _j -2 =0,
a0~ '—],I[ﬂxVx) ;l_lf(?*l: Vﬂ 0

"Preto jo lim ( [z inz) = 0.
x—l)*

Priklad 5. Vypotitajme
lim cos gc0t8*z,  x g {—n/2, x/2).
T+l

Rigdenie. Uvedend limita je typu 1*, Upravou dostaneme
la ¢os
sink ¢

Cog ptOET T o plotglr . INCUB T _ peostsr

Podla vety o limite zloZenej funkeie plati

In eos T In cod = o ooy = Iocos &
1 B — v — ] ————
cosdc ez e!ln} cosfs o o Lm cos xl']ll'll. sin ot 1, Lim ~ oy

lim cos z®01€* % = lim o

2+l z—+0

za predpokladu, fe lim h_m T existuje. Thto limita je typu 2 - Pouzitim vety 1, ktorej pred.

z—+b sin* x 0
poklady sd spinené, dostaneme
lim BO08Z _ g, (osinz)jcosz _,, —lfeosw 1
o 8N*x g0 2asnceosz -+0 2coaz 2
Preto je

lim cos zt0tEt T — o-1/3 —ll- .
x-i} . 8
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V dlohéch 385 a% 395 vypoditajte dané limity.

380. a) hm 2’:2:_ 12:‘:
pmtot
c) lim _#:"E;
366. a) lim 1 — tg (nxid) _lt'g_{:f A,
h)l lt_l_xl!
c}l‘i_r:; 2:2_11’
2T __ Dy
337.a)ii_1310? fgx L
blmﬁ%ﬁa, a > 0

d) lim 208% — 2+ &7,
— ziain? x
}hmVa+z —Vﬁ

a—a [a + 22 — V3a

CO8 ME — COB NE
x? ’

f) lim
z-+0

a® — b*

d)lim~—-—, a>0, b>0

70

. e + 1) — 3(et — 1
o lim ) =3 -b
¢) lim /2 — aretg x .

v 1 r—1
“ x4+ 1

388. a) lim g , m — prirodzené &slo; ) lim g8

Zerom r—all 2"833;
. ef Inz
In (cos ax) ln In (x — 1) + tg (nx/2)
389. ) 1% n (cos b2)’ T eotgme
In (tg azx} . ln{-.r:,‘ﬂ —x)
P I (tg b d i e
390, a) li ('1 ! ) ; ¢) lim (eo :r——l-) :
$ M \ee ) oy ST )
. 1 14 . _ meecx
i () e
1 1 . fx—1 1 ]
391. a) 11m (ﬂln 2 e ) : c)hﬁn} ( 2zt +x(e“ — l)) ’

{1 Y
‘*’l‘.'f;(rw—l)’

392. a)limzflnz, &3>0

re*

b) lim [In . log (1 — 2));

e

¢) lim 3 cotgh x;
a—0

. T, T 1
ot (15 )

1 —=x

d) lim [arcsin (x — &) . cotg (x — a)];

o ]

e) l'un [sec (m&;z) Jn (1))

f) hm

t,g.__..
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393. a) lim 2%; ¢) lim z1/Q-2);
r—b+ . =1
b) lim 2V/#; d) lim (I 4 max)V/z.
r—roe T—elb
394. a) lim In® (1/2); o) lim (tg z)=0%;
F-v)t . T-smii—
b) lim (1/2x)tsz; d) lim (cos 2z)1/3*,
£t BT =
logz z
395. a) lim (um E) R ¢) lim (.?_ arotg m) :
L—+1- 2 ' Zwge ) TC
sin ¢ | 2® =9 .1 4 ex\o0MeRE
b i (‘sm) ; 9 (_2‘)
396. Zistite, & moino pouiit L'Hospitalovo pravidlo v tychto pripedoch:
. T —sinz 1+ 2z +8in2r
n]_:ﬂ;}-sinm’ c}hmz+el1“ami’z
by I z* sin (1/z)
0 sinz

397. Odporom R = 5 ) tetie prad i = 2t sin (3/¢). Vypoditajte okamity vykm
pridu na odpore R. Néjdite hodnotu vykonu pre ¢ —» .
398. Pre atomové teplo Oy, preku plati vzfah

zle¥
(¥ — 1)®’

kde x = T*/T, pridom T* je charakteristické teplots a T je' abscltns
v Kelvinovych stuphioch. R je plynové konstanta, R = 8,314 J/deg. Vypoﬁmjte
akd hodnotu bude mat atémové teplo prvku, ked 7' 0.

Co=3R —

3,8. Algebraické rovaiee

Algebraicka revnicu je rovnica tvaru .
Ger® 4 az Lt + . b OaoZ O =0, ' (1)
mpmwemoummmpﬁmujmm-hmmmmm&hﬁ.u"
1).°

Gg-ye Gn. Pridom ag # 0, nazyvame kosficienims rovnice (
&Ppmhmﬁmnupﬁln =1 ‘ .
P‘ll] -n.:'-l-ulz"l + . +“.—1”+n‘ll.
potom algebraické rovnica (1) mé tvar ' .
FPlzy=10. (2)
Rwéams rovaice (1}|je také islo x, e P{x) = 0,ktoré mazyvame koresfiom algebraickef rovnice(l).
Nech k je prirodzens &islo. Cislo « je k-ndeobngm korefiom rovnice (1), ak P(z) = (z — a)* R{z}
& pre polyném R plati R(z) # 0. Ak k = l.pohmupwhuﬁmmm (2). Ak o jo
" korefs rovnice {2), potom dvnjbhnx — « sa nazyva koredovy Sinitel polynému P
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Viastnosti:

Veta 1. (Fundamentalna veta algebry.) Kaidé algebraickd rovnica md aspoii jeden
koren. -

Veta 2. Cislo « je koreiiom rovnice (2) viedy a len viedy, ked dvojilen = — o deli pnl:,mém
P bew avyiku.

Veta 8. Nech u,, 2z, - . ., &y sti vietky rozne korene rovnice (2). Nech «, je &,-ndsobny korefi,
o, je ky-ndsobny, . ., 27 jo kr-nasobny koredi rovnice (2). Potormn plati
by kg + .00 kb =n
Pir) = aglz — (e — gl L @ — ) {3)
Poznamka. 5adin (3) nazyvame rozkladom polyndému P na korefiové finitele,

Veta 4. Neeh koeficienty polyndému si redlne disla, Ak rovnica (1) mé k-ndsobny koreil o =
= a -+ bi, polom mé aj k-ndsobny koren & = a — bi,

Veta 5. KaZdy polynom s redlnymi koeficientmi » 3z 1 mo#no rozlofit na sudin polynomoy
prvého a drahého stupiia & redlnymi koeficientmi, pn(-.om polynémy druhého stupfia sa ui ne-
daji rozlotif na korefiové Ciniteie s realnymi koeflieientmi.

Yela 6, KaZda algebraickd rovnica s redlnymi koeficientmi nepdrneho stupiia mé aspon jeden
realny korefl.

¥Yeta 7. Ak vovnica (1) «id celodiselné koefieienty, potom kaZdy celotiselny korefi je delitelom
tisla ap o pre ka2dy racionalny koreit pfg, (p, ¢ su nesidelitelnd celé &iala) plati, e koeficient oy,
je delitelny fislom p & koeficient ay jo delitelny Zislom 4.

Vela 8. Cislo 2 je r-nfsobnym korefiom rovnico Plr) = 0 vtedy & len viedy, ak plati
Play = Plla) = Pa) = .., = PU-2a) == 0 o P % 0.

Veta 0, Ak o je r-pdsoboym korefiom rovalee P{z) = 0, potom je aj {r — 1)-ndscbny¥m kore-
ﬁom rovnice Pz} = 0.

¥Yeta 10, Ak rovnica Plx) = 0 ma vmcnﬁsobuy kore:u, potom polynémy P, P’ maja spoloé-
ného delitela aspofi prvého stupiia.

Yeta 11. Nech g je najvidsi spolotny delitel polymémov f a f, pl-'iéom ) = g{x) Fiz). Potom
rovnica F(x) = 0 méa tie isté korene ako rovnica f{z) = ), ale kazdy = nich je len jednoduchy.

Priklad 1. Napiste algebraickh rovnicu treticho stupiia s realnvmi koeficientmi, ktord mé korene
=t=2p$’=- E_Ejl Pﬂﬁﬂmﬂgﬂ 1,

Riedenic. Hladana rovnica musi mat redlne koefioienty, preto podla vety 4 mé okrem korefia
xy = 3 — 8i aj korefi komplexny zdruZeny ku ;. 23 = 3 <+ 5. Tym dostdvame korefiové &initele
2 =2 2 =3 -+ 5,z — 3 - 5i a podla vety 3 hladand rovoica je

(x = 2){x — 3 + Si){z — 3 — i) = 0,
. H
x? — Bx® -+ dbx — 68 = O,

Eize

Priklad 2. Rieste rovnien - -
:r“—?:;n‘—z'-i—ﬁw’—iz__—ﬂ:ﬁ.h (4)
ak viete, Z jej jeden koreft je z; = 1 — i & sspoil jeden korefi je raciondlny. Nepiite rozklad
polyndmu na [avej strane tejto rovnice na korefiovéd Zinitele.

fiesenie. Rovnica ma redlne koeficienty, preto podla vety 4 md i korefi komplexny zdrufeny
ko korefiu 2y = 1 — i, 2, = 1 4 i. Podla vety 2 polyném 2% — Ba% — 2% + S2? — 42 — 6 je
delitelny bez zvybku dvojélenmix — 1 + i, 2 — | — i a teda aj ich sudinom {z — 1 + i} (v —
—1=1) =t — 22+ 2.

Delenim dostaneme

2 — Bt — 2% L et — 4 — 6= (2 — 2r + 2) (2 — Y — Bz — 3),
¢iZe rovnicu (4) méfeme pisal v tvaro 7
(x* — 22 + 2) (2® — &% — 5z — 3) = 0.
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Daltie korene rovmice (4) dostaneme preto riefenim rovnice
¥ — % - fr—3 =10 (5)

To je rovniea s celodiselnymi koefisientmi. Ak t4to rovnica md racionalne korene, potom s
. tieto korene celodiselné, pretofe ¢, = 1-Kedie a; = 3, podla vety 7 méZu byt korefimi rovnice (5)
: iba &isla 1, —1, 3 & — 3. Dosadenim do Iavej strany rovnice (5) dostaneme

Pllj= —8, P-I)=10 P3H=0  Pl—3) = —24,

kde P(x) = 2? — 2? — bz — 3. Rovnica (5) & teda aj {4) mé dva celofiselné korene x; = 3,
xy = ==1l. '
' Zistime, &i tieto korene nie st viacnésobné. Pretofe plati F'iz) = 32* — 22 — 58 P(3) = 16,
P'(—~1) = 0 mé rovnica (5) a teda aj (4) dvojnésobny koren 7, = — 1.
Riedenim davej rovnice st korene

Fm=L—d, =141 wpr= 3 rgse -1
Rozkded polyndmu na Iave] strane rovnice {4) na korehove finitele je {x — 1 -F i) (5 — 1 —
— i)z — 3) (= + D)3 _ _
399, Rieste rovnice:

ajz? — 1 =0; c)at 4+ 1 =10, e) zt — 30x2 4- 280 = 0;
b)z341=0; d)af — 16 = 0 f)ad — 923 48 =0,

400, UkaZte, #e rovnica 2% 4+ 2% + 1 = 0 nemad reilne korene,
401. Napiste rovnicu najniZdieho stupfia s redlnymi koeficientmi (g, = 1), ktorej

korene su &sla:
a) —2, 0, 2 )2 + i3, 3+ |3
b) 3, 2, —i; a)1—i, 24i)3

402, Néjdite taky polyném P najnii&iehe stupna, aby rovnica Plx} = 0 mala korene
a) 1 dvojnsobny, 3, —2, 5 — i jednoduché; |
b) 3 — i trojndsobny;
¢) i dvojnésobny a 2 + i jednoduchy.

Ulohu riedte aj tak, aby hladany polyném mal redlne koeficienty.

403, Najdite ¢isla a, b tak, aby polyném:

a) 4x* + 162% + 102® + 162 |- a bol delitelny dvojélenom x — i;
b) 625 4 1124 4+ 52% 4 5% -+ az -+ b bol delitelny dvojtlenom z? 4 1;
¢) z* + 8z 5z + a bol delitelny polynémom x? + 3x + b.
404. Riedte dand rovnieu, ak
a) &slo 2 — 3i je korefiom rovnice x2 — (5 4 2i)x + 21 + i =0
b) ¢&slo 2 je korenom rovnice z® +- 222 — 3z — 10 = 0
¢) &islo —2 4- 1 je korenom rovnice x4 4 323 L 22 — 2 |- 5 =0
d) ¢slo i je korenom rovnice 2f + 2% + 322 4 22% + 322 + 24+ 1 = 0.

405. Ako treba zvolif ¥ rovnici z3 + 222 — ax + 6 = 0 &islo a, aby &islo 2 bolo
jej korefiom. Rieéte tito rownicu!
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406. Ako treba zvolit v rovnici 2% 4 ax® -+ bx -+ 7,5 = 0 redlne koeficienty a. b,
aby rovnica mala koref (1 + iVE_JIE. Rieste tto rovnicu.

407, DokAite, %e polyném f s celotiselnymi koeficientmi neméd celodfselny koreii,
ak f{0) a f(1) s neparne &izla.
408, Nijdite najskér racionélne korene rovnice a potom ju riedte:
a)xr® —x—6 =10 d) 6zt — 112 — 22 — 4 = ();
b) 14x% — 150% + 62 — 1 =0; e)axd —2u* — 423 + 42 — S+ 6 =0
c)drt — 1z + 0z — 2 = O
409, Zistite nésobnost korefia x; danej algebraickej rovnice, ak
a)z, =2 a 2% — Trf + 162 — Bz — 162 + 16 = O
bz, = -2 a x‘+5x'+7x“+2&:’+4ﬁ:+8—{l
)z, =1 a 2% — nattl fopan ! ] = (.
410. Najdite viacndsobné korene rovnice a rieite ju:
ax? + 2% — Bx — 12 = 0; ¢} 2b — 6z - 1328 — 14x% 4 122 —
b) x4 223 — 32* —dr +4=0; —8=0.
411. Dané je algebraické rovnica P(z) = 0. Najdite algebraickti rovnicu, ktord
ma vietky korene jednoduché a rovnaké ako dand rovnica.
a)a® — 228 — gt — 20 4 5x? L dx 4+ 4 =0
b) 25 — 102® — 202 — 152 — 4 = O;
¢}z’ — 328 4 5xF — Taxt + Tx®* — S22 +3x — 1 = 0.
412, Najdite &islo a tak, aby rovnica
a) z* — 27r — a = (O mala viacndsobny kored;
b} &% -~ ax?® — ax -+ 1 = 0 mala koren z, = -1 aspon dvojnéscbny.
413. Najdite rozklad polynomu P na korenové ginitele:
a) 2% + 6z2% 4- 11z + 6; c) 9zt — 4;
b) z% — 32% 4+ 2? + 3z — 2; d) z* — 622 + 2.
414. Rozloite dany polyném na stdin polynémov prvého a druhého stuphia s redl-

nymi koeficientmi, prifom polynémy druhého stupia nemaji korefové Ginitele
8 redlnymi koeficientmi:

a) 24 + 4 ¢) 2% 4 3z — Bx + 10;
b) 2% 4 64; d) 228 4 2™ + 1,
416, Riefte rovnicu 27 — z* — 23 4~ 1 = 0, ak viete, %e tri korene mé rovnaké
ako rovnica 23 — 1 = 0.
416. Sitet dvoch korenov rovnice
2%~ g — Tz + ¢ =0,
sa rovnd 1. Nijdite ¢ a rieste tuto rovnicu,

417, Najdite ¢ tak, aby sa jeden z korefiov rovnice 2% — Tz + ¢ = 0 rovnal dvoj-
nésobku druhého korena. Rieste dant rovnicu.
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3,9. Monoténnost funkeie

Vota 1. Nech funkeia f je spojité na intervale J e nech vnitri tohto intervaln existuje f’
Ak pre kafdé z znutrs intervalu J je }(z) > 0 [F(z) < 0, f(z) 2 0, f'(z) = 0], funkeia 4 je
na intervale J rasttca [klessjlcs, neklesajiica, nerasties]. Ak pre ka2dé x znitra intervalu J
je f(z) = 0 [f(x) < 0], pritom rovnost plati len pre konelny po&et‘- bodov tohto intervaiu,
tak funkecis f je na intervale J rasttca [klesajaca].

Veta 2, Nech funkeie f & g 8 apojité na intervale {a, > & na intervale {(«, b) maja darwi.mu.
pre ktori pleti f{z) = ¢'(z), pritom rovnost plati len v koneénom pofte bodov. Ak fle) = gla),
tak na intervale (g, b> plati Hz} < g(z).

Priklad 1. Néjdime intervaly najvasej dlsky, na kterych je funkeis fx) = 22° + 3z —
— 122 — 12 rydzo monotdnne.

Riedenie. Dané funkois mé v kafdom dsle derivéciu f'(x) = 8x? 4 8z — 12. Zistime intervaly
najviisej ditky, v ktorgch je:

a) f(z) > 0; b) f{z) < 0.

Mébme:

8)6(x* +x — 2j >0 previetky xe(—ax, ~2)U (1, x);

b) 6(z* + x — 2) < 0 pre vietky =ze&(-2, 1) '
Podla vety 1 jo dan funkeis na intervaloch (—oo, —2), (1, «v) raatiice o na intervale (—2, 1)
klesajica.

Priklad 2, Dokézme, fo pre vietky x >  plati nerovnosi In (1 + 2} < .

Riedenie. Funkeie f(zr) = 1n{1 + z) a p(a:}— z s apojité na intervale (¢, «0) & maji tam
derivéein f(z) = 1{{1 + z) s g'(z) = I. .

Kedie plati
fr=1 a goy=1
& pre kaidéz > 0 L .
f(”}"iﬂ{lﬂﬂ"lx.}.
podla vety 2 plati

pre viotky x € (0, oo).

in(l + 2) < z

418, Zistite, & funkeia:
a)y = — Elx); b)y = E(ﬁ-’); - o)y = E(ljz)
je monoténna. .
419, Néjdite intervaly najviéie] dizky, na ktorfch je funkecia

a) f(z) =2° — =z; ) f(x) = 4fz + 1/(1 — =z);
b) f(z) = 2% — 152° + 3; f) flx) = = + =f{x* — 1); ~
¢) f(z} = z/(1 + 2%); g) /@) = (& — D¥(z + 1)%

d) f@) = | + 1] + |# ~ 1[; h) fz) = 2* — 1 + | — 1]

rastica, klesajuca, nerastiica a neklesajica.
V_tdlohéich 420, 421, 422 nijdite intervaly najviiiiej d[iky na ktorych si dané
funkeie rydzo monoténne:

420. a) y = %2 — (z® — 1)1/%; c] y = z|z|.
x—3 '
by = ]/1—-1-_.1:';
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421.a)y='a:+ma::; ' c)y =sinz 4 tgx — 2z;
b))y = sinx + cos z; d) y = cos z + (cos 2x)/2.
422, a) y = xle % d}y = In |z];
b) y = o¥/z; e)y =2z — Inx;
'n)y-lnpl-f—m'; f)y={l+lfa:lF.

423, Dokdzte, fe plati:
a)sinz > 2xfn, sk 0 <2z <72
bysinz >z —2%6, sk z>0;
cjeosxr <1 — 232 + x¥24, ak >0
djcoshz 2 14+ 292.
424. Dokéite, Ze plati:
a)a*—ar sl —ao pre 220 a 0-Ta<];
b) (a + b)? S a? + bP, kde a, b s nezdporné ¥islaa 0 £ p S 1.

425. Dokaite, Ze plati:
a)er 2 1+ 2
bjz—z*2 <<In(l 4+ z)<z, ak x>0
426. DokéXte, %6 rovnica 22% — 32% — 364 -+ 10 = 0 mh jeden zéporny koreit
a dva kiadné. Pre katdy koreh néjdite dve celé disla, medzi ktorymi ledi.
427. Nech funkeia f je spojitd na intervale {a, c0) & nech je f'(¥) 2 C > 0 pre

x € (a, o), kde C je konStanta. Dokaite, ak f{a) < 0, rovnica f(z) = 0 mé préve
jeden redlny korefi, ktory ledi v int_erﬂ.la (a, @ — f(a)/C).

428, Zistite, di derivicia katdej monoténnej funkcie musf byt monoténna. Ako
priklad zoberte funkeiu y = z + sin .
429. Pre atémové teplo prvku plati
) 3T
1 (% — 1)i*
kde z = T*/T, T je absolitna teplota v K. Konitanta T* je tzv. charakteristické

teplota & R je plynové kondtanta, Dokédite, Ze atémové teplo prvku je rastica
funikcia teploty- T'. :

GQI-‘-BR

430, Btavovii rovnicu redlneho plynu mo#no popisat van der Waalsovou rovnicou

BT _ ¢
PEY T

kde p je tlak, ¥ objem plynu, R plynové konitanta, 7' teplota v K a a, b st kod-
Stanty cherakterizujice prisluiny plyn. Dokéite, e pre teplotu T' > Ty, kde T
je tav. kritickd teplota Ty = 8a/27bR, je tlak klesajiicou funkciou objerau V. Zné-
zornite thto funkeciu, ak b = 1 em?, @ = 810 at cm® a RT = 240 at cm?.
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3,10. Maximum & minimum funkecie

Nech funkeia § je definované v intervale (a, b) & =, € (a, b). Funkcia / mé v 3lule 'z, lokdine
mazimum [lokdlne minimum], ak existuje také okolie O(z,), o pre vietky z € O(z,) je f(z) =
% H(zo) [/(z) = flza)). Ak pre vietky x'e O(z,) platl fiz) < fize} (/2] > (#,)], hovoriive, Lo
fankeia f mé v &sle x, ostré lokdine mazimum [ostré lokdlne minimum]. Lokélne maximum & Jok4l-
ne minimum nazgvame aj lokélnymi extrémami,

Vlastnoati:

Veta 1, Nech funkeia / je v &iale 2, spojitd. Nech existuje také lavé okolis Slsla x,. v ktorom
jo funkeis f neklesajica [nerastioca, roatuca, klesajica] a také pravé okolie disle z,, v ktorom
ie funkeia f nerasiica [neklesajiica, kesafuico, rastica]. Potom funkeia j mé v tisle z, lokdine
mazsmum [lokdlne minimum, oxtré lokdlne marimum, ocstrd lokdine minimum). :

Veta 2. Ak funkoia f mé v 8isle 2, lokéloy extrém a mé v tom Siste derivioiu, potom f'(xs) = 0.

Dosledok. Funkois f mble mat lokélny extrém len v tych &islach, v ktorfoh je ['(x) = 0
alebo f'{z) neexistuje. , .

Staciondrnymi bodmi funkeie f nazyvame vietky &sla z oboru definicie funkeie f, v ktorych je
f(z) = 0 alebo {* neexistuje. : '

Vets 8. (Postadujtoa podmienks I pre lokdlne sxtrémy.) Nech funkeis f je v Elale
2, 8pojité. Nech existuje také [avé okolie &isla z,, e pre vbetky % 3 tobto okolia je f(x) = 0
[*(x) S 0, ¥(z) > 0, {'(z) < 0] & také pravé okolie 2iela z,, #e pre vietky v ¥ tohto okolia je -
fiz) s 0[fiz) 2 0, F{z) < 0, f{z) > 0]. Potom fankcia f mk v z, lokdine mazimum [lokdine -
minimum, ostré lokdine marimum, oesiré lokdine minimum).

Vets 4. (Postadujtca podmienks II pre lokdlne extrémy.) Nech funkcia f mé
v 3isle x, prvjch n derivéoii af po réd n vrétane, pricom n = 2. Nech f(xy) = 0, f'(ze) = 0, -- ..
f=1z} = 0, ale f(®(z,) = 0. Ak je dislo n nepdrne, funkcis f nemé v disle x, lokilny extrém.
Ak je dslo n parne, funkeis f mé v dsle x, oetry lokdlny extrém, a to oatré lokilne maximum,
ak jo fimi{z,) < 0 & ostré lokdlne minimum, ak je f(M{x,) > 0.

Pozrdmks 1. Pri hladani lokdlnych extrémov [ postupujeme tak, #a:

a) nhjdeme vietky stacionidrme body funksie f, .

b} poutitim poetadujicich podmienok I aleboll rozhodnome, éi v stacionirnom bode funkeia
f vma lokdlny extrém,

Porndmka 2. Ak funkeis f mé spojitd derivédcin }' v intervaloch, na kiord vietky sta-
cionkroe body rozdelis obor definfcie funkoie / (tak, 48 vo vaidtri ketdého intervalu uk nie je
liaden stacionkrny bod), potom derivécia /' na kaidom takomto intervale nemen{ snamienko.
Preto pri poukivani vety 3 namiesto okoli staciondrnych bodov moino uvaiovat uvedend inter-
nﬂPu:nimkn 3. Maximum [minimum) epojitej funkecie f na intervale {a, b) hladéme tak, e

a) lokdine sxtrémy funkeie v intervale (a, b); )

b) maximum M [minimurm m) ¢ tFchto lokéloych maxim [lokélnyoh minim] & Ssiel f(a}, f(b).

Takto nkjdend Eslo M [m)] je imum {minimum] funkcie / na intervale <a, b).

Ak interval, ns ktorom hladéme mazimum [minimum] funkoie f, je olvoreny, nemual
maximum [minimum] tejto funkoie ns tom intervals. Ak maximum [minimam] existuje, tak
je to maximum [minimum] = lokdlnych maxim [lokdlnych minim] funkeie f v intervale (a, b).

Priklad 1. Ndjdime vietky lokdlne extrémy funkeie
. 3
flz) = 22 + $}iZ — 2)".

Riedene. Oborom dsfinicie funkeie / je interval (—, o). Derivisis tejto funkoie je

3 ,
Py =2 - g 2 _s](s-a-z’

-3 & # &
iz  Vi=z
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Deriviacia funkeie sa rovnd nule v tisle 1 a neexistuje v disle 2. Staciondmymi bodmi danej
funkeie s fisla x) = 1, x, = 2. Pri zistovani lokdlnych extrémov pouiijeme vetu 3. Podla po-
zndmky 2 staciondrne body funkcie f rozdelujG jej obor defivicie na intervaly (—oo, 1), (1, 2),
(2, w), v ktorgeh deriviacia funkeie /' jo spojiti. KedZe derivdeis v tjchto intervaloch nemeni
enamicnko, staci zistit jej hodnotu v jednom Gisle ¢ kaidého tohto intervalu, aby sme zistili jej
znamienko. Poditajme preto f{—6), F(15/8), £'(3). Méame f(—8) = 1 = 0, f(15/8) = —2 < 0,
#13) = 4 = . Znamienka derivacie funkeie f v jednotlivieh intervaloch s uvedené v tabulke.

(—ac, 1}

., 2 ’ g ‘ (2, @)

4

|
B
-+ I 0 ’ - 1 neexistuje

-

Z very 3 vyplyva, 2e ¥ &isle £; = 1 md funkeia / ostré lokdlne maximum f{1) = 5 a v &isle
x; = 2 mé funkeis f ostré lokdlne minimum f(2) = 4 (pozri obr. 27).

Priklad 2, Najdirme maximum a minimum funkeie fiz) = x* + 3% — 9z — 3 pa intervale
¢ —4, 45, ' )

Riedenie. Dand funkeia je definovandi v intervale {—20, o). Nédjdime najprv sla, v ktorgeh
sa deriviacia f* rovna nule a isla, v ktorych derivicia /" neexistuje. Derivdcia funkeie je f{z) =
= 3{z* + 2z — 3). Tato derivdcia existuje v kaddom &isle intervalu {4, 4) a rovnd ss nule

v &isle r, — —3 a z, = 1. PretoZe pre vietky &irla = je {”{x) = 6z + 6, plati //(—8) = —12
& f(1) = 12, Funkeia § mi v &isle x = —3 lokdlne maximum f(—3) = 24 a v &sle z = 1
lokélne mipimum f(1) = — 8. Najdime teraz hod-
noty funkcie v &isle —4 & 4. Mdme j{—4) = 17 :
f{4) = 73. Teda max f(x) = max {17, 24, 73} = 73 74 S
. ¢4, 1) 3 [
nadobide dand funkeia v &isle x = 4 2 min f{x) = 4
= min {17, —8, 73} = —8 nadobida v éisle & — 1 ’
4,4 : I
(obr. 28). I
!
I
I
\ !
y !
I
I
: |
T '
P ;
! 1 ]
1 1 1
{ | |
P 1
o :
L i
6 el 1+ 2 «

Obr, 27

Priklad 3. Nijdime rotaény kuZel s najmendim objemom opisany danému rotaénému valeu,
ak ich zdkladne leZia v jednaj rovine a maji spolodéni os.

Riedenie. Nech dany valec mé polomer r a vyikn h. Potom pre kaidy kufel opisany valeu
tak, e ich zdkladne lezia v jedne) rovine {ich osovy rez pozri obr. 29), plati

H:R=(H-Rk:r
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kdaﬂ'ja.vjikaaﬂpolomar:ﬁﬂlhﬂkuhh.Pranhjmkuiel‘aplsﬂ_
RA 1 R
__ 1 __ [ P —
V=~ 2R wRY — snhR_r
Hladajme najmendiu hodnotu tejto furikcie pre B > r. Doriwvnnim dostaneme
dV _wh3RMR —r) — R' _ mh(2R* — 3B
B8~ (B-n* | BE-—r}

Deﬁvieis:—:-o ak jo 2R3 — 8¢BE = 0, prifom R, > r. zﬁhowyu&-f.xﬂh

pre B < R, ad—;{ﬂlpuﬂ:-ﬂne—::-ﬁ,m&dmifunkempodhvat}rSvﬁinleR = R,

ostré lokélne minimum. Hladany kulel mé vyiku H = 3h a polomer R = 3r/2.

V tlohéch 431 a¥ 437 néjdite vietky lokdlne extrémy funkeie y = f(z):

431. a) y = =¥z — 6);
b)y = 2% — 12z —. 6;
)y = 4a® — 18x% + 272 — T;
d) y = 42 — 323 — 36z — 5
e)y = —at — 22% - 3;
iy = z(x — 1)}z — 2)%

432. a)y =z — 1/x; ' |
b)y = 242 + 8/z% | -
¢)y ==+ 2z/(1 + =)

d) y = 10](4x* — 9x? |- ).

r R
Obr, 29

$83.0)y=4lz+ 4| —Blz|+2x—1;  y=2"—2lz|;

b)y =« — B(z); dyy =1+ |l=|.
434. a)y=Vﬁdﬂ—z'; u]y—(zi.—]_}l.-'l-
. . |
b) y = 3 — 2= d}y-vVE:r.' 327 — 36z
435. a) y = sin x + cos x; &}y=uctg|m—l|.
b)y =4r —tgx; '
c]y={l;‘2—x]coat+ainz-——(a:’—.-r}f&;
436, 8) y = 2%e%; o) y = zelT
b)y=eTsing d) y = |z ez,
z | alfdx+2
BrLoy =55 hy=lo—=Fg—i
by =2 —In (1l + x); e)y=Ilogtz —3logz + 2;

¢)y=In(l + z — 4x%); f) y = arctg x — (1/2) In (1 4 =?).
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438. Dokaste, %e funkcia . -
o= {3 120
mé jadmj’ }:}lﬁ&lny extrém, a to lokélne minimum v &sle ¢ = 0, hoci f(0) = f(0) =
= .. =f™0)=0 «
439 Zistite, & funkeia f mé pre x == 0 lokélny eztrém, ak
fz) = |2 [2 4 eos (1/z)] pre z#0,
0 pre z=10.
440. Zistite, &i funkeia f mé pre x = 0 lokélny extrém, ak.
z? cos? (1/z) pre = > 0, b) fa) = {x cos (1/x) pre z >> 0,

I-)ﬂ#}— — pre mgﬂ ) —x pre 150
V tilohéch 441, 442 ndjdite maximum & minimum funkeif na danom mterva.le
441, a) y = z* — 6z + 10, (-1, 5); . .

b)y = 2% — 3z + 20, (—3,3);
o)y=2o% — Bzt + 522 + 1, (2. 1);
d)y = |z* — 8x + 5|, (=5, 5);
e)y=z+ 1z —1), (—4 0

2z . .
f]y=_z+ p g o {1,015 2.
s
#2.0)y=|z"—2)?, (3.2 dy=2% (0,00}
bjy=2—2Inz, {1, e e)y = 2sin z 4 cos 2z, (0, nf2);
cjy==zlnz, <1, e f) y = cos 22 — 22, (—mf2, x/2).

443. Cislo 28 rozloite na dva stftance tak, aby ich stdin bol najvissi.

444. Néjdite také kladné Zfslo, aby sudet tohto &isla a jeho prevritenej hodnoty
bol najmenii.

445, Najdite:

a) najmendiu hodnotu siétu n-tych moenin;
~ b) najviid&in hodnotu sidinu n-tych mocnin
dvoch kladnych é&isiel, ktorfch siifet aa rovnd ¢éslu a.

446, Pri urfovani hodnoty fyz:kélne] velifiny sa nameralo z hodnét z,, #,, ..., z,.
Nijdite takd hodnotu z meranej fyzikdlnej velitiny, aby sidet § = (xr — z,)? +
+ ... 4+ (z — x24)* bol najmensi.

447. Do trojuholnika 4BC vpiite pravoyhly mvnobainik tak, aby jedna jeho
strana bola v zdkladni 4B a jeho obsah bol najvids.

448. Dané st &isla @, 8 (0 < a < 8). Medzi vietkymi trojuholnikmi, ktoré maja
obvod 25 a stranu g, ndjdite trojuholnik s najvidiim obsahom. .

449, Aké rozmery musi maf pravouhly rovnobe#nfk daného cnbwdu 8, aby jeho
uhlopriedka bola najmendia ?

450. Dokéite, Ze zo vietkych pra.vonh.lj'ch rovnobeinfkov daného obsahu mé
Btvorec najmensi obvod.

451. DokéZte, %e zo vietkych pravouhlych rovnobefnikov daného obvodu mé
dtvorec najviddi obsah.

462. Do kru¥nice s polnmarom r vpiSte rovnoramenny trojuholnik najvidsieho
obsahu. _
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453. Medzi viethkymi kruhovymi vysekmi obvodu 2s ndjdite ten. ktory ma naj-
viutdi obsah. )

454. Do elipsy s polosami «. b je vpisany obdlinik so stranami rovnobeinymi
s osami elipsy. Aké musia byt jeho rozmery, aby jeho obsah bol najviadsi. *

455. Doké¥te, e valee najvidiiecho objemu. ktory moZno vpisat do danej gule,
mé objem rovnajici sa 0,5773. . . nidsobku objemu gule. -

458, Kruhovy valec mé dany objem 2za®. Aké musia byt jeho rozmery, aby jeho
povrch bol najmensi?

457. Do rotaéného kuzela s polomerom r vpidte stosi valee, ktory md a)
najvaddl pla&f. b) najvacdi objem.

4568, Do gule & polomerom r vpiite rotaény kuzel. ktory ma.:

a) najvidsi objem;  b) najvidsi plésd; ¢) najvadsi povreh,

4569, Do gule s polomerom r vpiite valee tak. aby mal najvadai plasf,

460. Rotalny paraboloid. ktory vznikne otodenim paraboly y* = dazx okolo osi be,
je zrezany rovinou kolmou na 0s roticie vo vzdialenosti & od vrcholu, Aké
musi mat rotadny valec s osou v osi z vpfsany do tohto telesa, aby jeho objem bol
najvacsi? :

461. Na priamke y = 3r - 1 ndjdite taky bod, aby jeho vzdialenost od bodu
A = (1, —2) bola najmeniia,

462. Na elipse z%/18 - y*/8 = 1 ndjdite bod M tak, aby dotyénica k elipse v tomto
bode tvorila so stiradnicovymi osami prevouhlého saradnicového systému trojuholnik
= najmendim obsahom.

463. Nech body P, ¢ st prieselniky [ubovolnej dotyénice elipsy z%at - y*/a? = 1
8o stradnicovymi osami pravoublého siradnicového systému. Dokaite, ¥e naj-
mensia dizks Gsetky PQ sa rovné stétu polosi elipsy.

464. Na parabole y = 4z — z?* njdite bod. ktory je najbliZfie k bodu 4 = (—1,4). .

465, Kus drbtu s dizkou @ méime rozdelif na dve dasti, z ktorych prvé sa zohne
do tvaru stvorca a druhd do tvaru kruhu. Na ktorom mieste treba urobif rez, aby
stitet obsahu dtvorca a obsahu kruhu bol najmensi?

466. Kartén tvaru obdifnika mé rozmery 60 cm X 28 em. V rohoch sa nastribna
Stvoree a zvySok sa zahne do otvorene]j Skatule, Akd velk4 musi byf strana nastrihnu-

 tych Etvoreov, aby objem Skatule bol najvitai?

467, SilA%na jama mé tvar pravouhlého rovnobefnostens a objem 200 m3. Dizka
mé byt stvornésobok #rky a 1 m? zdkladne je 2-krét lacneji{ ako 1 m? steny, Aké.
musia byf rozmery, aby stavba siliZnej jamy bola najlacnejiia?

468. Okno, ktoré ma tvar rovinného obrazea pozostivajticeho z obdiZnika a pol-
kruhu nad jednou jeho stranou. mé obvod . Aké musia byt rozmery obdffnika,
aby okno malo najvidsf ploiny obsah?

469, Dva splavné kandly, ktoré st na seba kolmé, maji Sirku 4m a 6 m. Vy-
potitajte, aké najdihdie brvno moino splavif tymito kanalmi. '

470, Z gulatiny kruhového prierezu priemeru d vypili sa trim s pravouhlym prie-
rezom, ktorého vyska je A a zdkladha b. Aké musia byt rozmery prierezu trému,
aby jeho pevnosf v ohybe bola najvitsia (pevnoef trému v ohybe je dmerné od-
porovému momentu prierezu tramu W = bh%/6)?

471, Zistite, ktoré miesto na spojnici dvoch svetelnych zdrojov so svietivosfou
I, 8 I, je najmenej osvetlené.

8 Zbjerka dloh
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472, Nad Tadovou plochou klziska je umiestneny svetelny zdroj. V akej vyike
musi byf umiestneny, aby dva protilahlé okraje Iadovej plochy, ktoré sa rovnako
daleko od svetelného zdroja, pridom ich vzdialenost je d, mali najlepsie osvetlenie.

473. Dopravny podnik usporiada zdjazd: Ak podet vtastnikov zéjazdu je 100
alebo menej, cena zdjazdu pre jedného tuéastnika je 600 Kis. Pri vidiom poéte
Gitastnikov ako 100 sa za ka?dého udastnika naviac zni%i cena zéjazdu o 2,50 Kés.
Kolko tastnikov sa musf prihlasit, aby podnik mal najvatsi prijem? '

474. Mu# v lodke je vzdialeny 9,5 km od pobretia v bode C. Chee sa dostat do
miesta A na pobreki, ktoré je od neho vzdialené 16 km. Vie veslovaf rychlostou’
3.2 km/h a krédat rychlostou 6,4 km/h. Zistite, kde sa musi vylodif, aby dosishol
bod A v najkratiom dase. Ako dlho mu to potrva! : .

475. Parnik pohybujtei sa rovnomerne rychlostou (v km/h) spotrebuje za hodinu
0.3 -+ 0,000 020® nafty (v m?*. Akou rychlostou sa mé pohybovatf, aby na danej
drahe spotreboval o najmenej nafty? -

476. Priemyselny zévod Z je vzdialeny 5 km od autostrady idicej do mesta M,
priom vzdialenost zévodu Z od mesta M je 13 km. Zistite, pod skym uhlom «
treba vybudovaf cestu k autostrade, aby transport materidlu zo Z do M bol naj-
lacnejii, ak cena prepravy 1t materidlu na 1 km po autostréde je 0,56 K&s a po vy-
budovane] ceste 1,0 Kés.

477. Nadoba naplnend vedou so zvislon
stenon vyiky h stoji na vodorovnej rovine.
Vypotitajte vydku otvoru nédoby nad vo-
dorovnou rovinou tak, aby voda striekala
to najdalej. '

478. Najdite takd koncentrciu kyslika
v zmesi pozostavajicej z NO a Oy, pri ktorej
sa NO obsiahnuty v zmesi oxiduje 8 naj-
| viitbou rychlostou.

] 479. Pri kondtrukeii transformatora je do-
' ] lezité zaplnit vnitro cievky Zeleznym jadrom
\ | (oby&ajne v tvare kriZa, pozri obr. 30) tak,
- aby, plo&ny obsah rezu jadra tol maximainy.
Vypotitajte, aké maji byt rozmery x & ¥,
Obr, 30 ak polomer cievky je r.

3,11, Konvexnost a konk&vnost funkeie, Inflexny bod

Konvexnost & konk&vnost lunkeie, Majme funkeiu f, ktord je definovend v intervale J. Ak
pre kaidé tri disla z;, 24, 23 z intervalu J, pritom x, < 2y < X4 lozi bod Py = (x4 f{z,)) pod
[nad] priamkout}, ktord prechidza bodmi Py == {zy, Hzi))s Py == (3, f(24)) alobo leZi ne tejto
priamke; hovorime, e funkeia [ je konvernd [konkdrna) na intervale J.

*} Ak je dana priamkas p, ktorej revaica e
¥ = vl + k(: - r.}l
bovorime, 2e bod P = (x, y) le2i pad priamkoun p, ak

¥ >y k(T — )
& le2i pod prinmkon @, ak

¥ e+ Kz — Tyl
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Ak bod P, leti vidy pod [nad] prismkou, urtenou bodmi Py, P, potom funkeia f je na inter-
vale J rydzo konvernd [ridzo konkdma) (pozri obr. 31a, 31b).

Viastnosti:

Yeta 1. Nech funkeis f mé deriviciu na intervale J. Funkeia f je rydzo konvexnd [konvexnd,
rydzo konkévna, konkdvaoa] vtedy a len viedy, ak derivédcia /' je na intervele rastica [neklesajica,
klesajiica, nerastica).

Vets 2. Nech funkeia f je spojitd na intervale J a vnutri intervalu J mé druhi derivéeiu 7.
Funkein f je na intervale J konvexna [konkdvna] vtedy a len vtedy, ked plati f"l:z] =0z =
= 0] pre katdé z znatrs intervalu J.

Funkcia f je na intervale J rydzo koovexnd [ridzo konkévpa] viedy a len vtady. ked plati
Fix) = 0, [f”(z) = 0] pre ka2dé z zntitrs intervalu J a v katdom intervale J; < J jeo Mpcdb jeden
bod z, pre ktory plati f"(z) > 0 [/"(z) < 0]

AV /
A
A~
5 g
)
X o ] = ¥
2
Obr. 3in Obr. 310

Inllexny hod funkeie, Nech funkeia f ma v &isle x, deriviciu f'{x,). Nech oxnt.uja také pravé
okolie Eisla x,, Ze pre wietky &isla x z tohto okolia bod P = (x, fix)) leZi nad [pod] dotyénicou
ku grafu funkeie v &isle x, o také Iavé okolie &iela x,, %o pre vietky didla z 2z tohto okolia ledi
bod P = {xz, f(z})} pod [nad] dotyénicou ku grafu funkeie v &isle z,. Potom hovorime, %e funkeie 7
mé v &isle z, inflezny bod alebo Zo graf funkeie y = f{z) md v bode P = (g, f(xy)) infloxny bod.

Viaatnosti:

Yeta 8, Ak funkeia f md v tisle z, inflexny bod, potom f'(x,) = 0 alebo /’{z,) neexistuje.
Yeta 4. Nech funkeia f maA v pravom a Iavem okoli 2isla x, druhi derivdecin § a v Eale z,

prvd derivaciu ['(z,). Ak pre v8etky x = pravého okolia isla x, plati /() > 0 [f"(z) < 0] & pm
vietky x z Tavého okolia 2isla z, plati /'(x) < 0 [f”{x) >> 0}, funkeia f md v &sle z, inflexny bod

Vel 5. Nech funkein / mé v &isle z, derivaeio a do a-tého rédu vrétane, n > 2 e platl f'{z,) =
= "y = = fin=Bfxg) = 0, fM(zy) # 0. Ak n je neparne tislo, potom funkeia f mé v &iale
Ty inflexny bod. Ak n je pérne tislo, funkeia f v istom okoli bodu x, je rydzo konvexni pre
Az, = 0 & rydzo konkdvns pre fi®i{z,) <7 0.

Priklad 1. Néjdime intervaly najviésej dlzky, na ktorgeh je funkeia
y = 2% — Bxt -+ 4x
konvexnd, a v ktorych je konkévna. Néjdime vietky jej inflexné body
Riedenie. N&jdime druhit derivdeiu danej funkeie, Pre vietky &sla x plati
y = Sat — 152 4 4,  y” = 20z% — 30z.

Hladané intervaly ndjdeme podla vety 2 tak, #e zistime, v kiorych intervaloch druhd deri-
vécin y'* nemeni znamienko. Pretote druhd derivécia " je spojitd funkeia v intervale (—c0, w0},

a_l




116 3. Diferencidlny podet funkeie jednej relnej premenne; '

budema postupovat pri uréovani znamienka y” podobne ako v ¢linku 3,10 pri uréovani zna-
mienka ¥, _
Néjdeme najskor body, kde ¥’ = 0 alebo y* neexistuje. Kedie y” existuje v kaidom tisle, pre
hladané body plati
20x? — 30x = 0.

,3_ J—
x],:‘}r z!t--VE-, x'=--‘|l_/-%.

Znamienko druhej derivéie 5 v intervaloch (—ee. — [ 3/2), (— V32, 0), (0, ['3/2), (}372, )
druht derivéei

Z toho dostaneme

zistime tak, e si zvolime vhodné #islo z katdého intervalu a v fiom vypoditame deriviciu.
Dostaneme y”'(—2) = —100, ¥'(—1) = 10, (1} = —10, y"(2) = 100. Pre 3" plati:
z i (0. V3B | ~V3E | (~V320 | o |0 13D If'a_.'si (3/2, )
o | .
|

Podla vety 2 je dené funkeia v intervaloch (-, 1'3/2), (0, [/3/2} rydzo konkévna a v inter-
valoch (—Y3/2, 0), (J3]2, ) rydzo konvexns. o

T¢m sme nabli aj inflexné body. Kedse dané funkeis f mé v okoli &isiel — }/'3/2. 0, }/3/2 druha
derivéciu, ktord v tychto dislach meni znamienko, mé podla vety 4 funkeia [ v bodoch x, =
— — V32, 7, = 0, 2, = J2/2 inflexné body.

Priklad 2. Ndjdime vietky inflexné body funkeie

¥y =e

Riefenie. 7 vety 3 vyplyva, Ze inflexné body dane] funkeie mdiu byt v &islach, pre ktoré

¥ = 0 alebo kde dané funkeia nemé druhi deriviciu. Kedie je
yu —_ {E_z!j” — 20_;’{22; — l}
pre z € {—, w) mole maé dand funkcia ipflexné bedy v Eislach, pre ktoré plati
o= 2pt — 1) = 0

alebo
Pt ] =1,
Z toho mame
1 . 1
Xy == == = o Ll e
to)e ' Iz

Potitajme tretin derivéciu i, dostaneme
v = —d et (22t — 3x)
pre z € {—o0, ). Ale je -
y""(l!yﬁl = 41"5 e 1 5 0, y'”{—].j’Vf} = ...QVE o-1% £ 0,

Preto podla vety 5 mé funkeis y — e—' v éislach z, = 1/}2, 2, = —1/}/% inflexnd body M, =
= ()2, 1ol My = (=1/}2. 1fYe). .

V dlohdch 480 a% 485 najdite intervaly najvidsej dizky, na ktorycH dané funkeie
st konvexné, konkédvne a ndjdite vietky ich inflexné body, ak

480, a) y = 52 + 20z -+ 7T, d) y = 325 — Szt - 4

b)y = (1 — 2)% E)sr"—'?—l-’e’—si'l;

Q) y— ot 2P — 12025z + 25 f)y =2t~ 1+ |zt
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1 ) 22
4Sl.a]y=.r+§; c)y=x+“ﬁl_x:;
x ot
DY =i Vy= s
F .
182, a) y =z + [/ad; e) y = 4z — 1)¥/2 4 20(z — 1)¥3
b)y =3 — (x + 2)"5 d) y = (x — D3 + 1)22,
483. a) y = v In z; b)y=1—In(2?—9); cjy=a2
484. 8) y =2 — cos =} b) ¥ = x arctg x; c) y = arctg (1/2).

485.a)y = |z — 1|+ |z + 1|; b)y = arcsin (sin 2}; c) y = el3l,
486. Najdite intervaly, v ktorych je funkeia f(z) = risgn x + 2(z — 1)%sgn(z — 1)
rydzo konvexna a rydzo konkavna.

487. Dokéite, 3e funkeia f(z) = 1/sin?x + 4/cos® x je na intervale (0, =/2) rydzo
konvexna.

488, Dokddte, Ze funkcia y = (x — 2)* nema inflexné body.
489, Ndjdite vEetky inflexné body funkcie:

. In{x + 2). 14 z\*
= g%t 2, h = . e
a)y = e~%* 4 2x )y ez ,‘ ¢)y (1_3).

490. Dokddte, ze vietky inflexné body funkeie y = (x + B)(z* + 1) letia na priam-
ke £ — ‘iy —|— 3 =}, )
191. Dokéite, Ze pre pravouhlé siradnice vietkych inflexnych bodov funkeie
y = xsinz plati (x? -} 4) y? = 4p2,
492. Pre aké hodnoty ¢siel @, b je bod (2, 8) inflexnym bodom funkeie y = az? +
-+ bx®,
493, Nech f(z) = az® + bx? + ex + d, a > 0. Dokélte, ze funkcia I je konkdvna
ne intervale (—oc, —b/3a) a konvexna na intervale {(—b/3a, w).
494. Pre aké tislo & ma funkecia y = % + bx® inflexny bod?
495. Dokiite, ze kaZd¥ polyném nepérneho stupiia, # > 1, mé aspoir jeden -
flexny bod. :
496, Dokilte, Ze katdy polyném 5 kladnymi koeficientmi, ktory je pérnou
funkeiou. je konvexny na intervale (—oc. oo) A mé jediné lokélne minimum.
497, Dokaite: ) ' .
a) Ak funkeia fje v intervale J konvexnd a ¢ > 0, potom aj funkcia ¢f je
v intervale J konvexna. _ :
b} Batet dvoch funkeif f, y konvexnych na intervale J je opif funkeia kon-.
vexné na intervale J. _
o) Ak funkcie f, g st na intervale J konvexné a funkeia g je na intervale J
rastica, potom aj zloZend funkeia f(g) je na intervale J konvexné.

498, Dokaite, Ze funkcia f je konvexnd [konkévna] na intervale J viedy a len



118 3. Diferencidlny polel funkcie jednef redinej premenne;

vtedy, ak pre kaida trojicu &isiel z,, ap, xy z intervalu J, prifom z, < z, < 7y, jo
determinant

x5, ﬂxﬂr 1 .
zy fz), 1 ;
Ty, flzg), 1

nezaporny [nekladny].
499. Dokézte, %e pre funkciu f konvexnd na intervale J platf
f ("’1 + ”!) < flzs) + f(xa) , ‘ i
2 2 f
pre Tubovolné &fsla z,, 7, z intervalu J. t
500. Na zéklade predchadzajicej tlohy dokéite nerovnost '
1 z+y\"
kdez >0,y >0an>1.

3,12, Asymptoty

Priamku, ktoré mé rovoicu z = g, nazyveme asympiolou bez smernice grafu funkeie f, ak
funkeia f mé v disle ¢ nevlastni limitu alebo nevlastna limitu zlava alebo nevlastnd limita

va.
Priamku, kiord mé rovoicu y = az + b, nazjvame asymplolou so smernicou grafu funkeie f,
sk plati

lim [f{z) — {az 4 b)] = 0
Fro
alebo
lim [flz} — (az + 8)] = 0 {obr. 32).

L= — o

Veotn 1. Ak existuja limity
a = lm[f@)jz], &= lim[/{z) — aa]
oo F ol

alebo .
a = lim [fiz)}a], b= lm [f{2) - az],

X T =00 i .
poton priamks y = ax + b je asympto- l
tou so smernicou grafu funkeis /. .

- funkeie
Obr. 32. y=1=z+

0 / % x ‘ Priklad 1. Néjdime msymptoty grafu

a—1
Riefenie. Kedie plati

1
lim = ¥
Jim et i) =
prismka z = 1 je asymptotou bez amernice danej funkeie, Iné asymptoty bez smernice neexistuji,
lebo dand funkeis je spojitd pre kaidé x #£ 1,
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Hladsjme asymptoty so smernicou. Vypoditayme limity

. fz) 1
2ol S = (1 ) -

o= u-:;@-li:n(l+ ! )-1

e o T X — 00 z'— =z

b e lim [ f(z) — az] = fim —— = 0,
I—+o0 200 — 1
1

bw lim [f(z) - az] = lim

' ) . Pe—o0 e o ® —
Mhmrlprhmk;.kimjm}ly-t.i-uymptotohwmmionugmqunnajﬁmkuia.
501. Dokéite z definicie asymptoty, te prismka y = 2z + I je asymptotou so
smernicou ku grafu funkeie y = (229 4 2% 4 3)/s2,
502, Néjdite také &islo a, aby priamka y = z + a bola asymptotou grafu funkcie
Yy =z —x —2). , \ _
V tilohich 503 af 509 napiite rovnice asymptot grafu danej funkoie:

l-=-i§l'.

z 3
m.l.}y=$__l; e)y=.‘?x+;-_—‘—2;
1 R B 1
DY =g By etz
’ ¥ 4 2
m-t}v=-z._‘4: h”=’.+z'—l,‘
. .
305, 8) y = [a* + 4z°; hlu=%——-——lf'_j"ll.
508. a) y = sec x; : ¢ly=-2:l= -#;
sin:_ _msiilt
By =—-; Ay =10
§07. a) y = &V/5; " 1 —ze-Vizi-Xz pre z 3£ 0,
e) y = (z + 1) o-Valz, _ .
508, a) y = zIn (e + 1/x); b) ¥ = z + (In z)jx.
509. a) y = z arotg z; ¢} y = bx -+ aretg (x/b), b+ 0;
b) y = arctg (1/z); d)y = ztghaz.

3,13. Priebeh fankeie

Pri uréovani prisbehu danej funkcie najéastejie zistujeme:
1. obor definicie funkeis,

. 2. pérnoet, nephrnost, periédu funkeie, :
_ 3. vietky body nespojitosti funkcie, jednostranné limity funkeie ¥ nich a intervaly spojitosti,
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wierky nulove body fankeie,
vietky tntervaly, kde je funkein monotimna.
vietioy intervaly, kde je funkein konkivna. konvexng,
. vietky lokaine extrémy funkciv,
. vietky infloxnd hody funkeie,
B, videthky aavmproty grafu funkeie,.

1), daigie viastnosti, ako napr. bodv, v krorveh derivicia funkeie nie je definovand, spojitd atd.

. Pemoecon tohto zostrojime geal dane) funlcice.

oL He

Ao =0

Priklad 1. Treba zi=tif priebeh funkeie
at
fle) = ETI T
Riefenie. 1. Funkeia / je definovand pre vaetky cisia o, pre ktoré je 2{x - 1) # 0, t. j. pre
x = = 1. Obevom definicie Tunkeie f je mnozing W — (—x. — 1 W (—-FhL x)
2, Pretoze pre katdé 2 M je flx) -4 f{—a) a fi=r} = —fix), funkein § nie je ani pirns ani
neparna, Ak 7 == 0, neplati f{or 4 1) = fic) pre katdé r e M. Teda funkeia f nie je periodické.

3. Funkein § je spajitd v kazdom fisle w £ M, Jo nespojita v éisle ¢ = — 1, Pre limity funkeie
Fow disle w0 — 1 plati
a® £
litn - o lim - = L

NN L Vi P N 1

Diadej plari
a3 at
hmve oo e o= a lim ——— = —,
x ;5:,::{'1' o 1}2 Fom = iz '3{!‘ i ]]2

4. Viaetky nulové hody funkeie f ndjdeme viedenim rovaice x¥/2{r — 1)* = 0. Jej jedinym
rietenun je fslo a =

Sai 8 Vepoditajme f o f'
P I T T

iy = (2“ _"—I'F) = Do ”3' . w13
e - By B ‘_
! t-r}=(2{:+na) T 1P ¥~ =L

Frvd derivacia 77 sa rovnd nule, ked o8e + 33 = oot j. ked oy — 0,0, = =3 & nie je delinovana
pre x = — 1. Druhi deciviria [ sa rovnd nule, ked 3¢ - 0, ¢ j. ked 2 = 0 & nie jo definovand
v lisle @ = — 1

Staciomarnyud bodimi Nmkeie § s0 @isla @0, — 3. Tieto a fislo — 1, kde e je funkeia f definovand,
rozdeTuji obor definicie M funkeie / na intervaly

’ ':_:Ct —3?1 {" 3! - ]}! (—1. "}l u}r I)‘

Kedie jo j—4) = 827, (=41 = — 427, J(—21 = —2, /(- 2) = —6, fi—1/2) =52,
P12 = — 240 (L) = 1M a 701 = 316, podla pozpaniky 2 v flinku 3,10 pre " a {7 = {1y
plati

| : i g | t
e —3 (-3 -1 =1 {=L0) 0 )
' . i ! ! ? ) '

. ) | 1:_' I
c e - T - N . o ~
! B i |
e — —. .
£rs i . | - J — ' ..‘l..' ! i -0. —
i Flix) i . T ; ) |

*) N zoamend, fe faokein nie je definovand.
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5. Podla viet z &ldnku 3.9 je funkeia / rastica na intervaloch (-, —3), (—1, 0}, (0, =}
# klesajoca ne intervale (—3, —1).

B. Podla viet z &lanku 3,11 funkecia f je l-:on]:ﬁvna na intervaloch {—ow, — 1), {—1, 0) a je
konvexnﬂ na iutervale {0, o).

7. Podla viet z ¢ladnku 3,100 ma funkein f v i'.'i:lle = —3 maximum f{(—3) = —2%/8 a v ¢isle

x = () nenadobida exirém.

8. Funkeia f v &isle z = 0 mé inflexny bod. Jeho siradnice sa (0, 0).

9. Asymptota bez smernice grafu funkeie f je z = = 1. Pre &isla a, b asy mptoty 80 smernicon
y=ar+b plati

o 1E x? oy
oy o x? ] ) 2t
b i U o) = i [ 2] - e

Teda asymptota 8o smernicou je y = /2 — 1.

Néjdené vysledky zhriime do tabulky:

i 1 T,y T T T
I f
1i x I (=o0, —3) 38 (—3 -1 -1 (-1, m 0 |r 0,0)
. : | ! :
L |’ + 0 - N - 0 + l
: — i . S
ey | 9
’ o _ 2 . N . -
1 () . e i 0 l
/ - % \4 I ‘V /‘r e .-"r ‘
' i F
| Hx ’ ’ !
| | |eaymp- | infl.
‘ ] faY max. s *tota bex | ™ bod (WS
[ | Bnernice |

‘i *) 4'?’imk # ] zonemend, 2o funkeia rastie (klesd], Znak . ] znomend, 2o funkela Je kumexnd {kon-
Yoo

Graf danej funkeie f pozri na obr. 33.

V tlohdch 510 a¥ 553 zistite - ra
priebeh funkeie y = f(z) a zo- - 1
strojte jej graf. ;

510. y = x® + 3z.

511, y = 16x(z — 1)%

M2.y=a{fz—1).(z—2).

Az — 3)/10.

513. y = |16 — z*|.

bl4. y = 2 — 2|x].
z* + 1
—

15, y =
553‘ Ctbr. 33
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2z
bl6, y = - -+ .
518, y = ___(l e

520y = [z —1].

3
522,y = 1 =25,

524, y = (z + 1)¥/% — (x — 1)¥/8,

3
526, y = 2(z + 1) — 3)/{z + 1)2.

528.y=a-‘1"
530, y = ze 742,
532, y = |/ —e—=2.
634, y = In (4 — z9).
536. y =In (z + [z + 1),
538.y=¢+m7‘”.
540, y = = — [sin z|.
1

_— : i —
542, y = x%sin i
4.y =z — 2arctg x.

L1l —x
543.y=arcmnl+£.
548. y = arcsin (sin x).
550, y = iz,

ool —

DB
i,y = 417

1 1 1
Wy=mty T

82l.y = [z + 1) (z + 2) (= + 3).

3
523, y = |/=* + =2,

525,y =
lf(:r:3 — 1
627, y = el/7,

529, y = ztell7,
03l. y =z - e,

833. y =xInx,
11
%E.y_lnl_x'

537. ¥ = sinx + cos .
$39. y = e~ gin 3x.

64l. y = cosx — In cos z.

543, y = arcsin |z].

b4b. y = r arctg x.
1
47,y = mctg? .

549..3; = arctg (tg x).
561. y = sinh 2 + sinh (1 — ).

Bﬁa,y={0 pre

3,14. Funkeia urfend parametrickfmi rovnicami

Nech funkcie @ & ¥ 84 definované na mnoiine M, pridom

pre kazdé t € M. Nech funkeia # —
nit N. Potom zlofens funkcia

> = (b},

y = pit)

f(z) = ylp-(x)]

‘definovand na mnofine N sa nazfva funkeciou uréenon paramelrickymi rovnicams (1),
Je inverznd funkeia k ¢. Premenni ¢ nazyvame paremeirom a prechod od aystému

k funkeii f nazfvame elimindeiou parametra.

(tghz)jx pre z#£0,

x =1,

A1)

(¢} je na mnotine M jednojednoznaénéd s oborom hod-

(2)

pritom g ..,
funkei (1)
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Majme funkeiu y = f(x). Jej vyjadrenie pomocou piramstrickfch rovnie (1) nazyvame
parameirizdoiou e f. .

Kaidi funkeiu y = f(z), kde z € N, mofno parametrizovat aspoil jédnym spisobom x = ¢,
y = fit), prifom { e V.

Rovioni krivka. Majme funkeie (1) spojité na intervale {a, 5. Nach pre ka¥da dvojicu isiel
%, ty, pritom ¢ # ¢, plati aspoii jedna z nerovnosti @{t,) % @(t,), wit) % pity). ] mapne
dang? v rovine pravouhly siradnicovy systém. Mnotinu K vietkjch bodov M = (pft), G
roviny, kde ¢ € (x, §) nazyvame jednoduchym oblikom. Body 4 — (p(x), pla)), B = (@8, wiBn
nagyvame koncovymé bodmi jednoduchého oblika K. : :

Dva jednoduché obliky nazyvame spojenymi, ak sa asponi jeden koncovy bod jedného oblika
zhoduje 8 koncovim bodom druhého obhiks.

Rovinnou krivkou *) nazgvamnr takt mnozinu bodov v rovine, ktoré je jednoduchym obhikom
alebo sa skladd z konedného podtu alebo z postupnosti jednoduchych oblikov navzéjom po-
spdjanych.

Ak krivka K je dané rovnicami (1), potom tieto rovnice nazyvame parametrickymi rornicams,

Ak funkecie @ a p v systéme (1) si spojité v intervale (e, 5, potom graf funkeie uréensj
parametricky rovnicami (1) je krivka,

Pozndmka. Krivka viak nemusi byt vidy grafom funkeie urésnej parametrickymi rov-
picami (1). ,

Majme v rovine polérny siradnicovy systém a funkeiu p = f(g), ktord je spojitd a jedno-
jednozna#nd ne intervale {«, fi>. Potom mnotina bodov M = {f(@), ¢) v rovine uréuje krivku,
ktorej parametrické rovnice v pravouhlom stradnicovom systéme**) sa _

x = f{p) cos @, ¥ = flg) sin @, (3)
kde ¢ &<, 7.

*

Viagtnosti:

Veta 1. Nech funkeie ¢, v zo systému (1) maji prvé derivécie na intervale (x, 8) & nech
¢'le) E& {; pre kaid:et z tohto intervalu. Potom systém (1) uruje funkeiu f, ktord ma na obore
hodnit funkeie g derivaciu ..

(e
fe) = ['ﬂ’ )

POt = poy)
Derivécia f* jo opif funkeia uréend parametrickymi rovnicami
o - _
z=g, y=29 (5)

0K
kde ¢ e (x, §). ’

Veta 2, Nech funkeie @, 4 2o syatému (1) maji derivécie n-tého rddu, n > 1 na intervale
(2, B) & nech g(t} 3 0 pre kaidé ¢ & (a, ). Potom systém funkeil (1) uréuje funkein dant para-
metricky, ktord ne obore hodnét funkcie » = @(t) mé n-té derivdeiu

d fdn-1f dt .
(i) = | (2 Ty o
1) [3-3 (dr"'l)]l-w-ﬂz}d: @
Této derivdcia je opidf funkeiou urfenou parametrickymi rovnicami
_d fdnyy
x = @it} ¥ = ar [W F'Ej' * ”]‘

pre (€ (a, f).

*1'V daldom texte, ak nebude ni¢ vyslovne uvedend, budeme pod krivkou rozumief rovinoni krivio.
**) Pravouhly & poldrny saradnicovy systém v rovine sme zvolili tuk ako v ¢ldnku 4,101,



124 3. Diferencidiny podet junkcie jednej vedlnej premenne;

Ak n = 2, plati

oy w1 @'t — ') ()
J': t‘r] ‘Pl"g[r} f—'=l',[-1t.",!" N {a}
Ak n = 3, plati .
Iz L) e — B0 @) 710+ By ) — ' (1) ¢ 1) )
=) = e T
“:l f’“'il‘-ﬂ-l'l

Priebeh funkeie uréencj purametricky zistujeme podobne ake v ¢ldnku 3,13, Pritom niekedy
8 vyhoedou pouZijerne tielo vety;

Veia 3. Nech funkeis f uréend parametrickymi rovnieami (1) md v &isle 2y = g(2,) prvii a druhi
derivaeiu a platt () = 0, w76 = 0 [w{,) = 0] Potom funkeia f ma v tisle z, ostré lokdlne
maximum [minimum],

¥e u 4, Nech pre funkeiu f urfenii parametrick$mi rovnicami (1), kde { € {z, g), plati

Firn gplt) - o thn yit) = oo | —0],

—t, ety

kde ¢, znamend at aleho f~. Potom Illll‘iﬂ.rl'lkllu # = a ju asymptoton bez smernice ku geafu
funkeie f.
Ak plati
lim it} = = [—x] Tim () = b,
t—ty 1t

kde i, znamend o alebo -, potom priamka y = b je asymptotou ko grilu fankeie [
Nech plati .
limm it) = —o0, lim pft) = +o,
“"‘. f 1“.
kde {, znamend ot alebo f-, potom priamka y = we @ b jo asymptotou ku gealu funkeie f
viedy a len vtedy, ked je
e
= lirn 7., b o= lim [p(t) — & tt:i {14y
E-l-!n g?['!] f-of " [I'm: T ] ]

Pri zistovani priebehn krivky uréime najskir intervaly, v ktorgeh je funkeia » = ¢ir) ridzo
monotonns, ¥V tychto intervaloch uréuje syst.ém (1} funkein dant parsmetricky, ktorej prieboh
sa nijde podle éldnka 3.13.

Fyzikdlny v¥znam parsmetrickyeh rovnic krivky. Pohyl bodu v rovine je popisant paramet-
rickymi rovoicami (1}, kde pre ¢as ¢ plati ¢ & (0, @) resp, ¢ € {0, ¢3) o funkeie g, g maji druhé
derivacie na tomto intervale.

Krivka urfend rovnicami {1), po ktorej sa bod pohybuje sa nazyva teajektdrie boda.
FPre rechlust a sryehlenie tohoto bodu plati

v==¢m1+ku4"

a= @i y'e]

My = 'g.lﬂ{!]. }
B iz
e (12)

¢
ay =y (1), } (19
kde vy, vy 8 ag, ay 80 prisluiné zloiky rychlosti a zrdohlenia.
Priklud 1. Najdite priebeh cykloidy, ktord mi parametrické rovnice
# = alt — sin t}, }
¥ = a{l — cosr),

{11
wlebo

(14)

kde je a=>0 a te(—m, =)



3,14. Funkeia uréend parametrickymi rovnicami 125

Riedende. Najskdr ndjdeme intervaly, v ktoryeh je funkein
_ ' @ity = aft — sin 1), te(—x, w), 115)
rydzo monotonna. Ked#e prvd derivieia tejto funkeie
g((} = a{l — cosr)

je v katdom koneinom intervale kiadnd s vynimkou koneénédho poétu éisiel kr, kde k je celé &ialo,
dand funkeia (15} je rastGea. Z toho vyplyve, %e tdto funkeia ¢ je jednojednoznaing, a teda
rovnice {14) uddvaju funkein f uréenii parametricky.

1. Obor definicie tejto funkcie f je obor hodndt funkceie (15}, #o je mnoina {—oo, ). Funkeis
(18) je spojitd a jednojednoznaénd na intervale (—uc, o), preto k nej existuje inverznd funkeia
t = @_y(x} spojitd v intervale (—0, o). Z toho vyplyva, Ze i zlofend funkeia flx) = plg_, ()],
pritom g{t) = a(l — cos ), je spojitd v intervale {—oo, =)*).

2. Funkcis ¢ je nepdrna funkeia, preto i inverznd funkeia ¢_, je neparna. Kedie ¢ je pérna

funkeia, plati f(z} = p{p-4(2)] = y[—@(=)] = ple~(—2)] = f(—2), pre kaidé z € (—wm, o)
& funkein { uréend parametrickymi rovnicami (14) je parna.

Ukéime edte, Ze [ jo periodickd funkeia. Zo vefehu (15) vyplyva
plt 4 2w = @t} + 2am,
tite
t g I = g_,(r { Z2amh
Z toho dostaneme
He + 2axm) = plg_y(@ + 20m)] = w(t | 2n) = p(t) = plp-(z)] = fz).
Pri hladani priebehu funkeie § staii sa teda obmedzif na interval {0, 2aw).
3. Funkeia fir) = yg.;(x)] je spojitd v intervale {—ax, o), pozri odsek 1.
4. Nulové body funkeie f uréime z podmienky y(t) = 0. Mame

{1 — cost) =0

cos b o= L.

Z toho vyplyve, et = 2kx, dife ¢ = Zkar, kde & je [ubovolnd celé Sislo,
3 ai 8. Pre deriviciu {' dostanems podla vety 1 -
x = all — sin {),
oyt wint _ ' (16)
Tty 1 - cose "

¥

kde £ (], 2x).
Pre druhn derivéciu [ urfeni parametricky méme

x = a(f — ain €},

P F — ) @) eosi] —poxt) —pint.uint 1 (%)
¥= 70 - all — cos £)? = T Al — coagt’
kde { € (0, 2=}. Hladajme Cisla z intervalu (0, 2r), v ktoryeh ['(z} = 0. Z rovnic (16} mime
sint
1 —~vcost

kde 0 <7 ¢ < 2. Odtial je sin¢ = 0 & £ = 7, tide x = ar. Zistime, &i funkeia f urtend para-
metricky mi derivieiu sprave v gisle x = 0 a derivéciu 2lava v &isle » = Zaw. Dostaneme

.p-:_ {ﬂ:l = lim ?['3’—1[3?}] — 'Fl:'}} = lim !ﬂ'ﬁ?

X2+ -0 0 @t

*) Funkeiu f nevieme vyjadrit pomocoun elementicoych funkeii v tvare flz) = wle-,(x)], pretofe p-
nie je elementirna funkela. w vl '
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in ¢ cog ¢
5 ‘,0=limL=im-—.-——-=limcot#-oo,
Gire f- @ e (L — 00 D) jgemmt  gogr 0

kde sme pouzili L’Hospitalovo pravidlo. Podobne ndjdeme
fLi2arm) = lim colgt = —ar.

i+¥n-

Ked¥e funkeia f je periodické s periédou 2aw, 2 vypoditangch derivéeii vyplyva, Ze derivacia [
v tiglach O, 4-2an, ..., +-2akr, ..., kde k jo prirodzené ¢islo, neexistuje.

Ostdva urtif znamienks derivacii f, f” v okoli tsiel O & 7. Zvolme ¢ = -xf2 fite z =
— Ja{nj2 — 1), méme f[—a(xf2 — 1)] = —1, flain/2 — 1)] = 1. Podobne je pre ¢ = 3r/2,
z = a(3n2 + 1) a Fla(3n/2 + 1)] = —1. Zo vztahu (17) vyplyva, 2e f“(x) < 0 pre vietky
éisla x == 2kaw, kde k je celé &islo. Uhrnom méme

-

t {71, 0) Q0 {0, 7} ™ ‘ {m, 2r)

x {—am, B) 0 {0, ax) am {em, 2aw) |

f, S : - _l;Y__ . _I : - !
-_!;, i - . - - - :

5. Funkeia f je v intervale {0, an) rastica, v intervale (an, Zan) klesajice.

8. Funkein f je konkdvna v intervale (0, 2an), teda aj v kazdom intervale (2kar, 2(k -+ 1) an),
kde & jo celé dislo.

7. Lokdlne minimum funkeie f v sle (), a teda 8] v katdom &sle 2kan rovnd sa 0, kde & je
celé #islo. Lokdlne maximum funkeie § v &isle am, & teda aj v kagdom Cisgle {2k - 1) ar rovad
sa 2a, kde k je celé tislo,

8. Inflexné body funkeia f nema.

9. Pretose ani jedna z limit

lirm (i), lim y{t}
1ty fety
{resp. t = tg) nie je neviaatnd, funkeia f nema asymptotu.
Graf funkeie f je krivka, ktoré sa nazyva cykloida (obr. J4).

[ETY & " 20 fex
I==2% (9] [ F-T A
~2xa -Xg ol o 2ra ¥
by, 34

554. Najdite funkeiu dant parametricky a zostrojte jej graf:

a)x =141, = ] — 24 — 12, ak te(l, 4y
b) z == 3 cosh ¢, y = 2sinh ¢, ak te{0, )
c)x=4cost, y = 3sint, ak te{0, =
d) # = 8 cos?t, y = Osin?t, ak ted0, n/2).
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565. Najdite mnoZiny vietkych hodnét parametra ¢ tak, aby dané parametrické
rovnice uréovali spojiti funkein y = f(z). Elimindciou parametra ¢t z tychto rovnic
najdite funkeiu f, ktoréd je uréens rovnicami;

a) x = 8 — 7, ¢) x = b sin {mt/3),
oy = 16tT 1 ¥ = 3 cos (nt/3);
b) x = 5t¢, d) z = @ cosdt,
y = 3t; ¥=asindt, a=0.

556. Zistite, &i dané parametrické rovnice uréuji krivku a zostrojte ju:

a)x = acostl, e} x = q(f — sin {).

= 2m; <t <
—_— 3
b}x—-acrf)a*t, 0<t<om
i = a sn®f,
b67. Zistite, aké krivky st dané parametrickymi rovnicami:
a)x =4t +1, ¥ = a sin{, 2
y=12 —{+1, te(—o, )y . b) y = beostt, t €0, =25,

558. Dan4 je rovnica krivky v pravouhlom stradnicovom systéme, néjdite jej
parametrické rovnice tym, Ze poloZite y = fa:
a)x® + y® —3azy =0, a >0 (Descartov list);

559, Najdite parametrické rovnice krivky a zndzornite ju, ak v polirnom strad-
nicovom systéme ma rovnicu:

#

a) o = 3p, (Archimedova &pirala);

b) o = 2sin ¢, (kruZnica);

¢) o = 2cos 3¢, (trojlistok);

d) o = =n/e, (hyperbolicks &pirdla);
e} o = 2(1 4+ cosg), (kardioida);

f) o = 2¢/7, (logaritmické §pirdla).

560. Néjdite derivdciu funkeie danej parametricky v &isle ¢, ak

2 2 gin ¢
B T - T
8) = 321!, b) » l1+4+38cost ' T
o = 4 ty == —
1., B 4::03:_-“__ 2
y=-5 y—l+3c0ﬁ:’
561, Vypotitajte derivdciu funkcie danej parametricky:
1 —¢ b} = a(t - ces ),
a) ¥ = — .
1+ y =a(l + sin )
2 ¢} x = acos?i, )
Y1 e ¥y = a sin®t, t &0, m;
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— el 22 f T )
d) z B eu c9: £ te /{}, —r i f)a = aresin T—l= .
y = e gin?t, N2 ST
e) v == a cosh ¢, 0. — arecos 1
y—=bsinht, O y= fice
562, Najdite f*, {7, /", ak pre funkeiu f uréen(i parametricky plati:
a)x = 4 |18, d)yxr =eteoslt,
y =1+ 1, pl‘el;.ﬂ; y—etsinl;
b) 2 = a sin ¢, = T e)x =lInt _
y—acost. I° r"E(__"f'"z‘t_)’ y — sin 24, pre £ 0;
e) x = 3 cos®¢, f) x == e,
y = 3 sin?1, pre t e 0, wv); jy=a,rmin!, pre { e (—1. 1),

563, Najdite rovnicu dotytnice a normaly ku grafu funkecie urdenej parametricky:

a)r =2 — 4 -+ 4, L< 2 ¢} x = alt — sin i),

y=1t =342 T y = a{l — cos ¢},

v bode 4 = (1, 0); v bode ¢, = 3rf2;
h):r=ac?ﬁ’t, 0<t<m d).r:a[htg{t,‘?}-{-mt},

o = a sin®f, y = asini,

v bode t, = w/4; t € (0, =) v IubovoIlnom bode.

b64. Najdite inflexné body funkeie danej parametricky:

a)x = 3 4+ 13, - b} & = sin ¢,

y = 1 y = et t e {0, m.

566, Pre aké disla a. b je bod 4 = (1, 4) inflexnym bodom krivky & = M2 y —
==ab -+ 13 £z 0

566. Najdite asymptoty krivky:

tet 3at
M=y R
=2 _
y_$—1= y—l_}nta.

567. Zistite priebeh krivky, ktora je urdend parametrickymi rovnicami:

a)x — 2f — t2 d) 2 = costt,

Yy = 3t — % y = sint;
b} x = (In #)/i, e) z — tef,
y=tInl; y = tet;
2 3t

cjm:_l—tal' f}z=1_-|:-ﬁ',
1 3e2

Yy =13’ A
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568, Zistite priebeh krivky danej v polirnom stradnicovom systéme:
a)o=a+bsing, 0<<a<bd b)p=asinldg, a=>0.

569. Strela opustila hlavei, ktord zviera s vodorovmou rovinou uhol o = =/3,
rychlostou v, = 600 m/s, Néjdite drdhu strely, jej rychlost a zrychlenie v dase
ty = 28; t; = 5 s. Vypoditajte velkost a smer rychlosti a zrychlenia v dase ¢.

570. Vypotitajte rychlost a zrychlenie v ¢ase t, = 2 5, ak pohyb bodu je ur¥eny
rovnicami _

x = 4 sin 2t — 3 cos 2nd,
y = 3 sin 2nt + 4 cos 2k,
Najdite trajektoriu bodu.

571. Rovinny pohyb bodu je uréeny rovnicami z = ¢, y = {2 — t4/4, t € {0, ).
Nijdite trajektérin tohto bodu, Zostrojte tdto trajektériu s vektormi rychlosti
a zrychlenia pre { = 0s, 18, 2s. Néjdite polohu bodu v ase, ked sa pohybuje
rovnobeine s osou oy, Najdite jeho polohu, pre ktori absoldtna hodnota zrychlenia
nadosida minimum,.

572. Bod sa pohybuje tak, Ze plati z = 2sint, y = 2(1 — cosf). Ukaite, %e
absolitne hodnoty rychlosti a zrfchlenia si kondtantné. Najdite trajektérin bodu
a opite blizfie tento jednoduchy pohyb. .

3,15. Derivdcia komplexnej funkeie redlnej premennej

Nech h{z) = fiz) + ig(x) je komplexné funkcia redlne] premenne] definovand pre vietky iz
z okolia O(z,) fisla xy. Derivdcia funkeie b v Eisle 2, jo limita

h'(xp) = lim h(z) - h(z,) .
F e & — Ty

(1)

dh
Oznatujeme ju aj (-~
jeme [dzL-n.
Nech M je mnoiina bodov, kde funkeia A mé derivdcin. Potom funkeiu A’, definoveni na
mnoine M tak, Ze &islu z, je priradené dislo A'(z,), nazyvame derivdeiou funkeie h,
Veta 1. Nech A{z) = f(x} 4+ ig(x) je komplexni funkcia redlnej premennej, priom [ js jej

redina 8 g jej imagindrne ¢ast. Funkeia A mé na mnoZine M derivéciu vtedy a len vtedy, ak
tam maja derividciu funkeie f & g, Plati

hiz) = f(z) + ig'(x). (2)
Veta 2. Pre funkeiu A(z) = %%, kde & = a + if, plati
[e7%]" = aeo%, . (3)
Pre funkeiu definovani rovnostou z% = @822, kde r 2> 0, ¢ = g + i, plati
[#9] = aza=1. (4)

Pozndmka. Kede pre limitu sGitu, sainu, podielu komplexngch funkeii redlnej premen-
nej platia tie isté vety ako pre redlne funkcie redlnej premennej, budi platit pre derivécie .

saftu, silinu a podielu komplexnych funkeil redlnej premennej tie isté vety ako pre redlme

funkeie. Veta o derivovani zloZene] funkcie redlnej premennej plati aj pre komplexné funkeie
redlne) premenne],

Derivécie vysiich radov komplexnej funkcie redlnej premennsej si definované podobne ako
pre redlne funkeie, teds .

Rl = (hir-1)y (n = 1).

9 Zbierka dloh
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Priklad 1. Vypoditajme derivdein funkeie
hix} = el¥(con 7 + i sin 3z).
Riedenie. Podla vety o derivovani sitinu & sactu funkeii dogtansme -
() = [elZ(cos x - j gin 3z)] = ielr{cos 2 + isin 3x) -+
+ elf(—sinx + 3i cos 3x) = e —sinx — sin 3z + i (cum: -+ 3 cos 3z)).
Priklad 2. Vypoditajme drihn deriviein funkeie
) Ty — 8% cos 3,
Rirdente. Uvatnjme o funkeii
Fx) = e eos 3x 4 1eifain 3.'.‘: = gli+dllr -
Vypoditajme h'{z):
Rx) = (2 4+ 3i)ef2+ilz
a % toho )
Ax) = (2 -+ Ji)Eeltiiiz,

Hladajme redlnn a imaginirnu &ast funkeie A" (x), méme;
R} = (=56 4+ 12i) e**{cos 3x + 1 sin 3x)

Cide ) .
W'(x) = ett[(—35 cos 3z — 12 sin 3x) + i (12 cos 32 — 5 sin 3x)).

Kedie ¥ = Re[l{x)], z vety 1 vyplyva
¥ = Re[h"[z)]] = —e! (5coa 3z + 12&in 3x).

573. Vypotitajte derivaciu funkcie y = f(x) { ig(x) v &sle x,, ak

a)y=2x —i(x + 1), x,=2;
Wy=cosx +isinz z,=x/2

V ulohéch 574 az 576 y'ypoéit.pjt-a deriviciu funkcie:

574, 0) z == 2 — 3i; ] =i
b)z = (t + 20)% CEEIEY
575. a) z = elt e, - c)z = |eM| —ii;
b) z = e it e tit, ' d) z = (2 — if)% cos 2.
| st In 2z.
o 3450, . *
576. a) y = 3+51; bly_ih-}—i]ni‘z]'

577. Najdite deriviciu n-tého rddu funkeie:
a) y — etz b) y = etatbllz, ¢) ¥ = 8in x + i cos x.

578. Odvodte vzorec pre derivovanie stdtu, rozdielu, sGéinu a podielu knmple::-
nych funkcii redlne] premennej.

579. Pomocou derivacie komplexnej funkeie redlnej premennel nijdite u-tti dm
‘véciu funkeie: -

a] y = costx;

b) ¥y = sin ax cos bz, kde @, b st redlne ¥sla;

¢) ¥ = P(x} cos ax, kde P(x) je polynom a & je redlne dislo,
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580. Najdite n-th deriviaciu funkeie f(x) = sin®? x, kde p je prirodzené &islo. tak,
ze vyjadrite dantd funkeiu v tvare stidtn

flx) = i Ay cos 2k,
k=0
581, Podobne ako v predchédzajicej ilohe najdite n-th derivacin funkeie:
a) y = sin®t1z, kde p je prirodzené &islo;
b) y = cos®Py, kde p je prirodzend tislo;
¢) y = cos*PH g kde p je privodzend &islo.
582, Dokéadte rovnosti: ; .
[ea® sin (br 4~ )] = ed¥{a® - B2 sin (bx = ¢ + ng).
[e2% cos (hr 4 ¢)]) — eR*{a® 4 b2 cos (bx + ¢ + ng).

kde
b i
i1 = —— 5= e 2 e -
#in ¢ Vm, eos Trops a a* + b* =-0.
9-



4. NEURCITY INTEGRAL

4,1. Pojem primitivnej funkcie a elementdrne metédy integrovania

-Muijmﬁmﬁmmkﬁnhﬁva(a, b), akk pre vietky
&fala z € (a, b) plati
F'iz) = fiz). (1)

Yeta 1. Ak F jo primitivoou funkeciou k f v intervele (g, &} a O je dslo, aj funkeis @z} =
= Fiz) 4+ C jo primitivnou funkciou k funkeii f v intervale {a, b).

Veta 2. Nech F je primitivna funkeia k f v intervale (g, b). Funkeia @ je primitivoou funkeiou
k f vtedy a len viedy, ak existuje také dislo €, 3o pre vietky #isla z & (a, b) jo G{z) = Fiz) + C.

Vets 8. Kaidd spojitd funkoia v intervale (s, b) mé primitivan funkeiu,

Mnmmﬂmwhfwumufmmwnmnm
jerns [ fdz. Ak F je primitivnou funkeiou k £, tak

 f(x) dz = F(z) + C,
kde C je IubovoIné dislo, ktoré nazyvame integrainou konitantou.
Vets 4, Ak k funkcidm f a g existujé primitivne funkeie, tak plati
[ =) £ glz)] dz = | fiz) dz & [ g(z) dx

flefiz)] dx = ¢ | fizx) dz, kde e 3£ O je &islo.

Difsledok. Ak k funkeidm £, fy, ..., fa e;:hbujﬁ primitivne funkaeie & ¢, ¢, .c..nliilh
.skmj-chupoﬁjndnojerﬁmoudnuly,phﬂ

J[eifilz) + eafslz} + ... + cxfalz)]dz = ¢, | Mﬂ dz + ¢ [fylz)dz + ... + ca [ fulz) d=.
Veis 6, (Zdkladné vaores integrovania.)

xa
1. j‘:-dz-m+c pre @ —1.

1j%h-hm+a

jt‘d.t-a’+ﬂ'.

L

a*
5. Sninzdz— —conzx + €.

6. Sma:dz-ﬁn#+0.

1. 5001'#&: tgz + G,

»

[t e g 0
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o S dr  [aretgz 4 C,
" 3T+ 22 | —arccotgz + C.¥)
dz 1 14 =
lﬂqgl_m.—?]ﬂil_z + .
“' 5 dx arcein 2z - O,
’ Fl_xl —arecos x + O

. dr —
12 5m=h'=+V=’+='+‘~’-

13. Eninhzdz = eosh z + O\
14, Smhzdxmainh: + .
de
15. gm = --uotghx -+ C.
dz
18. gum = t-Bh.E + .
v Fix)
— dz =In |z C.
\ Ja 4= = m1f=)] +
(Vzorce 1 at 17 platia pre tie intervaly, v ktorych st funkeie za integrélom definované.)
Priklad 1. Vypotitajme neurdity integril

(oo e

Riedenie. Ak poutijeme vetu 4 a vzorec 1 z vety 5, dostaneme
J(32® — 22 + 1JVF}dx= 3fatdr — 2 fxdr 4+ [2~¥de =2 — 2 — 22702 4 C =
=2 — 2 — )z + C.
Priklad 2. Vypoéitajme neurdity integral
: ootz — 5
cos? x
Riedenie. Zlomdk v].-dal‘ime a poufijeme vetu 4 a vzorce 4 & 7 z vety &, dostaneme

Foosz — 5 & 1
cm:z- d.':mg(?ﬁ—omiz)&z=g3‘dt—5§cml=dxnfs—5m3+{},
Priklad 8. Vypoditajme neurdity integral
{ cotg = dx.
Riedenie. Funkeiu cotgx vyjadrime pomocou funkeii sinz a cosz a pouZijeme wvzorec 17
z vety 6, dostanems

_ [oosz ., _ (fleinz) .
juotgzdz—jnhzdx—gmzdz Injeinz| + C.

17.

683. Zistite, ¢i funkcia F je primitivna k funkeii f v danom intervale J, ak
a) Flz) = cosz, flz) = —sinz, J =(—o0, o)
b) Flz) = T — 2% fz) = —2/f1 — 2% J=(—1,1)
¢) F(z) = E(z), flz) =0, J=(0,2)
d) Flz) = tgz, f(z) = ljeos?z, J = {—xn/2, 3x/2).
1

’) Nmrgmfﬁ;uwimumfﬁ%
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584, Dokazte, e dané funkcie f a g sa primitivne k tej istej funkeii, ak
8) f(x) = 2costz, g(z) = cos 2x; :
b) flx) = 2 arctg x. y(nr}l=arusin-1—_?_—;~'-, ze({—1,1) -

e) fiz) = e*sinh z, g(z) =e*coshz.
V tlohach 585 aZ 608 vypotitajte neurdité integraly®):

585. j (322 + 2x — 4) dz. m.j{lfa:n's—' L) dz.
587. I (}7 — 1/Yz) da. 588. I 2Vt — 2 + 2)da.
589, I (z? — 2z + 1)t dz. 590. j .ﬂz"— 2) (z — 33'&5:.
s - |
i~ - c Vod 19 L o—d
591. I V== EV”E’: =2 g e [ LA L
’ iy -
898. i‘]i-"f-{——’% dz. 594, ’:::1' dr.
.- F L

595. --[5003_:: ~3® + 3L +2H]dr. 596, | [107F+ (2 +2)/(1 +2¥)]dz.

B Lt

597. 598. | e%azdr, east L.
. == .
- - ’ i
o0, | Lo aa nou.j sinh? z dz.
801, | (2sinx — 3 cos z)dx 602. (1 +mu'-;4——ain'%) dx.
. ¥ . l
3 R —
m._[ tg? z dz. w04, | i
005 [—" ds 806. [ —
. x* —~ 3 ’ .,J xlnz
m.]’ (tg z + cotg z) dz. 605, LI
J Y1 =zt arcsin 2

609, Zrychlenie priamodiareho pohybu hmotného bodu v m/s? je dané vztahom
o ‘ a = 1¢* 4 6sint — 3,

kde ¢ je #as v sekundich. Néjdite rychlost pohybu bodu ako funkciu fasu, ak pre
= 0 jo v = 8 m/s. N&jdite aj rovnicu pohybu z = z{t), ak v taset = 0 je 2'= 5 m.

4,2, SubstituZnd metéda

Veta 1. Nech funkcis P je primitivna funkeia k funkeii f v intervale (a, §). Nech funkois g méb v
intervale (a, b) derivicin ¢’. Noch pre kaddé z & (a, 8) je @(z) € (a, B). Potom v intervals {o, b) platd

[ Hple)) ¢'(x) dz = [ [ j{t) &]jmg(m) = [F())imginy + O = Flgtz)] + C. (1)
*) V danych dlohéoh peditajte neurdité jutegrdly v intekvaloch, ¥ ktorfeh exietuid. |
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Veta 2, Nech funkeia @ = @(f) mé v intervale {a, /) derivdcin @1} # 0 a nech funkeia ¢ —
= wp(r) definovand na intervale (2, b) je inverznd &k funkeii x = Pty e intervale {x, #). Neeh
funkeia f je definovana v intervale {a, b) & nech @ je primitivna funkeis k funkeii f¢] ¢ na in-
tervale {x, ). Potom pre vietky z e (a, b) plati ' .

[ ey da = [ p@)] @) dffecyiry + € = Gplx)] + C. f 2

Poznamka. Vety | » 2 st zdkladom tzv. substituine] metidy, ktord thvie v tomto: neurditd
integrily, ktoré sa nachddsnji na prave] strons rovaasti (1) [pripadne (2)], mézeme. ak si sphiené
predpoklady vety | [pripadne vety 2], previesi substiticiou t — plr), [+ = plt)] na wenrditd
integrily, ktoré sa nachadzaji na Tave] strane rovnosti (1} [pripadne rovnosti (2)], Pritom vzorer
(1) dostaneme formédlne tak, e v integrili na Tave] strane rovnosti (1} pigeme 4 namiesto o)
a dif namiesto ¢'(x) dz. Podobne vzoree (2) dostanere formalne tak, e v integrali na Tavej
strane rovnosti [2) pideme @t} namiesto xr a ¢'{t) dt namiesto daz.

Pri potitani integralov substituénon metédou zvydajne pofitame formilne podla vzorea (1).
resp. {2). kym nendjdeme primitivou funkeiv a leri potom skontrolujeme, & s splnené predpo.
klady vety 1. resp. vety 2. Niekedy sa jednoducho presvedéime o spravnosti vystedku derivovanin
najdenej primitivnej funkeie.

Priklad 1. Vypotitajme

J (4 — 202 d.

Ridenie. Pousijeme substiticiu { = g@(r), g{r) = 42 — 2. Funkeia ¥ ma v intervale (—x, o)
deriviciu @'ix) = 4 & pre vietky z € (—oc, x) je g(z) € {—w, «). Funkcia {1} = 113 je apojitd
funkeia na intervale { —oo, @) a podla élinku 4.1 mé primitivnu funkeia. Preto podla vety 1
pre ¢ = 4 — 2 mime !

C 1 - 1t

. I B
— @12 — o 18 { N 13 — [ — a g g
}_ (e — 27 e = — 3 (o 210 4 de = ! prdt = o4 C b B — 21 4 0

pre véethy r z intervalu { —o0, o).

Priklad 2, Vypotitajme

3
\‘ _l"ﬂmtgfdx
= 14t

Hiedenie. Poutime substitGeiu ¢t = (), wla} = aretg x. V intervale [ —ao, o) maé Funkeis @
derivaciu ¢'(x} = Lj(l - x?). Pre vietky r € ( —ot, @) je aretg z € {—x/2, x/2). Podla vzorea 1y
pre { = arcig r mame

L
-

4
| Yarctgz 4, T o om 3.'—*--,
3 _.l+z=d-'c— I‘tdl'=?i + =4 ];{arct.g:r} +

- 3
pre vietky & & (-0, o). Pri poditani sme zistili, ze funkein |t mé primitivou funkeiu 304094
na intervale {— /2, n/2), preto vietky predpoklady vety 1-an splnené, ndjdeny vysledok je
spravny, .

Priklad 3. Vypotitajme
O i
VareTms
Riedenie. Upravme najskor kvadraticky trojilen 422 — 8r 4+ 13 na sadet Stvorcov, Mame

de? 4 Se 4+ 13 = 42t - 2x) 4 13 = 4[(x + )2 - Il + 13 = 4{r + 1}* — 0. Po dosadeni
a uprave dostaneme _

. 1 - L 1 1
Veermrn® ) g ¥ | FEE
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Zavedme substitiiciu ¢ = @{z), @) = 2(z + 1)/3. Derivicia je ¢'(z) = 28 pre vietky
z € (—w, @0). Podla (1) pre ¢ = 2(z + 1)/3 je

1 1 13 1 2 1 1
?5 2z + 1)\* ﬂ”'ﬁ'?g 2{x + 17\* '5""""?5 Tra¥= '
(_':'i"_') +1 (T) +1

1 1 Bx 4 2
—-é-mtgi+l:'=?mtg 3

<+, pre =xe{—o0,00)

Prikiad 4. Vypotitajme
S vl_#'dﬁ.
T2
Riedenie, Zavedme substitGeiu z = @(f), @(t) = ain £, Funkeia ¢ mé v intervale (0, xf2) deri-
v&uiuy’{tlmmiaﬁﬂ.mkfunkcﬁpexilmjeinvmfuﬂuisl=lp{m)-ucuin:vinhh
vala (0, 1). Podla (2) pre ¢ = arcain z, kde z € (0, 1), plati:
i =2 'Vl — min*? cos? ¢ 1 .
XTM = S Tﬂﬂﬂ#d‘- Smdt-j‘ (.. "—l)d‘—

}-‘ ~ ain® -
=—cotgt—l+ﬂ==—~%—t+ﬂ=— 1==

— arosin 2 + C.

Kedie sme zistili, 2o funkeis G(f) = —cotgt —t+ C je primitivns k funkeii g{t) =
= 1fdin* s — 1 a viotky predpoklady vety 2 & splnené, néjdeny vysledok je sprévny. |

V tilohéch 610 a% 727 vypoditajte neurdité integrély:

810. [ (3z — 11)* dx. g1l. f (a + bx)pdx, n# —1, b#0.
612. [ z(a + bx)" dz, 613. [ (z* + 2)* 2z dx.
b # 0 a n je prirodzené &islo.
3 o
614, ] 2—5&:&' Glﬁ.f;_—i dz.
616, | = _dx 617 J—l-dz
Cla=—asT RN E T
[ 1 ) z
813.- mdz. b:,t‘-O. ‘ﬂ?‘:l. uﬂlg-.l.midx, b-‘#o, ﬂf,él,
nE 2
- ™~ #' - fa di.
620.‘ mdﬁ. b?l'-o, ﬂf,él, 521'. ﬂf‘+4 .
nE2 n#£3 :
© dx G
532.‘ m- m-ﬁ-m. ﬂ¢u, a#o&
( dz 1
ﬁ%o J m- 525‘- (I-]—l} (ﬁ—ﬂﬂ}dz.
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626.

628,

630.

632.

634,

636.

638.

642,

644.

646.

648,

650.

652.

EM#

656.

668.

¥ 1
dz.
J 24 bz + 11
- 1
J Szt ¢ 8z + 20

x
J (a® 4 2%t d.

95"
| vzt

x
f 6 1 5at

x
f (1 -I-ﬂﬂ’]’dx'
Jz — 2 d.

L

8
Y2z + 5 de.

~ 3
:ryx+2d.t.

3
z‘Vz* -+ 3 dx.

) 1
Jzax—ﬂyyam—z

Vet + 42+ 5 '
i T

s_
V322 — 2)2

LS

dz.

=
-
+
§
-

627.

629,

631.

633.

635.

637.

639.

641.

643,

6406,

647,

649,

661.

6563.

665.

667.

“ﬁg'

661.

i 1
z‘~4a:+12dx'
[ dx

@y 7

™ 2

dz, a = 0.

x
a? + 2?
&
T

i

T s 4

2
[ &5

V‘? — 3 de.

Va5 brde, b0,

2|1 — 2? de.
.
Vez+ 3 da.

* dx

Vl—::lm*'

L

J V8 —6x — 9zt

rx— 1
3
V:r+l
™ 333,
24 + 1
i
"“‘"'_.—=d:-
Jg—=*

dax.

dx.

-

dz
(z — Y22~ 1)t
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c-"'.a
—2z+3 ' -
Bﬂ?.fe dr, | ﬂﬁ3.J.4+ezdz
1 _ o
664. f g T 4 o 665. f e |2 = 3o da.
4z qx
666. dx. . - -
J.1+4u ' 667 J-l!'l—ﬁﬁdx
668. j . Eﬁﬁ.f atrdz, a# L
V2¢ + 1
670, J' 2ePytdr. - 671. J. e#nbz cosh x da,
elix
672, J‘ ertHixdi(r 4 2} dur. 673. J- — dr.
674, f eC08 T gin Zx dr. 675. f zin(2 + %) dzx.
-l 3 I (e
676. f iz e 677. f Vasingel,
x x
9
e [ o __ar 679. J' nz—=2 4
J z|1 —In®|z| z}in »
680, f In arctg r dr 881, " cos {In x) dr
{14 x%arctga . , x ]
682. f sin (8z — 3) dx. : 683. J- cos i-dx
a&e.tfot 2% + 1) da maaf dz
- ] cotg (Bx + 1) dx. : sin2 [3: —
686. | 7 cotgeﬁdx; | : 687. f cotg L z
" tgx sin r
688, ) Oﬂﬂ‘md‘:. 689, j ;!;—'—b—m a’—l—bf,‘::-ﬂ.
" cos 2z cos ¥
- ) smmm® . [ G e
o8 T sin
692. | — —— _ 4= 0. 693.
fﬂ’-l—ﬂin“:_ig. o J.P2-|—cﬂaz
P . : "
694, J. m dr. o 695, f & sin (x* + 4) dz.
696, f ztg (1l — z?) da. ﬁW.f iasinidx
. : x x
698. J sin’zoo;slzda:. ) | 699. I cos? z sin z dz.
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700. | oo dr o1, [ 7 da.
. J l—‘cosﬁ x F—— -
, I;zsmE x
3-. . .
i . dx . :" i
020 | 708, J l__tgz * dr.
J cm*x],"t.ga:—l cos®x
sin 2x _ ( 1
704, I S'inz Bﬁ_ﬁ o 705, ’] 1 —{'GUH xd.r
706. [ dr . 707. [ Is_i“ TS
J 2sin?rxr 4 3cos®x I 1 S
Lcus x + sin &
708, | cos?xdar. 709. | sin®xdr.
J J
il 1 > [ l
?lﬂ. I dﬂ:- 711- T d:;L'
J cosx J sin x
- ,I .
ne, | -2 da 713, | cos 3z sin 4z ds.
J osin x o
714, | cos 22 cos 6x dx. 710, | sin zsin 3x dx.
o . o dr
716, | =in zsin 2z sin 3z dz. 7. o o
d J tgz.In?sinx
" 1 arecos ¥
718. ] 059 arcta= dur. 719, j Vl e da.
700, | ToArOmE 791, [ ATOCO8F 0
Jo = et 1 —
[« — areig x - arctg (2z/3)
o —— 2 T de 723, | - da.
722 ) i g dr J 0 . 4z
[ e Va,rctgex i 1
724, " de. - 25, _— \
J 1 4 e* 25 f coahxdm
1 ' : dor
726, | - da. ay | T
J cosh? 2 ° i ,[ sinh® (z/3)

4,3. Mcetdda per partes

Veta I. Nech funkeie [ a g maji ne intervale {a) 0) derivicia o funkein f'p ma primitivoaa .
funkein na intervale (a, b). Potam plati

: { i) g'(x) de = fle) gle) — § ['(x) gled de (.
pre kazdé x € (a, ). . '

Poznamka. Hladanie neurfityell integriluv pomocou vefahu (1) nazyvame integrovanim
per partes (po éastiach), Tédto metdda thvie v tom, e podla (1) namiesto neurlitého integrila
| Ka) g'(e) dr poditame integral [ f'(x) glz) dr, ktory pri vhoduej volbe funkeii f, g mdZe byt
jednoduchsi uko povodny, Ked je to potrebné, moZno metodu per partes vieckrit zopakovat.
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Prikiad l."i"'ypoiitnit-a § = cos z dx na intervale (—ow0, w).
Ricdenie. Poloime f{x) = z, g'(z) == cosz na intervale (—oo, ), Potom Flz) = 1, glz) =
= sin v pre ka#dé z z tohto intervalu. KedZe predpoklady vety 1 sit splnené, pletf
Jzeoszdr = zsinzr — [einzdr = xsinz + cosax + C °
pre x € {—c, ).

Prikiad 2. Vypolitajie [ Inz dz v intervale (0, oo).

Riedenie. Polotme f{z) = Inz a ¢'(z) = 1 v intervale (0, «0). Potom plati {'(z) = 1jz 8 g(z) = =
v intervale (0, a0). Kedie predpoklady vety ! eni splnené, dostaneme

1
j lnx&=shz—§¢;h==h=—=+ﬂ
pre x € (0, oo).
Priklsd 8. Vypoditajme [ (z? + 2z + 17) e? da.

Riederie. Poloime flz) = 2% 4 2x 4 17 a ¢'(z) = %, Dostdvame f'(z} = 2& + 2.. glx) = 6%
pre kaidé z € { —oo, c0). Pretoe (2} g(x) = 2(zx + 1} e je v intervale (—0, o) spojitd funkeis,
mé podla &lénku 4,1 primitivnu funkeiu v intervale (—oo, ©) & podla (1) plati:

Jx* 4 22 + 17)e¥dz = (2* + 22 4+ 17)e* — 2 [ (@ -+ 1) e*dz.

PouZime eite raz metédu per partes. Polokme opéf f(z) = = + 1 & g'{z} = ¢*. Méme f'(x) = 1

& g(z) = o* pre kaidé z € (—w, w}. Fretofe predpoklady vety 1 si opit splnené, dostaneme
I (z2+ 22+ 17) e dr = (27 + 22 4 17)e? —2(x + 1) e* +

42 [ efdr=(z*+ 17) ex + C

pre z € (-—ady ). ' :

Poznédmksa. Metédu per partes Sasto poutiveme pri hladani tzv. rekurentnygch vroréov.
Priklad 4. Vypoditajme j'ln"r; dr v intervale (0, w), pri om n je prirodsend &slo.

Ricdense. Oznalme dany integrdl rmakom I,. Poloime f(z)= ln" z & g'(z) == 1 v intervale
{0, ). Z tobo vyplyve, te f(z) = (nIn"1z)jz & g(z) = z pre x € (0, w). Kedie predpoklady
vety 1 st sploené, podla (1) je

Inj=zln"z —n [In*lzdz =z —nl,,, n>1
Tento vzfah plsti pre n > 1 & nazgvame ho rekurentnym vzorcom pre integrél I,. O anim
tohto vzorca dostaneme sa po koneénom potte krokov k neurditému integrélu I, = {lnzdz =
=zlnx — 2+ C {pozri priklad 2), -

Naprikiad pre n = 3 plati '

-f.—zln'#—r3f.==ln'a:— 3{3111.3"‘211]=
=zn'z — Jzlnd*x + Blzlnz — z) + .
Méme
frin'zdx = 2(ln"z — 3In?z + 8lnz — 6) + ¢, pre e (0,m)

V ulohdch 728 aZ 773 vypoditajte neurité integraly:

798. f ze% dr. | m.f 2 gin x dz.
&30._[::1”&:. 731..]'”::1:, a1,
732._[:005]1::(]2. 733.f::mhzsinh:dz.
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734, f zIn?zdz.
736, J‘ x arctg x dx.

738. f z?e—% dz.

740, ! z? sin 2x dx.
742, “ (% - ) In (z + 1) d=z.
744, [ a:"‘a’ dx, n je prirodzené éislo,
746. ‘ z® sin  dx, n je prirodzené dislo
748, J. Inzdx
750, f arcsin x dx
752. | arctg Vz dx
4. [ oFdx
756. ' sinh? z dx
768. I earcsin z g
760, [ I0°Z gy
22

762, f "‘“:”’ dz,

764. J‘ & aresin x
VI —zt
766. e% gin x da
“n
768, | e*Tcosbzrdx, a4 b > 0.
770. | sinz.ln (tg ) dx.
772. f aretg o ae.

735. f zln (2 + 3)dz.

737. f x (arccotg x)? dx.

739, f z*In x dxr.

741. f x? arctg t:l:.-:..

743. f (x? - 6x 4 3) cos 2z dx.

745. f z"In r dz, n je prirodzené éislo
747, j z¥ In® x dr, n je prirodzené &slo.
749, J. arctg x dzr.

z?) d.

761, | In{x + Vl

. ml/
Vo= aras

767. f cos {ln z) dr.

753.

7656,

759. f i_"ilT-Il_)" # jo prirodzené tislo.

lnx

761. dz
f (1 +2)? n:)'
T arctg
7651- Ei_-niji .

767. f 02 cos x dx,
769. J‘ e gin bx dx, a® 4- b* > 0.

771. J. x tg? x de.

773. J' SR e
Y+ 222
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44. Integrovanie raciondélnych !ﬁnlei_l*)

A, Roskiad racionélne] funkeio na c!enunti'rna zlomky

. Kaldd nerydzo racionslnu funkeiu moino vyjadrit sko stdet polynému & rfdzo racionAinej
funkeie. Ak f(z) = P{z))@Q{z) je nerydzo raciondlns ftm]mia, delenim dostaneme

. th)
ﬂ#l R(#}*i- Oiz) (1)

kde Z/Q je ui r{dzo raciondlna funkeia, R je prisluiny podiel a Z zvylok.
Elementérnymi tlomkami nazyvame raciondlno funkcie tvaru
A ' Bx+C

= aleba e B
@ —ap BECEY=Ear Ll

kde 4, B, C, p,gmreﬂmr&hh n prirodzens &islo a polyném z* + pz + g nermné redlne korene.

‘Veta 1. Nech f{#) = P(z)/Q(z) je r§dzo raciondlne funkcis & Q(x) = ay(z — a)afx — b)F ...
voo (@ = k)u{z® + pr + @M (2% 4 2 eg)e ... (2" + ux 4 v} (pozri veta 5, dldnok 3.8), pridom
ag 0,05, ....kp a0 ..., % ve0 disla, a, B, ..., % 4, u. @ 80 prirodzené &ala & vietky dinitele
na pravej strane posiednej rovnosti st navzdjom rémne, pricom kvadratické trojéleny namajd
redlne korene. Potom funkciu / mono rozlofit ne sidet elemgntédrnych zlomkov takto

Pz) Ag  Aa

Q) = - ull+(x—ﬂl""‘+
-__-B,q B‘ﬂ-—: ) B,
te- e Tt
Foinan feeenan P AP + -
K" N x.ﬂ E‘t
+l{z—t}n+'{z-=i}n-1+"'+=—i+
Pz + Q: " Pz + Q1 + + P+ @ 3
"t p e gh @ pe gl T At pr g
Ryx + 8, By + 8y, . 8:""'.51 .
+1='+rx+n)f‘+i#'+rx+l}!" Pt reT
A e e +

Uz + V,
z'+u:c+u

Vo + Fuo ., Ug-y® + V-
@+ o @+ + o ot

pritom Ay, By, ..., K, Py, Qi RBq, 83, ..., Uy, Fi a1 Yedine sila.

Pozndmka 1. Cisla Ay, .... ¥y, mnlmnﬂjuﬁ napriklad metédou .,M‘ﬁcﬁ hoeficienton”
{pozri priklad 1), ,,dmdwmmu“ metédou {pozri priklad 2) alebo metédon uvedenou v po-
gndmke 2 pred prikladom 3.

Priklad 1. Rozlotme na elementérne zlomky funkeiu

24z% — 152 + 71
z -1 +4)°

+ (2)

flx) =

*) O raciondinych fankeldeh pozri dhdnok 1,2,
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- «Riefendie. Podla vety 1 dostaneme
242 — 152+ 71 4 Be-C
(e — D(x? +4) =—1" 2%+ 4

(4}

pre véetky x vézne ud koreriov menovateln @z} = (& — 1) (x? 4+ 4). Nasohme rovnost {3
menovatelom @(r) == 0, dostaneme

Mr? 152 + Tl = Afx? + 4) + (Br + O) {r — 1) (4}
pre vietky x, pre ktoré Q(x) == 0. Avéak z vety o rovnosti dvoeh polyndmoyv vvplyva, fe vetuh

[4) plati pre viethy x & koeficienty pri rovnakyeh moenindch v oboch polynémoch sa rovnaji.
Teda z rovnosti {4) porovnanim dostaneme

24 =4 + B,
—15 = —B -+ (,
=44 — (.

Riefenim tohto systému je 4 = 16, B = 8, € = —7. Ak toto rieenie dosadime do rovnosti i(3).
dostaneme hladany rozklad

2422 =132 =70 16 8z — 7
{-mulj{:r*—lri} _'x—i+::’+4' .

Priklad 2. RozloZme na elementdrne zlomky funkeiu

' 3t — ot 4 22p® 922 4 4]y = 13
Hay = -~ {I T [I’ + 4}’ " By

Riedenie. Podla vety 1 dostaneme *
3.!‘—29:'+22'.'.::‘—2.r’r'—41a:+13_ A, R Bt Par -+ ¢}y

i P Q,
(£ — )3 (x? + 4)2 _{x—l}i"";—1+txt+’ﬁf

x4 4

+ (6)

pre vietky  rézne od korenov menovatela
Qx) = (& — 1)2 (ef + 4%
Koaficienty 4,, 4,, £,, ¢, P,, @, uréime takto, Nsobime rovnost {6) merovatelom (Hx) £ 0,
mime .
3r® = 2wt - 2220 — 2t L 4le + 13 = Ayle® o} 4)2 4
Az = 1) (2 4 (P o+ Q) (z — 1)+ (P + Q) (r — 1)% (2% - 4) {7
pre vietky x, pre ktoré Q) % 0. Avisk podla vety o rovnosti dvech polynémov vypljva, e

této rovnost plati pre véetky z, tedn aj pre korene polynému . Ak dosadime do rovnosti (7)
postupne za x korene menovatela 1, 2i, dostansme

75 == 234,
dide '
) A, — 3

— - 21 = 8P, — 3Q, + i(— 6P, — 4Q,).

Z podmienky rovnosti dvoeh komplexnych &siel méme

BPE o W| = 11,
— 6P, — 40, = 2.

Riedenim posledného systému je P, = -L @ =1
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Aby eme urdili koeficienty 4,, P,, ¢;, zderivujeme rovnost (7), do ktorej sme predtym dosadili
vypotitanéd hodnoty 4, P, @, Dostaneme

1524 — 823 + 66z% — 4z 4 41 = 12z(z* 4 4) + A (=* + 4)* +
+ Az — DA+ )2 — (z—~ 1)+ (—2 + 1) 2z — 1) +
4 Pr — 1) (z* - 4) + 2Pz + 2Q) (2 — 1) (3% + 4) + (Pix + @) (v — 1) 2z (§)
Ak dosadime do rovnosti (8) dvojnisobny korefi z = 1, méme

110 = 60 -+ 254,
& z toho Fl

Al =1 2.
Ak dosadime do rovnoati (8) dvojndsobny koreii 21, dostanems
8 4 4di = 24P, + 16Qy + i(32P, — 12Q,)

a z podmienky rovnosti komplexnych Zisiel méme

B = 24P, + 18Q,,
44 = 32P, — 120,.

Risdenim tohto systému je Py = 1,@, = — 1.
HIsdany rozklad funkcie {5) je

h‘—2z'+22='—23'+41=+13= 3 4 a + —x + 1 x—1
{# — D¥(z=* + 4)2 (g — 1)1 "z —1" (2% + 4)* +x‘+i'

Poznémka 2. Ak v rydzo raciondlnej funkeii f(z) = P(z}/Q(x) mé polyndém @ ﬂ[ﬂo G 76
k-nésobny korei, tak platf @z} = (z — o) (=) a rozklad podls (2) mé tvar .

P(z) . Ay Agy A,
o G—af T woapi T TaTg T
Kosficienty 4 (v = 1, 2, ..., k} moZno vypoditat podls vzorca
. _l_ P{x) )m] _
Ak—l‘ = fl[(ﬂ;{:ﬂ - . {Q}

Priklad 8. RozloZme na elementdrne zlomky funkeiu
i zt —x* 4 3z + bz
2 = 2 — 62t 10z -4’

Riedenie. Kodta dank funkeia f{z) nie js rydzo raciondlns, upravim? ju dalenim na tvar (1)-
dostaneme
1

zd — 378 S — 27

f#) = b

Funkeiu 1/(z* — =% — 3z* 4 5z — 2) rozlotime ns elementdrne zlomky. Kedie menovatela
mobfems upravit na tvar (z — 1)® (z 4- 2}, podls vety 1 plati
1 A, A, A,
F—1PE+2) (x—1)p Tt stz =
Kosficienty 4, 4y, 4,, B, vypoditams podla (8):

By
x4 2°

+

1 1 1
A’ k= i._' = Ei- [m ’-1-?_

L N e ¢
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1 i o 1 2 ‘1
A= dama =y, [(z 4 2) L-f? [:'x + 2}*]“:2‘#'

1 1
B= [m]x-_, = e
Hiadany rozklad je -
il ekl ol NN S V- SRS 1 BN T B V7
220 — 2% — Gt 10z -4 2 fz— AP r — 1) x =1 g0
‘ Pix)
B. Integrovanie racionilnej funkele f(z) — giey

Neuréity integrdl raciondinej funkeie f{z) hladame takto: Rydro raciondlnu funkeiu rozloFime
podla vety 1 na sudet elementdrnych zlomkov a najdeme ich neurdité integraly,

Nerydzo raciondlnu funkeiu pomocou vztahu (1) vy judrime ako sidet polynému a rydzo racio-
nélnej funkeie a potom integrujeme. .

Integraly elementirnych zlombov

1
= —_ gl L .
l'jz—a Injz—al +-C pre. 2:#a | (L0}

l N
v —api T € prex # o prirodzend Sialo 2 = 1. (1

1
= 5 fx — am (1 — n){

Az + B A B — Ap/? x4 pi2 :
b TR e e A e e ” S arctg et L, 12) -
g£’+ﬂ+q 5 n|z* + pr qi*l"i"— i “Ngl"q—?’f“-f- {12}
4. Polotme
. 1
R N —" )
» 5 @ Tz T W
potom plati
B x + pi2 o 1 _ 2n -3
o Sl P e T TR = ey e U3
r Az + B A 1 Ap
S TP N PR S SR S 4 1
S| i In — 1) {x'+m+q3“‘1+( 2) " (

Priklad 4. Vypolitajme neurdity integral
7= [ B2t — 2ot 4 2203 — 207 4+ 41x 13
_j - Dt a0

Riedenie. Neurdity integrél danej funkceie vypotitame tak, 2e ju najskor rozlodlme na elo-
mentarne zlomky a poufijeme vetu o integrovani sudtu funkeii. Dostaneme (pozri priklad 2)

Ba® — 2t 4 222 — 2t 4 41z 4 13 e -
S (r — ¥ (2% + 4) a
" 3 2 —x 4 1 rox =1
=) Ex—ﬂ"d’“’f -1 ‘ix"'g wrg T | e
Vypotitajme najskor integrily na pravej strune poslednej rovnosti, mame:
¥ 3 dx 1
j {?—_-1}‘ - —3‘;__ J: ‘I‘ Cl'

2

1 Zbierka dloh
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S S "’=lh{#’+4l-—-—m-—-+ﬂa

1 4
; ;f—mh=%x‘+i+T =i+¢+ﬁm"§+ Cy-
mmimpu:;e |
l-ﬂ_+=h|=_”+ _ln“'-!-‘}__mm +l ='}l-l+% z‘fl-i'i'
'-"'ﬁ"“‘—a“"”" —g{ff_:;;_,,’fhah;n-u#

+%h{=‘+l}—%mtg—:-+ﬂ‘. prihm U-Ol+ﬂ.+ﬂ';+ﬂ..
Ostregradikého metéds
Nech v rydzo racionélnej funkeii f(z) = P(z){Q{x) polyném @ mé viscnidsobné korene a pech
et = (r —ap (= 0)F .z = kP (et b g e b @i (ot ek o
Potom plati

P o _ Paie) [ Pyle) -
) o m"‘j e (13)
kde

Quiz) = (x — apa-t(z — b3 ... (2 — k)1 (2" + g + @i L. (2 4 ux + w)ey
Qiz)=(z—a){z =0 ...z —k(z*+px+ ¢ ... (z* + uxr + v) _
.P,.P,mpdymymmoj.dnomuimmq, , @, , ktorych koeficienty urtime
metddon nenrditych koeficientov & rovnosti
g Py(z)

Pz} [ =)’
+
Q Qulz)’

Q=) 1)

ktord sme dostali derivovanim rovoosti (15). .
Prikiad 5, Ostrogradského metédou vypoditajme neurdity integral
Bxb — Dt 4 2320 — 227 § 4lx 4 13

I= & — 1)¥ (z* + 4) -
Riedense, Podla vafahu (15) dostansme
S h'—hi+2h'—h'+4lx+lsd=_ Az* 4+ Bz 4+ C Dzt + Ex + F 4z (18)
(z — 1)*(=* + 44 z—-1@+ 4 (® — 1) {x* + &)

Derivujeme rovnost (18}, dostaneme
h'—h'+2h'—h‘+lls+18“
(x — 1)* (=* + 4)* :
_ Azt B -l 4 — 4z 4 Br+ Q) (Bt — % +4) D'+ Ee + F
(x — 1) {=* + &)* @—1){e*+ 4 °

Ak vynisobime poslednd rovnost epolodnym menovatelom s usporiadame podls mocnin z,
dostaneme '

8o — 2z 2229 — 220 4 dlr + 13 = Db + (—4 — D 4 Eyzt +
+(—2B+4D —E+ F)z' + (44 + B — 30 — 4D + 4F — F)z* +
4+ (—84 & 20 — AE + 4F)z — 4B — 4C — 4P.
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Porovnenim koeficientov pri rovoakych moenindch dostaneme
D = 3, 44 + B —3C — 4D 4 48 — F = 32,
—4 — D4+ E =—2, —84 + 20 — 4F + 4F = 41,

— 2B +4D - E 4+ F = 22, — 4B — 4C — 4F = 18.
Ruhuimtohmmwnu;ed-—za;a,s=afs,o-=-25;2.n-3,3=-—15;3,r-.':1;s.
Zo vztahn (16) dostaneme .

Sab — 2zt 4 222% — 22% 4 412 4 13
(@ — T}* (z* £ 4)
=232 4 32— 100 ] 24x* - 15a + 71
7Bz — 1) (2 + 4) +y (@ — 1) (=% + 4) d’ (17)
Integral na pravej strane vypoditame rozkladom na elementédrne zlomky. Mame (pozri prikiad 1)
24x% — 15z + 71 c16 -7
Pl e T +.\x' dx.
Neurtité integrdly ns pravej strane vypotitame pouditim vzishov um a (12). Dostaneme
15£—1Hdm-1ah|x—1;+c,,

C {0 Bz 7 z
- ] _ L il
j=,+4d..~: 41n (z* + 4) 5 arelg —

de m

+ C.

Hladany integrél I jo

T= Bz — 1) (2% + ¢ +2h1’—14+'§'h!=’ 4]——mt¢

V dlohdch 774 aZ 823 vypoditajte neurtité integrély:

dr 11z — 12 _
32 1 bz — 12" 775f3:*—11z+6d’

dx
WG'J‘M' a 7 0.

dx
77‘fztz+1)t=+2)'

3z* + 30z — 120 52% — 15z% + 15z — 3
78 f{x—2){z+2)(z—5) dz. mf -&=+17=—mf”‘
bx® - 0x? — 222 — § m‘+3=' - a2 42
m.j p— dz. 781. f — T3
9x — 14
732'!9.“:‘—24#4—15&#' .- 783.‘['::—_1-}—;:—'

dz
W [ e oo

3r — 4
786. f @ =9 @ —1p %
3xz® — 14zt + 272 — 16
@ —dz 1 &) (=2 —27)

788.

LY

dz,

x—1
735‘.[ EEDGEFIE
24— 1023+ 362° — 46z + 25
787'.[ — Q234+ 272 — 27 ﬂz.

z¢ 1 :
o f Fr—NEtIp
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m [ Eo e m [
o [ S m. | ety e
794, _[ %4_1 795. f F?i’m_hﬁ :
6. J‘ (x¥ — 2: Tz?ﬁj—l 2z + 5) ds. 797, ." (x? — bz + B?fx‘ Tty
798. widj T 9. | m;dj;ﬁ , a0,
800. f - —1 8ot ,. xff;:fs;lfzs; 41-'}12 d.
804, I _ da 805. j dz :
{x“+3x+3}’ (x + 2) (2 4 3z 4- 3)*
06. [ o e T e
808. %I;r 0. [ e
410, J‘ —— . S1L. ”" » dx”n’ mﬂ je Pﬁl‘Odané. .
V ulohéch 812 az 824 vypolitajte Ostrogradského metodou:
sz | 2 _‘3?:";;"_"‘1:_25} de. 813, g (;_5“;'},'{; = ;;,‘ dz.
s, | £ 2;—_ ﬁif—l—_ ::2 “ar s, .‘" (z — 1) (:i 2z + 3)°
816. ; x—f{i% dz. 817. f :r‘{x;i-kl]
820. | +g:+ o ‘
g91. 28 — 1228 4+ 552¢ — 137x% 4 194x? — 1482 +isdz.
X (*—1) (z — 2)%(a® — 2z + 2)*
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Pulz) , -
(x : 1)s+ dz, kd“ Py(z) je pﬂl;?rném n-tého stupna.
824, Pre aké ¢isla a, b, ¢ je neurdity integral
ax® + bz + ¢
2}z — 1)® ot
raciondlna funkeia.

4,5. Integrovanie iraciondlnyeh funkeii

A. Neardity Integral
| Bz, gVoa, ik, | z1/¥s) dx,*)
kde &y, k;, ..., ks 91 prirodzené ¥sla, moino upravit na integrél = raciondlnej funkeie R, sub-
stitdcion
. t = 2VE, (1

pritom & je najmendi spolofny nasobok isiel ky, kg . . ., kn- )

Plati .

[ Rix, 2Mka, | Vo) de = [ R(eY, t¥/hn, , 0¥/ka) ktk-2 di = [ R,{¢) di.
FPriklad 1. Vypoéitajme

x .
dz, € (0, ).
E=+IG * € (0, )
3
Riedenie. Funkcia f(z) = [ —— raciondlnymi operdeiami z funkeii z, zl-*' 28,

x +
Hn.]mmﬂnpohénj'nhobokﬂnell 2, 3]1!& 8. Zavedme preto substitbeiu ¢ = z3/9, ztoho
dwtanﬂmnz-w}. Pt} = 6, @'(t) = 88, 21/ = 3, 219 = ¢* pre ka2dé t € (0, ). Potom pre

- e se
T,_. 1,_
P e — = :
«5:+!,-'3.~ x j"+wwm 6 arpta=6| @

0 ¢ ; 2 2 4 2
=“l ("_t'+l)d‘-j (m+e+t_t'_—:+1)'”“

=32+ 2njt+ 1] — ﬁ;ld:—g—s—d:- |

t+1 1=t =1
=m=+zm|¢,+n-m|s=—c+1I~2V§.mm%+ﬁ'-
&
] e
L afs + ing {lf'+n )5 2fz -1

nrutg = + ﬂ!
Fz - Vz + 1 FS
kde x je z intervalu (0, x).

*} V dalsom texte znakom Rif,{z), ..., falz)] budeme rozumief funkeiu, ktord wenikne konedn¥m
poitom racionkluych operdcli (séitanim, odéitanim, ndasbenim s delenim) 5 kondtkot & & funkelf f,, ...,
I deﬁnutmﬂhnnwhmmﬂmu
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PG -G

kde ky, . . ., kg 810 prirodzené disla, a, b, ¢, d ad redine &sla a plati sd — be 3% 0, mo#no substitdeion
ax - b\ 1k '
¢ = (7’“) , @)

B, Neurdity Integril

or 4 d
pribom k jo najmendi spoloiny ndsobok disiel ky, ..., ky previest na integrdl z raciondlnej funkdcie

i
Plati
ax + byl ax + b\1/k,
JrlE= () -
ad — be

b — dik _ . )
= E R[ﬂ?;—a, P TNY0 [ ey ¥1 20 T =g R,(t) dt.

(et — a1
Priklad 2, Vypoditajme

I — =
g Vl-i—z (1 _a_ﬂldx prg xe(—1,1).

Riedenie. Polotme ¢ = V(l — )1 + x), pre z € (=1, 1). V intervale (—1, 1} je tdto funkcis
klesajiics, preto k nej existuje inverznd funkeis x = g(t), @(t) = {1 — 19 i - l'j v intervale
{0, 20). Zavedme substiticiu x = (), z toho potom dostaneme

. —dt 1 — g1y 2 Lo
Y@=tz (l+x}’-(l+1+")={1+='}'

pre vietky ¢t & (0, «c). Po dosadeni & wipravéch pre ¢ = J(I — a-.};u'+ z) méme

1=
S 'V i+ 1 — At
l+4+=z {I.+::}‘ 1..;: 4 (1% 32

TiT e G g

:=-S tids=~r’ja+c-—TV(llx) +C

pre xe(—-1,1)
€. Neardit¥ Integril
§ Rz, | ax® + bz + ehdz,

kde & 7 0, mofno pomocou Euwlerovjch substiticti previeat na integrél z raciondinej funkoie,

Ak a > 0, poloiime

t= Jaxr® = br + ¢+ 2fa (3)
Ak ¢ 2 0, poloZime
xt = Yax? bz 1+ ¢ 4 Je. )

Ak &, f s redlne korena kvadratickej rovnice ax® 4 bx + ¢ - 0, polofime

r—V -
x--r.'l.

Zo vifahov (3), resp. (4}, resp. (5) moino urlit z = g(t) ako raciondlnu funkeiu. Potom lublh
tiicion z = @(¢) mdéteme dany integrai previest na integril z raciondlnej funkeie.
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Prikiad 8. Vypositajme '

z* '
‘[ m&, z e(l, o)
Rickense. Kede méme pripad ¢ = 1 > 0, polotme

t=)2""T4+z pre ze(l, ) (8)

Pretole tato funkeia je v danom intervale rasties, existuje k nej inverznd funkeis, ktori ndjdeme -
takto .

t—z= [z =1,

tize
2Y = 2k A #t e " ],
Odtial je
M
&'-“;n £ 0.
Zavedme substiticiu z = @(f). Mame
I # “.-l}
) =

FTL
Podla vety 2 z tlénku 4,2 pre ¢ = l"z'—l-l-:m

(et 4 1)* :
3 N [l DT A b
Svsu_ldx T+ 1) [Ty d‘_,\- w -
I/T“

.._:.; S (€ + 3¢ + 1::-1:1:-%{:*;: +2lnt— L2%Y) + C -

=g+ =+ ghnes [ B s
1
wse )T Ity e+ oD 40
pre x € (1; ®). |
Fozndmka 1. Integrél
i
== _"4’r 0
E]fﬂs‘+h+c o

médeme Gpravou kvadratického trojdlena na viplng stvoreo s vhodnou substitteion previest na
zdkladny integrdl 11, resp. 12 z 31, 4,1. '

Prikiad 4. Vypoéitajme

1
V@ —&+3
Richonie. Kedlo z* ~ dr 4 3 = (z — 2)! — 1, zavedme substiticiu ¢ = p(z), @(x) =z — 2
pmxe(—uo,l}.rntnmp’{:}=I.Podlawtylzélhkui,!pul-z—ﬂdomm
1 1 1
S ]{:-_4...;.3‘”'5 V{,_zj_:_ldx-j l’g_——i — ld’-
=L+ fF =T+ Cmm|z—2+ [E-2p =0+ 0=
=ljz—24+ 2"~ +3[+C pre ze(~c, 1)

Pozndmka 2. Integrél J Biz, Vam = 2% dr, a = 0 motno substittcioy z = asint alsbo
“ = acosi upravil postupne na integral 2 raciondlnej funkcie, : ) )

dz, ze(—wo, 1}
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Inugnﬂ | Bz, Yzt + a%) dr, a = 0, moino substiticiou x = a tg f elebo x = o cotg ¢ uprs-
vif postupne na integril z raciondlnej funkeie.
Integral [ B{z, |x* + a*) dv, a + 0, mo¥no eubstiticiou = = afoos s, alebo z = afsin ¢
uptﬁﬁpuﬂupnnmmhgrﬂ!rl(ﬂnﬂﬁb&jm
Priklad 5. Vypotitajme
- “xt .
-\' Wﬂ#.‘ ze(—22).
Riebenie. Zavodme substiticiu x = @{t), () = 2 sin ¢ pre vietky ¢ € (— /2, x/2). Potom jo
@'{t) = Z cos ¢. Pretote v intervalo (—n2, n/2) jo funkcia @ restica, existuje k nej invermmé
funkcia ¢ = arcain (z{2). Pre ¢t = arcain (z/2) mime

. z? 4 Bin?e
S Vu-zt:'dz fPu—amu;-z"““”

(1 — eostl)cost
=_\ coa® 7

— 1
d:-Sl R bt — 14 C=—2 40w
1— sin's

xj2 . x
— ____,,_,«urcnm—-i-ﬂ: — AFCAIn -— +0 €(—2, 2).
VT =254 2 Ve — = pre ze(—%3

‘. Neority Integril

§ z™(a -+ ben)P d,

kde m, n, p s raciondlne &isla, nmﬁuhmw&jmmwmhjhwﬂpm
tirna funkeis vtedy, ked jedno z disiel

m o+ 1 m+_l

y 0 " 1 " + P

je celé tislo. Pomocou substiticii: z = #, ak p jo celé ¢islo'a m = gqfa, n = rfs,
m 4+ 1

6+ bat = ¢ sk

-

je celé &alo,
' . mo+= 1
ar~® 4+ b=t ak v—-—;'—-vI-P je celé Eialo,

_moino ho upravit oa prv uvedend integrély.

Priklsd 6. Vypoditajme

o 20— ey, ze(®1).
. Riedente. V danom priklade m = 3, n = 2, p = —3/2. Pretode (m + 1)/n = 2 je celd dislo,
poutijeme substiticiu ¢ = 1 — 2% pre z € (0, 1). Ked2e, této funkeia jo kissajoca v intervale

(0, 1), existuje k nej inverznd funkcia z = @{t), g}{ﬂ-l’ll—-lmtew 1). Z toho vyplyva
g't) = —1/2)1 =t a pre t = 1 — 2? dostaneme

[ ¥}l — 2~ ¥igdr = ‘ (1 — pWy-v%1 —
- v 2 )Y -1 2

=—%j:-mm.}..;_j;—md;-g—m+;m+ C=

pre 2 (0, 1).
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E. Metéda neardityeh koeflelentov. Hajms neurdity integral

S Vm:'+6as+cd=’

kde P je polyném mual.Pmknldjpulyndm?ntupﬁanalaxintnjapol;mﬁm
u

Q stupa » — 1 & #alo & také, %o plat(
Pix) e 1 .

Py rrr—— = e "=d#l- ?
s e G{z]l’ml+b¢+e+kj e ol

Koeficienty polyndému Q & ¢islo k urtime metodon nsuréityeh koeficientov = rovnosti polynomov
P(z) = [Q(r) Yoz Tz e ],’n.e'+bz+g+.|:
ktorti sme dostali derivovanim rovnosti (7) & ndsobenim odmooninou vm
Prikiad 7. Vypotitajme '

a dat 4 2

- _— dx — ,l. 8

"‘\’x'—u-+s s ze{—w, 1). (8)

Riedente, Integrdl (8) budeme poditat metédou neurtitych koeflcientov. Podla vetahu (7) plat
1

I-IM'+M'+W+¢]I£' ‘x+3+k‘v'—Tﬁﬂm (9)

Abym&urélhkneﬁnwntyn. b, ¢, d, k, derivujeme rovnost (9). Méme

ot 4 2

—_— = {3ax? 4 b= c L - 3
s e +o =3+
+ (ax® 4 bzt 4 cx 4 d) -4 k

2]{'2‘-—-&-}-3-!- Vot —dx + 3

Ak vyndsobime poslednd rovnost vyrazom Fm’—lx+ .dmﬂw
drt 4 2= (3ax' 4 2bx 4 )iz —dz 4 3) + (az® + ba¥  cx 4 dix —2) + R
Po uprave mdme
h‘+2-_hx‘+(-lln+3&}|:'+{9a—lﬂh+2c}x'+{ﬁb—ﬁc+d}z+h—ﬂd+h
Odtial porovaanim koeficientov pri rovnakyeh mocnindch dostaneme
4 = 4a,
0= —lda + 35,
0= 9a — 10b + 2,
0= 85— 6c 4+ d,
2 =3 — 2+ F

. Riedenim tohto systému je @ = 1, b = 143, ¢ = 113/, d = 85 & & = 231/2. Po dosadeni do

(9) jo
I'(”t"’“"'"llj +35) V"*h+’+ﬂzljlr’=- u+§dz'
Posledny integrdl sme vypoditali v prikiade 4. Po dosadeni méme
I = #'-i-l; t+& ..|.35) 1:_&+3+§;—l~h|s-3+vm3|+c

pre  z€({—a, 1),



154 ' §. Nourkity integrdl

Poznimka 3. Integrdl

S 1 4
[ — a)® Vn.t’+b:u + &
kde » jo prirodzené 8lalo, upravime pomoocou substitdcie ¢ == 1{(z — «) na integral
. o
5 y.H' +it4+m

dktory riedime matédon neurditych koeficisntov.

Pozndmka 4 Integril '

|1
——dr, o +b*>0, p'+¢*>0,
S (az® + b) [pe® + ¢

upravime pomocou substitdcie #f = |pa? + ¢ na_integral z raciondlnej funkeie.

V tlohdch 826 a2 884 vypolitajte neurdité integraly:

aﬁ.f;ﬁ:dx 826. [l"v“’

1+Vz

! . .
QH.J‘1+3V;d; - IV_+1

3
f | £30. FV‘”"'V;,*' V=g,
x+V_ | T2z 4 )
sl | L2t 4 832, | - - dz.
T I | 2{V:*+ 2)/z7 -+-Vr“1
F —_ -
mc Vl zdz' m' z"—""""‘"‘“"—-
‘ J =z Jz—1)xr—3
8%, [ dn. 836. [ L az.
el Vel Y+ I
3
837, {"'”Vﬁf*l dz. gs. | |/ " e
: 3—1}+V=+1 ’ -F
l—a: " 1/1 + 2 1
.[Vl+z ' 840. | I/l—zu-x}u-a-zpd""
841, Y?—"‘—*—-d:. sag [ 3L g
1+V3¢+4 “ofa—1-f=z—-1)
mf . ar.  su [ 2
) V=29 —79) J Vs .

Vaz =13
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1
845- e ——
IV::’+:¢+1

dz.

1
———— dx
847, fVE—E:r—E::‘

849 *

851.

857.
859.

861.

-871.

873.

875.

877.

[

[

LN

3xr -3
Vo =% 12
i 1
2|3 + 2z + a3
r 1
(a-—zjvm
~ 2
z—]/:n'-—l
rz 41— a? 46z ~ 6
41+ )zt + 52+ 6
(2! 4
Jet + =
* 2a2% 41
Jaitom i
* 22 — qgx + af
Ja* + o
~xd 452 4 82+ 3
[Epwra
kA
Vl-}-:r'

de.

dar.

dz, a > 1.

d.t,l a%ﬁ.

dz,

dz.

” V3+4:r—1—a:‘dx.

. Vi =2z "3t da

Ezﬁyah; — x¥da.
. : l

xt V3 — 22 + a®
i 1

4—_
Vl'-|— z!

da.

dzx.

——dx, ¢ > 0.

866.

g

846.

-~

848,

860.

852,

8b4.

866.

858,

.~

860.

g

862.

864,

868,

870.

872,

874.

876, f
878. J'

1
[/32% 5z 1 8
4

v

2z — 10
IT+e—2

1

(@—1)}at —z—1
Va:’:—ﬂ:vd;

dx.

1
a:-—v:n’-ﬂ-:c—i‘l
I—Vi+z+a:i

sz_’+:r+1

1
(9+x’}1&’9—i— x2

zt de
Vot 2 2

3
_"de
Ji=2z—at
3:;4

LE

d,

dx.

(42 — 10) 2+ 32 — z¥da.
1

@ - 1)t 3 o2

LI

ol p'l“"-{-?

_:Fs-_ - da.
2

T

dax.
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— 3
879, .Vl_:r yf . 880, J. A1+ 2% da.
ymz 3 4
881. f z|'2r — Rdr. 882, f V= )2+ 223 da.

! s
- f o 884, f 3z = 2 da.
I“V(a:’ 4 28

4,6, Integrovanie trigonometrickfeh funkeii

A. Neurdiiy (ntegrdil

[ Rlsin z, cos z) dz,*) _ {1
moznoe upravit substiticion '
x = Zaretgt, te{—w, o)
tida ’ (2)
x
t=tﬁ?s x € (—m, x)

na neurtity integrél z raciondlnej funkeis. Pritom plati
2t P _ 2

dt, (3)
pre b e (—ao, a). .
Ak pre funkeiu R 2 integralu (1) plati
B(sin &, —coax) = — R(sin x. eos z),

{t. j. funkein R je nepdrna vzhladom na con z) pre ka#dé x z intervalu (— 2, 7/2), potom integral
{1} mofno upravif substiticiou

xr = arcain {, te{—=1, 1)
&ide (4}
{ = Bin x, T e(—ml wi2)
ne neurtity integrdl z raciondlne] funkeie,
Ak pre funkeiu R z integrilu (1) plati -
f#{—gin x, cos ) = — R{sin », coa x),

(t. j. funkeia R je nepdrna vzhladom na sin x) pre ka2dé « z intervalu (0}, =), potoem integral (1}
mo#no substitticion

T o= ArCCOs te(—1,1)
e 5)
. t=ecosx, z e (0 m
upravi{ na neurdity integril z raciondlnej funkeie,
Ak pre funkeiu B z (1) plati .
f{—sin z, —cos x) = Risinx, cos ),

(t. ). funkeia R je parna vzhladom na sin x & cos x pre kazdé » € (— /2, =/2), potorn substitdeion

# = arotg !, te{—w,w),
tiZe . .
t=1tgax, T € (=—n/2, m2), {B}
mo#no integrél (1) upravit na neurtity integrél z raciondinej funkéie.

*} Funkela K mé rovnaky v¥znam ako v &ldnku 4,5.
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Priklad 1, Vypotitajme

) 1
l Tans T ze(—n2 )

Riedenie. Dany integrdl mé tvar (1). Zavedieme substiticiu ¢ = tg (z/2), mime

Y dx 1 2 4o
.\ uin.z-':com—'r"‘j & T Ty e s T
1 4+¢8 1 42 '

-5 a:-'?+'u=—7-'u="'='5 gﬂ7d‘=7m|“—?l+ﬂ=

u%lnllitg%—11+ﬂ pre  x € {—mnf2, nf2).

Prikiad 2. Vypoditajme

[ coa*
j :-.;'—:dZI‘ B x e (0, n/2).
. . coe® x )
Riedenie. Kodie funkein flx) = mﬁqjennphnnvﬂﬁldummm#. pretoc zavedme sub-
stitdciu ¢ = sin z, x € (0, x/2), dide z = arcsin ¢ pre { € (0, 1). Dostaneme
e?“zdm-j u?-.xnmzdz- Kmlmmdﬂ—
gintz sin' x sint x

" 1_|' ] . !
=! ( “” dl-j {:-l—u-l+l]m-—i%+—:l-+:+0-

1 2

4=+ ainzg + C pre 2x€(0, n/2).

N
3nin*r  singz

Prikiad 8, Vypoditajme

dx
) Bsin"z + S5coa' x°

Riedenie. Po jednoduchej diprave a substittieii ¢ = tg z pre z € (—n/2, 7/2) dostaneme
1 1 . de
3dn’=+ﬁm'#d’-j‘ (Stg‘z-l-ﬂ]ﬂnl'#dx-.\ 315 -

1 I I 1 ¢ 1

= | ————dl= = s o O e 3

! .[ - - a'Vﬁmtgvﬁ-'- Vlnmtg(yﬁtgx + C
3 3 3

pre z € (—n/2, n/2).
B. Nourfitf Integril
' { Risin kz, cos mz) dz, {7
kde k, m #i celé &isla, moZno upravif na neurdity integrél (1} pomocou vziahov

linl':;-(:)m‘*lmﬁnw-:(:}m"-'xnin'z+.... {8}

eoa'm.--(:)m-la-(';)m;--lxdnix+(‘)w-ixﬁn‘x—.... @
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Posnémks. Ak dala k, m v integrili (7) #d ragiondine, potom nbjdeme spoloiného meno-
m;ﬂumko?k-plm,n—p,}g.lnm bldtﬁri:

x sa ql. 10)
Priklad 4. Vypolitajme
j::dx z € (0, 7/2).
Risdenie. Zo vrtahov (8) & (9) mdme
tin 2z = 2ooe xeinx,
cos 3x = coe? x — 3 ooa x win® x
" pre kaidé Hslo x. Preto plati '

cos 3z { coa®s — 3 conzain?x 'onat x
mh&:-,‘ 2rinzcosx b“!j( =~ 3sin )‘h-

-1 1 .
--EE (*;{n—-;*im#)d#-—fjkmdﬂ+zm¢+c..
Zavedme substitteiu ¢ = tg(:m. donﬁnem
1 z
jmd’ f Taad= [ pe-miio-nlug| o
T+a '

Uhrnom mame

coa A 1
mds-?him%I 2082 4C pro ze(0w2).

C. Neurdity intogral .
f R{tg z) dx [ { Ricotg =) dz) {11)

mninalnh:mm!-tg:.z € {—x/2, x/2), tide x = ayctgt, ¢ € (—w, w) [t = cotg z, z € (0, ),
tike x = arccoigt, ¢ € (—oxo, w]], upravit na integrdl 2 raciondlnej funkcie.

Prikiad 1. Vypolitajme
' § tg* = dx, x e {—n/2, n/2).
Riefenie. Polokme t = tg z pre z € (— /2, x/2), potom jo z = arctg ¢ & dr = [1/(1 + 7] ds.

fwnsen ] o

-._z.utg..?h(l+t¢'=)+0-3—1§’=+|n]m2f+ﬂ pre xi(—wﬂ.wﬂ}..

¢ i 1
T+ ( TR = g RAE MO

D, Newrdité intogrdly trarn
J sin mz cos nz dz, feoamzcosnzdr, | sin mxsin nedz, {12)

k&m.nmm.muhoumvummurﬁitéinhgrﬂymadanﬁwnhﬁ:él.ﬁlpn!noom
dnulinﬁ--;-[uulu—ﬁ}—-eu{¢+#)],
mum#-%[mtu—ﬁl+wi{n+m]. (13

liumﬂ-'*;-[ﬁntumﬁH sin {a + B)].
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Prikiad 6. Vypoditajme
J sin 22 cos 8z dz.
Riefonse. Pomocou vztahu (13) méme
j sin 2z cos 6x dz -—;- j {sin 8z + sin (—4x)] dz ==

1 1 1

e
E. Neurdity integril
Imen = | gin™ 2 coanz dx, (14)
kde m, n st celé Eiala, moino upravit pomocou rekurentajych vzorcov

1 m— 1

1',....-—m+*lin""-xuu'“=+m+nfg_..., m#En, {15)
I = :_ - sinm 4 z coa 841 3 4 1:;'-_’:_—':" Inmtpm  m# =1, (16)
Tmn = o i1z cos™l 3 + : ; : Imney ™ Emn, an
Imn = — stz ooentiz ¢ BERNE P e 18)

n-1 n+41

na vypodet jedného z neurtitych integrélov

dz dz
J sin z dz, ) 6oz de, [dz, [ sin z cou z a=, Sm. coam’
uc.mzd-tf mxdxr S‘--'_"]_'_"'d:t
sin z cos x #in x cos x
ktoré moino vypoditat priamo.

Vo zviddtnych pripadoch mofno tento postup zjednodudit: _
) ak m alebo n je nepdrne &ialo, dostdvame integrél 1 odsektu A tohto #ldnku;

b) ak m & n s kladné a pdme 3isls, dostévame integril z odseku A tohto dldnku. V tomto-
pripade moZno postupovat aj tak, £ zavedieme trigonometrické funkeie nésobnyoh argonmentov;’

c)sk m = —n 2 2, dostévame integrély z odseku C tohto &lénku. Pritom plati

S tg" z dx = n.l__l tghta — S tgntzdr, (18)-

Smtpxd::-nilcnmﬁ;*#—jmt-gﬂ"wdm (20}

d) sk m, n el pArne Zisla & roajti rézne znamienks alebo sl to zéporné &isls, potom opst mime
integrél z odseku A. Ak m, n mi zéporné dsla, je vyhodné poloit 1 = (sin* z + con® x)*, pritonm
k = max {m{2, nj2}. '

Priklad 7. Vypolitajme .

dx

st 7 coniz # € {0, x[2).
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Riedenie. Po jednoduchych apravich dostaneme
. der Y (sin?x 4+ cosd )l o (sin® r < 3int roostaz
ee———— = = dilf = ‘ .
j aint rcoa?n ) Bin® x coa® ik sin® ¥ cos® x

coalx

. +3sinl:¢cmln=+cou"r) d.'c=j 1 d.c‘—'—:lj 1 " coalx

“sin® x cont x sin® » 3“ sint 2
cost x ' 0 1 ¢

= - ] 4
S_,‘mdz tg; aeot.gx+3‘!mtgx. d.r‘+3cotgm

-~

P sin? &
Zavedenim subatitiicie { = cotg x dostaneme

dx

S oo s tgx — Jeotgx + 33 {—t*dt + ‘! {(—t4)dt =

: 1
=tg:r—300tgx-—t‘-—--5.£'+C—tg:c—anotgz—cntg'x—?cntg‘z—kﬂ.

Poznémkas. Pri integrovani hyperbolickych funkeil postupujemns eelkom analogicky ako pri
integrovani trigonometrickych funkeii. Pritom pouzivame najmé tieto vztahy

coaht y — sinh? » = |,

2ainh®r = ecosh 2 — 1, . Z2eosh®x = cosh 22 + 1,
ainh x cosh x = -%-sinh 2.
Prikiad 8. Vypoditajmo
‘ | sink® x de.

Riedenie. Po jednoduchych dpravéch a zavedeni subatiticie § = cosh # mimsa:
§ sinh® z dz = [ sinh*zsinhdz = [ (1 4+ cosh®z)*sinh zdr = [ (1 9t dt =

= JO+2e reydr =1+ %r=+?l;s=+c-c6ahz+ a:—t!mh‘:-r-—l_i-cﬂﬂh‘x-{- a
+ i

V tilohéch 885 az 994 vypolitajte neurdité integraly:

885, ;dm BSG.J. ,;—dx.
J 1 —sinz - sin reos x
887 | ot da 588 fml dr
") 4—5sinx "] 3 —5cosx
889, [ ' dn swf = dr
") osinx—cosax - ) cosx—2sinx +3
o1, | %% 4 gop, | Ltsimzreosw,
J coszx—1 J 1 —sinz — cos x
. (1 —tgx o i 1
88 ) Tz 8 | e ™
o5, [ — 1 an 896. | ! dz
"] 24 2coslx ") sin?x 4 3Jcostx +2
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o p—

l —3sinzeosz — 2co82 2

2 + sinx
899, fainz{l -+ cos x)
901. fﬂeua’a:+25in‘m
1 — sin x cos z

. [ e e
Bl T
%08 J.(l+ma Il'

Iam‘a:+20oa‘

909, [ o> do.

J Jein?zcos z
otr, [ 0% g
* V,l~|—2waa:

913.J cos?® z dx.

ﬂlﬁ.fms'xdz.
917, fain'xda:.
919, fsin’a:uoa'zda:.

921, j gin® % cos’-:—dz.

J sintxcos?x

gin® x
T

933. F cotg? r dz.

11 Zbierks dloh

4,6. Indegrovanie trigonometrickych funkeil

o

898 8in x cos x
" J (sin x — cos z)?
i 1+sinxrcosz
mu.‘ (2 + cos2z) (1 - sin? )
sin? z
‘IH]E.‘ 5T cos s
) dx
04, J 4sintz 4+ 9costx
[ CO8 X
508 Jsin?z + 6sinz + b
[ 2cos 2z
908.. cost z + gint x
910, [~ ds.
J Vsin®z cos¥ 2
912, | sin?zd=.

w

914. f sint x dz.
9186. J. 8in® 3z dax.

918. J.ms’:ain:cdz.

‘920, | sin® z cos® x dx.

922. J sint x cost z dx.

924, | -—— 1 _ 4

ammnua‘z

926, f ——dz

.Hs' J.ain'xma'mdm'
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0 i 1
935. | ——dzx. 036, | ———dx
J tgte : J cotgtx
4937. | =in 3z sin S dx. 0938, | cos 3z cos 4x dx.
C . x 3 " . .
939, sin s COs 'y dar. 940, | sin x sin 2% sin 32 d=.
~ .
041, | sinh® z da. %42, | cosh®*x da.
v W
943. | tgh r dx. 944, | cotgh? x dzx.

4,7. Integrovanie transcendentnyeh funkeif

1. Tntegral § R(e?} dx, kde B je racionilna funkeia, upravime substitticiou ¢ = e* ne integril
z ravioméine] funkeie,

2. Integral [ P{lnz)de, kde P je polyndm, upravime substiticiou = In# na integril
{ P(t) e* dt, ktory vypofitame metédou per partes.

3. Integral { P(arcsin ) dx, kde P je polyndm, upravime gubstitiiciou f = arcsin r Da
integral [ P(f) coatdt, ktory vypotitame metédou per partes.

Analogicky poditame integrdl | P{arceos x) du.

3. Integraly typu {P(zjaresin o dr, [Plz)aretg x dz, [Plx)sin{az | b)dr, § Plz)cos{ax +
+b)dz, [Pix)esz+ddy, |P{z)lnR(z)dx, kde P je polynoém & & raciondlna funkeis, prevedieme
metddou per partes na integraly iraciondloych alebo racionalnych funkeii.

Poznémka 1. Integrél typu [es*+0 P(z) dz, kde P je polyném n-tého stupha, moino rieiy
aj metodou neuréitych koeficientos. Plati .

I.;a-.t-l-b Plz)de = Qix) PUERE Y S {1}

kde @ je polynom n-tého staphia, ktorého koeficienty uréime tak, e vefah (1} zderivujeme
a pouZijeme metddu neuréitych koeficientov.

Poznamka 2. Integral typu [[Pir)cos kx + Q(x) sin kz] dr, kde pylonémy -P, £} maju
stupne m, 2, mono riesit metédon neurdiiych koeficientov. Plati

§ [P(x) cos kz + Q(x) sin kx] dw — S(x) cos kz + T(x) sin kx + €, (2)

pritom & & T sii polynémy stupiia s = thax {m, n}. Jeh koeficienty urtime tak, ¥e veish (2)
zderivujeme a porovadme kocficienty na oboch stranach rovnosti pri funkeidch z"cos kz,
wrain ke, r=1=0,1,2 ..., &

Priklad 1, Vypotitajme .
3 | qpr
(2&: 4 de de.
e ]

Riefenie. Poutijeme substiticiu ¢ = ef. Dostaneme

CZedr 4 Jer 2at 4 3 E‘El‘+3'm
j-—eu_!_l da 5-——-—eu+l .e*ﬂx—“1,+ldl—

—! (2+i-i-_1?7)dt=2¢+aretgs+0==5;e3+srctge=|+ﬂ

pre © € (—oo, o0),
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Priklad 2. Vypotitajme
f{82* + l)arcain s dx, =xe€(0,1).

Riedenie. Integrovanim per partes dostaneme

¥ 4 =
— dz,
==

5t3t'+ 1) arcain x dxr = (x* 4+ ) arcein x —

Vypolitajme integril

I-.[ 4+
l—z'

Poutitim substiticie £ = g{z), pla} = }"1 — 2%, x =" }/T = ¥ pre t € (0, I) dostansme

1= It +1
(= }V —
' 8 ] e :
1=—§{2-l'id#-—2¢+-§-+c'=-—2Vl-z’+~;hl—=‘]'+c pre z &[0, 1)
Preto plati
{{ax’+l]minzda:-(z'+x}mui::=+!|‘l_--z"——%V{l—a:')'+c pre ze (0, 1)

d;--j'u-zl-q.nm.

Prikiad 8. Vypoéitajme
fn*z + In z) dz, xz & (0, ),
Riedenie. Substiticiou t = In x, 8ide z = o dostaneme
f{n'z + lnz)de = [ [ (#* + t) ¢* di)patay.
Tento integrél vypotitame pouditim vztahu (1) metédou neurditych koeficientov. m:nq
Jur 4 tyetdt = (A 4+ Bit + Ct + D)ot + (. )]
Ak Poslednti rovnost zderivujeme a8 vydelime ef, dostaneme '
P+ t=A* + B + Ct + D + u:-+m+c

Porovnanim koeficientov pri rovaakfch mocnindch ¢ méme

1w A, 1l =28+ ¢,
0=34 + B, 0 = C+ D
Riedenim tohto systému je
A=1, B= -8, C=1 D= 1.

Po dosadeni za disla 4, B, C, D a t = In z do (3) dostaneme

fin*z + Inz)dzr =(In*x —3n*z+ JInz - T)z + C,
pre x {0, «c) .

V iilohdch 845 at 969 vypoditajte neurdité integrély:

ez — 2 el v
05, | Hd 946. fau—ew+1d”*’
7. ;jl. _ m.'f_l/l—@sdz, a# L
™ dx —
W. | e m.f i

11+
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961, ‘Ve"“+h"‘—ld.t. 962. J..'c‘e"‘dz.

963, '{z'+z'-z+4}e'¢:h:. | 954. J.z'aﬁdr.

96, [ 270+ dx. m.flnlzdz.

957. ;{ln'x—ﬂlnx-l-ajdé:. 958, f{d-z-hﬂ}ln'xdx.
059, [ 231n% z da. 960. ; (In? z)/2* de.
9%1. I 2310 (2% + 2) da. 962, [ (arcsin 2)* d.
963. nxuminxdz. 964, r‘:r.'n»rl:t-gmc:la:.
965. r-:c:"ainua::dar, _ 9646. j:’mxdz.

967. | (x* + bz + 9) cos (2z + 2) dz. m.fcz—uinz)iaz.

969, | x%e*cosxdzx.

970, Ak P(z) je polyném n-tého stupiia a &islo a 5 0, dokédte

] -
a)fP(x)eudz e Pi”’ f:“'] Foe (=18 P;:g’] + 0

b) [ Pe) con az de = 22 i) + 27 Rle) +
G}IP{zismaz-"——QH+m“R(l+ﬂ |
T { } FEF ]
kde Qlz) = Pla) — ai"” + :"’ — ..., R@) = P'(z) - P (’] + P‘;E" .....

971. Dokélte, %e neurdity integrél j R(z) e#% dz, kde B ;e raciondlna funkcia,
ktorej menovatel mé iba reélne korene, rovnd sa siitu elementirnych funkeif

a transcendentne] funkeie f—;dz:h{e“) + O, kde funkeia liz sa nazyva .

integralny logaritmus a plat{ pre fu lizx = J.El;dz, kde ;t:_E{G, 1), resp. (I, o).
Na ziklade dlohy 971 vypotitajte Glohy 972 aZ 974:

9m.f(1 +1)a=d:. wa.J';T”’;),dz

974‘_[::=+3z+2
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4,8. Rozli¥né dlohy

Ulohy 976 a% 1042 rlaﬁt.a niektorou z mat-dd n?edenj‘eh v predchédzajicich &lan-

koch, slebo kombindcion t¥chto met6d:

1

5
977. I ;;-—_—l-dm

979.
.[ Via =z

981 -_2.3_.__._1__._
T ) Vet + 2+ 10
983, [ -2 g
J Ve 41
. dz
985, | - .
J V:r,—3+1f:r.—4
o87. [ — 1  de
V1+a:‘

=g

991. f In {z + 1+ 27 dz.

993. flnﬂfl +z+ JT=2)da.

995. Im]’x'+ 1ln /2t — 1dx.

In(z + J1 + 2%

997. T o

dz.

999. J.xa.rctga:.ln (1 4+ «?) dx:
1001. I z% In Vl -—-.:c dz.
1003. IL

V5 + 4e*

: de
1005. j o

dz

. | wrrr
1

978. ! 0 i
)1 —z* + 28

V=i + V=%
982 :[V :‘;dem
084, J‘yz+l

r—3
— I
ﬁ%'fl+Vl z

1-V1__==
z—1
ves. fz_m

990. [ In (1 + z%) dz.

992, | 2% (1 + In ) d.

" In(l — x4 2*

| H e e
’ 2

(1 + Int[z|}
i Inz

J Y =22
1000, [ ooz g,
J sinfz,

[ lnarctgz

J 14 =2
1004, | — _dz, m£lL
IRCET

" ) d:l} .

J Ve +e 41

j§

2

dz.

1002,

1006.




1023.

1025. f o

1027,

" T Arccos T
J 1=

dx
’ f Vl — % arccos®r
rarctg x
(1 + x¥)2 :
arctg e/
1033. f m} dzu

ginh x cosh x
1035. f sinh? z -- cosh? x

1029

1031.

1037. j (1 + x*) aretg x da.

1039, J:c|x|d:r.

1024.

1026.

1028.

1030,

1032,

1034,

1036.

1038,

1040.

1041. Jmin (1, %) dr. ze(0. o). 1042,
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1007, [ 2es)T 5 ehdz loos, | G beinetocow
o + ’ ' sin 2z '
s alE 2
1009, [ < de. 1000, | " ga
N V:r' Jeotg® =
1011, | Y153 costz sin 22 ds 12, de .
" + 3otz o ") 4sin®x + costx
’ dz " cos(z.+1) ,
. _— 014, ——— dz.
1013 J sinxcos®x 101 J cos {3z <+ 3)
1+ sinz
o B
1015, I:ctg z dz. 1016. ] Tz
wr [ ¥ g 018, [ M2 4,
sin® = + cos® x J V1 +costz
1019. | cosecs 5z dx. - 10%0. do _—
J costzltgt x 4 4tg x4 1
~ - .
1021. {x® + T2 — 5) cos 2x da. 1022, ﬂg;?—x dz.

| arcsin |/
V:&
f aresin 21/# dx.
1l 4+ x
f (22 + 3) arceos (2 — 3) dz.

-

t;
J.amg'td:r,

Tl

x arctg z
(et — 1

j x aretg (2x 4 3} da.

f sinh 1 — 2,
F 1 — =

|| da.

e,—|"w"| dx,

~

E{x) [sin nz| dx, z (0, o).
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4,9. Neurtity integrdl komplexnej funkcie redlnej premennej
Komplexnd funkein redlnej premenne] F nazyvame primitivnou funkeiou ku komplernef
funkeii redlnej premennej [ v intervale (e, b), ak pre vietky x € (a, b) plati
" F) = ).
MnoZinu wvietkfeh primitivnyeh funkeil pazdvione neurditym tntegrilom kompleznei funkcie
redinej premennef | a ownafujeme ju | v di.
Viastnosti: _

Veta 1. Komplexnd funkeia redlne] premenne] F je primitivnou funkeiouw ku komplexnej
funkeii redlnej premenne] f na intervale (g, &) vtedy a len viedy, ked Re F(z} je primitivnou
funkeiou k funkcii Re f{z) na mt.emle {a, b) & Im P{x) je primitivna funkeis k funkeii Im f(z)
na intervale (a, b).

Pozndmka 1, Pre rmuréu.f integral komplexnej funkeie redlnej premennej platia podobné
vety sko pre nourtity integral funkeie redlnej premennej. napr. veta o metdde per partes, veta
© substitaeii,

Yeta 2, Pre komplexnd *slo a = o pre vietky @ e | —o0, o) plati

1
‘\ eﬂl.fdxn?ﬁﬂ'z + C.

kde ¢' je lubovolné komplexné éislo.
Priklad 1. Vypotitajme

¥ 1
Ve
Riedenie. Nujskdr upravme funkeiu za integratnym znakom. Plati rovnost
1 =(m—i—2}—3i= &+ 3 — 3
r+2+3 (24 NELO0 {2+ 2P+ 90 (r +2)* + ¢
pre x € (—o0, ). Dalej je

r +.2 1 .
3 x4 2
md—z:nmtg—a— - C'.
Podla vety | mdme ™
S;da:_—ln[{z+2}' £ 0] —isretg TE 2 4o
r+ 2+ 3 ‘

pfe & € (—wxe, ), pritom ¢ = €, — i C; je Iubovolné kompleéné tialo.
Pozndédmke 2. Niekedy médeme integrdl 2 redlne] funkeie v¥hodoe poditaf pomocou neurdi-
tého integralu vhodne vybranej komplexnej funkeie redlnej premennej.
Priklad 2. Vypotitajme ' ' '
Saﬂcoabxd:c. Saﬂxsinbxdx. .

kde a, b ai redlne ¢isla, ktoré sa sifasne nerovnaji nule.
Riedenie. Podla éldnku 2,3 viems, e
glaHd)z = af¥{con bx -+ isin ba), -

Z toho vyplyva
e8z cog by = Re elatiblz

€82 gin by = Im elo-ibr,
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Podla vety 2 jo
" a—ib
{a+ib)x m [a+ib)e =
l e dx a+ihe + O ot b8
_ a — ib
T a? L b
{acoabe + bein bx) + O, 4+ 1

pletidls | O =

Lt ass .
kde € = C, + i 0y, pritom C,, 'y et Tubovolné redlne 2isla. Podla vety 1 je
Ea“ouu ba dz = " o (@ cosba + baina) + O,

{e“mnh:d:— an [nmnbz—bcnnbz}+ﬂ.

V dloh4ach 1043 a2 1059 vypoéita]ta neurdité integrdly z komplexnej funkem
reélnej premennej.

1043. | [#* + i(z — 3)) de. 1044, f(emx-l—iainx}dx.
1045, | (x — 20) (v + 3 — 30) dx. | 1046. J{x + 3i)® da.

1047 : ::dz. 1048. f ;_—(la—-ﬁdx
1040, | s {i_H_i) da. 1050. fmdx
1051. J%c’m' 1062. JW‘L""‘”
1053, (m‘—‘ﬁix—z){x-l-l—ii d:t:.‘ 1054. f_mdz
1055. Jze"‘i-'" der. 10566. J.xe(H*ﬂf da.

1057. f (2 — iz)?sin 2z dz. 1058. j 2391 dg,

1059. f (e + ie—?) dz.

V ilohéch 1060.a2 1067 vypotitajte dany neurdity integral pomocou neurditého
integralu z komplexnej funkeie redlnej premennej:

1060, I rle¥ cos 2z dux. 1061. _ x2e¥* gin 2z dz.

1062. f sin na: da. 1063. cos® z . cos nx dx.
sin z J

1064, f sin® x . sin nx dz. 1065. g éua"‘ a da.

1066. J"m ™y 067, | coimt Dz
008 2 N 008 T



5. URCITY INTEGRAL

b,1. Pojem a zdkladné vlastnosti urditého integrélu
A, Definfcla uréltého integriln

Delenle intervalu. Majme interval {a, b». Ak je dané m 4 1 &siel Tos Tys Tyy ...y Tpny PrE
ktoré plati . :

G =2y I &) < Xy < ... X = b,

hovorime, Ze je dané delenie D intervalu {a, b). Cisla &,, 7,, Zy, . . ., Tm naz§vame deliacimi bodmi
a intervaly (zq, ;3, (Ty Zy)) -.., (Em-1, Tm) Eiastolngmi intervalmi delenis D. Dizku i-tého.
tiastoéného intervalu <{zy—y, z), £ =1, 2, ..., m oznatujeme Ax;. Mnoiinn vietkych tychto
tiastoénych intervalov nazyvame delenim I3,

Cislo | D} = max {dz,, Azy, ..., Azm} nazyvame normou delenia . _
Ak pre kaZdé prirodzené 3islo n je dané jedno delenie D, intervalu <a, b}, hoverime o postup.
nosti delen{ {Dg,}®., intervala {8, b). )
Postupnost {D5 )7, deleri intervalu (&, b> je normdina, ak plati
lim | Dy | = 0.
Ti— o0

Integrilny sd¥et. Nech funkeia / je definovans a ohranifend v intervale {a, b) & pre redine
éiﬂl& EI.- E!l' RS §H‘l Pl‘ﬁ El E<_’.r wl}l 'h E<=1l m’}: T ] E’lﬂ E(ﬁlﬂ-tr zﬂ}-

Integrdlnym sidtom funkcie | pre delenis I) intervalu {a, b} a pre dena volbu &isiel £,, &, ...,
&m nazyvame &alo

m
E SADY = fE) Aoy + [ Az + -+ NEm) dam = > f(E0) A 1%
. i=1

Nech my je infimum a My je supremum funkeie / v i-tom tiastodnom intervale {zi_,, oy>
delenia D,
Dolnym integrélnym mittom funkeie f pre delenie DD intervalu <a, b nazryvame &islo
- T™H
By(D) = mydx, + medz, + ... + mmdry = z mydzy.
i1

Hornym integrdlnym siétom funkeie f pre delenie I intervalu {a, by naeyvame sl

™
SI{D] .= M.dxl + M,d#. + PR + Mﬂdirm = z M‘dz‘-
i=1

Goometrickf vfznam, Ak funkcia § je v intervale <@, b> kladna, potom &islo Sp(D) uddva
obsah obdlignikov so zékladiami Az a vidkami (&), i = 1, 2, ..., m. Cislo S4(D) udava obsah
vpisanjch obdl#nikoy so zékladfiami Az; a vytkami my, i — 1, 2, ..., m. Cislo Sy{D) ndéva
obsah opisanych obdlinikov so zékladhami dxg a vyikami My, § — 1, 2, ..., m (pozri obr. 35).

Ur#it§ integrél. Nech funkcia f je ohranifend v intervale <@, b). Funkcia f je integrovatelna
v intervale (a, b), ak pro kadd normélnu postupnost {D4s }7= 1y deleni intervalu {a, b) je postup-
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nost {Sy(Dn)}#., integrélnych siétov funkeie f pre delenie Dy o-Tabovolné volby Zisiel § kon-
vargentna.

Urditym integralom funkcie f v intervale (a, 5> nazyvame limita vietkych postupnosti
{SplDy) =, integralnych sattov funkeie f pre viotky normélne postuposti { Dy }3F. ; déleni inters
valu {a, > a pre vietky volby tisiel § a cznafujeme ju znakom

b
[ ) d. (2)
i

Cislo a nazyvame dolnou hranicou, dislo b hornou hramicou uréitého integrélu (2).
Ak funkeia f je integrovatelnd v intervale {a, by, potom

b 14
[ ) dz = — [ flx) de. (3)
o [
[
y
Hf
ARSI\ i
e r i |
! . ! ! i
B I H
I e AR N . i
' ! | i !
! d i i |
! i | 1 |
0 |x=a g =x f’ x, 4 %4 L n=b
Obr. 35

Pre katdé cislo a, v ktorom je funkeia definovand, plati

. .
[ fle) dz = 0. {4)
T

B. Viastnosti urditého integralu

Vota 1. Nech funkcio /, ¢ st integrovatelns v intervale (a, by & ¢ jo éislo. Potom funkeio | /|,
¢f. f + @ } — g, fg st integrovatelné v intervale {z, b a plati:

b b
i@y dz| S [ fix)] de, (5)
T [
s ) i
[ efix) dz = ¢ [ fiz) dz, (6)
13 i
b b &
[ Uty + giz)} dz = [ jlz) dx + [ o(z) d, (7)
“ 23 [
b b b
[[#z) — gle) dr = [ fz) de — [ g(x) de. (8)
@& i a
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Désledok. Ak funkeis f,, fo, .. ., fn 84 v intervale {4, b} integrovatelné a ¢, ¢,, . . ., ¢y, st isla,
porom plati - .

B
[ lehi®) + eofol@) + ... = cafale)] de =
43
I3 I 1]
=eo [l de oy [ flerde = ...+ ey [ fule) do (9)
43 [/ 3 a .

Veta 2. Nech pre integrovatelné funkeie [, g v intervale <{a, b) plati f{z) = gix). Potom je
b b .
[ ey da = [ gte) da. (10)
[ it ”
Désledok 1. Ak pre integrovateIné funkeie f, g v intervale <a, b5 plati f(x) 2= glx), potom je
b ]
| fiwy de = [ gix) da. (11
it L
Désledok 2. Pre integrovatelnii a nezdporni funkeiu f v intervale {n, b plati

ke
[ty dz = o, NTES
(i)

Yeta 3. (Prva veta o strednej hodnote) Nech funkeie f, g ath integrovatelné v intervale
{a, by a funkeia g jo nekladnd alebo nezdporna. Potom existuje také Gislo @ 2 intorvalu <m, M,
pritcom m = ipf flxy, M = sup flx), 2e plati

xe fa, by xefu by
b b
J i) gley ar = p [ glz) de. (13)
[+ [+

Désledok 3. Nech i splnené predpoklady vety 3 & y(z) 5 0, potomn plati

b & b
m [ gloyde 5 [ fla gla) de = M [ glx) der. (14)
[* €L (¥

Désledok 4. Nech si splaené predpoklady vety 3 a funkeia f je spojitd v intervale <a, b3,
potom existuje také éisle ¢ 2 intervalu {a, b, 2e plati

] ' L]
[ 121 gtz de = He) [ gto) dav. (15)
@ @
Dosledek 5. Nech pre integrovatelni funkeiu f v intervale <a, b5 plati m = j(z) = M, potom
je : :

¥
mib — a) 35 [ fix)dz = M(b — a). (16)

a

Déslodok 6. Ak funkeis f jo spojit v intervale <a, 55, potom existuje také Sislo <, %e jo

&
[ #2) dz = jic) (b — a). (17)
1

Cislo fre) nazgvame stredoon hodnotou funkeie | na intervale Ca, b,
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TmLHmhfmhufjemvaunmhmthnElh'u, b €y O Ve On
8l z tohto mtnnrnlu ]’otomphti

Jr{z}ds I!{w}dw+_|'ﬂ=lds+ --.+_|'.flzldw+fﬂ#]dx- | (18)
€ =y Cm

Veta 5. (Newton — Leibnizov ,vzorec.) Nech funkeis  j je integrovatelnd v intervale {a, b)
s mé primitivon funkein F v otvorenom intervale {a, b), ktwi je spojité v uzevretom intervale

<, b). Potom plati
Jrcsr dz = [P(2)]2 = F(5) ~ Fla). (19)
a

Vota 6. Funkoia f jo v intervale (a, b) integrovatelns vtedy s len vtedy, sk pre ketdd nor-
mélnn postupnost delent (D)., intervala (a. > exlltu]e lim 51(D) o th,v[D,.) a plat{

lim 87(Dy) = lim §y(Dy).

'Fah [ m apojitd funkeia v intervale {g, I jo integrovatelnd v tomto intervale.

Vets 8, Kafdd ohranifend funkeia, ktord md v intervale {a, b> iba konedny podet bodov
nespojitosti, je v tomto intervale integrovatelnd.
* Yein 8. Eatdé monoténns funkeia v intervale {a, &) je v tomto intervale integrovatelnd.

-

C. Integril ako funkeia hornej [dolnej] hranice

" Nech funkeia f je integrovatelnd v intervale (a, by & ¢ je 3slo z tohto intervalu. Potom funkeiu
. x -
Fiz) = ffm ds, (20}

definovany v intervale {a, b nazjvame inlegrdl ako hm.bcu: hornej hrandice.
Podobne funkeiu

L

Glz) = j'mj dt, (21)
&

definovand v intervele (a, b nazfveme integrdl ako funkeia doinej Aranice.
Pre kaidé dislo x & {a, b) plati . .
Glx) = —F(z). | {22)

Velz 10, Ak funlcia f je integrovatelnd v intervale (c. b>, potom funkeia F je spojitd v inter-
vale {a, b},

Veia 11, Ak funkeis [ je integrovateInd v intervale {a, &> a v &isle z, € (g, b} je spojitd, potom
existuje derivicia funkeie F v &ale z,, B

x
Flze) = [ [ ) dt]img, = flz)- (23)
; |
Priklad 1. Vypotitajme pomocou definicie urdity integrél
3
[ =t da.
1

Riedenie. Funkcia y = 2% je spojitd v intervale {1, 2> a podla vety 7 je integrovatelnd v inter-
vale {1, 2, Preto nemusime pri potitani daného integralu pomoeou definicie zostrojovat vietky
normélne postupnosti deleni intervalu <1, 2} & k nim vdstky mo#né postupnosti integralnych
sidtoy pre vletky volby disiel £. Stadl zostrojit ibs jednu takt postupnost integrélnych sidtov
s vhodne volenymi &islami £, pretofe vietky ostatné postupnosti integrélnych sidtov pre nor-
mélne poatupnosti delen{ maji tG st limitu. _
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Zvolme delenie Dy, intervalu <1, 23, ktoré je uréené deliacimi bodmi
Ta=1 x=¢ z=g, ..., Ty =gl py =gt =3,

n
kde ¢ = /2 & n je prirodzené islo, t. . deliace body tvoria prvgch n -+ 1 dlenov geometricke]
postupnosti. Dizky sisstodngch intervalov st 8 !
. Az, =g — 1, Advy=gqlg—1), ..., dzg =g g —1).
Fretote je ¢ > 1, norma delenia Dy je .

12all = e*Hg = 1) = g2 1 —%} - 2(1'—%).

Uvatujme teraz o postupnosti takychto deleni {Dy )2, intervelu <1, 25, kde n = 1, 2, ... |
Této postupnost je normélna postupnost delenf intervalu <1, 2>, pretoZe plati
lim || Dy || = limn(z_l) - uma(l HL) =21 — 1) =0,
| fi—eog g At n
| Jz
Zvolme body § tak, aby & =2y, &y =1,, ..., &y = Zn-;- Potom integrdlny midet je
8y(Dp) = 1'(&"— 1} + g%lg — 1) + g¥%%g — 1) + ... + @n—tgn-i(g _ 1) =
gr—-1_g¢g~1
7

e Y R L e T T PR I (2= 1), n=1,2 .

¢ -1 g'—1
Z toho dostaneme
H 1
J ot dr = lim $¢tDp) = tim L= (o0 1y =
1 oo ﬂ—u-mf"‘l
1 27 — 1 127
= ({27 — 1) lim z -
{ o ey e g e 7

: n
Pritom sme poutili vatah lim ¢ = lim |2 = 1.
N~ Tl ;
Prikiad 2. Vypoéitajme

/g
J cos x dx.

Riedenie. Protote funkois f(z) = cos z jo spojitd, s teda intogrovatelnd ¥ intervale <0, /25,
mé spojitt primitivnn funkeiu F(z) = sin z, podla vety 5 plati

w2
Jlmzdz—[ﬁnx];'ﬂnlin—;—ainﬂ— 1.

Prikiad 8. Vypoditajme
1
dx.
Ji=
Riedende. Kodie funkcia y == |z| je spojitd a pre z = 0 jo [z} = , z2<<0je|z| = —=,
podla vety 4 méme- ' . ik pre

1 0 1 0 . 1
_.I;Iarld:lr-_jsis[dx-i- Jlxld:m_j;(_;}dg_;_ foa.
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Podla vety 5 dostaneme

1 n 1 L0 91 g 1
s x
— - = — —| =540 =5
__L|::|d:: J.;xd;r : ﬁf:rdx [2]-3+[2]n 5ty .
Priklad 4. Odhadnime urity integral
1 1n
L de
J‘_—_
.l.‘l + x + x®

3
Riedenie. Funkeia fiz) = z13/}1 + = + 2* je v intervale (0, 1} spojitd, o teds integrovutelnd.
Hedie plati :

'zn
0 < ai
.l;'rl + o+ xt
pre victky = 2 intervalu (0, 1), podla vety 2 dostaneme

! n 21 _ 1
dz{‘_f M dr = [-I—ﬂ— w12 0,833, ...

Priklad 5. Najdime derivicia f funkeie
¥ x¥
M) = j eft con £* dt,
1 .

Riedende. Mame nijst derivieiu zlotene] funkeio
m
Jz) = ghtx)], kde glu) = [etcontidt a w=lhiz), hiz)==z*
1

Kedse vietky predpoklady vety o derivovani zloZenej funkeie s splnené s funkcia G(t) =
= e’ cox £? je spojitd, podla vety 11 dostdvame: ' )

axu
flixy = [ { ol cos 12 tu};-xa{x'}' = (62 cos u?ly.pdz? = e (cos 2% 3zt = 3x' el cos 2t
B |

1068, Delenie D intervalu ¢2, 5 je dané &slami 2; 2.5; 3,1; 3,5; 3.9; 4.2; 4.5
4.7; 5. Najdite dizku iastoényeh intervalov a normu delenia D.

1069. Najdite aspoli dve normalne postupnosti deleni infervalu <0, 15.

1070. Najdite integralny sadet Sy(D) funkcie f(x) = 1 — z* v intervale (--3. 2,
ak interval {—3, 2) je rozdeleny na 10 rovnakych giastofnych intervalov a body §
st stredy tychto intervalov. Najdite aj Sy(D) a Sg(D) pre dané delenie intervalu.

1071. Z definicie urditého integralu dokaite, ze dané funkeia f je integrovatelna
v intervale {a, b>:

a) flx) = x; b) flx) = @
1072. Zistite, & Dhichletova fonkeia y je integrovatelnd v intervale J = (0, 1,

ak
(z) = 0 pre =z je iraciondlne &slo,
KE =11 pre 2 je racionalne tislo.
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1073. Vypoﬁita.]te urdity integral ako limitu poatupnoatl m’oegrﬁlnych stidtov:

a)J.cdn:

b) f z dx;

e) J. x* dx;
E.b

'd]fcwcu;

e} f;d:r;

1
nf2

f}J.GDH:Bda:.

a -4 0
1074. Na zéklade vysledkov predchadzajice) tlohy a zdkladnych vlastnosti uréi-
tého mtegrﬁlu bez poutitia Newton— Imhmzmrhn vzorca vypoditajte:

a) J‘_l_"lz__-FT da;

b) f(x+ 1)* da

ch(3‘+-r}dﬂ-';
i}

@
3
d}J‘m +2m+2dx

v ﬁlohd.ch 1075 az 1105 vypoéita,]te pomocou Newton Leibnizovhoe vzorea urdité

mtegrﬂr

I‘I
1075. | (3x — 11) da.
13

1077. | 11 — 3a|dx

-Hln'

" 2x — 3

x__3d:¢:.

F
1
1081. | — dx.
AR

1076. f (2 — 3z -} 2) da.
1
—2
107S. f 1 e
T .

1 -
1

]

1
1os4f 1 dz
") et 1z + 12
i)

' x
100, [
0
&

1088, f L’m — 3 dx,
3
11Vg

1
1090, | -———— d=x
'.!l"l — z?
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1 20 |
1091 z 1002, [ ! dz
’ V1+:c'dx' JlrFs—Jr—4
0 4 ,
1 1 _
1093. | o da. 1004, | (6% + 1)* 2 da.
-1 0
2 @
f o/ 1+ In
1005 | =, 1006, [ 7% dr.
J x o x
i 1
Ve . :;
1097. ——— i dz.
] :rVI ) 1098 ] CO8 T
i o
™ ™
1099. § cos? % dg. 1100. { sin®x dx.
5 0
—-Tefd . w3
™ m x el
1101. 5 dr. 1102, | tgzdx.
~nis [sinz b
e /2
i 1 1 + econ?yx
U8 ) 15 ooz il e
-2 nid
™
1105. [ |sin z — sin® z dx.
0

1106, Doké¥te, ¥e formAlne pouZitie Newton—Leibnizovho vzorca vedie k ne-
sprdvnemu vyeledku a zddvodnite to.

2
B)_’.:::11'.
-9

1107. Pomocou urditych integralov nijdite limity sadtov:

a) lim (—l—- + 1
i

o0

n+1

1)_
+.+ )

+ ...+

. n
b],!f: (ﬂ' +1 ™

n? L 4

, p>0.

¢) lim

R—=oa

17422 L+ AP
d) lim ey

nt 4 at)’
nf[. @ . @ . a X
[?(am:r:+am.—£-2n+...~+—am-¥(n—1)r|:)],

in 1
B | 2\’
R B T e f(“““?) e
i -1
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1108. Bez vypottu danych uréitych integralov rozhodnite, ktor¥ z nich je vaési
. .

1 w2 nfE
a) [2x2de, [axtdx ¢) [xde, [sinzdsy
- — 1]
Ty e Y
by [ V2 +2%de, [ xdz d) [erdz, [e*du.
] 0 1 1
V dlohéch 1109 a% 1117 odhadnite w1 dité integraly:
1 18
e _ x4+ 1
1109, J.:c(l 7)* dz. mo. | - = da.
1} 8
2 2
&£ ——
— 2 ,
1111. f FERE 1112, f V4 + 22 da
1 1
1 1 1
3. | = — dg. . 1114, f o2 du,
J1 + =
13
i3 il
1115. J 8"; ? dz. 1113.I Vl + —;-sinla:dx.
wid ' 1]

1
1117. f % dax.
o

V ilohdch 1118 a% 1125 néjdite stredni hodnotu funkcie v danom intervale:

1118, f(z) = 2(1 — z), <0, I>. 1119, fiz) = 2z — 1, (—3, 2>
- 1 S 1
1120. f(z) = T3 gs {0, 0,5}, 1121, f(z) = V:r -1 +T/?1__1 , {2, 5).
1122. f(x) = sinz, {0, =>. 1123, f(x) = sin?z, {0, 7).
1124. f(z) = oos* z oo 0.0 mf2) M2 f2) =3 4z — 2, (0. 1)

sin? x + 4 cos?
1126. Na zéklade vety o strednej hodnote odhadnite integraly:
- 100

1
a) f A b) f oY
Fr+ = x? 4+ 100
0 0
1127. Dokézte, e stredna hodnota funkeie f, spojitej v intervale (a, b, je limita
pre n— o0 z aritmetického priemeru hodndt tejto funkeie v &slach ¢ + k(b — a)/n,
k=01,..., n '
1128, Teleso padi =z vysky A bez potiatocénej rychlosti. Po prebehnuti dréhy s
je jeho rychlost v = V2ga. (g == 9,81 m s=2), Vypotitajte strednt rychlost telesa na
tejto drihe.
1129. Profil 2labu mé tvar parabolického tiseku (pozri obr. 36). Jeho zikladba
je @ & hibka A. Nijdite strednd hibku zlabu.

12 Zbierks uloh
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1130, Pre napiitie striedavého pridu platf
e = E,sin 2nft,

kde amplitida E, je 380 V a frekvenecia je f = 50 Hz. Néjdite strednd hodnotu
napitia ¢ a efektivnu hodnotu napitia pofas jednej periody.

V tilohéch 1131, 1132, 1133 n4jdite funkcin

urdenii integralom:
2 . z
" ? 1
— —— — % o i . X — d=.
CIN—T—== o= 1131 f — dz
e e e \ Y
iy 1132, f sin  dz.
LG ‘.
obr. 36 1133. J‘ z? da.
[
V ilohach 1134 aZ 1137 ndjdite derivaciu funkeie F:
% 0
1134, F(z) = j Intdt, = >0 1135. IF{:} =fV1 -+ té dt.
1 ' Pl
oz 1
1136, F(z) = a—?—‘ dt. 1137. F(z) = I of cos 21 di.
0 x :
1138, Vypoditajte:
_ Tzt con T
d 1 d ) :
a}d_z(_[wl—!-l‘d‘)’ h}d—x(J‘nremldl). ze {0, =f2)
o sin .x -
1139, Zistite, ¢i funkcia f(x) = f i_-:-_i;dj je klesajtea alebo rastica.
- 0
1140. Néjdite lokdlne extrémy funkcie
x
Pla) = ""‘T‘ d, z>0.
0
1141, Vypotitajte:
x €xr
[ sin £2de (f2¢ dp)?
a)lim " ——; b) lim ox
= T[4
0
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1142, Vypotitajte uréity integral 2 funkeie f v intervale {0, 35, ak:
1—=x vpre 80,1},
flx) = 0 pre xedl, 23,
(2 —-x)* pre ze(2 3.

. x
1143. Dokéite, Ze funkein F(z) = [ j(t) dt, kde f je funkeia z prikiadu 1142, je
i

spojitd v intervale (0, 3) a F'(z) = f{z) pre kaZdé z z intervalu (0, 3),
v ﬁlohé.ch 1144 az 1]47 vipoditajte urdité mt{*gm]}

1144. f sgn z dz. llla.j(—l}gltld;
2
1146. fﬁ{zj de., 1147, f E{e?) da.
i

5,2. Substitu¥nd metéda a metéda per partes pre uréité integrdly

Yeta 1. Nech

a) funkeis f jo spo_pt:i na intervale {e, d5,
b} funkeia @ & jej derivicia ¢’ je spojita na intervale Cx, @5,

¢} pre kaidé ¢ E{u, B> Je @ity € e, d,
d)a = @la), b - @(f), pritom Ja, b> < (¢, d>,

potom plati
] g
j Jlx) das = J g0y ¢t de.
Vela 2. Nech funkeie fa g mn_]ﬁ spajité derwﬁcm v mterwsiu <a, b). Potom plati

j ) gz} dee = [Jia) gt)]s — j' Fix) gle) da,
L1

Priklad 1. Vypoﬁitn]ma

xi
@3 - oy 4

Sl

Riedende. Funkeia f{x) = »3=/2 + 2)* jo na mtervalc, <0, 2» spojitd. Nech xf2 4 2 = ¢, .bi2a
ze= 2 o 4, Zavedme substitiein » = .-p[:] == 21 — 4. Nové hranice « a f uréitbho integrilu
dostaneme podls vety 1 riefenim rovnic « = ql{g;] b= i), tide 0 =22 — 42 2=20 4
Z toho jo & = 2, ﬁ=3 Funkein @(t) = 2t — 4 a joj derivicia ¢'(f) = 3 si v intervale <2, 3>

spojité a pre £ 2, 3> je @lt) € <0 2) Froto podla vety 1 je
2 -
(®j2 + 2

]
[ .
.,
L%
=
i
-
fun
[
- 5
e
B
|
lh.
-~
+
.

3
=8 [t — 473 p de ) de = N[0} - - 4-33)F = 48).
2

12+



180
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Priklad 2. Vypoditajime

Riedenie. Funkeia flx) =

"f Pi

4 — z* je na intervale {0, 2) spojitd. Zavedme substiticiu = —

= g{t) = 2sin¢t. Hranice « a f urtitéhe integrdlu dostaneme podla vety 1 riefenim rovnic
0 = 2sipmx a 2 = 2sin . Z prvej rovnice dostanems o = kr a z druhej « = w/2 + 2km, pre

k=10, +1, +2, ...

. Zvolme k = 0, doataneme o = 0, § = n/2, Funkcia @{t) = 2sin{ & jej

deriviwia @'(f) = 2 cos { mi na intervale (0, 1/2) spojité. Pre t € {0, ©/2) je glt} = 2sint € {0, 2).
Preto podls vety 1 je -

e

- xtdr =

i e
IV&—-I:in*:Enoatd::& I cos? fdf —
1] 1

n/E
=2 [(1 +cos20)dt =2
0

Prikled 8. Vypoditajme

Riefenie, Ak polotime fiz) = z a g'(z) = cm% , potom flz} = 1 & glx) — am’n%.

[s sin 2!]:."3
3
am

g zcoa%dx. o 7= 0.
o

funkcie f & ¢ maja spojité derivicie v intervale {0, an), podla vety 2 plati

arm

S:cmidx=
a

s
[.-ra ainij::ﬂ—- 5' @ Bin i-d.-: =
a . a
]

= [m #in -z—]:n + at [cmf—]““ = —2a?
Coa & i

V tlohdch 1148 az 1166 vypoditajte urdité integraly:

T 2
(! x . dx
ll‘lﬁ- J a:t_*d.r-' 1149- J‘m.
i 0
1 3
11 (VTS 1 az
5“- ] Vl-i—xdx. llﬁ..'.vﬁ%—ﬂ?’
1]
1 &
e [ VE 4 1153 ol
Tl fe ’ dr — 2
Q 2
¢ 2 3
- H3
1154, NES dz. 1155, e d.
Jx+1 3‘,
] 1 ‘3+]x'
Iz 3
' 2dg 1167 dz
1155.f_1/4—x . 6'jzx*+5x+l
] 1
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dx I —T

1158. f T 1159. J. 2 xt = 9 da.

Ins lJ

eflpr — 1 1+ In L
dx, 1 .

1160, J. 13 1 61 I

aa‘u '.rr.FI-
1162, J‘ cos x . sin? x da. 1163, J 2T T biigta b’tg* dz, a? = b

I .

—.-:,"-13 s *1:,'2
1164. €T e, © 1165. A=

s 3+~ 2sinzx
— 2 VBIII;E
il _
» 8in @ -

1166. fﬁ — 5 cos g + caa“qndr'o'

ik

1167. Zistite, predo pri pocditani daného urditého integralu dané substiticia o =
= ¢ft) vedie k nespravnemu vysledku: .
1

dx
— /9 e — )
a) fdx..t T3, _ G)J.lq-c 3 t=tgx

1168. Dokdzte, Ze pre integrovatelnt funkeiu / plati:
o2 w2 ) [ b
a) [fsinz)dz = [ fleosz)dz; o) [ flx 4 bydz = [ fla + 2b — @) da.
1] 1 R o i@
| W @) de = | (2 ds
i 1169. Dokézte, Ze pre integrovatelni parnu funkein f platf
a 1] a
I fwyde =2 ] flo)de =2 [ fiz) d.
1170. Dokaite, Ze pre mteg‘rovatel'nﬁ nep&mu funkcm f plati
J flz) dz = 0, J f(a) die = —Ir(mmdz
1171. Dokéite, Ze pre spojiti penodmkﬁ funkcm f p]ati

a1

- J fwyda = I () da,
kde { je periéda funkcie f.

il
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V tlohach 1172 az 1181 vypotitajte urtité integraly:

1 frrd
1172, b[ ze~% du. 1173, [ = sin » dx.
1
@ 2
1174. [ In x d. 1175, f zlnrda.
1 i
1 e
1176. [ +% &2 dax. 1177, | e sin z da.
a v
w3 1
1178. _[ rsin~ 2 da. 117%. I arcens x dr.
i -1
i In 2
1180. | xaretg « d. 1181, [ « cosh z da.
Lt 1}

1182, Najdite rekurentny vzoree pre urdity integral 7, kde n je prirodzené tislo,
a vypotitajte I, ak :
nl2 1
a) I, = [ sin? 2 du; ) Iy = | amin® x da.
i 1fe
w4

by Iy = | tgn o de;
0
wE

1183, Dokazte, Ze f cost xr , cos (m 4 2) rde = O,

p2

, ) . 1
1184, Dokaite, Eefmmx.SIn(m+2]xdxum, m o 1.

5,3. Obsah rovinnyeh itvarov

A Nech funkcie f a g s spojité na intervale Ja, b a nech v intervale (a, b) je glx) <2 fir). Mnce
finu vBetkych bodov 4 = (r, ¥) roviny, pre pravouhlé suradnice ktoryeh plati

R }
glxy =y = Hep
nazyvame elementdrnon oblasfou uréenou funkeiami f, ¢ a intervalom Za, b {pozri obr. 37).

Ak je funkeia g kondtantna, t. j. g(x) = &, kde k je ¢islo, potom sa elementarna oblast nazfva
krivodiary hdeobsﬁni.l: & plati

(1)

= o= bh,
g } (2)

ksy = fle),

{pozri obr, 38).
Fro obsah P krivodiareho lichobeinika (2) plati

P = j' [flz) — #] da. (3)
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Pre obsah P slementérnej oblasti (1) npilati

: b
P=[[Hz)  g(z)] do. (4)
a _
Poznémia,. Pre obsah krivotisreho lichobeznika z obr. 39 (k = 0}, plat{
h
P = [ fiz) da. (5)
a
Pre obssh elementdrnej oblasti 2 obr. 40 (f(x) — 0, = < <a, b)), plati
b
P = — | gx) da. (6)
i1
ol
‘ ' i

;o ' |
y=1x) p ¥ =it
-1""’ IT
|Fr

- k
o . wy o Iz
"y = gix}

,,.Jﬂ" 0 p b ox
by, 37 . (. 38
y il
r =k ye0 b
l H |
' g
= J.J -‘!'
0 a y=0 L0 y = oz

Obr, 39 Ohr, 40

Priklad 1. Vypotitajme obsah mnofiny M v rovine ohrani¢enej grafom funkeic jir) - 3 +
+ z* —~ Bz na intervale < —3, 35 a osou oy (pozri obr. 41).

Riedenie. Mnotzina bodov, ktore] obsah mdme poditaf, nie je sui clementirna oblast, ani
krivotiary lichobeinik, di su viak vyjadrit ako stfet elementirn vohi wblasti, Tieio uréime tai,
e najskdr ndjdeme nulové body funkeie 7. Upravme rovanicu

e L i E e | )
na tvar
) z(e? =2 — B) -0,

Korene tejto rovnice sz = —3, x = 0, # — 2, Graf funkeie fa) = ¥% = 2 — xr jo na ebr. 1,
Z toho vyplyva, 2e mnoiina M je sidtom elementarnyelt oblasti 17 p Mo My weienyeh necov-
fami

nos
' —8 = r =0, 0=z =2, 2=lx o3,
0=y = fla; fla) Sw =y 0 =0y = flal
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Freto obsah P mnoZiny M je sudet obsahov P, F,, F, elementérnych oblasti M, M, M,
a plati
2

1 . , 4
P=P1+P.+P.ﬁf(a:'-:'—x’——&r]dx-—-I{[m’—:—z“—ﬁxjdm+£(m'+w‘—ﬂm]dz=
24 % :
— ___3: ot — 83| ==
e e e s

mo—(——g—ﬂi [( —-—12)~]+(%+9_—27)_(-{+?_12)-.

9 16
it _,;,_ : 2_
+ .4+3 8

B. Nech funkcia f je dand pnmmelsrmk:,?nﬁ rovnicami z = @(t), ¥ = p(t), pridom funkecie ¢
& a0 spojité na intervale <, {,>. Nech funkcis ¢ je ridzo monotdénna a md spojita deriviciu
v intervale {t;, &5, pritom ;) = a, @lt;) = b. Nech funkeis g je nezdpornd v intervale {f;, ;.

Pre obeah krivodiareho lichobeZnike (2}, kde & = 0, plati

iy
P =J wit) | '] dt. S A7)
1

Obr. 41

Pre obesh elementdrnej oblasti a < » = b, fz) = y = 0 plati

¢
£= - vam |p'te) ] dt, ()

pritom funkeia g nie je kladnd v intervale {#, £,5.
Priklad 2. Vypotitajte obsah rovinného Gtvarn ohraniteného elipsou z = a cost, y = bsin ¢,
a>>0,b= 0t e, x> (pozri obr. 42).
 Riedenie. Dand mnoZina je suétom dvoch elementérnych oblasti
-t S S a —, S x = a
0=y = flx) px) =y =0,

kde pre funkeiu f plati x = acost, ¥ = bsint, t €0, ©> & pre funkeiu g plati x = acos t,
y="heint, te{m, x>,

e e e o e e e ek e e e 1

—_— e e e e e



4.3, Obsah rovinngeh dtvarov 185

V intervale 0 = ! = & je funkcis z = a cost klesajiica, funkeis y = b sint je kladpd. Obsah
P, prvej elementdrnej oblasti podla vzorza (7) je

n 7
P = r.’: ginf| —asint!dt = ab [fﬂ'r:’rd{.
1] 0
PretoZe v intervale 7 =< ¢ << 2x Je funkeis r == ¢ cos f rastica a funkeis b baint zdpornd,

obsah P, druhej elementdrnej oblasti podla vzorca (8) je

- ¥ -
-

Fge — | beint|—asint|dt’= ub I gin® ¢ di.

oy 2o

Obsah P danej mnoginy jo

- b s J—
, 3 =3 Ty 2’: : T 2 I L 2
P P, 4 P, =ah I.Hm‘l dt 4+ ab ‘r sin?{ df = ab _J. sin? f df = akb o b= Y rin = b,
p L
] T ]

U. Mnotinu vetkyeh bodov, ktorgeh polirne siradnice ¢, ¢ VVhovujil nerovnostiam
T 5P =y,
P =p= 'Ir||';'.':|'
kde [ je spojita 1"12111.1-;1-.:':1 na intervale (g, @ (0 < @, —
— ¢ = Ix), nazyvame segmentom uréentm funkciou f
a intervalom gy, @.> (pozri obr, 43),

Pre obsah P segmentu plat

i ]
r .
P= -\ Plg)dg. {9)
- o Obr, 43

Priklad 8. Vypotitajme obsah ¢asti roviny ohranitenej kardioidou g = a(l + coa ), kde
a0 a0 =g 2

Riedenie. Funkeia f{g) = a{l + cos #) ] na intervale {0, 2n> spojitd. Cast roviny uréend
nerovnostami

0= @ = 2,
0= p =all 4 cong)

tvori segment. Podla vzorea {9) obash P tohte segmentu je

in i
1 v ] . a? [ . ) .
P - 5 ) [a{l -+ cos )] de = - \ (1 -+ 2eong + cos ) de. =
0 0

a* I' 3 o 1 . . J#n 3ax
- 2-[-2-(;:4 2 ain ¢ | Ism 2 o =—-2

1185. Znézornite elementdrnu oblast a vypoéitajte jej obsah:
aA)lsxr=3 —rxfygx4+2; cJlgz<e, 02y = Inx

b)0£az2xn 02 yZsina
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V tlohéch 1186 aZ 1202 n&jdite obsah dasti roviny chranidenej krivkami:
1186, y = 6z — z?, y = 0. 1187, y = 2 — 2z, y ==.
1188, z - y = 2, y——a:‘-i—iz—l 1189, y = 2%, y? ==
1190, y = 2* — 5 — 6, _

y= —at+ 5z + 14

1191 y = 24, y = 2!@. 1192, y = 22%, y=12% y=1L
1193, y = 2%, ¥y = 4x. 1194. y = 223, y* = 4x.
1196, 2y =4, 2 +y = 5. 1196. y = #%, y=e% xr=In2,

1197, 2 =0, 2=1/2, y=10, y=zxe =,

1198. y =2, y—=In*z

1199. y == a cosh (zfa), z=0. z=a, y = 0.

1200 x =n/2, z=m, y=0, y=zcos(x3)

120l.y =2, y=—==x-+sintz, z=0 z=1m

122. y = e ¥sinx, y =0, pre ze0, n).

1203, Vypoditajte obsah &asti roviny ohranidenej parabolou y = z* — 6z + 8
a jej dotytnicami v bodoch 4 = (1, 3), B = (4, 0).

1204. Vypotitajte obsah rovinného wtvaru ohranifeného osou oy & krivkou

y = 2% + 32% — 5z + 4 v intervale {0, 6.
1206. Vypoditajte obsah roviny ohranidenej krivkou y =z — 324 3z — 1
a priamkami y =2 — 1, y =2z — 2.
1206. Néjdite obsah &asti roviny ohranifenej kruinicou z* + y* = 8 a parabolou
yt = 2z,
1207, Najdite obsah &asti roviny ohranidenej parabolou y* = 2pz a kruZnicou
z? + y* = dpx.
1208. Najdite obsah &asti roviny ohranifenej parabolou y*® = z, hyperbolou
zy = 8 a polpriamkon z =8, y £ L.
V dlohich 1209 aiz 1214 vypoditajte obsah &asti roviny ohranidenej krivkou
danou parametrickymi rovnicami:
1209 r = 32, y=23t—, tel—}3 5.
1210, z = 2t — ¢, y = 2? — {3

1211 z = a{t —sint), y = a{l — cos ) a lscckon v = ol y = O, = 0.t 0 2

1212, x — a cos?t, y =asin®t, a >0

1213. x = (¢t cos® {)ja, ¥y = (c®sind{)/b, c? = a? — b4

1214, = afcos t - tsint), y=a(sint —fcost), te0, 2m). a polpriamkou
r=ua, y=0

V tdlohich 1215 a% 1223 néjdite obsah fasti roviny ohranidenej krivkami, ktm')"eh
rovnice v polirnom siradnicovom systéme si:
- 1215. 0 = ap, a>0, ¢e{0,2x) apolpriamkou ¢ = 0.
- 1216. 0 =acosg, a>>0.

1217, o = alsin 2¢} @ > 0.

1218. ¢ = 3kin 3¢ '
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1219, ¢ = alcos ngl. @ = 0, kde n je prirodzené Gislo.
1220, 0 = 2a(2 + cos @}, a =0,

1221, o = 4 sin® ¢.
P

1222, B —
1 — eos q

p=0 ¢ w4 g w2,

=3
1l

1223, 0 = Fm: _

" Glohach 1224, 1225 a 1226 pouZite polarne stradnice a najdite obsah dasti
roviny ohranitenej krivkami:

1224, 2/0 + %4 = 1. o¥4 + ¥ = 1. pricom p £ 6 ’:Efﬁ.

1225, xd =~ yt = 22 + 2 1226, x% L 9% = Jaxy, a > 0.

3,4, Objem telies
A, Objem rotatnyeh telies

1. Majme v priestore dami rovinu s v nej pravouhly sirsdnicovy systém. Nech funkeie f, g
B0 spojitt no intervaloch (o, b, Qe ek, Cay G o8 plati O 7 glu) 2 flu) pre kaddd w oz tychto

intervalow.
Majme clementirnu oblast )
ot T ey
L (n
gle) 2y 2 )
Pre objem rotaéného telesa, ktord oplie elementirna oblagt (1) pei rotdeli okolo osi o, plati

)
Vo [ 17 g3 e (2)
it

& pri rotami okolo osi oy plati
- fa '

Vot [ {aldlx) — g} b e pre o« . 3)
18

Ak elementiarna oblazr (1) je krivu@‘.iml'y lichoheinik
@ shw o hy
. (4}
U i {Eo
potom pre abjemn rotacnéhio telosa, kloré apiEe krivotiary lichobesnile (4) pri rotdcit okolo vai oy
plati

b
Vo= [ fe e (5
L3

& pti rotdcii okolo osi oy plati
s
= ET:I affe) doe pre oo i {0}
13

Ak jo elementdrna oblast urdend funkeismi & = fly), © = g{y) v inteevils Ce, ot g plati

L (n
iyl = = = fly),
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potom pre objem rotatného telesa, ktoréd opite tiate oblast pri rotéicli okolo osi g, je

d .
V=2rf {ylfly) — oly)}idy  pre ¢z 0 (8)
a pri rotdeii okolo osi oy je
. d
V== [ [ — g*y)] dy. -9
¢ .
2, Nech funkein f'urﬁujﬁca elementirnu oblast {4) je dand parsmetricky
x = @lt),
¥ o= it),

pre { £ e, §, pri¢om funkeia ¢ md spojitu derivaeciu v intervale e, §> a spojitd funkeis ¢ jo
nezdpornd pre vietky t z intervalu Je, .
Pre objem rotaénéha telesa, ktoré vanikne rotaciou elementdrne) oblaati

0= plx) S a = plf), [0 = @(f) =z = pla)] } (10)
U=y = plt)
vkolo osi o platd
8
V= x|yl )] di : (11)
o .
& pri rotacii okolo osi oy je
8
V= 2x [ pit) |@lt) ¢'(1)| de. - (12)

=3

3. Objem rotaéného telesa, ktoréd apife elementarma oblast dand v polirnom sdradnicovom
systéme

Ugaéqpéﬁ:‘;m} (3)
i) = a = i)
pri rotacii okolo poldrnej osi, je
4
v = 5 1P - gl sin g dg. (14)
x

Priklad 1. Ndjdine objem teless, ktoré opite elementirna oblast ohranidend parabolami y =
= x4 2, y = 2x? 4 | pri rotdeti okolo ost oz

Riefenie, Parabuoly sa pretinaji v hodoch M, N, ktorych sfradnice uréime riedenim sistavy
rovnie

y = x* 4 2,

yo=2x* 4+ 1,
£ toho dostaneme
x? =1
i
Ty = L Yp,2 = 3

Cide M = {=1.3), % = {1, 3).
Dand elementarna oblast je uréend nerovnosteami
-1 5251
2t 1@y 28 + 2
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Objem rotadného telesa, ktoré venikne rotdciou tejto oblasti okolo osi ay, podla vzorea (2) je

1 1
Vor [ (&% 428 — (22 + 9 dz =3 [ (1 —'x')dw-&n[#—%]l 2
-1 -1 -1

Prikiad 2. Vypoditajme objem telesa, ktoré opiie elementérna oblast ohraniSens hyperbolou
osou oy, polprisamkami y = b, x 2 0y = —h, z = 0 (h > 0) pri rotdeii okolo oei oy.
Riedenie. Dand slementérna oblast jo urtend nerovnostami
' ~hSysh

t2zse V1+£-

Tﬁooﬂlﬂvﬁvﬁpmﬁmuhhuqhhnoh‘mhﬂjwhymmm
& dvoma rovnobednymi rovinami, kolmymi ne os rotdcie. Pre objem tohto telesa plati podla
veorea (8)

S EI R PRI Jr o

. 2
V = 2math (1 £ %}

mu:.m,d;m.obmmmmmmnmm obll:ﬁohﬂnﬂml
mun,:nblﬁknmutamndyx*acon'l ¥ o= arn?t, >0, Uﬂlﬂr:nlmlanmo,.

Ricdenie. Kodle ¢'{t) = —3acos*tuint jo spojith funkeis a spojité funkcis () = osin’
je nezdpornd v intervale {0, ), podla vetahu (11) dostaneme:

V= ::j'al-in':l—aaml:dnqdlsanluj' (1 — cos?® £)? cos® ¢ sin ¢ &2
0 : 0

Zavedme substiticiu « = coe ;. Protote si splnené predpoklady vety 1 z &ldnku 5,2, plat!

-1 1
V.._h-mju-u*pu-du-anlnj[ul Sut 4 3ut — u?)du =
S

ud  3uP BuT WM 32
3T T ?’]- =105 %™

Priklad 4. Ndjdime objem teleea, ktoré opile elementdrna oblast uhuniﬁanépoli.mounm
-ohﬁhumhrd.mid;rg-a{l+m¢}.prﬂomﬂsqp53
mmmmﬂnﬂndpmﬁmi nerovnostami
t=g=sm
0 < ¢ Zall + cos g).
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Fre hladany objem podla vetalog (14) plati

2r 4
V = 5 j a*l = eon ) sin g odeg,
i

Po zavedeni substiticie w = 1 4 cosg, 0 = g = ¢ {predpoklady vety 1 2z &linkn 5,2 ad
splnene) dostanems:
o .
Pl 2u¥g a2 Batm
- —ydy — - : — -
3 | (- an 3[4]_[1 3

ey

E. ‘Objem telies

Majine v priestore dany pravouhly stiradnicovy systém a v Hom dané teleso. Nech obsah
rezov, ktoré venikni rezom telesy rovinemi @ = 4, ¢ =5 g 2 d, rovnobeinymi s rovinou Ryz jo
&= Six) ke # e ey dy o kde o= e, o= d s rovniee tovin, medzi ktorymi je zovretd dané
teleso, Pre objemn tohto telesa plati

il
I | 8 da (15}

[

Prikiad 5. Najdime objem fasti priameho eliptic-
kéhe  wvalean ohraniéencho zakladfioun a rovinou,
ktord prechides hlavnou osou eliptickej zdkladne
a wviera s fou uhol 457 (obr. 44).

Riedenie. Nevh je dany valee vréeny nerovnos-
tarmi
@t dyt gt

0=z=a/2

Obr, 44

A rovnica roviny jo ¥ —z == (. Rez telesa rovinom
rovonobefnon & rovinou Ry, ktord prochidza
bodom M = (x, 0, M), — a = r = @, jo pravouhly rovneramenny trojubolnik so zakladfiou

¥ = l.ﬂs == x* 2 a vyikon z = y,
Obsah rezu je

- [af — x?).

ool —

1 1
Say = 5w =5 ¥ =

Objern tohte telesa dostaneme podla vztahu (15)

" i
fad lal n
b= \ .S'{-i':ldI':% ] {a* — x?) die = ; [HB.'F' "

. 3
—n e

-li 1
a6

Vo ulohdch 1227 aZ 1232 vypoditajte objem rotaéného telesa, ktoré opife dana.
clementarna oblast pri rotaeii okolo osi oy

1227, -2 =2 x5 2 1228. 0 < 7 < 3
0=y a®+2, 05 yz [

1229, 0 = x = m, 1230.1 = 2 £ 2,
0=y = sing. 0=y = 4x
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1231, -2 2 = £ 2, 1232. 0 £ 7z £ w4
0 £ y £ cosh'z, 0=y < tgr

1233, Vypoditajte objem rotatného telesa, ktoré vznikne roticion clementarnej
oblasti 0 Sy £ 2, 022 < Vy, okolo osi oy,

V ilohdch 1234 aZ 1239 nijdite objem telesa, ktoré vznikne rotéciou elementarne)
oblasti uréenej danymi krivkami okolo osi o,

1234. y = 2%, 4 ==z

1235,y = 1 — 2%, y =z

1236. y = 2z/m a y = sin x.

1235'.31:—4y+51j—-{1 a y= 2%

I88.2 =0, a=5b/4, y=0 a y=aces2nzh), (a>>0,b>0).
at oy

1239, » = £, 2 g b (k = a).

" tlohach 1240 a% 1244 néjdite objem rotaéného telesa, ktoré vznikne roticion
elementarnej oblasti uréenej danymi krivkami okolo osi Oy

1240, 2 = 0, 92 b2 —4 =0,

1241,y — —"f; y = i-;_[ :
1242, y = sinz, 2=0, y=1/2
123 y = e, =0, z=0a, y=0, (a>0)
1244, Jz + Yy =@ z—=0, y=o.
1246. Néjdite objem rotaéného telesa, ktoré vznikne roticiou elementarnej oblasti
urcenej krivkami:
a) y* ==, z—4, okolo priamky y = —2;
by =4 —z2 y =20, okolopriamky z— 3.
1246. Vypotitajte objem rotadného knZela s polomerom zédkladne r a vygkou h.
1247. Vypotitajte objem zrezaného kuZela s polomermi zékladni 7, R a vyskon k.

1248. Vypotitajte objem rotaéného elipsoidu.

V dlohach 1249 az 1253 nijdite objem rotatného telesa, ktoré vznikne rotécion
elementérnej oblasti, urdenej osou o a funkciou danou parametricky:

1249. x — 12, y =t — 133, 02 < V§ okolo osi oy

1250, x == a{t — sin #),

- [ A N
y=a(l —cosp), 0515 2w (oblik eykloidy), okolo osi og.

1251. x = a(t — sin #),

< : I
y = a(l — cos i), 0 £t £ 2n, okolo priamky z = wa

T—— e
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2 2
1252, » = i,,' cos¥f, Yy = % sin®f, 02¢=m of=a?—b? (oblik evolity

elipsy), okolo osi o, a osi oy.
1253. x = a[ —cost + In cotg (¢/2)], ¥ = asint, a0, 5 =t ?f
{oblak traktrixy), okolo osi og.

V tlohdch 1254 a% 1257 vypoditajte objem rota¥ného telesa, ktoré vznikne roticiou
daného segmentu okolo poldrnej osi.

12 0 2 p = m, .
0= p = 2a%2 + cos @) (Pascalova zavitnica),

1255. 0 £ ¢ = m,
0=spSap, a>0 (Archimedova spirdla).
1256. 0 £ ¢ S =, 1267. 0 < ¢ £ m,
0= p £ alsin 2¢|. 0% 0= acos® g,

1268. Néjdite objem rotaéného telesa vytvoreného rotdciou lemniskaty (x? |-
-+ y*)? = a¥x? — y?) okolo osi 0. Zavedte polarne saradnice.

V dlohdch 1259 aZ 1265 najdite objem telesa ohranideného danymi plochami:

t»..f 4
A

m: ys zg zﬁ yﬂ zz
1359-'(1';+E;+;;=1. lm.ﬂa+iz--—-ﬂ—s=l_.
T=¢ &= —c

1261 y* +- 22 —ay, 2z —y =0, z-+y =0
x?  y® ¢

1262'§+FH1’ z =0, 2=y

1263, 22 + 22 = 1, 22 4- 4% = 1.

1264, 22 + y? 4 2® = a2, 2? 4 y® — qux.

1266, y® + 422 =8z, y* L 422 =1, z —0.

1268. V nidobe tvaru kruhového valca s polomerom zékladne » je naliata kvapalina.
Os nidoby zviera 8 vodorovnou rovinou uhol %. Polovica dna je pokrytd kvapalinon,
Vypotitajte objem kvapaliny.

5,5. DiEka rovinnej krivky®)

Veta 1. Nech krivka X je dand parametricky » = (1), v = wit), t€ (o, i3, pritom derivicie
¢ & y’ 84 spojité na intervale (e, 5. Potom pre dfzku krivky plati

2
s= [ Yig'OF + [y (aTar. ()

*) O rovinnej krivke pozri ¢1. 3,14,
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Ak krivka K je grafom funkeie y = f(z), ktord mé spojitd derivdecin ' v intervale (a, b3,
ditka krivky je ’

f
5= V1E f e @
i

Ak krivka jo dand v polérnom siradnicovem systéme rovnicou g = f), ¢ € {gy. ps> B deri-
vécin {° je spojitd na intervale {g,, ¢,>. potom dizka krivky je -

F.
5 = [ ViRow ~ (7@ dg. (3
L2

Prikiad 1. Vypuélt#jma ditku oblike ssteroidy x = acos®t, y = gein®t,'a > 0, L€ (0, w25,

T

Ricfenie. Kedie derivéeio @'(t) = (acos®t) = | .
= --3acost.sint & ¥(f} = (esint)’ = 3amin’t.cout y
811 spojité na intervale {0, n/2>, podla vzfahu (1)
plati

®/2
8 -oj V(=3acos®sin )® + (3a sint feos £)? dt =

Jcost ¢ ain®t ¥ sin* £ cos? ¢ dt =

da

e/
~3a |
t
b nf2
N ) 3a o
= Ja j L‘-M!llntdin-—j win 24 = .-
2 2
u ’ [}

(pozri obr. 45). Ditka celej astercidy je 6a.

Priklad 2. Vypoditajme dftku retazovky y = Obr, 45 .
= (e -+ e-7)/2 pre z & (0. 3. '

Riedente. Kedle ['(x) = (e — e~7);2 jo spojitd funkeis ns intervale {0, 35, podls vzfshu (2)
dostaneime

N 3 e
SnéﬁIVI + (a#_zf:f)‘dz—

Pﬂ;lul 8. Vypoditajme dizku obluke kardicidy danej rovmicou p = 2a(l + cosg), ¢ €
e {0, 2r>.

Riedenie. Kodle [(¢) ~ —2a sin ¢ je na intervale (0, 2n> spojitd funkcia, podla vatahu (8)
mame

ot L e—¥ 1 )
SN da 3 [ex — a—<]F = ; (e* — &= = sinh 3.

=(—-"J“

gn _x e
s = [V Teor gl + (—Zmain g dg = 22} 2 [ VT4 vongdg =

= da ?nl""%irdw=hfm%#+hj (—m%)dqu—sa+ﬂa— 18a.
¢ 3 :
13 Zhierka dloh

e
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V tilohach 1267 a% 1272 vypoditajte dizku danej krivky:
Z
1267, x == ¢2, y=t—%. osts |3
1268, @ = a(t — sint), y=o{l —cosf), 0=t =2x, a>0

1269, x — afcos t - tsint), y=afsint —tcost), 0=t 3 2w, a >0 (evol-
venta kruhu). )

1270, 2 — cos*t, y — sindt,
1271, = 20 8in?t, ¥y = 2asin®f.tgt, 0 St =4
1272, & = 2 cost + (12 — 2)sin t,
3= 2sint — ({12 — 2)cost,
1273. Dokéite, fe dizka jedného oblika epicykloidy
2= a[{n + 1) cost — cos (n - 1) ],
y=af(n+ 1) sint — sin (n = 1)#], >0

0=t=sm

je Ba(n -+ 1}/n.
1274, Dokaste, ze dizka jedného oblika hypocykloidy
x = af(n — 1) cos ¢ + cos (n — 1)¢t],
y =a[(n — 1) gint — sin (n — 1)), a>0

je 8an — 1)/n.
V dlohéch 1275 aZ 1285 vypotitajte dizku krivky: :
1275. y =2, 0SS x<3. 1276. y = 2}z, 0 xS ).
1277.y=2:c—z’-, 02zs 1. 1278, y? = 43, y::-ﬂ 0z 2.
1279, y = (2 +a%)/8z%, 1< a5 2 1280.y —e?, 0<z < 1.
128L y = Inz, zel3, /8. 1982.y =1 —Incosz, 2z €0, w/4).
1983, y = In Z+ =, zedn 5.

lﬁﬁi.y=arcsinx+]/l — gz —l=Z=2x= L
19285, z%/% +— y¥® — a¥? g~ 0 (asteroida).
1286. Dokéste, e dlzka elipsy # = acost, y — bsint sa rovna ditke jednej

vinovky sinusoidy y = €sin E— , kde e je ohniskové vzdialenost elipsy.

V ulohdch 1287 az 1291 vypoaita,]t,e dltkua kriviek danych v polarnom stradnico-
vom systéme:

1287. o =ap, >0, 0= @£ 2rn (prvy zdvit Archimedove]j &pirdly).
1288. p — alp, a >0, 2/3 = ¢ <'3/4 (oblik hyperbolickej Spiraly).
1289. p = aem¥, @ >0, 0 £ ¢ < 2 (prvy zavit logaritmickej Apiraly).
1290. 0 = 2z cos p, @ >0, —m2 =5 ¢ < w2

12‘3L9=aain’%, a>0 02 ¢=dn
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0,6. Obsah rotaénej plochy

Nech krivka K md parametrické rovnice
z = glt), ¥ = pith te (a, i,

pritom funkeie ¢ a » maja spojité derivacie na intervale {a, > 8 funkeia ¢ je rydzo mono-
tonna. Pre obsah P plochy, ktord vznikne rotéciou krivky K okolo osi oy, plati

ﬁ —
P=2=] iy [ + vinan {1)
a

Ak je krivka K grafom funkeie y = flx), ktoré mé spojitd derivéciu na intervale (a, b>,
tak obsah P rotaénej plochy je

17 .
P =2z | |j)) T+ Pl de ' 2)

Ak je krivka K dand v polsrnom suradnicovom systéme rovnicou p = f(p), 0 < ¢y < @ =
S @ = 7, pritom derividcia [ je na intervale {g;, @, spojitd, potom pre obssh P plochy plati

Fa .
P =2z J )i sing . Vipr + [F(@)]} dy. (@)

Priklad L Vypotitajme obsah rotaéne] plochy, ktord vznikne rotdeiou eykloidy # =
=aft —sint), ¥y = a(l —cost), a > 0, 0 = ¢ = 3w, okolq osi oy

Riedenie. Funkeie x = ¢{t) = w(t — sint), y = p(t) = a(l — cos t) maji ne intervale {4, 2
Bpojitd derivéicie ¢'(t) = a(l — cost), ¥'(t) = asinz. Pre vietky ¢ z intervalu (0, 2m) plati
¢'(t) > 0. Preto funkecia ¢ je v intervale {0, 2= rastica o podla {1) dostaneme

1a(l — cos #)| [[a(l — cos 1% + (@ sin £)3 dt =

=2mat | (1 —cost) /1= Zcost - cos®f + sin® {dt =

i

2n o
—211035 {1 — eost) }"ETl—cmt]dJ=ina‘5- {I--cnst}ainT;-dss

0 ]

2m In

= 4mwg? l-sin—{—cos!sinm{- dl=2m’§ (Eaini—sin£+ain-‘—}dt:-

o2 2 2 2 "2

H .
A

4 3t £ 1 T L
= 2 i —— — Sif —— = 2| - — —_ i =
= 2r=a S[Qfsm 5 sin 2]:1& imn [ S'tma > - 31:03 2]“

o

B 1 1 L1664
—4173"[3“-3-'{"3—?]—43'!5‘ ?—3“‘0.

Priklad 2, Vypotitajme obsah gulového pasa, ktory vaznikne rotdcion 2asti kruinice z® +
+y* = r? y = 0 v intervale { —a, a> okolo osi og, prifom 0 < a < r. _

15+

w
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Riedenie. Z rovnice kroZnice dostaneme v = I i — 22, Funkeis f{x} = l’r‘ - z? je v intervale
{—a, @) kladnd, mi tam spojitii derivdcin [y = ~ a plati

frt =
S ré

- = -
PR R S|

[ LT R R

Podla vzorca (2) obsah gulového pdsa je

¥

a .
P =1In ‘ 11*—4‘—————&.1'=2:|: rde = 2uelx)?, = dmra.
a

R

IR

al——n

Priklad 3. Vypoditajme obsah roratnej plochy, ktord vznikne rotéciou kerdioidy ¢ =
= 2a(l 4+ cos @}, a > 0, ¢ € (I, = okolo polérnej osi.

Riedenic. Funkeis f(g) = 2a({l — cos ¢) je nezdpornéd v intervale {0, = a mé tam spojiti
derivéciu ['(g) = —2a sin ¢. Pre ohsah dane] rotaénej plochy podla (3) dostaneme:

P = 211}' a(l — vosg)=ing | [Za(l = cos @)}]* + (—2asinp)*dp =
@+

w
= Eml'j{l -=ro.-!q"_l.¥iu¢[l — Yeong + coat @ + sin*pdp =
u .

" "
= Bmat? I (t + cosg)sing | 2(1 - cos g) dg = s}rgm‘jﬂ'}*[l -+ cos @)? sin @ dg =
0 U

= Blv‘rﬂn_m'[ ——i- i = "cos ¢ ]: = Blf"E_ma’—i-vn_ﬂ = % m‘

V dlohéch 1292 aZ 1309 vypoditajte obsah mtaéme; plochy, ktord vznikne rotdciou
danej krivky okolo ogi os.

1292, 2 = 4 — 13/2, y =43 medzi priaﬂeénikmi so suradnicovymi osami.

1203, z = (cos? + 1'2)2. y==sint — (sin2)/2, 0513w

1204, x = efsint, y ==elcoxf. 02t 5 w=/2

1286. z = g cos™., y =asin®l. a >0

1296. z = asin 2f, y = 2asin®f. « > 0. te0, n).

_iﬂ?.x=a{l —s8inf), y=all —cost). tel0,wy n>0

1208, y = 2, —23 x5 213.

1209. y = %%2, 05 7 < 34

1300, y* = dax, 0 £ x £ 3u.

1301, y =sin>2, 0L 2z < =

1302. y = tgx, 05 xr s L

1303.y =%, 0Sz5 1.

1304. y = a(e®/® - e 7/a)2. 0SS x5

1306. z¥fa® + y¥b2 = 1. a>b> 0.

1306, z3/3 4 y¥* = a¥. a >0
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1307, 22 + (y — b}t = a2, Q<o <b
1308, r* —y* =a% a>0. aSzgel2
1309, 23 (2r —z) =23, 15 x5 2.

1310. Najdite obsah rotaénej plochy. ktora vznikne rotdciou ¢asti paraboly y? ==
= 2r medzi jej priesednikmi s priamkou 2r = 3 okalo osi oy,

1311. Néjdite povrch gulovej plochy s polemerom r.

V ulohach 1312, 1313 a 1314 néjdite obsah rotaénej plochy, ktoré vznikne rotécioun
krivky okolo osi oy. '

1312. 4y =2% 0Sy<3
1313. z%a® + 4202 =1, a > b.
1314, x¥fa? — b2 =1, —-b gLy <0

V dlohdeh 1315 aZ 1318 nijdite obsah rotatnej plochy, ktord vznikne rotéciou
krivky danej v polarnom siradnicovom systéme okolo polérnej osi.

1316.p =acosp, a >0, 0sp<n
1316. ¢ = 2asing, a>0, 0 ¢ < 7.
1317. ¢ = affcos Zp, a>> 0. )
1318. o = 3 + 4 sin ¢.

5,7, Statické 'momenty, taXisko, momenty zotrvadnosti

A. Neeh v rovine je dana sidstava I} hmotovéch bodov A = (xy, ¥¢) 8 hmotnostami my, 1 = 1,
2, ...n '
Statickyy moment tejto sistavy hmotnyeh bodov vzhladom na 08 og, resp. na os oy je

L H
My = Z""I&'{r My = 2 mixy. (b
il i=1
Moment zofrvadnesti tejto sistavy hmotnych hodov vzhladom ns os o, TeSP. D& 08 oy jo
i W
Ip =3 ms, Iy = > mal. (@)
i) . ey

Nech je v priestors dand sistava J7 hmotnych bodov d; = (i, ¥i. %) 8 hmotnostami My
i=12 ..., n )

Staticky moment tejto suatavy hmotnjch bodev vzhladom na kaidi zo siradmicovyceh
rovin RBy., Rz 6 Ry jo '

n n n
My: = 3 maz, Myg = X myi, Mey= 3 mz. (3)
i=1 i=1 1=
Moment zofrvadnosti tejto sustavy hmotnych bodov vzhTadom ne keidi zo stradnicovych
ost oy, 0y & o jo .
L i k]
Ip = 3 mly? + 23, Iy =3 mad + ), Is = 3 mu(z} + o). )
i=1 =1 i=1 :



198 5. Urdity integrdl

: T
Nech M je hmotnost danej sistavy hmotnych bodov, M = z my.

=1

Fatisko sistavy 2 hmotoyeh bodov je bod T' = (£, %), pre ktory plati

MIF ‘ M»’ .
=31 T w
Fazisho sustary JT hmotngeh bodov je bed T = (£, 7, £), pre ktory plati
. Mﬂ: o Mg’z - Mw
Fea T T (0

Majme hmotna oblast 2 s plodnou hustotou ¢ = o{x), ktorej tvar je urdeny element&rnou
oblasfou '

glz) =y < fla, @)

pri¢om funkeie f, g, @ su spojité funkeie na intervale {a, b).
Staticky mement hmotnej oblasti £2 vzhladom ne o4 0p, resp. na os oy je

a = w b, }

] ]
My w3 [ o tre - genan My~ { ot difie) — ot )
[ i

Tazisko oblasti 2 je urené vzfahmi {3), pritom My & My sG urfené vatalmi (8) o
[
M = [ o{z) [fz) — glx)] dr. ()

Moment zotrvadnosti hmotnej oblasti 2 vehladom ma sarednloovd 08 oy, Teep. oy, reap. o, je

1

Ir= 5 | of®) [y — g*(z)] de,

nR....--—:,,=.

_— {10)
Iy = [ ole) 2 flz) — glx)] dx,

Ig = Ia- -{r* I,.
Priklad 1. Néjdime taZisko homogénnej hmotnej oblasti ohranidene) ¢astou asteroidy
R N UL T ||
& 0801 Op.
Riedenie. Dand hmotni oblasf s konStantnou plosnou hustotou 4, je urfend nerovaostami
—a =z =a
0 =<y = (u¥I — 22

Staiické momenty tejto oblasti podla vefahov (B) sd
- .

. o«
My = % g (a3 — 223 dz, + My =0, 3 xlad — ¥ dr,
. —a

—a

Kedic druhy integrél je integril z neparnej funkeie v intervale {—a, aj. je My =
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Prvy integrél je integril z pérne] funkeie v intervale { —a, a), preto plati
L
My =da, 5 {a¥ — 3a¥9p%/t L Jat/ixtfd _ 2%) dp =
o

g 9 1 e 16
- Ty o gdfEEy L ey o = 3
a‘,[az sa'::“ +Tn"z 32]0 lwc‘,a

Hmotnost tejto oblasti je
& &

M =g, [ (a¥/? — 2233 Az = 20, J‘ (a3 — z23)3(2 da.
0

Zavedmes substiticiu z = @ cos® . Pre hranice ®, § dostaneme « = wf2, [ == 0. £ toho
vyplyve .
w2 ni2
M = 2a, I a(sin® ) 3a cos® tsin t dt = Galg, _f sin't.cos®¢dt.
1] 0

Podla vzorca {15) z &ldnku 4,6 pre m = 4, n = 2 dostaneme
. w2

/e
2
st mtotn{ [~ L imttco |+ 2 | i cooeti @) = S | e -
. Q

. r:.‘il “
3 — o8
= et | g

=G ‘d..

i nfd
d"=""‘:_ﬂ=6n[ _M] / —i

4 Jlo 18

Pre taisko tejto oblasti podla vztahov (3) plati
_18a%q,{105 _ 2i6a
17 Grate,18 35w’

E'— 0,

dite T = (0; 256a/315%).

B. Majme hmotny oblik 2 s ditkovou hustotou u = u(f), t € {x, g, ktorého tvar je urieny
oblikom

x = @),
¥ = with

kde u je spojitd nezdpornd funkeia na intervale {x, 8> a funkeie @, ¥ maju sapojité derivdcie
¥ tomto intervale.

tedlx #), (1)

- Btaticky moment hmotného oblaka 2 vzhladom na os a,, resp. o8 oy, je
ﬂ .
My = § ple) wio F@®0 + w'H0 e,
E
8 _—
My = | pit) p) Vo0 < ¢ 50 ar. (12)
@&
Tatisko hmotného oblaka £ je urfend vzfahmi (3), kde hmotnosi M oblitka je

i
M= § pio Vo0 + 970 de ()
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Moment zotrvadnosti hmotneno oblitka £ valladom na os g, resp. 03 oy je

ﬂ N 1 —
Ie= [yo) sty o0 + w™ de. (14)
l .

g P
Iy = [ ) Pz + w7 ae. (1)
a

Priklad 2, Najdime fazisko drotu tvara polkruZnice

EBiedenie. Majme homogéopny drot tvaru polkruinice z = acosd, y — o sind, = od
a > 0 s konitantnou dizkovou hustatou p,. .

Fuankeie 2 = @t} — acosf, ¥ = pif) = a sini maji v intervale <0, = spojité derivicie
gt} = —asint, y'(t] = acoat Pre staticke momenty drdtu podla vztahov (12} dostanemsa

T
My =y J o &in f ];"n,’ sin® ¢ 4 a®cos® £ df,
Ll

n
"Uh" = My _{ e s 1 E;i_.%il_'ha t b oateos®tdL
i

Z toho dostaneme

w
My = pgat _f sintdt gt —vos ]l = Zpge®,
i

L
My = pryr? j vos Lt — ponfsint]y =
i
Kedie drot je homoginny, jeho hnmtnost je
ﬂ-f = ‘unm.
Saradnice tediska podla vafahov (4} ad

2t 2u
jgma o

Tip

= {}, 7=

dige T - (0; 2a/x%).
C. Majme teleso {7 a hustoton o), ktord oel tvar rotaéného teless
a Ty ih, r_ } (16)
0 = gla) < [y® 4 2t = fa,
pridom { & g el spojité funkeie na intervale {a, by,
Staticky muomnpent telesa JT vzhladom ne sivadnicové roviny je
]

My = 0, My = = [ yte) e[ 3() — g3(2)] do, My, = 0. (17}
[

Tazisko telesa fT ma suradnice

M
§=—r" 75— 0, [ =0, (18)
kde M e hmotoost telesa

I
M = & [ p(#] f#le) — g¥2)] de. (19)
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Moment zotrvadnosti telesa J§ vzhlfadom na os o, i

I;r T

t-.-l —

5
= | vl — g'io)] de. (20}

Priklad 3. Vipofitajme moment zotrvaénosti homogénnche pretinhnutébo rotatndého chip-
soddu vzhladom pa jeho rotadnd os.

Riedenie. Nech homogénny rotaény elipsoid s hustotou 3 venikne rotdciou elementirne] oblasti
ohranitene| esou op & hornou polovicon elipsy ’

P y!

e -F=l' a:::-l.i.

Tato elementirng oblast je uréend nerovnostami

L B s,

Pre hiadany mement zotrvacnesti 1 podle vzfahu (20) plati

i 0
1 - x4y e N r? ot
I.'I'. = —'2— :;’ j b‘ (l — ﬂ_z) d-ﬂ n ﬂ’b*'}' 5 (l — 2 ﬂ_" +ﬂ_"') d;f- =
- 1]

Iy moment zotrvadnosti pretishnutého elipsoidu vzhladom na jeho rotaéni os plati

Ty = —?— ME=,
3

D Majme ploeha F7 = ploénou hustotowe. ktord ma tvar rotaénej plochy

a =S e b, } 21
bt =2t = Ha),
kde § je nezdporns funkein, ktord md v intervale <a, b spojitd derivicin.
Stuticky moment plochy IT vzhladom na saradnicovd roviny jo
h
Mey — 00 My = 2x otz af(r) Y14 o) dn,  Mag =0 (22)
it
Tazisko plochy JT je uriend vzfahmi (18), pricom
. b R
M= 2x [otr) fix) V17 /%) da., (28)
@
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Moment zotevatnosti plochy I vzhladom na jej rotatng ¢2 on je

&
Ir = 2= [ of2) Plx) | T + Fi(x) do, (24)

@
Prikiad 4. Njdime {(a%isko homogénne] polgulove| plochy z* + 3? 4 22 = i, * > 0.

Riedenie. Dané plocha je rotaénd plochs s konStantnou ploknou hustotou g, ktord vznikne
rotéciou Etvrtkruinice

oy = Jer =, 0zesa
okolo osi oy Statické momenty tejto plochy podla vztahov (22) s

a B
e llr‘ 3
My = My = 0, My = 21‘:9‘5 x ]“q' —zf /] 4 aﬂx_ - dr,
0

S zile
My: = 2zo \ T lfa* — 2 + r?dr = 2roa [—2-]0 = moad.
u
Hmotnost tajto plochy je M = 2mga® a pre siradnies fakiska plochy podla vatahu (18) plati
mwaa® o«

Eﬁﬂmata?. =0 {=0

flie

dite T = (a/2, 0, 0).

E. Guldineve vety

Prvi Guldinova veia. Nech jednoduchy homogénny oblik (11) vytvori pri rotécii okolo osi op
plochu I7, ktord ju nepretina. Obsah P tejto plochy sa rovnd stéinu disky oblika § a dizky
kruznice, ktord pri rotécii opide jeho i{atisko T = (&, n)

P = 278, (25)

Druba Guldinova vets, Objem telesa V, ktoré vytvori elementdrna oblaat (7) pri rotdeii okolo

osi o, kde g{x) z 0, rovna sa sulinu ohsshu P rotujicej oblssti & dltky kruznice, ktord pri
rotécii opide fazisko oblasti (7) T = (£, 1%

gy (26)

Priklad 5. Vypotitajime objemn telesa, ktoré vznikne rotdcion elementédrnej oblasti ohranidenej
dastou astercidy —a = Za, 0 = y = (a¥® — x¥3)¥7 okolo osi og.

Itiefenie. Obsab & fatisko danej oblasti podla prikladu 1 je

M 3 256a
- — —_ 1 =] —_—
Po 7 (0.315“),
Objem telesa podla drahej Guldinove] vety je
238a 3 3z
Vo= 2e 3 e 32 e,
"5 18" 1050

(Poeri aj priklad 3 z élanku 5,%.)

1319. Vypotitajte statické momenty homogénneho hmotného obdiznika so stra-
nami e, b vzhladom na obe jeho strany.

1320, Najdite statické momenty homogénnej hmotnej oblasti tvaru pravouhiého
trojuholnika s odvesnami a, b vzhladom na jeho strany.
1321. Vypotitajte statické ‘momenty homogénngj hmotnej oblasti ohranitenej
krivkou # = % — ¢, ¥y = t3 - {2 a osou o, vzhladom na stdradnicové osi,
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1322. Najdite faisko homogénne] hmotne] oblasti nhraméenej parabolou y =
= 2z — x* a osou o

1323. Najdite tazisko homogénnej hmotnej oblasti Uhra,méene] parabolou y* = 6z
a priamkou r — 5 = 0.

1324. Nijdite taZisko homogénnej hmotnej oblasti nhmmt‘enej parabolou y? =
& priamkami ¢ = 0 a y = 4,

1325. Najdite tazisko homogénnej hmotne] oblasti, ktord leii v prvom kvadrante,
ak je ohranitend parabolou y* = 2px a priamkami y = 0, x = x,.

1326, Néjdite faZisko homogénnej hmotnej oblasti ohrani¢enej parabolami % = -
= ax, z* = ay.

1327, Nijdite faZisko homogénnej hmotnej oblasti tvaru polkruhu P+ =
< a?, y=0.

1328. Najdite taZisko homogénnej hmotnej oblasti x’jﬂ“ ybt <1, y =20,
= 0.

1329. Najdite fazisko homogénne;j hmotnel oblasti, litord leii v prvom kvadrante,
ak je ohrani¢ena kruinicou z* - y? = a2, elipsou z2/a? -+ y2/b% = 1 a osou ay,.

1330. Néjdite fazisko homogénnej hmotnej oblasti ohranifenej krivkami y — 2,

= 2/(1 + %),
1331 Najdite fazisko homogénnej hmotnej Oblastl ohranidenej krivkou ba: +

“4- Vg_f VG & suradnicovymi osami.

1332, Nri}d;te taZisko homogénne] hmotnej oblasti ohranidenej semikubickou
parabolou %% = z3 a priamkou x — 1.

1333. Néjdite taZisko homogénnej hmotnej oblasti, ktora leii v prvom kvadrante,
ak je ohranifena astercidon z®/® 4 y#/3 = q*3 a siradnicovymi osami. '

1334. Najdite ta¥isko homogénne] hmotnej oblastl ‘uréenej nerovnostami 0 g
SrxE=w 0y Esing

1335. Najdite fazisko homogénnej hmotnej nﬂla.att ohranifenej sinusoidou y =
= sin z, priamkou ¥ = 2z/n a osou o;.

1336. Nijdite taZisko homogénnej hmotnej oblasti ohrani¢enej krivkou y = sin 2
v intervale {0, ©> a priamkou y = 1/2.

1337 Najdite faZisko homogénnej hmnl;ne] oblasti ohrani¢enej krivkou z = 12 — ¢,

= I¥ + t* a osou 0.

1338 Najdite faZiske homogénnej hmotnej oblasti ohranilene] cykloidou z =
= aft —sint), y = a(l — cost), 0 St & 27 a'osou o;.

1339. Najdite suradnice faZiska hmotnej oblasti ohranifenej parabolami z? —=
=4y — 8, ¥ = 4y, priamkami & = 1 a r = 4, ak plofna hustota tejto oblasti je
v kaZdom bode umernd jeho z-ovej stradnici.

1340. Dokazte, Ze pre stradnice faziska*) T — (&, %) homogénneho segmentu
0= f<2n 0= g £ flg) kde f je spojita nezdporni funkeia v intervale
(. B, plati _

8 8

o J 07 cospdp 5 J e*singdy
=g n=y
[otdg Jorde

*} Uvazujeme o pravouhblych siradniciach taziska: vaalomnd polohu pravouhlého a polideseho sirad-
nicového systému volime tak ako v analyvticke) geometeil, pozel Sldnok 4,10/1.
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V ulohach 1341 az 1344 najdite fazisko hmotného sepmentu urdencho nevov-
nostami: '

IHLOZ ¢ £ 2. 342, 0 2 ¢ =
0N o= < o < ag.
Byl 0= g =
02 0= wll — cosg)

(tast roviny vhranicéena polovicou kardioidy a polivnoun osou).
1344, — 4 £ ¢ £ w4
0=o0=a ‘ens _’q
(¢asf roviny ohrani¢ena jednou vetvou lemniskaty).
V ulohiach 1345 az 1352 najdite fazisko danveh hmotnyeh oblikov:

1345, y — %2 - 2 28 p s 2
2
1343._:;—_-4 -, Ine 1 2x<2
13 L
BTy nztsls
1348, « = acost. y —asinl. 2 ={= o (oblik kruZnice).

1349, & — a(cos? -~ fsind) y == afsint — teost). 0 =1 £ 7w (obldk evolventy
kruZnice). _

1350, « = ncos®t. y — asindf, 0t w (poloviea asteroidy).

1350, & — ait — sint), y==a{l - cosf), a0 0=(=2x (jeden obldk
evkloidy). .

1352, 5 — n cush (w/n). =z < n (fasf refazovky).

1353. Najdite fazisko ftvrtiny asteroidy @ — acos3t, y = asin®l, x 2 0. y 2 0.
ak linedarna hustots v kazdom jej bode je imernd r-ovej saradniei tohto bodu.

1354 Najdite fazisko stvrtkruzoice @ — y? = % 22 O y = 0, ak linedrna hus-
tota tohto oblitka je v danom bode imema sadinu jeho sdradnic.

1355, Dokdzte. ze pre pravouhlé sdradnice faiska*). T = (§. ) homogénneho
hmotncho oblika uréencho v polarnom stradnicovom systéme rovnicou o = flg).
pricom funkeia f mi spojiti derivacin na intervale Jo. @, plati

o
_[I_J COs 1-'?9" — o dg
x

i
Josing ot + g dg
£ * - :

'; . — . f.l' I_-_-_ - _......Ir!.—j o + ——
Jlor o2 dy Jet + o= dg
w o
1356, Najdite  fazisko  homogénneho  oblika logaritmickej spivdly g = we?,

ENTH
TeEgET

dww

*y Vzidjornnd polohs polirnebo o pravouhlého sieadnicovein systénme jo rovnaki ako v anslyticke]
geometrii v ilinka 4,101,
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1357, Nijdite faZzisko homogénneho oblika kardioidy o — a{l - eosg). 1 =
=g = :

1358. V yvpotitajte stradnice taziska homogénnej polgule s polomerom .,

1359, Najdite fazisko homogénneho kuzela s polomerom « a vyékou r.

1360. Vypotitajte fazisko homogénneho rotaéného paraboloidu. ktord vznikne
rotacion elementirnej oblasti 0 £ x = u. 0 £ y < Elfp::c- okolo osi oy,

1361. Nijdite fazisko homogénneho rotaéného telesa. ktoré vanikne roticion
elementarnej oblasti ohranitene] krivkami y* — x. y — «* okclo osi o,

1362. Vypoditajte farisko homogénneho rotatného hvperbﬂlmdu ktory vznilne

rotacion elementirnej oblasti 0 £ y € b, 0 £ & < al 1 y2ib® okolo osi 6.

1363, Nijdite fazisko plagfa mtaﬁnéhn kuzela s polomerom zakladne r a vvdkon A,

1364. Najdite fazisko rotatnej plochy. ktora ohraniduje kuzel z ulohy 1363,

13653. Vypoditajte fazisko rotaénej plochy. ktord vanikne rotdciou oblika lemni-
shty 02 = 242 cos 2¢. U £ ¢ £ n/4, olkolo polarne] osi.

1366. ‘\.a]dlte moment zotrvaénosti homogénneho hmotného ohdiznika o stra-
nami «. b vzhladom na jeho strany.

1367, Vypotitajte moment zotrvatnosti hmotne] oblasti, tvaru trojuholnika so
zikladnon @ a vyskou » vzhladom na zakladnu. -

1368, Nijdite moment zotrvadnosti homogénneho hmotného a) kruhu. b) potkrnhu
s polomerom B vzhladom na jeho priemer,

1369, Najdite moment zotrvadnosti homogénnej hmotnej oblasti tvaru krubovihe
viseku p £ o, 0 £ ¢ £ o vzhladom na polarnu os,

1370. Vypoditajte moment zotrvaénosti homogéunej hmotnej oblasti tvaru elipsy
vzhladom na jej osi,

1371. Nijdite moment zotrvaénosti hmotnej asedky, ktora ma dizka /. vzhladon
na jej os,

1372, Nijdite moment zotrvaénosti homogénnej hmotnej tsecky % — o - 1h —
—a)xid, 0 £ xS d b o ktord ma dizku §— a2 | (b - @)t vzhiadoni na
stiradnicové osi.

1373, Najdite moment zotrvaénosti homogénne;j hmnmej polkruznice = polomeram
r vzhladom na jej priemer.

1374, Najdite moment zotrvatnosti homogénueho ohluka kruZnice o« = @ oos b
y=@asint. 0 £t £ « vehladom na stradnicové osi,

1375, Ndjdite moment zotrvatnosti homogénneho oblika y - e, 02 x5 17
vzlhifadom na stiradnicovil os n,.

1376, Najdite moment zotrvaénosti homogénneho oblitka asteruldv xEd oyt =
= q*t ¢z 0, y 2 0 vzhladom na sGradnicové osi.

1377, Vypoditajte moment zotrvaénosti homogénneho hmotného oblila cykloidy
¥ = alt —sint), y - a(l — cost), 0 £ f £ 2 vzhladom na siradnicové osi.

1378, Vvpoditajte moment zotrvatnosti rotaéného kuzela « polomerom zakladne #
a vyikou k& vzhladom na jeho os.

1379, Néjdite moment zotrvadnosti gule x polomerom » vzhladom na jej pricmer.

1380. Najdite moment zotrvaénosti rotafného valea s v¥ikou A a polomerom
zakladne » vehladom na jeho os,

L38L. Vypoéitajte momenty zotrvaénosti splosteného rotacného eliproidu = pol-
asami a. b vzhladom na jeho osi.

Lo,
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1382, Néjdite moment zotrvadnosti rotafného paraboloidu s vyskou % a polo-
merom zédkladne r vzhladom na jeho os.

1183. Vypotitajte moment zotrvalnosti plésta rotaéného valea 8 polomerom
zakladne r a vySkou A vzhladom na jeho os.

1384. Néjdite moment zotrvalnosti plééta rotalného kuiela s polomerom zé-
kladne & vyskou A vzhAladom ne jeho os,

1385. Néjdite moment zotrvadnosti gulove] plochy s polomerom r vzhladom na
jej priemer.

1386. Pravidelny n-wholnik so stranou a rotuje okolo jednej svojej strany. Najdite
objem a povrch tohto rotainého telesa. Skimajte zvldstne pripady n = 3, 4, 6.

1387. Pomocou Guldinovych viet néjdite objem a povrch anuloidu, ktory vzuikne
rotdciou krufnice 2% - (y — 5) = 9 okolo osi .

1388. Elipsa z%/a? + (y — »)2/b% = 1, % 2 b sa otdda okolo osi oy Nhjdite oh]em
. tohto rotaéného telesa pomocou Guldinovych viet.

1389. Asteroida x = a cos®!, y = a(l + sin?t), 0 £ t £ 2%, rotuje okolo osi oy,
Nijdite povrch a objem takto vytvoreného rotadného telesa.

5,8. Priklady na vfpodet ryzikilnye‘h veliéin

Priklad 1, Vodorovond potrubie tvaru kruhového wvalea- -prmoromdazrpdn polom
naplnené vodou. Néjdime tlak na vertikdlny uzéver potrubia (pozri obr. 46).

L

I'
V7777772 e hnt)
] \\\\\}‘

Obr. 46

Riedenie. Zvolme miradnicovy systém podis obrazku, a vypolitajme tlak vody na éaaf uzdveru
ARBC. Kedie prierez potrubia je urfeny kruinicou

at 4yt =t
jo -

y =} —at
Rozdelme tissdku AB na n rovnakych &isstodngch intervelov a zostrojme n 'rphmjuh obdfz-
nikov. Obsah obdlniks s -vrcholom - E je fiz) 4z, kde yy = f(zy) = |/r¥ — z!. Ak sa tento
ohdfiaiknnchiﬂzuvhlbbquodhhdinm tlakkvspﬁmymnvahvmﬁplﬂku ako vieme
z hydrauliky, je pgzif(z() Az, kde ¥ je hustota kvapaliny sg je tia¥ové zrychlenie. Tiak kvapaliny
na vyhrafovand plochu priblifne gude

z ymﬂm} Az,
i=1
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Tlak vody na &ast uzdveru ABC je

T T
P = lim 3 ygeif(e) da = pg [ af(z) de.*) (1

Zo vziahu (1} vypliva
Y — . 1 e’ rd
P=W{=]’rf’—x’dx=?ﬂ [_"g (rt — wt)¥ ]0 =9 5 -
Tlak vody na cely uzdver teda je
2
F = i}’ﬂ"l"-

Priklad 2, Vo valci polomeru r = 20 em je pod piestom stladeny plyn. Piest je vo viske
hy = 100 em a posobi nad tlak 10,33 kp/em?. Vypotitajme, aku précu treba vykonat pri stisdeni
piests do v¥sky h, = 70 om (pozri obr. 47). Predpokladéme, 2o .
plyn chladenim valea udrfujeme na rovnakej teplote. a B

Riedenie. Pri izotermickej zmene stavu plynu plati Boyle-—
Mariottov zdkon .

PY = Dyly, A . _I _____ Y]

kde p je tlak plynu, v je objem plynu, p, je potiatodny tlak a Yo |
potiatoiny objem plynu. Preto, ak je piest vo vyike z, tlak na S S
plodna jednotku je

Po¥n _ Pov A '
oz Sz’ ! |
|

&r

plx) =

kde § je prierez valca. Teda na celj piest pésobi tlak

Pla) = Spiz) = 22, | Obr. 47

_ Elementérna prica AL, ktori treba vykonat pri stladent piestu z vyiky x + Jr na vyiku x,
je _

AL{z) = P(z) dz = % Az.

Podobnou tvahou ako v priklade 1 pre celkovii préeu dostaneme

n by hy
. Z &
L ] l]m P{xi] Ax‘ = j\ P[I} dz = P.ﬂ‘ S‘ d-i: = pn'uu k‘_! +
n-—-wi ‘ n & 1

V naom pripade je pre iy = 1m, k = 0,7m, r = 0,2 m, py = 10 330 kp/m?, ¥, = =r¥h, =
= 0,047 m?, pyr, = 1 2074 kpm. Celkova préca je

—1- = 1297,4. 2,302 . log 1,428 571 = 462,0 kpm.

L-=1207,41n 0=

*) Limits vo vzfahu (1) sa rovnd uvedenému uréitému integralu, lebo postupnost delent tsetky AB
Je normdlna a funkeia f je integrovatelnd. Pozrl pozndmiku v priklade 1 z éldnku 5,1,
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Priklad 3. Vypotitajme kolko tepla vinikne vo voditi. ktorsin pretekd prad i = I sin ot
pofas ¢, sekind. }

Riedenie. Ak voditom pretekd konitantny prid [ za ¢as It vznikne teplo AQ = ERIAr,
kde R je odpor vodida a k = 2,388 . 10! keal//, sk @ je vyjadrené v keal. R v Q a IvaA

Rozdelme interval {0, 4> na n &isstodnyeh intervalov Ay (j =1, 2. .. .. n), v ktoryeh pred-
pokladinie konstantay prad 1y = I, gin oty. Teplo, ktoré venikne za das iy, je

AQy = kRIY sin® oy 11,
“Teplo. kroré vznikne vo vodidi za cely intervael {0, ¢,5, je
3 . '1
@ =lim > kRIJsin® wiydty = [ kRIein?® of dr =
0

- l ) N
= kRI} [% ~ E’%‘-‘]J_ kRI} %‘- m‘i‘“"] .

1390. R¥chlost pohybujiiceho sa bodu je dans vafshom » = |/T + ¢ m/s. Vypodi-
tajte dizku dréhy, ktorti prejde bod za prvych 15 s a néjdite jeho priemerni rychlost.

1391, Hmotny bod a hmotn4 tisedka s d{zkou I lefia na priamke. Hmotnost isetky
je M. hmotnost bodu m a vzdialenost bodu od blitsieho konca tsetky je a. Najdite
silu, ktorou prifahuje tdto hmotn4d tsedka dany hmotny bod.

1392. Dve rovnaké hmotné tyge, z ktorych katds mé dizku I & hmotnost M, ledia
na jednej priamke, BliZie konce sii vo vzdialenosti /. Vypoétitajte silu. ktorou navzé-
jom na seba pésobia.

1393. Zistite. akou silou pdsobi hmotny oblik tvaru kruinice s polomerom R
a hmotnostou M na hmotny bod P s hmotnostou m. ktory leti na priamke preché-
dzajicej jej stredom kolmej na rovinu kruZnice. Vzdialenost hodu P od stredu krug-
nice § je I. Ak précu vykond pritailiva sila pri premiestneni bodu P z ..nekone&na‘
do stredu kruZnice? )

13%4. Na vodidi tvaru polkruZnice s polomerom a je rovnomerne rozlofeny elek-
tricky naboj . Akd je intenzita elektrostatického pola tohto vodita v strede pol-
kruznice. ak prostredie, v ktorom sa vodi¢ nachidza. mé dielektrickd konStantu .

1395. Najdite velkosf intenzity elektrostatického pola vodida tvaru kruinice
8 polomerom r & nédbojom @, a to v bode M na priamke. ktord je kolmé na rovinu
kruinice a prechédza jej stredom §.

1396. Na zéklade predchidzajiocej vilohy vypotitajte intenzitu elektrostatického
pola kruhovej dosky s polomerom r a rovmomerne rozloZen¥m nédbojom @, a to na’
osi dosky vo vzdialenosti @ od jej stredu. ' -

1397. Akym tlakom pdsobi voda na zvisly obdlfnikovy uzéver 8 m dihy & 12 m
vysoky, ktory je v hibke 5 m pod hladinou?

1398, Priehrada mé tvar rovnoramenného lichobe#n{ka, ktory m4 pri dne priehrady
dizku a = 30 m, pri korune priehrady dlzku b = 200 m & vydku 50 m. Vyika vody
za priehradou je A = 30 m. Najdite tlak, ktorym pésobi voda na priehradu.

1399. Vypotitajte tlak vody na povrch gule s priemerom 6 m, ktorej stred je
v hibke 10 m pod vodnou hladinou. .

1400. Voditom tvaru Stvorca so stranou a tedie prad i. Zistite, akd je indukcia
magnetického pola v atrede tvorea.

1401. Teleso sa pohybuje v osi o; pbsobenim sily F, ktorej velkost je F =
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= b oos (nxf2) + 2/(1 4 z%). Vypotitajte précu, ktort vykoné sila F na dréhe oJ,
kde 0 = (0, 0) a J = (1, 0). .

1402. Vypoditajte pracu potrebnt na roztiahnutie prufiny o 5 cm, ked na pre-
Mpﬂmmhm silu 1 kp. 8ila potrebna na roztishnutie prufiny je dmerns
iej .

1403. Priamotiary pohyb telees je dany funkeion s = of?, kde s je dltka drghy
28 ¢as f. Odpor prostredia je dmerny atvorcu rychlosti. Vypodftajte pracu, ktort
vykonajd sily trenia, ak teleso prejde drahu od s — 0 po ¢ = a.

10

25
\
A

Obr, 48 C o Obk, 49

1404. Raketa mé hmotnost 1,5t. Vypolitajte prieu, ktord vykonaji motory
rakety, ak raketa dosishne vyiku A = 200 km. -

1405, Kotol mé tvar rotatného paraboloidu. Polomer hornej zékladne je B a hibka
kotla je H. Kolql je naplneny kvapalinou s hustotou y. NAjdite précu potrebni
na vyderpanie kvapaliny.

1406. Vypotitajte pricu potrebnt na vyderpanie vody z nédoby tvaru polgule,
ktorej priemer je 20 m. | .

1407. Do akumulatnej vodnej nédrie tvaru tvrtiny rotaéného elipsoidu (pozri
obr. 48), kde a = 500 m, b = 50 m, pre!arpﬁmuvnﬂeivodnznﬂiiopoldmj
vodnej nédrie, ktord je umiestnens 100 m pod viroviiou dna skumuladnej nadrie.
Nijdite précu, ktord treba vykonaf, aby sa prazdna skumuladnd nddri celkom
naplnila zo spodnej nédrie. :

1408. Zistite, akii précu méze vykonat vods, ak ju vyptstame z vodnej nédrie
tvaru parabolického valca, ktorého vyska je A =70 m, ditka d = 500m o #irka
§ = 120 m. Otvor je na dne nadrie. ,

1409. Gulls leZ na dne bazénu hibky & = 14 m. Urdte précu potrebn na vytishnu-
tie gule z vody, sk jej polomer je r = 3dm a hustota y = 2 kg/dm?.

1410. Zistite, altd précu treba vykonat, aby sme nasypali zemni ‘hrédzu tvaru
znizorneného ne obr. 49, zédkladila je obdl¥nik 60 m % 100 m, vydka h = 25 m,

- koruna hrédee je obdi¥nik 10 m % 100 m, ak priemerné hustota materidlu’ je y =
= 2 200 kg/m?, '

H11. Kvapks s podiatofnou hustotou M padé k zemi a vyparuje sa. Kazdi
sekundu strat{ hmotnost m. Akd pricu vykons pritailivd sila za das od podiatku
pohybu ai do Gplného vyparenia sa kvapky? :

14 Zblerks dloh -

- -
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1412. Vypotitajte précu L, ktort vykons rozpinajici sa plyn pri stélej teplote.
ak podiatoény objem plynu je v, == 2 500 em® a konetny vy = 7 500 cm?. Potiatodny
tiak plynu je p, = 5 kp/em®.

1413. Dva elektrické ndboje ¢, = 1/30 uC a ey = 1/15 uC sa nachddzaji na osi oy
v bodoch 8o siradnicami x, = 0 cm & 2, = 1 cm. Vypoditajte pracu, ktord sa vykond
pri posunut{ druhého ndboja do bodu na osi o5 so siradnicou x, = 10 cm.

1414, Na tyé, ktord je zavesens za jeden koniec & mé ditku !, prierez S a modu)
prugnosti v tahu E, poeobi jej tiat 6. Najdite predizenie tyte.

1415, Vodojem tvaru kvadra m4é zdkladiiu 8§ = 6 m? a je naplneny vodou do vysky
k = 5 m. Vypoditajte &as, za ktory vytetie vietke voda z vodojemu, ak otvor na
dne naidoby ma velkost s = 0,01 m*.*)

1416.“Nédoba tvaru zrezaného rotafného kuZela je naplnené vodou. Polomery
zdkladni st B & r (R > r) & vyika je k. Zistite, za aky fas vytedie voda kruhovym
otvorom polomeru r na dne nadoby, ak dno nédoby tvori a) zdkladfa s polomerom r,
b) zékladfia s polomerom R. '

1417. Kotol ma tvar eliptického valea s vodorovnou osou. Dizka kotla je I, vyika
je 2a a &irka 2b. Kotol je naplneny do polovice vodou. Za aky ¢as vytetie voda
z kotla otvorom na dne, ak obsah otvoru je St '

1418, Zistite, za aky %as moZno vypustif polovicu mnoistva vody 2z vodnej nadrie
z prikladu 1407, ak pri dne nédrie s\ tri zvislé vypusty s rozmermi 2m X 2m,

1419. Najdite kinetickt energiu dosky tvaru ktuhu s polomerom r, ktord sa otaéa’
okolo osi kolmej na rovinu kruhu, ak stred dosky je vo vzdislenosti'c <  » od osi
otddania. Potet otddok dosky za minttu je f, hustdta dosky je y. '

1420. Ty? rotuje vo vodorovnej rovine okolo osi prechidzajice) jednym jej kon-
covym bodom, Ditka tyde jo I, prierez S, hustota materidlu ¥ a uhlové rychloet
otdfania w. Néjdite kinetickni energiu tyce. :

1421, Teleso zahriate na teplotu 90 °C sa chladi vo vodnom kipeli, ktorého teplota
jo 15°C. Za aky &as bude maf teleso teplotu 20 °C, ak sa za 20 minit ochladilo
na 70 °C. {Poutite Newtonov zékon o ochladzovani telies: rychlost ochladzovania
je imerné rozdielu teploty telesa a teploty okolitého prostredia.)

1422. Odporom R pretckd prid i = i,sin (2xnft), kde i, je jeho amplitida a f
frekvencia. Najdite mnoistvo tepla, ktoré vznikne prechodom striedavého pridu
odporom R ze dobu jednej periédy. Néjdite konétantny jednosmerny prid. ktory
vyvinie rovnaké mnoZstvo tepla na odpore R za rovnakd dobu.

1423. Podiatotny prad prechadzajici spotrebidom je g = 5.5 A. Prechodom pradu
spotrebifom sa zvysuje jeho odpor rovnomerne tak, e po 15 sekundéch klesne prid
na i = 0.8 A. Podiatofny odpor spotrebida je 40 Q a napiitie 2droja je 220 V. Najdite,
priemernit hodnotu priadu podas tychto 15 sekind a mno¥stvo elektrického niaboja,
ktoré prejde spotrebifom. .

1424, Pretlakové kabina velkosti 2 m? je vystrojend kyslikovym pristrojom. ktory
pracuje tak. Ze tolko vzduchu z nej odsaje, kolko istého kyslika vpusti do kabiny.
Ak pdvodna koneentricia kyslka bola 15 9, kolko litrov kyslike musf kabfnou
pretiect, aby koncentracia bola 20 9 ? (Clohu riedte za predpokladu, Ze koncentricia

kyslika v celej kabine je rovnaka.)

*} Hychlost vytekajtice) vody = nddrie je podla Torricellibo :ikmm v = 0,6 Vigh, kde g je tioZové
grychienie a A v¥5ks hladiny pad otverom.



.9, Nevilastng integrel 211

1425. Pri prechode ridioaktivneho Ziarenia vrstvou litky hribky & kiesla jeho
intenzita na polovicu pévodnej hodnoty. Akd bude intenzita tohto Ziarenia po
prechode cez vrstvu litky hrabky H? (Ulohu rieite za predpokladu, Ze intenzita
Ziarenia absorbovaného tenkou vrstvou latky je \imernd hribke vrstvy a intenzite
dopadajiceho Fiarenia,) . .

1426. Rychlost chemickej reakeie druhého druhu, ktord prevadza litku A na
litku B, je imerna sidinu ich koncentricif. Aké bude koncentricia latky B za jednu
hodinu, ak jej povodnd koncentricia bola 20 % a pri ¢ = 15 min je jej koncentracia
50 9,

5,9. Nevlasiny integrédl

A. Integril z funkcie na intervale s nekoneénou dizkon.

Nech funkeia f je definovand v intervale {a, x). Nech pre kaidé £ > a existuje integril
£

f fiz) dr, Hovorime, #e existuje nevlastng integré.l funlicie § v intervale {a, %0), ked existujo
i@
limita
£
tim [ flz) da
Eroanm
a je
e &
I #2) dz = tim | fz) da. (1
i Esa {1

a
Nevlastny integral j fle} de definujeme rovnostou

bl =]

a 0 :
I Horde = Jim gﬂz} dz, @)

S =g

[ rL
ak existuje pre kaZdé & < o integrdl [ f(r)dz a lim | f(z) dx.
: 3 §
Ak pre dané #islo o existuju nevlastné integrly (1) & (2), potom definujome
oo i [
[ twyde = [ jio) dz + f flz) do, (3)
— o oA L

Geometricky vyznam nevlastného integralu! Ak funkcia 7 je spojitd pre » = a

a existuje f |#iz)]| dir, potom tento integrdl uddva absah fasti roviny ohranidenej priamkon
@

£ = @, 0sou 0y v intervale (o, o0) a grafom funkeie y = [f(x) ).

Priklad 1. Vypodéitajme

3 252
(T+a) o

wie— o

14*
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Riedenie. Kedie funkeia f{z) = (3/z + 2/2%)® je v kaldom intervale {2, & integrovatelnad,
plati

Podla vztahu {1) je

(5-3im

,E. D

Priklad 2. Vypotitajme obsah fasti roviny ohranitenej krivkou » == p/{z* 4 1) a priamkou

& = 0 (pozri obr. 50).

Riefenie. Obsah danej &asti roviny je

L L

P=§ z E‘ |

x-+1;d’”__,x¢+1 ’
] -
Kedie pre » < 0 je |z = —x apre x > 0 je [#] = x, dostaneme
0 oo i £
P=— _z * = —i __L _;:_ =
_\,z'—l-ldx-’-s:r'ﬂ—ldx a_,_lln;'q m'_}_]da!+£].i__n:° m‘-l—ldx
— o ¢ H 0

1 3 E pid ™
== -‘ — ¥ s 2 — — — — — DT e
;_ﬂﬂ( 2“"""“")*&".‘;(2”"‘“) (-3)+1-%

Priklad 8. Najdime potencial elektrostatického pola bodovéhe néboja Q.

Riedente. Nech naboj € je v bode O a pofitajme potencial v Tubovolnom hode A 2= 0. Uvagujme
polprismku A4, pritom p(0A) = rgq. Z fvriky je zndme, o potencidl V4 v bode 4 je praes L
potrebna na prenesenie bodového ndboja ¢ 7 miests zvoleného za zéklad (nekonefne) po danej
poipriamke do bodu A, delend nébojom g.

Ta
V= £=l5 (—F) dr.
i 7
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Pre velkost sily F podla Coulombovho zfkons pla.tiF=%

yy s% » kde & je dielektrickd kon.
Stanta prostredia. Z tohto vyplyva

1 1 Qg Q [ 1 Q f
1
= - = = N Cody e Y Sodp e
V4 q ..( ( dme r‘) dr dmg ;a9 4me forco ) r? dr
o a Fa
_i lim (....1_4_1): ¢
- TE f—ron E ra 41':'8",‘

B. Iotegrél £ neohranifene] funkeie

Majme funkeiu f definovanti v intervale (a, b). Nech 4 jo lubovolné kladné &isle, pre ktoré
plati @ << b~ § << b. Nech funkcia / jo nechranidens v intervale {b — &, b). Nech pre kazdé

§ € (@, b) exintuje integrél | f(z) dz. Hovorime, 2o existuje nevlastny integral funkcie f v inter-
i

3
vale (g, b), ked existuje lim f}(m}dx a je
f+h-n

b £
dr = i che. : -
Ji@ - lim [ fiz) (4)

Podobne definujeme nevlastny integral na intervale (a, &> z funkcie neohranitenej v intervale
(9, a -+ &)

[} b
I f2) dz = lim [ fr) de. (5)
'] f=gt §

Ak v intervale (a, &y funkcia f mé koneény pofet bodov, v okolf ktoryeh je nechranidend,
potom interval (a, b) rozdelime na koneény pofet intervalov tek, aby funkeia f bola neohrani-
dend len v jednom koncovom bode intervalu. Ak v kaddom z tychto intervalov mé funkeia f

neviastny integrél (4), resp. (4), sudet vietkych tychto integrélov jo nevlastny integral funkcie b
v intervale (a, b). _

Geometricky vyznam. Nech funkeis f je spojité nezépornd na intervale (a, > a nech
Hlfb{‘x} =, Ak e::istuj:_!'bin}'uf{ H{z) dz, potom hovorime, %e existuje cbsah Zasti roviny, ohra-
nitenej prismkami z — @, = b, osou o; v intervale <a, b & grafom funkcie y = f(z).

Priklad 4, Vypoditajme

1
=
Vl—:' )
13

Je neohranitend v kafdom intervale {1 — 4, 1), kde 0 <

" Riedense. Funkcia f(z) — -
-
<d< L. Prekssdé Ec(0, ) jeo

£ .
E_It_?'h"[_ WW=ali = - JT—&E 41
o
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Z definicie dostaneme

g
d:r—ll" g = lim T VI EE — L
H'T_US T Jim [ fT=&+1=1

1

™~ F
.! ln"l — xt
0

Priklad 5. Vypotitajme obssh &asti roviny ohranifenej prisznkami z= @, © = 4, osou of
3

& grafom funkecie f{z) == 1f V:: - 1.

Riedenie. Funkeia f je nespojitd vo vnitornom bode z = 1 intervalu {0, 4y, Pre vietky
z €0, 1} je flz) < 0 & pre vletky x e (1, 43 je flz) > 0 (pozri obr. i1). Hladany obsah P je

4 1 1 | ,
pnﬁ 3 dr = | —p——dz ¥
o | Vz=T1] 0 — Jz—1
4 ¢
+ 1z — —lim L a4t
3 ;_..,,1— 3.!
1 Ve =1 0 Jz—1
Y 3 3
L X == — li iy :
Hm ) Jim [ Qe+
¢ 1"3:—1 :
N T DU | 3 3 3
wim [ o]y = -l [ e - 5] +
3 3_ 33 3 33
+lm S () - (PE - 1)’]——2*+?V9=
3 3 _
=?[1+V9;|.
(. Viestnosts neviasiwych integraler.

Z viet o limitdoh n:vhtﬂuﬁiﬂﬂ;inupﬂwhvyﬁvmhmwmmnw
viastnosti ako viastné integrély — napr. motno poudit substitulnd metédu, metédu per partes
o tak dalej. .

Veta 1. (Porovnévacie kritillu?.] Nech funkeois f & g si neohranifend v bode b a nech

pre kazdé & ¢ {a, b} existuje integral { fz) dz, Nech existuje &islo o € (a, b) tak, e pre kazdé
it
3
e e by je flr). 2 gle). Nech existuje neviastny integrdl j'y[.r]] dr. Potom existuje aj integ-
. A

vhl f f{x) da. Nech ncexismju!f |f{x}] dz. Potom neoxist.uje'ufb 9] da,

Veia 2, xmhpQMte{u. b) existuje inupﬂ!ﬂs)u.mn-w neviastny integral
.J.!rwl dz. Potom existujo | neviastay integra f fiz) dz.

m Ak existujo nevisatny inwujﬂsu: .hupmfm-n dz, hovorime, ie neviast-

b
ny im:ru‘f fiz) dz jo sbecldtne konvergentny.



o
—
L

A0 Nevlastny tntegrdal

b /]
Ak existuje neviastny integril _F fle) de o neexistuje integral I iflx)] de, hovorime, e ne-
=8 i

, b
viastny integril jf{x} dr je neabsohitne (relativne) konvergentny.
a

L= =)

Poznamka. Pre neviastné integrily j‘ firt dr platia podobnd vety sko je vetn 1 a 20 Ahb.

L)
soliitna & relativna konvergeneia sa pre tieto integraly zavidza obdobne,
&

Veta 8. Nech pre kazdé £ & (q, b) existuje urtity integral | f(c) de. Nech pro vietky x « {¢. 4) plati
23

|H-’~‘H = -—-j-f—-—“

- !
: i
kde ¢islu e jo z intervalu (a, b), M je tislo a dislo « <2 1. Potom existuje nevlastny integrdl If[x}-dx.
a

£
Veta 4. Nech pre kaZdé £ = a existuje urdity integral I fix) dx. Nech pre vietky » = ¢ plati
49
LM
Iﬂx}l 5_.'- ;" ,

kde M je dislo, ¢ 2 o, a dislo a == 1, Potom existuje neviastny integral f He) dx.

Veta 3. Nech funkeia f je spojitd na intervale <, b) a nech pre lubovurne dve diala ¥, §,,
= (o, B} plati

£
! j’ﬁxldzlc: K,

kde K je kladné ialo. Neoh funkeia g je mclnubonna a spojitd na intervale {a, b) a md po fastiach

spojiti derivaciu v kaZdom intervale {a, c> pre a <2 ¢ <2 b, pridom lim g{z} == . Potom existuje
rh=

[
nevlastny integral f Jix) glay dae,
a

Priklad 6. Zistitne, ¢ existuje
2

~ sing
5 1-4 w"a:'
Riedenie. Existenciu daného integri.lu zistime pomocou vety 3. Funkecia / je v kaidom
£

sr——— dz. Odhadnime funkmu f

intervale {0, £}, kde 0 < § = 2 spojité, s preto existuje 5 V e

I

vointervale {L, 2}, (¢ = 1}. Pre vietky z e(l, 2) plati 0 = 4 — z* = 3, éli@*—- ]4 =
-

Pre x e il, 2} mame
8in x sin @ sin Bin 1
= & e s e, 2 e .
I35 " la=a Je-—me+an Jioz @ o
Z toho pre vietky 2 € (1, 2) vyplyva

Hflx)] =

sin, L
y.i_:l = (2 = x)ue”
- 2

Kedi.eu—?-::la.ﬂc{
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Priklad ¥. Zistime, & existuje

arclg c

j T A
| 0
Hiedende. Existenciu daného integrilu zistime pornocou vety 4. Kedie funkeia fx) = Tf:g;
: &
je spojité pre kazdé &islo & = 0, existuje X ‘1“':—‘5;4;. Odhedoime funkciu f. Pre vietky
x>0 o arctgz = w/2 < w Z toho v;.rglf.rvs'
‘arctg x| arctg ™ n
T [ TTr AT e S |
Kedie si splnené predpoklady vety 4, existuje nevlastny integral j ‘:rf:g; dx.
0
V alohich 1427 az 1465 vypotitajte nevlastné integraly:
I 1 :
1427. f — da. 1428, f ~—da.
& ax
) 1
[ oxd 1 1 _ :
1429, : e dx. 1430.] P 41:1:.':.
1 153
o -5
e [ L 1432 J L &
) oe—2E B INEPE R
3 . — oo
1433. j —-—-—1 d 1434 J ! dx
P ") 1
e 0
1 Tz + 2
1435. J‘Tﬁd: lﬁﬁ'fz‘—ﬁx*-{-lﬂx—-_ﬁﬁdz' |
0 o :
1437. f 4 1438, J e dz, |
n:l/zg —1
1 0 - 1.
1
l439- J. m dl‘. 1440. J. & E_z" dxr. 1
S, 0
eliz Jl
1441, = 1442. J;H“Fain brdx, a> 0.
1 0 :
[Inx
1‘143- e @ ang bx d:r, @ = 0. 1444. T di!:. i
o 2 i

—
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zinx .
. (—lm . 14&6. f snax dz.
o . U
o =] 5
2
1447. _[ 2 sin L, 1448, | HUEEg, 1449.J'-l. dr.
x x 1 -4 x2 x
in : —an . i
1 ) 1 4
1450. | -— d=. 1451. f 243 de. 1452, f —-'—sdx.
5 (x — 2)
0 V"‘: -1 0
2 2
1453, ! dz 454, | — * . a
'f;r’—4z+3 ‘ | f et O
0 1
1 1
I+z 1456, f o d
0 -1
2 1
1 E
1457. J' e . 1458, J' T
]/;:u:2 —1 ’ lfx — gzt
1 0
2 . 6 .
1459. f e 1460, [ ;- da.
R T J i
1 i
! 1
1461. f:x:ln:cd:c.. . liﬁﬂ.ﬂ E;"ij;};d‘x
i 0
- w2
1463._‘. : ! ——dx, |b] = lal. 1464. tg x dx.
a -+ becos x i
0 0
1
1
1465. f B . dx.
¥t =z arcom =
172
1466. Nech n je prirodzené &fslo. Vypoditajte:
oo - 1 mﬂ '
a,} f e dx} h) J. T xg dI-
0 0

1467. Vypoditajie obsah éasti roviny ohranidenej krivkou y — e~%/3, z > 0 a si-
radnicovymi osami pravouhlého siradnicového systému.

1468. Vypoéitajte objem rotatného telesa, ktoré veznikne rotdciou okolo osi 0,
Gasti roviny ohranidenej hyperbolou zy == 1, osou o, prifom z = 1.
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1469. Néjdite objem telesa ohraniteného rovinou R,, a plochou, ktord venikne
rotdcion krivky y = :.'-:;'Ve#. z Z 0. okolo jej asymptoty,

1470. Dané mnoistvo idedlneho plynu mé objem ¢, pri tlaku p,. Objem plynu
sa adiabaticky neohranitene zviidduje. Vypoditajte pracu. ktord plvn vykons.

1471, Pro prid ¢ v elektrickom obvode platf + = dte~t. Vypoditajte celkovy néboj
@ = [ i dt, ktory vznikne v obvode podas jed.ného-impu]zu. .
L1

1472, Kondenzator s kapacitou ¢ mé napitie U a vybija sa cez odpor R. Vy-
pedftajte celkové teplo, ktoré venikne na odpore. :

V idlohdch 1473 aZ 1490 zistite, & existujii uvedené integraly:

= /1 _ o 1
1473, f Tl 1474, J' z—vﬁdx.
0 1
o 1
7™ : 1
1475. dz, 1476. de
| J.1+==" f Vet — )
i} L
m>—1, n—-—m>=1,
3 oo
1477. J' ° de. 1478, [ )
“Vz Txr — ix—1)
1 - 2
mn.f"";gd;.- 1480, f-l-dz.
P Inx
0 "
1 I , 1
nr* cos r
1481. I T 4. 1482, f dz.
I — xt
1] Sl V;
n/2 , &
w2
1483, f LLLLY W uss. [ L 4.
i o
1485. J’ ——de. 1486. J' APCCOs CR 2 4.
Vsin = : 1+ Ve
13 1]
arctg x xsin 2r '
wer [ 27850 1cp<a s [T,
[1] ]
1m.foﬂu"“:’ dz. ﬁm.f Inzp=Zdr; 1>0.a>0.
[H] a '
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V ilohach 1491 az 1494 zistite. & dané integraly konverguji absolitne:

1491. f 3“; * dr. 1492, f sin (2% da,
L] il
sin x ) . X sl B
1493'- f?" d‘r. 1 “ P =T 2. 1‘194- -]A "_x-" fl.x, {] =L p E I-
i - 1]

5,10, Ur&ity integral komplexnej funkeie redlnej premennej

Urtity integral komplexnej funkeio f redlne promennej na intervale o, 45 zaviduame po-
dobne ako uréity integrl z reslne] funkeie. _

Nech {Dy |-, je normélna postupnost deleni intervalu Cau b (powri Eldnok 5,01 e 8, 5. ..., £
su lubovolné Eisle 2 dastotnych intervalov delenin 13,,. Uvsdujine o postupnosti integralnyeh
sittoy komplexnej funkeie / redlnej premenncj pre delenin ), iniervaly ity B a dunéd volby
tisiel £, 2, ..., &,

7 .
Sy = Z 150 ey, I L
i=1
Komplexné &islo [ nuefvame uréitgm integralom komplexnej funkeic f redlnej premennej
na mtervale Ca. &%, ak pre kazdi normélnu postupmost. {Dy 1% deleni intervalu <o, B o pre
kazdi volbu éisiel- £ plati

T—m 03

1
lim S;(0,) = I = [ fla) dee. (1}
)

Komplexni funkeia redlnej premennej je integrovatelnd, ak cxistuje uriity integeal (1),
Ak urtity integrdl (1) neexistuje, nie jeo integrovateln.

Fre urdity integril komplexnej funkeie redlnej premennej platia podobnd voty ake pre uréity
integral redlnej funkcie, 8 vynimkou viet o nerovnostinel. Plati nupriklad Newton — Leibnizoy
vzoree. Podobne platia vety o metode per partes a substitudne] metéde, Dalej plati;

Veta 1. Nech funkeia f(x) = glx) + ik(z) je detinovand v intorvale Ly By Funkein f je in-
tegrovatelni vtedy a len vtedy, sk funkeie g, & s integrovatené v intervale Cety b, pwicom plati

f b 7
[ Haydw = [ gle) dz 4 i [ i) e )
o 1] [

Veta 2. Ak f je integrovatalnd komplexnd funkein rodliej promennej o |f| jo intogrovatelnd
redlna funkcin redlnej premennej, potom plati

h s
iy del = [ fo)] aw ' (3)
i3 o
Priklad 1. Vypotitajme '
1
J' (2480 o
it

Riedenie. Z viet ¢ldnku 4,9 0y Newbon — Leibnizovho vzorea vyplyvi
1 -

- : “ala+aikr |1 1 ) 2 8 )

(2431 A — 2emi gy LT e oy
§ erens ds l2+3iJn T Vs gepge ™ - 0
i .

1
i3

[2efcos 3 - 3e?sind — 2 4 i(20%sin 3 — Jofcos 3 -+ 3)].
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Prikiad 2, Pomocon uréitého integralu komplexnej funkeie redlne] premennej vypotitajme
: j; e cos 3 d.
Riefenie. Podla vety 1 plati ’

'tjj'omm-t dr = uj!eh cos 3z dr + il_fa*r sin 3z dx.

Z vysledku prikindu 1 dostédvame
1 1
\ ¥ eps Sz dr = RBE al23)r dr =.i!§(2e|=c053 + 3efsn3 — 2).
g 0 :
Poznémka. Neviastny integral » komplexnej funkeie redlnej premennej zavddzame podobne
ako nevlastny integrél 2 funkeie redlnej premennej (pozri &lénck 5,9). Pre nevlsetné integraly

z komplexne] funkeie redinej premennej plati aj veta 1 tohto &lénku, pomocou ktorej potitame
. tieto nevlastndé integrély.

V ulohdch 1496 a% 1604 vypotitajte uréité¢ integraly:

1 1
3x + 2ix? . .
1495. 2f 1 da. 1496. j (x — 2i) {x -+ 3i) dx.
0 )
1 Yz
1497 f LI, 1498 J' LI
B ]
¢ 0
2 4
’ i
- . | i 1 - ‘]+u$ dﬂ:-
“99,,;:=—5ix—6d‘” ﬂﬂﬂf:ce
U 1
1 (=]
1501, | ze@+se da. 1oz, | 27 de.
I e
1503, | el-2-5%0z dx. 1504. eelzl emitdx, a > 0.
o ¥,
[ — o0
1505. Dokéte, %o plati
2n
Fomnemrae [ m
0 2 pre wm = n.

V tulohéch 1606 a% 1509 vypotitajte pomocou uréitého integralu komplexnej
funkcie redlnej premenne] uréité integraly realnej funkecie redlnej premennej, kde m
a-n s prirodzené éisla.

11 ki
1506. f S T 1507. j cost z cos nz dz.
Bnx :
D : h
P /2
1508. I e 2z copn e dx, a £ 0. 1509. f sin®m x cos®® x dx.
. 0




6. YYSLEDKY

1. Funkeia jednej redlnej premennej

1,1, l'ijn_rl & shkladné vlastnosti tl_.lnlale

1. a) 30; b} -SI; ) — % d)dz* 4+ 22— B el dat + lda + 9. 20,000 —2; 1; 5. B.8)2;
b) —1ffziz + h)); o) 2 + &; d) [Blz) — Blx + k) + AJk; €) [ix| — |z + b} + Alfh. 4. a)
—2,56; 1; nie je definovand; nie je definovans; 0; nie je definovand; b) —3; —1; 0; 1/2; 1; 0,6;
1/2; 0. 5. 2L 8.8) —7x/5 + 6/5; 1/2; —1/5: b} 32* + 2z + 1; 21/4: 6. 7. a) f{z) = 5; b} fx) = 3,
prex = 1,z = 2af(r) = 5prex = 3; c) f(x) = 2z — 1, z je celé dislo; d) f(x) = O pre x zéporné
celé dislo, f(z) = 1 pre x = 0, f(z) = 2 pre z celé kladné &islo; &) f(z) = 1/{z — 1) (z + 2) (z — 3).
8.8) {1,2,8, 4,5} {a. b} b) {1,2,8, 4,5}, {1,2,3,4,5}¢) {a. b,c, d e}, {0,,*}. 0.8),b)
), g), b), i) interval {—x, w0); @), f} (—~x, O) W (0, ) d) {0, ). 10.8) (—o0, —2} WV (-2, 0);
b) {(—@, —2) U (-2, —1J U (=1, ®); ¢} (=, =) (=1, l.}u {1, o). 1L &) {—o0, ~2% L)
V(2 x); b) (3, o) ¢} (~o0, 5/3); d) (~3, 3 e) (—D, @) f) {~w, —5) WU (5, ®k
g) {(—ee, —1> W (l,); h) (—o0, —3> U2, 0). 12, a),e),d),g), (—c0,0); b} (—o0, 0) LU {0, 0);
o) {—~aw, )W {1, ook f) viade, okrem celych &isiel. 18. &) (—o0, 0) W (0, o) B) (—oz, O} U
U (0, ©); ¢) (0, 20); d) (—a, 1) W (1, @); e} (—2, 2); ) (=0, —2) U (2, @0). 20. a) nie; b) nie;
¢) 4no; d) 4no; ¢) nie. 21. 8) /(z) = g(z) = |2z| pre vietky z € (—w, — 1) U (1, w) b) ﬂx}
—ﬂ#]-h'—l doﬂnw.nﬁmmmﬁmﬂ_ {—2, 12} =22

z f ¢ f+g f—v e 7] gif . | P—fg+3
a -2 3 1 -5 —8 —~2/3 —3f2 1

b 0 -1 -1 1 0 0 - 3

¢ 1 5 8 —4 5 1/5 5 -1

d — ~3 - - - - - —-

& 2 —_— — —_ —— —_ — _#}

*) Zoak - omnaluje, te funkela slebo operdcia nie Je definovand.

28 a) 3 |2; 22 + 2; 4o~ % O — Ba% (2 — x)/3z, £ # 05 O 2 — Ba; b) |z - 1[f|x], 2 #£ O
LxskO 1l —2zr£0 (z— 1)zt 2£0 Haz—1), a#1; —lfz—1), 270, 2+ L;
sz — 1), 2#0, e L ¢) Yr+ 2,22 ~Blz+DVr+r2+ 1=+ 2 2> -2 [{z+
+ Ve 21w +2 z>-2 Ylr+2 2>-2% Yz+lzro z>-2
VVevi+ttez—21f)sTe+2.22~2d)0proc =0, zprez>0;0pre x50,
z—z'prex >0, 0prex S0,z +2tprex>>0; 0 pre z 5 0, —2 pre x > 0; nie jo defino-
vandprex S0, —xprex > 0;0prez < O, zprex >> 0; Oprex = 0, —z?prex > 0. 24. y4 +
+xa XaNm: Xaxm xa-r-l-xl-m 1 —yai !} — z8. 2. a) y = E(z*); b) y = E¥zk ¢}y =
-Y1+=' dlr=l+l’x 28.a)y = Ju, =12, (=1, 1%5bly = Ju, &= |2 (—c=,
w); ¢) ¥y = ut, u = E(z), (—w, 2); d}yF(*ll'rH=E[='L {—oo, o) D)y—”[m“}].ﬁ=
= Y1 =Tz, (=1, 0. 2% a) =, (O, @) |2}, (—o, ); b) (V= + Hit)z — 1), €0, HU (1, )
Ve + Dz =10, (—0. —1) UL, o) o) (—1)EW), (—w, x); E[(—1}], mnotina vietkfch
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disiel tvaru pjg, kde p je celd &iwlo & ¢ nepimo Gislo; d) 0 pre x< 0 a z' pre
x20; 0 prer<Oauxtprexzfell prelz/Slaloprex|>2%1prezed— |3,
- u V,_'}* 28, a} (2, V(3 x) b} (~x, =1) VL, o) e) (2n — 1, Zn) pre n = g,
+h 2, .5 d) (=0 YU, w)e) €0, 05 0 (L, ). 2% Hfinz + 2,z % ~2n, nm=l
2, ... 80 a) y(x), zix), &; b) 1, 1, 1; ¢} je periodickd, pericda neexistuje; je periodické,
peridds neexiatuje; jo periodicks, perioda ncexistuje. 81. a) (2, 20}, (—~oc, 2); b) {—o0, —2) U
W0, 0){(=2,05e) {2, 0Vl xw){—n, —2)W{0 1} d) {(—o, 1) (3, o), (1, 3): @) (—4,
7 (=0, —4) (T, ). 82 a) <2~ |3, DU, 24 [3)b) (= 1VE 0) U o, 2/3). 88 a)
Rydzo monoténna; b} monotiénna: ¢) rydzo monotdnna: d) rjdzo monoténna; e} nie je mono-
tonna; f) nie je monoténna; g) nie je monotonna; h) monoténna, 84, a) Rastdca v intervals
<0, ), klesajies v intervale {—w, 0); b) rastics v intervale (0, o), neklesajica, nerastica
v intervale (—m, 0); ¢) konitantnd v intervaloch {—w, —1I), (=1fk. —1/(k + 1)),
(1f(k+ 1), 1/k>, (1, 0), k=1, 2, ...; d) rastie v intervale {3/2, o}, klesd v intervale (—0, 3/85;
o) raatie v intervale { — 5, 53, klesi v intervaloch (—, 5, <3, ®); f) rastie v intervale (—w, 0,
klesd v intervale {0, 1}; g) rastio v intervale (2, o), klesd v intervale {—ao, ~ 35, nerastie, na-
kiond v intorvale { — 3,2). 86.8) f(z) S /4, 9P f(z) = mpx flz} = 1/4, inf fiz) = 0, min fia) ne-
existuje; b) 6 = fl=) < 71, i%f Hz) = n:in fix) = 6, m%x fr) neexistuje, I;.}p flzy = 71; o)
—T < flz) < &, l:pf{x} = [, i;f flz) = :-7, m;f:: Jix) na-.uxintuje. m‘iln fix) neexintuje; d) zhors
neohranifend; 1 = f(x); n:}:r /lx) neexistuje; max f(z) ncexistuje, inf Hx} = n;i.tt Hz) = L. !‘I’.

i ar M
s), b}, 1), m), n} proa; c), ), f), i}, k) nepérna: b), d), j), g} ani pdrmna, sni nepdma. 38. a)
Péma f(x) = 1 4+ z, pre z = 0, nepérna f(x) = —1 — , z < 0; b) parna f(z) = Jz prez =0,
. nepbra flz) = ~ Yz, z 2 & ¢) para flz) = 1(1 — z) pre = < 0, nephraa f(z) = Lz — 1),
# 2 0; d) phma f(z) = E{—z) pre z 5 0, nepiirna f(z) = —E(—z), z S 0. 41. Je periodické,
nemé periédu; b) je periodickd, 2: ¢) nie je periodicks; d) je periodickd, 2; e} je periodickd, 1/3;
f) jo periodickd, 1/2. 44. Peritda je ly/a; u) | 2: b) 4/8. 45. a) y = {z — 2)¥/9, 0; b) neexistujo
invermé runhui:-, €) ¥ = (x — 3)}(1 = 22)%, 4, 4:. a) ¥ = 2/3; b) y = (1 — 2L + 2);

o) nie josd) y = [T —2)iely = (x + 48 Ny = 2 7 L; g) nie jo; h) y = z + (— 186
jy=zpre s <0, y=ux2pre z=0; j) nie je. 47. y = I,'lﬂ —zt, {—4, 4>, 48, a) w2
b) 6t}3)4; o) [(0* — 4"} tg z]M4. 4. = pre z € <0, 1/2), z/2 + 1/4 pre x € 1[2, 3/2), = — 1/2
pro 2 €(3/2, 2).. §0. a) n(4 — M) z/d pre €0, 2; b) met T — ¥4 .[2+ T~ 278} 0 5
252 0 w'f[3v—2)). &1 102/(10 - z). @ |+ AE(z) —z). B8 1){1 —2z). &4
(98 + 722)/(2 + z). 85. p = 2/V [at; 1] 58. I=10/R. Re(0, w), [A; 0] 7. R=
= (32 + 2)j(= + 2) pre z € <0, 100D, [§1]. 38. E = 10 000/[(400 + =*) |'400 + 27}, [Lx].

1,2. Elementérne lunkeie

6%, a) —3; nia je definovand; 0; tg2 — Jcos’ | = —3,053; b) 2; nie je definovand; —4; 0;
¢) n/Z —x/2 —%/2 O; v/d;d) 0; 0; [2/2; sin 8 = 0,14); nie je definovand. 61, a) 1, —1, 0;
)1, —2,2 84. %) f# g b)f=yg;e)f==g. 85 a) ~lgzzhbosr=she)r<l T8
A)Y = din i 4 =25 b)y = ul, = singje)y=2%u=2rdly=2%u=2ch 14 a)/(fz)) =
=z (1, ©) gUiz) ~ [T [Inz, (le, o flglz)) = In T = 2|, (=1, 1} glglz)) =
- Vl ~ VT =T2l, <=1, 1) b) figla)) = arcsin @inz), (—o, ©) gfa) = 2, (=1 I
[(f(z)} = arowin (wresin x),  —ain 1, sin 1}; g(g(x)) = sin (gin 2), (—cc, ®); ¢} flg(z)) = z, (0, w);
FHz)) = x, (—0, ©f Nf(z)) = 2", (—w, ©); glglx)) = log,llog,x), (1, ®©); d) figlx)) = (x —
— 1/=)/3, (0, ©); gl/(®)) = ko sinh z, (0, «); f{}{z)} = sinh (sinh ), (—ac, ww); plgiz)) = Inlnzx,
(I, ). W 8} (~w, -3} (2 w); b) {—=x, ) (0, 1) (], ®). 78. a} (0, w); b) (~co, O)
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e) (0, el d) (=0, 0) U (0, o) e} (0, oo} £) (52, )i g) (—2, 2) h) (0, 1} {1, e0); i} (=1, 1}
77. a) {7, @); b) (0, «w); ¢) (—=, 2) U (3, ). T8 &) (—x, ®ok b) (—wo, ©); ¢) definované pre
vietky &iala x 7 kw, kde k je celé dislo; d) (—x, x); ) (—x, ) f} {—o, 0) — {(2k + 1) W[4},
k=0, =1, =2, ... 78 8) {0, ) — {(Zk + DHF=8}, k=0, £1, £2, ...; b} (—®, ) —
- {k“a’s}! k=0, 21, +2,..5¢) <0, 35. B0 a) <1 By ) (o, 0; o) (—oo, o) d) (—o0, )
e) {—o, w); f} (=2, w) — {12k + 1) “fz}l k=40, 41, +2, ..;8) {—12, 05; h} (—eo, ~1w
wl, @k il (—w, —1)w{—=1,x) 81 a) (-1 53k (=2, 43 0) (—nf2 + km, =4 + kw),
Bom 0, 1, 42, ... d) (—n/6 + 2km, w6 + 2km), k=0, L1, 22, .. ;@) (—13, w) 1) (L5
11>, 2. ¢}, d), gl 1) parns funkeia; b), £}, i), ), k) nepérna funkeia. 88, —b/2a. 84, a) max/ = 1,
‘min f = 0: b) max f = 1, min f = —1; ¢} max f = 3, min f = I; d) max { neexistuje, min { = 1.
85. &) 37 b) 1: ¢) =: d), e), f) nie ad periodické funkcie. 86. a) 2x; b) 2x; ¢) nie je periodickd;.
d) 2m: ) 2m; £) 2=, 87, a) Klesajaea v intervale (—a, 0], rastves v intervale (1, oo); b) klesajiica
v {—a, 3/2), rasties v (3/2, x); ¢} nerastica v (-, 2], neklesajica v {—1, o) d) rastice.
v (-2 — |2, —2)u (=2 < |2, @); e) klesajiica v (0, e¥?), rastica v (3%, x). 88, a} y =
— (x = 24, (—x, ®); b) ¥y = (1 - arcsinzl3, (=1, 1) ¢} ¥y = (22 + /@3 + 1), (—o,
—1/3) U (= 1/3, o); d} y = 2z} pre |z| = w2, ¥ = sinz pre [z| = w2 e} y = arcsin log,x,
14, 45; ) g = (logy=)(logyr - 1), (0, 3) U (3, )i gy =z, prex < 1,y = Yz pre = € <1, 18,
y = logzx pre = = 16. 89, a) y = [1 + cos(x — 3)/4)/2, <3, 3 +4mx b) y=(2— e*)[3,
(—a,x)e)y =In fat — 2z = 2, (1 + JEo)d)y = 2 + oMok, (0,0); 0) y = tg log, (=/8),
(23-7/3, 23+72) 90, &) Jednojednoznaind, y = (2% — 27%){2, (—w,®); b) jednojednoznaini,
y = /(1 — 2c))% (—%. 1j2) U (1/2, x); ¢} nie je jednojednoznatnd; d) jednojednoznaind,
y = logs[(4z — V(@ + 1) (=g, —1)U({1j4, @) - #l 8) P =(z —sinz)2 b) v=1—
— cos (z/2). 82 a) x = (1/2) arcein (2/64), {0, 64>, kde x je potitané v km; b} x =
— aresin (z/80 }'5), <0, 80 3>, kde z je potitané v m. 98. a) M =4e¥% b) u=
~ 21In[240/(240 ~ )] v km .s"% 94, &) 2 = (1/100%) cos (100=t + 1,57); b) z = cos {100xt);
Ce)x = |1 = 1j(100m)? eos (100nt -+ arccotg {—100w)), #6. p = 1/8 at. 98, § = arcsin (sin 2/2).
87.8) x — (1/u) In (Jo/I); b} & = (In 2)/p. :

1,3, Postupnosil

98. a) fil) = 2, f(2) = 0, fi3) = 64; b) f(1} =1, fi2) = 2, {(3) = 6. 98.8) 2, 2, 2, 2, 2 b} 1/3.
19, 1)27, 1/81, 1/243; ¢) 1, 0. 1, 0, 1; d) _4;3.3_7, 10,13/3, 185, 0) 1, J2, /3,2, V5 1. 0, 0,
’ i 5

0. 0: ) 1, (31205 (31302, (114)% (9159 1) 1, FE, /3, 14, 15500 1, 3/4, 2/, /8, 3/5. 100. 8) ap = 2%
blag — (n+ 1/in + 25 c)ag = 2 {113+ d)ay = 2n — 2;8) aq = -1, 101.a) 2,3.4, 5,6,

g =n + ;i b} 1, —1, 1, =1, L, ag == {—1m+ e} 1, 2, 1, =1, —2,0n = Gup4p = {—I}t[l +
. — 9 _
+1—M]=P= !,2,3,k=0.1.2.---:d10-1,1’2s3-ﬂ1=°r“"=(“u }+(n 1 s)+

+(":'I 4. pren>1 102.8(ap =4 —mblag =32 — 3. 108. a) 625, 125, 25,

—5, 1, —1f5. 1j25, -1/123, 1/625, —1/3125 b) 300 000; —30 000; 3000; —300; 30; —3; 0,3;
—0.03: 0,003 —0,0008. 104 a) @tny, = @n — )i B) @nyy = @af{an + 1) €} an4y =2 — ay.
105. &) 99 ¢}, g), 1004, b}, d}, e): b) 89 b), i); ¢) #9 a), b), f),1); d) 99 &), &), &), 100 &), b), 4}, e); ) 98-
a), b, €), d}, e), £), g), b, i), 100 &), b), e}, d), e); £) 98 a), b), ¢}, d}, ), h), i), 100 b), c); g) 09 a),
b), o), d), ), B}, i), 100 b), ¢). 107, 8) N(e) — 19; 1 000; 109 998; b) Nie) = 2400; 4800; 7200;
¢) N(e) = Is % d) N(e) = 3; 6. 108, 8) N(e) = 9 b) N(e) = 82. 110, &) 0; b} 0; ¢} diverguje
d) diverguje: &) ©; f) diverguje. 111, a) —1/2; b) —1/2. 112. &) 2. b) 1; e} 1; d) 1/4. 114, 8}
21)0;0)1:4)0. 115, 8)a = &) a Z Leja= 2;d) 1/3< 0 5 1/2. 117, 2, —4, —3, —1/3. 118,
a} 6% b) 3a? 4 6a — 2. 119, a) 3; b) —15; ) —7/2; d) 8; ) 3190; f) 517, g) O; 1) 1; 0 47) 0
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k) —2. 120.a) —4; b) 16; ¢) —logea2; d) 1;e) 1. 121, a) O; b) L c) 54 d)ac. 122. a) e; b)
Jes €3 1je; @) Le; e) e; £ 075 g) 1; by 0; i) 1/k1. 128. a) O; b) 1/2; ¢} (@ + B)/2. 124.a) —1/2; b)
—Llie) 1f3:d) 1/2;e) zj2. 12.a) 1,aka>>1; 1/2, sk a=1;0, ak a < 1: b) Oprea %1,
1/2 pre a = 1; ¢) 0. 127. a), b), e), f}, h), maji; d), e), g) nemaji. 128. a) oo; b) oc; ¢) oo; d) g
e) 2. 180. 8) Divergentna: b} méde byt aj konvergentnd aj divergentna; c¢) divergentnd. 181,
Métu konvergovat aj divergovat. 182, Nemusi platif ani lima, = ), sni lim by = 0, napr.
T L S
1 — 1) I — (=1

- +t2 L R ; Y e 3. 184, 2nrd, 4t 185, 2; S00m/7. 188,
4 cotg af2. 187 (v] sin 2a)jg(1 — ¢?). 188. a) I = Ejr; b) [ = B/R. 189. 8) (1/2 — 1/2%) 60 %;
AL/Z + 1/2%) 60 %; b) 30 %, 140, § = 3nr/2. R = 6R,. :

By

1,4, Spojitost funkcie

141. a) Nemusi byt spojitd, je ohranifens v intervale (g, 4); b) nemusi byt spojita; spojitost inverz-
nej funkeie definovanej v okoli disla flx,): ¢} spojitd. 142, 8} & = &/({l + £); L/11; 1)1 1
T0% & 1); b) & = & 0,1; 10-% 1075, 144, 8) (—oc. w0} b) (—o0, 1)U (k o) ¢) (—ao, wo);
d) (—0, =3) U (=3, =2 U (- 2,0V (0,0). 146 u), b}, c), d) v katdom intervale (%, k -+ 1),
kde k je celé Sislo; e} v katdom &sle x = &, kde k je celé éfslo rézne od nuly. 148. &) { —o0, O) U
V0, xkb) (—x, ) — fkml k=0, =1, £2, . e) (-, x) — {kmj2h k=0, £1, 42, .. ;
d) (—oo, b ); 8) (—o, )W (0, ). 147, ) {—a, o) b), @) {(—o0, 0} (0, w); d) [ —xc, o). 148,
a) (=, )W (Qokb) (—x, o) — {kah k=0, L1, £2, .. :e) (0, ) v (1, o) d) (—=,0) —
— {202k + B} k=0, 41, £2, ... 149, 8) (9, 20); b) (—e0, B0, ) 150, a) (—o0,0) W
W (0, 20); b) nespojitd v dislach 1/n a —n. kde n je prirodzené #fslo. 151. 8) Nespojitd v katdom
tisle; b) (—w0, o). 152 a) 4; b) 0; ©) 1; d) 1/4. 158, 8) 1; b) 1. 164. &) nespojits; b), e), d), e)
spojité alebo nespojité v &isle a. 133. a), b), <), d) spojité slebo nespojith v disle a. 168. a)
(=90, =D {=100U (0, )W (l, ok ({—x,2);b) (—w, o) {—w, 0) U {0,x): ¢} (—w, =1)w
V=1L DUl o) (—o, 0) (0, v); d) [—o, @) — {k}. k=10 +1, i'.zs-' cid (—ee, D)
0 o) e} {(—, 0k (—w, @) ) (—w, %); nespojité v kazdom disle z intervalu <0, 2%. 168,
Nespojitd sprava i zlava. 18L a) (3, 125); b} (—4, 0); ¢} {—1, 0, 1}. 162 &) (—1, 1>; b)
(0. w/de)s ¢) (2, 2 4 3m/25; d} (0, 2). 164, 1,25 185. a) M4 korene v intervaloch (1, 2}, (5, 6);
b}, ¢}, d) m4d riefenie. 188. a) Nie je ohranifend, min f = 1, max f neexistuje; b) chranitend,
max f{ = 1, min f = -—1; ¢) nie je ohranitend, max f = 0, min f neexistuje.

1,5. Limits funkeie )
167.6 < min (U + 6 — 1, 1 — |'T — &); 0,04; 6,004; 0,00 004; 4. 10-n-1, 188. & = 1}C; 0,31;
0.1 0,031; 0,001; 1" 188, k = 1/g 10; 100; 1 000; 107, 1370, k — M*; 10% 104; 10%; 101y,
1022, 171, b) Ak &, { s nasobnosti korefin a polynémov P(z), Q(z), Plz) = (x — a)* P,(z),
Qlz) = {r — ap Q,{x} a ag b, kosficienty pri najvyEich moenindch t¥chto polyndémov, tak
limita je O pre k = I, agPy(a)/byQ,(a) pre k = I, +x pre k << 1,1 — k je pérne &islo a neexistuje
pre k< L1~ k jo neparne tislo, 172. 4. 178, Neexistuje; —1; 4. 174. 8) 0; b) 1; ¢) neexistuje;
d) 4;e) 2,5; f) 1. 176.a) 4; b) 15/2; ¢) 0; d) nim; e} 1/2; £) 6. 178. a) 7/13; b} 3; ) 0; d) ”38; e) 16;

£) 6-99 177, a) } T4 b) L ©) 1125 d) 5}2796: ) 0; £) 10/9; 2) lin; h) —2/3. 178, 8) |/2]3; b)

afm — bfn. 179, a) 0: b) 12 0)0; d) 0; ) 1: ) =14 ) 2 h) 0:0) 1: ) )2, 186, a) 2; b) 8/9;

o) (= 1ym=tmin; d) &; e) 5i6; £) 0: g) 1/2 by 0: ) 1. 181, &) 11/3; b} 2/}'3: ¢ V3/2; ) 0; o) 0;
- 2

f) 2cosa; @) —1/} 2 h) L. 182, a) 1z b) 1/2; ¢} 2/n: d) (2 Jsina)/(3cos*a. [tgta). 188, a) 1;
b) wi2; e) 0; d) —mj2. 154, a) ao; b) oo o) ao; d]_neexistuje. 185, a) Neexistuje; b) 0; ¢) 0; d)
neexistuje. 186, a) e=%; b) e%; ¢) o2 d) e e) lf],f'e; £) e*. 187. a) 0; b) 1; ) e; d) e¥3; o) oootEs;




2,1. Komplezné dala 295

)1 188 a) ['3/2i b) 0; ¢) 0; d) 1. 189, ) 2; b) 0; ) 2510 2; d) 1, e) a; f) 1fe. 190. a) In a;
bl e* ¢) 1/ln 9; d) In 3; e) &% ) In a; gle‘lna. 19l a) —2; —3; b) 1; —1;¢) 1; 1; d) neexistuje;
neexistuje; ) 2; 2; oo, 0. 192, 8} O; —co; b) 0; 1; ¢) —o0; 00; 0; —1: 1; 6; d) 0; 3/2; ) neexistuje;
Gf) —2,2; g 1; 1,

2. Komplexnd funkeia redlnej premennej
2.1, Komplexné #iela

194, a) 1. Kazdé redlne #islo; 2. heexistuje; 3. neexistuje; b) 1. kaidé rydzo imaginfirne éislo;
2. neexistuje; 3. kaidé rydzo imagindrne 3alo. 195. a) a — 4b/3, b je Iubovolné redlne Zislo;
b) @ = —b/2, b jo Iubovolné redlno &fslo. 198, 8) b= 0; b) ¢ = 0; ¢} @ = b == 0. 197, z, = 0,
g=1 =141 2 =1, alebo 2 = 0, gy =1, z, = 1 — i, 2y = —i, alebo 2, = 0, z, = -1,
Zy=—l-+tz=1ialeboz =0,2= —1, 2= —1 — i, g = —i, 188. &) z = —E_Jll,-y:
= /1L b) & = —5/3; y = 2/3. 199 a) (6, 8); b) (=6, —5); c} (4, 3); d) 3 4 6i; 0) 0; £) 1 + B
200. 8) by = —by; by =by; b) ay = —a; 8 b, £ —by a, — @y 8 by = by e) by £ —by by £ by
201. &) (4, 7); b) (3, 1); ¢) (0, 8) d) —2 + 3i; o) —7 + 22i; ) 5. 208 a) 1, i, 4,4, —1, —i, i;
b) —6 — 6i. 208. a) 24 — 75 b) 20 — 2i; ¢) 120 — 119; d) —8i. 204. 8) agby = —agby; agy =
= @by b) ayay = by 8 aghy 7 —agby; ayay = —bb, & agb, # agby; ) aby = —byay; ayb, # dl.b‘.'
206. ) 10 + ij2: b) — MBS - 7i/5; o) 2i; d) —2(1 — )5, 208. a) 2i; b) —1/5 - 8i/5. 207
alz =15,y = —1/6;bjz =5,y = —1. 208.8) 5 — 3i; b) —4 + 2i; ¢) —2i; d) 13; e) 23i/10;
fY 1j2 — 17if2. 210, &) 2(cos 0 + isin 0); Zeld; b) 2{eonw + isinw); 2ei7; e} 2[cos (n/2) +
+ isin (n/2)]; 2elm/1; d) ]-"E[cus {m/4} + isin (w/4)]; V_E'aiﬂf‘; e) 2[cos {—=/8) + i sin {—x/8)];
207178, ) 2fcos {—w/3) + isin (=3 20773 g) 2[cos (2x/3) + isin (2n/3); etz h)
2cos (47/3) -+ Lsin (47/3)]; 2014%/% i) 2fcos (m/3) + isin (m/3)); 201%2 211, a) —i; 4i; b)

| I E R Py R [y s g A Sl 1B+ (L + F3)i;
1 — P 1 pr 1 - —
5 =1 F31_+¢1— F3i: a m[u — V8) o+ (-1 Va0 5 [(V2+ V8 + (Ve -

— 12l 212 a) —8 — 8i; b) —4096; o) mcmﬂ%eiﬂu"; d) 2coskx; 214. a)sindz =
= Jeos’xsin @ — 8in®z; b) cos dr = costz — 6§ coalx sin?z 4 sintz; ¢) sin iz = Tcosbz sinz —
= 33 cos'rsin¥s + 2] costrsindz — sinTx. 915, a) —:m 3z +%cuﬁm; b) -laoah:-[-

8
1 3 1 5 5 1 3
+-2-cosﬂ:c+—s-. ) -lﬁmsz—ﬁmaz+.imm, d} T con 8z - ﬁcou-l;c
5 5 1 sin 2";13 sin "'-;l n.-.ain?
- ﬁ cos 2x + _IE . 216. ﬂ]‘ '—2" —I'- _2-'-'I—x-—' b:l o z . -3
am-ﬁ- B 3
- . 2n+ 1
S s * 7 1 1
g Z -1y o L . —
o 5[tz =(=D —= 21:..5,\5:]/?(14-11, b:;f;l,_g (11 — ij; SETS
2
o 2k - 12 4 2k
AF3+i). 218, a) “+2 r+imn+22h' B0, 1; b) :—;_-;3-_:_:_*_
+isin’-’"2_‘_';2—h“, k=0, 1, 2 o cesm+ishﬂ—:zﬂr, k=0, 1, 2, 3; d)
4(¢os“+2t“+im“"‘fk“).k=o, 1,23 e 2(am2fT“+iain3§—“), k=0, 1,2,

1 Zbierka dloh
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226 _ 6. Vysledky

3 Py 10
3, 4 0 V_ m“—“—:ﬂ+iuin“_ur+ ""). k=0, 1, % g Vﬂ (cnu w4 + 2kw

5 +
+imin——~—),;:=o, 1, 2, 3,4’;h}3(m"+2kn i gin ©F 27

ket

5 6 + isin 8 ),k=u,1,3.3,
18

45 ) I;VE(MMH-EM).#-&. 12,345 67 220.5 251 )

wid 4 2k

8 8
Symetrické podla podiastku; b) symetrické ppdla redlnej osi; c) otofenie o 90% d) dﬂat;&uia;
e) pootolenie o uhol g; f) tototné. 222. 1, —1/2 4+ il/F/2, —1/2 —i}/3/2. 298. Vecholy
n-uholnfka budd vietky komplexné &ala, pre ktoré plati: mz—:—“'-i-ilin?. k=0,

I, ..., n—1 !iﬁa}?rimhmvmb&hﬁsmlhuumnwhidnjﬁmhodomd-
= (0, —3); b) vetky body krulnice so stredom v podiatku siradnicového systému s polo-
merom 2; c) mnotina vietkych bodov (x, y), pre stradnice ktorjeh plati —1 < z < 1,
—% < y < @;d) vietky body polprismky, ktoré mé pobiatok v podiatku siradnicového
systému a 8 kladnym smerom redlnej osi zviera uhol ¢ = 1/2; ) viietky body kruhu so stredom
v bode 8 = {0, 1) 8 polomerom I; f} vietky body hyperboly o rovnici (z — 1/4)% — y* = 1/18.
225. a) Mnotina vietkych bodov (%, ¥), pre stradnice ktorych platf 0 < z < y; b) mnotina
vietkgch bodov (z, y), pre siradnice ktorych platf y* =[2z — 1; ¢) vietky body medzikrutia so
atredom v bode O = (0, 0) & polomerom r; = 2, vy = 3; d) vietky body (z, y), ktorfeh stradnice
splfiaji nerovnosti 0 < z << 1, —~© < y < x; o) vietky body (z, y), pre stiradnice ktorych plath
x 3 5/2 8 z # 2; f) vietky body (z, y), pre siradnice ktorych plati 0 Sz < o0, ztga S ¥y =
S2tga. 226, a) vietky body (x, y), stradnice ktorych spliiaji rovnicu 56c* + 63y? 4 Bry —
— 168z — T2y — 720 = 0; b) vietky body (z, y), pre suradnice ktorfch plati 23/4 + y%/3 > 1;
¢) véetky body (z, y), pre sursdnice ktoryoh plat (z? — y? — 1) + dxty® = 1 (vnitro lemniské-

ty); d) vdetky body (=, y), pre suradnice ktorych plati az* + ay* —y — o = 0.

2,2. Fostupnost lompla:lﬁh &slel

227, L4, (1 + )2, (1 + 3i)/4, (3 + 5i)/8, (6 -+ 11i)/16, (11 + 21i)/32, (2] -+ 43i)/64, (43 + 85i)]
128 28 a) (=1 T i bJ {~L L1 .., L, .. Fe) (=10 i)F s d) {—i)Sns. 229, 2 -+ i, 2i.
€80. 8) (11 -+ 7i)/6; b) 2i. £BL. 8) 0; b) 1; c) e¥(1 -+ ie?); d) —4i; e) 8i; ) 4. 282, a) 2; b) —if2;
c) 0. 288 a) 0; b) —L;¢) (i — 1)/2; d) (3i — 1){10; ) 6~1. 284. 8} O pre |z| < L; 1 prez = 1;
neexistuje pre [z| > 1, resp. pre z = eiv, @ 7 2km, kde k je celé tislo; b) 0 pre jz| % 1; 1/2 pre
z = |; neexistuje pre z = o', p # 2kn, kde k je celé &islo; ¢} e*(cos y + i sin y). 285. a) Diver-
gentné ohranitend, {a,n+s}¥a; = {0)%.,; b) divergentnd ohranidens, {ugs}r., = {1)¥_;; c) di-
vergentna nechraniend; d) divergentnd ohranitens, lim g = o1,

2,3. Komplexna funkels reélnej premennej

226, 8) 2, 2+ 3i, 2 — 6i5 b) 6 + 2, 3+ 5i, 31 + VZ2) + (2 — VT2 ¢) 1 44, e + o,
o + ifa. 287. a) nie, b) koo, ©) 4no, d) nie. 288, a) Rz = t4 — 24s* 4 16, Iz — 867 — 32¢;

b) Rez= 27" — 38/, Imz= G4 — 8% c) Raz—ftmﬂ”cm[i}ﬂﬂ'ﬂl]. Imz =

=|¢ Vﬂ_,]ﬂﬂ sin [% xE[ﬂ] s d) Rez = (" —1)/(t* + 1), Imz = —2¢)(" + 1); o) Rez=2 +
+ 3cont, Imz = 1+ 3sin¢; f) Rez =6 %coai, Imz = —eHgine. 240, 8) {—c0, @);
b) (=0, 0} U (0, w); e) (—8, —13; d) <4, 6). 241. a) Nespojité v Sislsch —2, —1, 1, 2; b) ne-
spojité v disle 0; o} neepojitd v dislach kn/2, k je celé tislo; d) nespojitd na mnotine vieticgoh
celych tisiel. 242.m) 2 +1i, b) 1 + ir/2; ¢) 2i;d) 0;0) 0. 244, 8) 2 = A, ollwt+e,) 4 4, ellaite) =
= Aelotte), kde A = |4, el#, + A, o7, tg ¢ = (4, sin g + A, sin P)/(4, cos g, +
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+ dgeos @) b) z = Redellwite) i Re d ellwttp) — % Al(ei®, - §olp) elot o (o-ip, 4

1
+ieig)]edot, 245, a) Rez =24 coswt; b) Rez = 24 cos 5 i cos --2- wh ¢) Resz =

=AV:BT|::05 (CN—- :Tr)

3. Diferencidlny potet Funkeie jednej redlnej premennej
4.1, Derivacia funkeie _
7. 8) 0 b) —2 ¢) —1;d) 0 —500, 0; &) =%/64; £) 1 + aresin 1/ |/2. 248, a) 25 1) —172)a5;
c) —1/z% d) 2/Vax 1 ) deosta: f) E'(x) — 0 pre « # &; neexistuje pre ¢ — k. 249, a) 0;
3
13 . 2'% 132'%; b) neexistuje; —3/16;: —32~% ¢) neexistuje; 1/4; —2/e3; d) 0; 44}"@73; T1zh/8)3,
5 . 3 3 .
e} neexistuje; 3!5}’4_; 3!5}‘?"; 1 neexistuje; IIEFI; —2!31";&5-; g) 0; neexistuje; .3](‘1;4; h) ne-
£ | 3

existuje; neexistuje; 7/8)a: i) neexistuje; —7/12]2; —14/3)20. 250, a) 0: —3/8; b) 6; 0;

1 1 : 8 15 10
0 -2 d) 6% BWLoa) Ld b b Bat o et )Ty o E.-:" —
‘ _ s)xt a)an 3)x 3f =
1 6 S e 2 12
=gt g T A 8RS = g e) 1912 ) (1207 & 3a% — 210 £ 8))3a5,
Voo 0 g N

- - 1
252 @) 4ot — 6% | 8 b) To® - B6w¢ 4+ dxt + 000 — 102 — 20; o) Tat)r — 0,65} +
+ Vizlas d) 80° — 120 4 1% e) 242T — 520+ 2 ) 2z~ 2 (= — BB — Lz + 9
el

E) x8in 2% 4 cos 2x. 258, a) — 42/ IE by 2Hz + 1)% e) —2w(x? — 1)% d) 2(1 — =3)/(1 + z%)*%

-
N T R S S S AU
2x3 VE -
1 — 48 3z 4x*
4 ‘!:II,'. h] [W’ — Zap —].”TU — 1_']:-. 254, S}Fﬂﬁ_-—rm -+ ﬁts; -h:l — {;]:l-i- ]jﬂ — t.;]:’ + l}' +
M
+ (&t — 1) (62 — 1); o) -3—-]—3 _W'IT:J;?J d}  —(z® + 207 — Tub — Brd —
sfm — fmyr PP T EEE
cat Bt e - 25 4+ 2% — 2 — 15 355, 8) 512 < )39 b) 6(5zt — a3 - 2 —
' : - L 8
| — 11)% . (2023 — 92 + 2); ¢} 30 (i‘m - --1:) x—_l; d) 41+ 2} — 3z (l,l |2 —,):
: 'l.f,_u "':Vm i

3
e) —aifd—z% 1) (2ac+b)2lar F e T g 4322 + 3 h) (s — 3) V(s — s9%
_ — e nERHY e (e b Lot - L
) =4 ) JU—a% §) —120 4+ Jo Ve =5 2se. BT e h

4
01 4 |3 3 3 1 s S PR
i w1t S SEN 67 V_s aVEm o yulE JoE Far
Vazlia + 2]32 + 320 : '

4

V s . R o 5
| a +V41 + V2 ) 288 ) (1 2emy VT 2% by 1350 {06 - 8% o) 28 B T T
d) -3 21— 2P F 295 e 221 + 2T =298 £ 2/ + Vi + =9 V152
2569. a) —Usin(5x + 3); b) 2{cosz + cos 2x); ¢) —3xsine - {2 — x¥cosx; @) 4o cos 2xh;

15*

! ‘4



228 6. Vysledky

e) acosar.cosbe — bsinar.sinbez; f) (sing)feos?z; g) —141 —coszx); h) (sin*zx—
— coa? r)/ein?® 2z; i) 2(sin z . coa x? — xsinx? . cos x)jcos? x. 280. a) conx . {Qmiz—im;z-]-
1 1 e =
4 1) b) —3fsintx; o) — Ljz? =(1+ ),d_lg R A /1
‘} ) feindr; o) lxicos S ¥ jif;am @ B}2F{l+x}'m

1+a=’
2

f) 2xfeos®(x? 4 1) g) 20(tg ) (1 4 tg? )% coa z; h) 5-1 3 o 3 1)

sint J1+ 28 Ji+a5 3 /-ing
i) (—~3}3i)/%® sin® |3]7 . cos }/3/z. 281. ) 1/sin® z cos® z; b) (2sin® z + 58in’ 2 + 6 cos® z -+
+ 3 cos'! x)/sint z cos® x; ¢) 3jeos? dr; d) cos[sin (sin x)] . cos (sin z) . cos x; u} —3 gin? [cos?

{tg =)]. cos[eos? (tg x}]. [smmtgx]]fcm'z 262. [nm nxr — Zn sm% COR (n -+ ) ]M sm‘i

263. 8) 3.4%Ind; b) - B ———In7; e) 2.3 1In 3 d) 4*ind — 4% o) Elfﬂﬂizm In 2;
£1 10751 — x1n 10). 264. uj —e~%|3; b) Sater’; o) e%%(g cos bz — bsin br); d) —e~Z(sinx +
+ conx);  e) eF(zt-- dc)  f)  2e%(eT 4 1) 265, a) (2 -k Delirarip o 2 41
b) —sin x.0 V<53[2con z; ©) Zeseteiz/(l + dzt); d) g Lgaiior; o) 20z - 1) e +32-1jcont
(e¥1422-2); £) Co~L/RT(1 4 LIRT). 286.8) 2{(2z + 3); b) (1 + 42)}(z + 227 In 10; c) (4 In’ )/a;
d) (2log,z)frln2; e) =2z*Blogyz + 1/ln2) f) —23/(5+ 4x)(3 + T=); g) 2cotg2x;

h} IH’I + 2% i) (13 6% + 32®)/(13 &F -+ 2%); |} Inzx. 287, 8) —1[(1 + «?) arccotg z; b) 1/cos z;
o) (—e* tg Ves nmlfer 4+ 1; d) —1jeos z; e) [BIn? (tgz))/sin 2z; f) ljz}Ina? g} —1/3sin
2z + 1

dr + 2 ¥l —
: V(‘n cntg ) i h) l,J'al.n:r In {ln x): 1) —[tg:r.}}&lf{lncu!i‘}'; i) pre
. 3ipix=x1) In 3. °ns. 8) (L 4+ 3z%/x(l — 2%; b) |22 — 3); o) 12/x(22* + Tz + 6).
269, a) 1/ )40 — 2% b) — }3]}5 + 2z — 32% o) arcsinz; d) —mf(l + mi=); e) —1/(1 + 22
f) 2zfiet 4+ 22% + 2). 270. a) 0; b) 1/2(L -+ 2%); <) (cosz)f|cos z|; d) 1; o) (2 aretg? Ja)/(1 +

- T J
+z) |z f) (—15arccos? 52)f |1 — 2522, 271, a) (“ p— 1) j | — 1] [x? = 22;

b) U =25H% ¢) —1/2; d) 1J} "x® + 8¢ — 12. 272. a) 3cosh (3= + 5): b) zcosha,
¢) 2einh z . cos z; d) (2 sinh z . sin z){(sinh x + sin )% e) 2 sinh 2z. 278. a) cosh? x; b) cotgh x;
¢) sinh x . cosh (cosh z); d) —sin (cosh z) . sinh z; e) e!¥2joosh? z; f) (8 tgh® z¥)fcosh® x?; g) 0;
h} {3 tgh zP‘l + tgh®z)feosh? x; 1) tgh®z. 274 a) %1 + Inx); b) =271 -+ ln x);
¢) Yl + 2Inz); d) efa{lnz + ljz); e) 2fI0F[cosz.lnx + (sinz)fz]; ) 0; g)
27 x¥n*z 4+ Inz -+ Ijz); h) (af2)® (In (a/x) = 1); i} (sin x)°°8F[{cos? r}fsinx — sinz.In Bm_f_].

76, 0) (1§ )¥e08% (sin 2. 10g 1§ ¢ + ) fcos? z; b) (28 -+ Teler~i[ln (et + 1) + 2 arotg z];
¢) (eoshz)"=ltghx . lnx + (lneoshz)fx]; d) (—logza)/xlnz; e) (lnz)*{l +Inz.ninx)

) 2tz 276 8) 4 2+ -2 @ [ Eoa 0 '12+#_3];

1k ) Sx?
wd 1
b} (@ <+ 8) {z — 4) (636 <+ 198z + 6Bz? — 2z%)/(x + ¥ -+ 4)%

z(x?
-1 1

gin?*x . coa®z . {3coe? x — 4ain®x); ¢ 1/

Je =2 1 35 3 )
Ve ,- o5 -sm o m o) TR peewes b
Voe 48 T =12




4.3, Derivdoie vyddich radov 294

cotg e — (rof)/sin® e%; ¢) cosz eSInF(l + sinz); d) (6* + 1)eFcosa; e) l}'x(l +In® _:;_),

— 1 P e
f) 1!2{x+ljlfxmtgﬁ; g 27z — 1% h) — e}l —Inx. 278, a) 2far 2% b)

2 cotg z
—6e¥(1 + 2% ¢) 2tgx +ain’ 9:[li.l.ri.ﬂ.g {aotg x) - ]—-m]; dy 1/=* + 1) 270, a)

In (& — f=* = 1) b) 1e(l + 2% c) 4x3(z? — 16} d) [T F 23z + 2); o) /(1 - 2% - 2%,
280. a) 1 pre 2 > 2; —1 pre « < 2; neexistuje pre z = 2; b) 3r |z); ¢) 1/2)(x — 1) pre = > 1,
=12} % pre <2 1, f'(1) neoxistuje, f,(1) = oo, f.(1) = —o0; d) 1j{x — 3) pre z # 3,
F'{3)neexistuju; 1(3), f.(3) neexistuje, lebo neexistuje f(3); o) f{x) = 1 pre xe{—w, — 1}, f{—1)=
==L -1 =1 flz} = —1 pra ze (=1, 2}, f,(2) = —3, f_(2) = —1, ['(z) ~ —3 pre
TE(2 4), fl{d) = ~1, fl{4) = =3 (2} = —1 pre 2 € (4, w). 281. a} f(0) = O, (0} = —m;
b) £1{0) = £(0) = 0; ¢) f,(0) neexistuje, /() neexistuje; d) F0) =0, fL(0) == 1. 282, u) 2z ;
b) 1 pre x £ k, kde k je celé islo; e) 0 pre = 3 k, kde k jo celé tislo; d) E(z) (—1)E=) ¢, cos wr,
pre & £ k, kde & je celé fislo; e} (—1)¥*1 ginx pre 2 £ /2 4 &, kde k je velé &islo; f) neexistuje

1
pre £ # 0, {(0) = 0. 288. a) Zx sin , T cos i- pre x # 0; f{0) = 0; b) sin —:‘ - :: coa-:'? pre

% % 0, (0) neexistuje; ¢) 1 pro x = 0, /{1 + 2) pre = > &; d} ~1 pre z =<1, —3 + 2 pre
ze(l,2), lprexr = 2.
3,2, Geometricky a [yzikalny viznam derlvicie

286. 8) 4z -y — 4 =0,z + 4y — 1B =0; b) 4 + 8y — 2 =0, 3z dy + T ==0; ¢) 4 —
—y+1=0z+4y—4=0 2WLa)z—2[5y+5=0 2524y~ 1)5=0h)sz—
—3—=2=0, 245y —-16=0 ¢)jr+y—4d=0 2z —-y=0d} 2z -y -2 — 512 -0,
z+dy—dt-—nA=0ely=nry=—unfle+y—1=0z—y-41=0 288 a) 4
=L, =2) B={(-1 2): b) 4 = (e, lfe); ¢} 4 = ({In5 — Inln 10)/in 10, H/ln 10y 288, a)
122~ 4y — 13 =10, 42+ 12y — 6l =0; b} 4o — 4y + 3 =0, 47 4 4y — 15 =0; ¢) 127 —
=4y = 13 =0, 4r 4+ 12y — 6L = 0; 122 + I6y — 83 =0, 1082 — 36y — 17 = 0. 290, a)
-y —1-Il2=0 2x+ 4y —14+4n2 =0 b) 2— 2 +3=0, 4+ 2y — 3 =0;
Cly =%y = —x Wl.a)r —y—3e?=0blr— 2y + 6 =10 202 arctg 12,5 tize priblizne

4
83°25'34". 298.a = &'/f, 4 = (e, 0). 206, 8) M = (L 1/3), N = (—1, —1/3); b) M = (1},

4 4 4

V3/9), N = (—11}'3, —}/3/9); &) M = (0, 0). 207, v} /4, reap. 3r/d: b) 7/4; c) aretg 1/2, 26°34";
-d) aretg 2,63°26°; e) /4. 208. 4. 299, a) arctg 1/7, 8°748”; b} 0; c) arctg 22, 70931437 d) n/4;
arctg (e/(e? + 1)), .16°6°477. 300. a) 2}2, 2)'2, 2, 2 b) V2, |2, 1. 1; o) J1 5 amig/ing,
YT+ 402, 41n2, 1/ln 2. B0 y3/a. 306, 4 — (3, 8). B07. L508 m%—1. 80S. 2« 3s. 509,
2304 km, 1 536km/h, —266km/h%; 4h, 8h; 4096 km, 310. a) 80,dms—"; b) —47 ma-1;
¢) 10,28 d) 510,20 m. 311, 500 m. 812, 10 m s—.. 818, v = —27(2 sin 2wt +— 3 cos 2nd); P‘ﬁ
314. S50 km/h. 815. a) 58.31 km/h: u = (3 400¢ - 1 000)) |'5006F + (50¢ — 20)% 10,29 km.
816. w = (036¢ — 643,5)/[/036e% — 1 287t + 452,5625, $17. ) 2.285ms-%; b) 24/35ma-1;
818, 2/3ms-l. 819, 40m/3km/min. 820. a) 24, 8A, 324, 38 b) ZA, 18 ¢) 5,06 A,
0,00112... + k/50. B21. 1,00V, 822 a) k(A — 2); b) kix — A) (x — B). 828, 0,234 glom?.
824, —3Mp; 125 Mpm. 825, —0,00820 keal m—2 s~ deg=1, —0,00816 keal m—2 g1 deg-2
—0,00820 keal m—* st deg~1.

3,3. Derivacle vyitich radoy

826. &) — 14, 6; b} 0, 11/8; ¢) 0, 8(sin 2)/eos?® 2; d) 0, —2je. 827, a) 4/(1 — )% b} — 3/ /(L + 295 ;
o) 1z d) 3 (1 -~ 2x%) arccos = 1 1 2

i — 0 - . I
e (1~ zopr pes. o) 1) = (2= Lo () = eon




230 | 6. Vgsledky

F(0) neexistuje; b) [(x) = 6]zl 320,y =[G+ Flg) 0 ¥ = (@) g7 + 3P () g9 +

1] e £t a L ’ - - 3 ®
+Aee” 8L [f@)]) = — [_::'{%;_']m-f o J'—I{"‘}=‘|-f L {;’s}(x] . tf}].:-r— ()

832 a) 36003 — 120; b) 72 072/215; e} 4/(xr — 1)%; d) 408 240: e) 120(1 - x4 1)

IOTINTHN — )

) 2%0(] 4 z}ll-_lri'
483, a) aTIn*a; b) —6/xtlna; ¢) 2ainxfeos? 1; d) (62® — 2)/(1 L x53. 334 a) o (xd 4+ 1227 -
4+ 36 + 24k b) 24)x; ) (12 — 8x?) cos 2¢ — 24 sin 2x; d) # cosh <+ 100 sinh x; 8} 218(cos 2z -}
+ 2% cos 42 + 3% con 62). 885, w) 4ef(sinz — cosx): b) fid ¥ (@4 | 122% 4 452% + 60x -
+ 22,5k e} ex(z? A4 Znx 4+ n® — npp d) —e'(3 116 sin 3x + 237 cos 3z). 336. a)

— " —]ir=1 1 —_— T
{qll““ﬁ%ﬂ:”'l—'} --z—f. nzl b t{;?‘—ﬂa-ﬁff Do o - b i d) 20 1eos (2a + nmi2);

i
e) i cos {» + nrf2) 4- 31- vos {3z 4 awi2); f) 2 cos (2x 4+ nri2) 4 021 gin {2z + nmf2)

4 .
g} 2" cosh 2x pre n parne, 2% sinh 2 pre n neparne, 887, a) £{0) = 1. FUERN0) = 0, fi24IHD) =
= [k — DN E = 1,2, .05 h) fI8-10) = 0, ABKN0) = (— Ik-12(2% DAL+ 143 + ... +

m) - [ — L)nthn {(2n — 1)hn
{2k — 1)]. 888, a) ——— b0 bzym-n; b e —1pm .
¥ D R ) e e B B i ) (e
2
" si COBHl v = —Axftemt, g = AxtoClar — 1), B4R g U
d) p"sin{pr -+ nw/2). 3 v 2t e a oM at — 1), 342 a e
if—mrl-—~-.|-r il )a
a - (m+7‘u,t ’

3.4, Diferencisl a diferencidly ryii_k-h ridov funkeie jednej redinej premennej
843. a) 0,63, 0.6; b) —2,152, —2; ¢) —0,09, —0,1; d} (ln 0,973)/2, —0,013. 344, a) df(x) =
3

2zt + ) 1 -
_ l’: dz; b) df{z) — : — oty e) df(x) = {sin 2 |- 22 cos 2r) da; d) df(z) =
3 Vo7 (1 —a) T s
F P — 3
_ ﬁinm ;:inifz CO8 ¥ dees 45 a) dife) = lfam-’ dr: b) df(z) — a2 4 x? In a} do;

c) dffx) = 21-18xiiz g 2 I“Lm_ D @) diz) —

s e M g et g
; 2}" ,
d¥{fg) = [d'y -+ 2dfdg 4 g d%: A%ffg) = [9° A% — g dig — 2g2df dg + 2fg(dg)jgt, g £ 0.
847, 8) d¥(1) = —0,048; b% A0} = —0,01: ¢} d2f(l) = 0,02; d) d*/(2) — —1/2 048 In 10,

848, a) d¥f(z) = (10 dz®)/27w2 |%%; b) d"f{z) = (~zsinx — 10 cos &) dzl®; ¢) dif(x) = (6 dzt)fx;

d) difix) = —4 6% cos = dz¥; 0] dnj(x) = [ > (::l){x“]‘m) e-"] &n ) dnfe) =
=1

= [(=1)7n! (@=0=1 — (@ — 170=3)] den. 348, a) 9,05 ) 6,259; <) 1,987, 350. o) 4,043%; b) 1,2;

€) 5.0015. 351, &) 3,2197, 3,2020; b) 3,00043: ¢) 1,035906; d) 0.835398; ) 0,2; £) 2,003. 362. a) 0,04,

0,014 b)0,01; 1. 353. a) 10,981; b) 10,8. 854, o) 4mRir + 4R + 5 (A0, 4=R7; b)

$mRAr + 4n(Ar)%, SnRA7. 856. 0.01726. 358. pyo - p{L — (x — ) 6. 3D, &)= po/L1, —ppf10; *

b) 2l 1/(1,1)%2 — 1], —3p,/20. 360. a) (— UpdR)[RIR — AR)], (— UpAR)/R".

8,5. Vety o prirasthu funkeie .

881, 8) «) Neplati: #) plati, (1 + }7)/3, (1 — ['7)/3; ) plati, (1 — V3)3; &) platt (1 + [7/8);
b} plati, 0; ¢) plati, tg {wfe) = nfe, e = 2/(2% + 1), pre velké prirodzené tisla. 362. a) Nie je spojitd
v {0, I;; b) nemé derivdeiu v éisle 0; ¢) nemé derivdciu v éisle 0. 363, af (=1, 05 b) (-4 — 1,




3.8. Algebraické f:mice 231

A + 1), kde A = max {a, b, c}; ¢) (0, 1). 888, a) Plati, (5 + }97)/12, (5 — }/97)/12: b) plati,
V2: ¢) plati, e — 1; d) plati, + T — 4/n®. 888, a) (7,4 — 3x, 3,2 — 3n/2); b) (5/2 + 1/10,
B2 4+ 1/8); ) (411, 4/10); d) (2, U}Bw e) (rnfd + 2013, w14y ©) (nf— L,
(nj2 — 2) (3 — 1)/18). 889. a) Neplati, b) plati, 2/3; ¢) neplati; d) plati, m/4.,

8,8. Taylorova veta _
870.8) =5 + 10z — 2) + 21z — 2} + 8{r — 2% & (x — 2)%; b) 999 BOS5 4 29 998(z — 100) =

+ 300{z — 100)% + {z — 100)% 871, w) l+%{£—l)—~%{x—l)’+;—ita‘:—1}‘: b)

{r— 1)+ (= — 1}‘+%{=" 1)';.‘5} -é-—%-[z—?l +%{x—2}‘—-l%(x—2]‘ +é (x —

— 2 d)1n4+%{x_- 4)—$(x-4}t-i--l—{z— 4§ — 4 Bz a) 1 4 22 4

192 1024
+ 22%; b]x+-;-z'+l—25::‘; <) m‘—%x"; d}=v~#’+-;7@"-%“"= 911—%”4‘1—;”’?
) w%q‘.—l—;z‘—ﬁz‘. 878. a) 1+-;—::'+Hz'+;::::x'+--.+
+"’2:“"‘;_‘_2_"_’2:"w; b) l—~zln2+;;{1n2?“§;(h2}’+»--+[—11"Z‘:{hm"5
g 1+E+E +i':-:_:!' Tanor = Toni d) 2(m+§+fg+..i+%)'. T =

3 R
= Ty y B76. 255 — :—1 P :_-".'F' 876. B. 880, 5. 88l &) x < 0,03162; b) z < 0,14424,
382, a) 1,99727; b) 1,7724; ¢) 1,1211; d) 1,0391. 888. a) 0,7; b) 1,08; ¢} 2,718, 884. 8) 3; b) 4;
<) 4; d) 4. ' o

8,7. L'Hoeapltalovo pravidlio

286, 8) 2; b) (n — 1)/n; ¢) 1/6; d) 1/12; 0) [/3)}/3; £) (n* — m¥)/2. 886.8) —n/&i b) L ¢) 1/In 2;
d) In {a/b); 8) —oc. $87. 8) 2/9; b) (~Ina)/3; c) —1. 888, a) 0, &k a > 1; w0, ak 0 < a < L
b) w; c) 3/5; d) 0. 880. a) at/bh; b) 1: ¢) —2; d) 0. B80. &) —oo; b)av; ) 0; d} —1. 891, m) 1/2;
b) 1/2;e) 1/6;d) 0. 892.8)0; b} 0; ¢} 0;d) L @) 2/r; £)—4/mB8B. a) 1; b) L; c) e~ 1; d) em; 894 a)
1; b) I; e} 1; d) e—% 895, a) 1; b) acolas; o) o-t/n; d) V;.' 898. o) Nemoino, 1; b} nemono, 0;
<} memoine, | . 887. 180 [W]. 898, 0.

3,8. Algebraické rovnice

899, 8) L (—~1 £ il/Byz by —1, A £il3y2 o) 1 £ in)E (=1 £ iz a) £ V2 i3 1 40
—1tie)doki, —4+ 501 (=1 +i)3)2,2 —1 4 i)3 401.a)2® — 4x = 0; b)z* — Tx* + -
+ 172 — 15 =0;e)2 — (T + [2)zt 4 (19 + 4)/2) 2z — 21 — 7} = 0;d) 24 — B2 + 172® —
— 22z + 14 = 0. 402, 8) 2" + (—8 4 i) 2 4 (12 — 3i)2* + (26 — 3i)z? + (—61 + 1lijx +
+ 30 — 8i = 0, 2% — 1328 + 532 — 3727 — 104s? - 3462 — 156 = 0; b) ¥ 4 (—9 + 3i)z? +
+ (24— 18i)z — 18 4 26i = 0, z* — 182° + 138z% — 6762" — 138027 1800z + 1000 = 0;
o)z — (248302t 4 (=3 F di)a + 24 i =0, 2% — &% 4 T2* — Bx? 4 Ilx? — dx + 5 = 0.
- 408. a) o =86; b) g =1, b= —B; ¢) @ = —50, b = —10. 404. 8} 2 3i, 34 5 by —241i,
—2 =0 Ze) —2 44, (14 il/B2d)i i =i, —i, (—1 £ i}3)/2. 406.a =11; 2, —2.4 }7.
406.0 = 4,b = —3,5; —5, (1 + i[/5)/2. 408.8) 2, —1 + i}Z; b) 12, 2 & i}/3)7; e) k, —2, 172,
12:d) 2, —2/3, (1 £ i}/T)/4;e) 1, —2, 3, i, ~i. 409.a)4; b) 3;¢) 3. 410.8) —2, —2,3; b} 1, 1,
-2, ~2,¢) 2,22, i, —i, 41 a)x* —2?' —r —2=0;b) 2* — 3r — 4 =0; ¢) a* — z* +
+z—1=10 412 &) —54, 54 b) —5. 418, a) (v 4+ D {z + 2 {x 4+ 3} b) (z — 1)z 4+
+ Nz =25 o 9z—2/)(z+ V2B e~ if28) =z +il28); &) - D@+ DE-




232 6. Vysledky

~1¥2) @+ D). 414 0) (2P 4 22+ 2) @ =20 4 2 D) @ 4@ 23z + 4) (+* +
n,—

+2VEe 44y © (x4 5) 2t — 22 4+ 2% @) [ (%~ 2o cos (3k + 1) 2x/3m) + 1) 416, 1,
’ k=0
1,0 =iy 1, (—1 = i}By2. 416, c = —3; —1/2 (1 &+ [13)/2. 417.c =6, ¢ = -8, 1; 2, ~3;

¥ L

8,%. Moneténnost fnnkeie

418. a) Nie je; b) je, neklesajiiea; ¢) je, nerastiica. 418. a) (—w, —1/)/3), (1/}/3, @) rastie;
(—=1/)3, 173) kless; b) (—c, —3), (3, w0} rastie} (—3, 3) klesk; ¢) (—w, —1), (1, ) Klesd,
(—1, 1) gastie; d) {—oo, —1) klesé, (—1, 1) neklesd a nerastie, (1, ) rastie; e) {(—c0, 0)
(0, 2/3), (2, o) klead; (213, 1), (1, 2) rastie; ) (=, —3), ('3, o) rastie, (— /3, —1), (-1, 1),
(1, J3) Kles4; g) (—c, —5), (—1, o0) rastie; (—5, —1) klead; h) (—oc, —1) Klesd, (—1, 1) nerastic
s nekless, (1, cc) rastie. 420, a) (—co, —1/}/2), (0, 17}'2) rastie; (—1/}'2, 0), (1/}2, o) klesd;
b)(—1/8, ) rastie, (—o¢, —1/3) klesd; ¢) { —or, oo) rastie. 421, a) (o0, o) rastie; b) (— 3w/ -
4 2kre, )& + 2kT) k jo celé Binlo, rastie; (7/4 + 2km, Gx[4 -+ 2kx), k je celé dislo, klesd; ¢) (— /2 +

1— |5 —
21" +2]:::). (TI.' -t mmvaz ! + 2k=x, 32 +
: : . . 1 -5 Js-—1 B
+ 2km |, k je celé tislo, rastie; [arceos 5 b 2km, w4 nmcoa—-—g— + 2k}, k je celé
tslo, klesd; d) (2kw, 2m/3 + 2kx), (m -+ 2km, 43 4 2km), K celé éislo, funkeia klesi,
(2r/8 + 2km, w 4 2kn), (473 + 2km, 2 -+ 2kw), & je celé Eislo, funkeia rastie. 422, &) (—w0, 0, )
(2, ) Klesd, (0, 2) rastie; b) (—x, 0), {0, 1) Klesa, (1, =) rastie; ¢) (—w«, —1), (0, ) rastie;
) (o, 0) klesk, (0, w0 ) rastie; ¢) (0, 1/2) klesd, (1/2, o) rastie; f) (—oo, 0) klesé, (0, @) rastie.
498, (—4, —3), €0, 13, {4, 55, 428. Nemusi.

+ 2kw, wj2 + 2kxm), (r:fﬂ -+ 2k, arcros

2,10, Mazimum a minimum funkrie

431. a) V isle 0 m4 ostré lokalne maximum, & to f(0) = 0; v &isle 4 mé ostré lokélne minimum,
a to f{4) = —32; b) v &isle 2 ma oatré lokdlne minimur, & to H2) = —10; v &lsle —2 ma ostré
lokélne maximum, & to f{—2) = L; ¢) extrémy neexistuji; d) v &isle 2 mai ostré lokdlne minimum,
a to f(2) = —57; v ¢isle —3/2 mé ostré lokdlne maximum, a to f{—3/2) = 115/4; &) v &isle x = O
mé ostré lokélne maximum, » to f(0) = 3; f) v &isle 1 maé ostré lokdlne meximum, a to f{1) = 0;
v &sle = — (5 -+ [/13)/6 mé ostré lokélne minimurn f[(5 -+ | 13)/6] == —0,05, v &isle z = (5 —
— F13y6 ;m ostré lokdlne minimum f[(5 — 1!?.};&] = 078, 432, a) Extrémy neexistujd;

b) v tsle [/24 mé ostré lokdlne minimum, a to [/24? — 8/]/24% ¢) extrémy neexistuju; d) v éisle
* % = 1 je ostré lokdlne maximum f{1) = 10, v &isle z,= 1/2 je ostré lokdlne minimum f(1/2) = 8.
488.8) V tisle z = 0 mé ostré lokélne maximum, a to f{0) = 18; v tislex = —4 mé osted lokdine
minimum, & to f(—4) = - 10; v Zisle x = 1 mé ostré lokdlne minimum f{1} = 15; b} v celjch
#islach mé funkeia oetré lokalne minimé rovné 0; c) v ¢isle |/2/3 mé estré lokélne minimug, o to
#(V2i3) = —4)/2/3)/3; v disle = = 0 md ostré lokélne maximum, & to f(0) = 0; d} v éisle 0 mé
ostré lokalne minimum, & to f{0} = 1. 484, a} V &isle x = 3 mé ostré lokalne maximum, & to
f{3) = 8; b) v gisle z = 0 m4 ostré lokalne maximum, & to f(0) = 3; ¢} v Sisle x = 0 mé ostré

lokélne maximum f(0) — 1; v éislex = 1 ax =.— 1 mé ostré lokdlne minimé, & to f(1) = f(—1) =
3|

= 0; d} v éisle z = 2 m4 ostré Jokélne minimum f(2) = —]I’IE;. v ¢isle # = — 3 m4 oatré lokdlne
3

meximum f(—3) = 3)/3. 485. a) V &slach (/4 -+ 2k7), kde k je celé dislo, mé ostré lokélne
meximum f(n/4 + 2kr) = |Z; v tislach 5w/4 - 2&km, kde k jo celé dislo, mé ostré lokdlne mi-
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nimum f(5x/4 + 2kn) = —|/2; b) v dislach 7/3 + k% méb ostré lokdlne maximum f(n/3 -+ km) =
= 4(r(3 + kn) — |/3; v tislach 27/3 + km jo ostré lokélne minimum A(2n/8 + k) = 4(2n/3 +
+kr) + V3, prifom & jo celé &islo; o) v dsle z = 1/2 mé ostré lokélne meximum f(1/2) =
= sin (1/2) + 1/16; v ¥alach n/6 + 2k mé ostré lokélne minimé, v sislach 5m/6 - 2kx mA
ostré lokdlne maxims, kde k je celé tslo; d) v &sle 2 = 1 mé ostré lokélne minimum f(1) = 0.
488, 8) V dsle 2 = 0 mé ostré lokdlne minimum f(0) = 0; v &ale # = 2 m4 ostré lokélne maximam
1{2) = 4e=% b) v 3islach /4 + 2kn mé ostré lokdlne maximum f{r/é + 2kn) == o—(nfotuin)
-VZi2; v dislach 5né + kw mé ostré lokdlne minimum /(5r/4 + 2bx) = —e-(a/t+ska) P32,
kde E je celé Eislo; c) v Eisle z = 1 mé ostré lokélne maximum f(1) = e; d) v tisle z = 0 mé gstrd
lokdlne minimum f(0) = 0; v disle z = | mé ostré lokélne maximum /(1) = 1. 487. s} V disle
# = o mé ostré lokdlne minimum f(e) = e; b} v &fsle z = 0 mé ostré lokélne minimum f(0) = 0;
¢} v &sle z = 1/8 mé ostré loklne maximum f(1/8) = In'(17/16); d) extrémy neexistuji; ) v &isle
2 = 10/T0 mé ostrs lokélne minimum f(10}/10) = —~1/4; 1) v disle = = 1 mé ontré Jokdlne maxi-
mum f(1} = nj4 — (ln 2)/2. 489, V gisle x = 0 mé ostré lokalne minimum f(0) == 0, 440, a) M4
ostré lokdlne minimum roveé 0; b) nemé ostré lokédlne extrémy. #41.a) V dsle 7 = — 1 mé maxi-
mum f(—1) = 17; v disle # = 3 mé minimum f(3) = 1; b) v &sle 2 = —3 ma minimum §{—3) = 2;
maxXimum nerné; ¢} v dals z =~ —2 mé minimum f(—2) = —151; v &iale x = 1 mé maximum
(1} == 2; d) v Sisle x = —5 mé maximum f{—5) = 80; v &sle z = 1 mié minimum f{1) = 0;
e} v diale x = 0 mé maximum f{0) = —1; maximum nemé; f) v &ale = = 1,01 md maximum
f{1,01) = 10L,5; v &isle z = 2 m4 minimum #(2) = 10/3. 442, a) Maximum neexistuje; minimum -
mé v &sle 2 = 0, f(0) = 0; b) maximum je 1, minimum je 2 — 21n 2; ¢) v tisle z = & mé maxi-
mum f{e) = e% v disle z = 1 mé minimum f(1} = 0;d) v éisle x = e-1 méi minimum f(e-?) == 0,89;
maximum nemd; f) v diale z = — /2 mé maximum f(—=/2) = —1 + m v disle 7 = n/2 md
minimum f(n{2) = —1 — x. 448. 14, 14, 444, 1. 443, ) a™/2%1; b) (a/2)™n. 446. z = {2, +
+ &y + ... + an)fn. 447, V§bka pravouhlého rovnobefnika je H/2, kde H jo v¥ika trojuholnika.
448. Rovnoramenny trojuholnik so stranami a, & — /2, s — a/2. 449, a = 2/4; b = s/4. 452,
Plocha bude maximéina, ak vyika trojuholnike & = 3R/2. 438, Vysek krutnice polomery # = #/2
so stredovym uhlom w=2. 484, z=a)2, y = b}Z. 436. Polomer vaica 7 = a & vjika
h = 2a. 487. s) Polomer valcs r = R/2, vyiks A = H/2; b) polomer valoa ¢ = 2R3, viiks
A = H/3, 488. a) Polomer zékladne kuiela R m 2}/2r/3 & vyiks H = 4r/3; b} ¢ = 2}/2r/}/3,
A= 4rf3; o)l = 1,17¢, R =0,093r. 459 Polomer zékladne r = [ 2R/2, vyike A = R|/3. 480,
Vyika valea je A/2 & polomer je r = |/%ah. 481. A = (—1/3, —8/5). 462. A = (3, 2). 484, (1, 3).
485. z = do/(m + 4). 468.6. 467, 20m, 5m, 2m. 468, x = 2a/(4 - n:}.ay -!«m -I-ln}. 469.

(442 + 691, 470, h = d/}/3, b = 2d/|/3. 471. Vadislenost miesta jo ZJT,/(}T; + YTy, kde
1 je vedialenost zdrojov. 472, d/2}/2. 478, 170. 474. Vylodit sa musi 6,464 km od miesta A
& bude mu to trvat 4,39 h. 475. 19,57 kmh-1, 476. cosw = 0,3/1,5 = 1/3. 477. Aj2. 478. Ak
NO, je 66,7 % » O, jo 33,3 % 479. tg 22 = 2. .

3,11. Konvexnest & konkavnost funkeie, Inflexn§ bod

480. a) (—oo, w) konvexni; b) (—o0, 2/3), konkévns, (2/3, «c) konvexn, #; = 2{3, inflexny
bod; e} (—, —2}, {1, o) konvexnd, {—2, 1) konkévns, r, = —2, z, = 1, inflexné body; d}
{1, 0) konvexn4, (—w, 1) konkéwna, z, = 1 inflexnf bod; e) {-VE,F:) konvexns, (—co, — |/2),
(V2, c0) konkévna; £) (~w, —1/3}'3), (1/8}'3, ) konvexnd, (~1/3)3, 0), (0, 1/3}/3) konkivna,
= —1/8)/3, z, = 1/3}/3 inflexné body. 481, s} (—co, 0), (0, ) konvexns, b) (Vs o).
(3, ®) konvexns, (~w, — /%), (0, |/3) konkdvna, @, = — |3, z, = 0, », = J3 inflexné body;
e} {0, 1), (1, ©) konvexns, (—co, ~1), (~1, 0) konkévna, z, = 0_inflexny bod; d) (—w, —89),
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{0, 9) kenvexnd, (9, 0}, (%, ) konkdvna, 2, = —8, 2, = 0, z; = 9 inflexné body. 482. a)
(0, o) konvexnd, (—x0, 0) kopkdvpa, 2, = 0 inflexny bod; b} {—o, —2) konvexnd, {—2, x}
konkdvna, x, = —2 inflexny bod; ¢) (1, @) konvexnd; d) {—w=, —1), {—1, 1) konvexni, {1, @)
Lkonkavna. 483, a} (0, «o) konvexnd; b) { —w, —3), (3, wo) konvexnd; ¢) (0, o¢) konvexné, 454, a)
(—a/2 + 2w, wf2 + 2krw) konvexnd, (w/2 4 2km, 3m/2  2kn) konkdvna, r = (2k 4 1) /2
inflexné body, k je eelé cislo; b) {—ec, o) konvexni; o) {—oo, 0) konkévna, (0, «¢) konvexnd.
485, a) (—20, o) konvexnid; b) (72 4+ 2z, 6r7/2 + 2kx) konvexnd, {(—x/2 4 2k, 3x/2 L 2kn)
konkavna. & je eelé &islo; ¢} (—o0, =) konvexnd. 486, (—ax, 1}, konkavna, (1, ) konvexnd.
499, a) x; = — )2, 2 = 1jJ/Z; b) x — —2 4 ¢*? inflexny bod; ¢} ¥ — —4 inflexny bpd.
192, 6 = —1/2, b=3. 484 b =0, b 5 —ef6.

3,12, Asymptoty

02 =1 B alx=1l,y=Lblr=lr= Ly=0ecaz=2,y=3d)x = 0,x = =1,
z=Ly=0 dalr= -2 r=2 y=mbo=—l,z=1y=x 0b5.a)y ==+ 4/3;
bl — 1) 2,2 = =1 }2,y = /2, 806.8) z = (2k + 1) /2, kde k jo colé fislo; b) y = 0; ¢) 2 =
=hp=2ndy=0 l.als=0y=Lbaoa=0y=mey=z2+1;djy=—2r + 3,
4=1-—z. 808, a)x = —lfe,y =+ llesb)y=u02=0 500a)y=4mx/2—1by=

=Oecly =bet w/hid y=ay= -z

3,13, Priebeh funkeie

310, Obor definicie je (—a, co ). Je nepirna. BDody nespojitosti nemi. V dzle O md funkein nulovy
hod. Na (-2, o0} je rastiea. Na (), o) je konvexnd, na {—o0, 0) je konkdvna. Extrémy nemé.
V' &isle 0 nud inflexny bod. Asymptoty nemd. 511, Obor definicie je { ~o, oc}. Nie je ani pirna,
ani neparna. Je spojitdé. Nulové hody mé v éislach 0, 1. Na (174, 0} je rastics, na {—mo, 1/4)
Je klesajiea. Na (1, =), {—oo, —1/4} je konvexnd a na (—1/4, 1} je konkdvna. V &isle 1/4
ma ostré lokdlne maximum, ¥ figlach 1, —1/4 mé inflexné body. Asymptoly nemdi. 512, Obor
definicie jo { —w, w). Nie jo ani pérna. ani neparns. Je spojita. V dislach 0, 1, 2, 3 md nulové

, y : 35—V (3 3405 3-15. 3
had . Th klesajica na (—w, —--r) . (?, 3 ) a rastica na ( 3 . §) N
ER IR o sy o+ |15 : 9 |15 9= lla)
{__2.— ,ao). }a(mm, T e —) . ( e uo) Jckunvexnd.nna( 5 . g

3+ )5

5 mé oztré lokdlne

Je konkivng., V é&iale 3—12& ma ostré lokdlne maximum s v Cisle

minimum, V Gislach %&f , 9__—;{'& mi inflexnd body, Asymptoty nemd. 518, Obor defi-

nicie je (—0, o), Je parna. Je spojitd. V &islach 4, —4 mi nulové body. Na (—x0, —4), (0, 4)
je klesajiea, na (—4, 01, (4, =0) je rusticn. Na (—4, 4) jeo konkdvna a na (—xc, —4), (4, m)
jo konvexnd. Inflexné hody nema. V tislach —4, 4 md ostré lokdlne minimum a v Ssle 0
ostré lokdlne maximum. Asymptoty neexistuji. 514, Obor definicie jo (—o, x0). Je-parna. Je
spojith. Nulové body ma v éislach 0, 2, —2. Na (—1, 0} (1, @) je rastica a na (—w, —1),
{0, 1} jo klesajiea. V dislach —1, 1 mé ostré lokélne minima a v tisle 0 ostré lokdlne maximum.
Inflexné body nems. Asymptoty nema. 516. Obor definicie je {—oo, 0) W (0, o). Je nepérna.
V tisle 0 je nespojitd. Nulové body nemd. Na (—eo, —1), (1, 20) je rastdes, na (— 1, —1) klesajica.
Xu {0, ¢} je konvexnd, na (—w, 0) je konkévna. V isle 1 mé ostré lokédlne minimum, v ¢isle —1
mé ostré lokdlne maximum. Inflexné body nemi. Jej aa;:'mptoty sla=1%y== 616 Obor
definicie je (-2, —1) W {—1, 1) w {1, ®). Je nepérna. V &islach —1, 1 je nespojith. Na {—o0,

~V2 + T3, (]r'rﬂ + V5, @) je rastaca, na (— |2 + 5, V2 + |5} je klesajics. Na (—x, —1),
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(0, 1) jo konkévna & na (—1, 0), {1, @) jo konvexné. V 2isle |'2 + } 5 mé ontré lokélne mini-
mum & v &isle — L‘ 2+ FE m4 oatré lokdlne maximum. V éisle 0 mé inflexny bod. Jej asymptoty
iz = ~1,z =1,y == 617. Obor definfcie je (~cw, «). Je nepirna. Je spojith. Na { —«, )
je rastica. Na (—}3, 0), (3, @) je konvexns, na (—oo, — }3), (0, }'3) jo konkévna. Extrémy
nem4. V dislach 0, — |/3, |3 m4 inflexné body. Jej asymptota je y = 2z. 518. Obor definicie je
(=0, —1} U (—1, o). Nie je ani pérna, ani nepdrna. V &sle —1 je nespojitd. Nulovy hod mé
v tisle 0. Na (—co, —4), (0, ) je rastics, ns {(—4, 0) je klesajica. V &isle 0 mé ostré lokélne
minimum, v ¢isle 4 ostré lokdlne maximum. Inflexné body neexistuji. Asymptoty sl y = z — 3,
z = —1. 519. Obor definicie jo (—o0, —1) W (~1, 0} U (0, 1) U (1, 2u). Jo nepérna. V tislach
—1, 0, 1 je nespojité. Nulové body st v &islach 1) /3, —1/|/3. Na intervaloch (—=, —1), (—1, 0),
{0, 1), (1, ) je klesajica. Extrémy nemé. Jej asymptoty si z = —1, z =0, 2 = I, y = 0.
520, Obor dofinicie je (—c, ). Nie je ani parna, ani nepérna. Je spojité. V &isle 1 mé nulovy
bod. Na {—aw0, 1) je kleasjica, na (1, @) je rasttea. Na (1, ov) je konkdvna, na (—a0, 1) je kon-
vexné, V &isle | m4 ostré lokélne minimum. Inflexné body nemé. Asymptoty nems. 321, Obor
definicie jo {—3, —2) U {~1, w). Nie je ani pérns, sni nopirna. Jo spojitd. V &slach —1,

—2, —3 mé nulové body. Na (3. L;V{') (—1, ) je rastica, ns (L;l'?. ;2) jo
klesajuca, V &islach —3, —2, —1 ma ostré lokdlne minimum, v &isle _E—HEE mié oatré lokdlne

3
maximum. Asymptoty nemé. B22., Obor definicie je {—o0, au). Nio je ani pdrne, ani nepérna.
Jeo spojitd. V Ziele 1 mi nulov§ bod, Na (—m, o0) je klesajica. Extrémy neexistujd, V &isle
0 mé inflexny bod . Jej asymptota je y = —z. 52B. Obor definicia jo {—~co, o). Nie je ani
pérna, ani neparna. Je spojitd. Nulové body ma v Gislach 0, 1. Na (--ao, —2/3}, (0, =) je rastica
& na (—2/3, 0) je klesajica. Na (—1, o) jo konkdvna, na (~, — 1) jo konvexnd. V tisle O ma
oetré lokdlne minimum, v &isle —2/3 mé ostrd lokdlne maximum. '
Jej nsymptote je ¥ = z -+ 1/3. §24. Obor definicie je (—ou, on). Je neparns. Je apojits.
V tisle 0 mé nulovy bed. Na (—w, —1), (1, w) je klesajies, na (— 1, 1} je rastiea. Na {0, i}
jo konvexnd, na (<, 0) je konkévna. V &isle —1 m4 ostré lokalne minimum, v Sisle 1 mé ostré
lokdlne maximum. V &iale 0 mé inflexny po4. Jej ssymptota je y = (. 526. Obor defipicie je
(=20, =)W (-1 1) W (], o). Je nepdrna. V tislach I & —1 je nespojité. Nulovy bod funkcie
jo v tisle 0. Na (—co, — [3), (}/3, @) jo rastien, na (=3, — 1), (L 1), (L, [3) jo klesajics.
Vighisle — /3 mé ostré lokélne meximum, v &isle '3 mé ostré lokdlne minimum. V &islach 0, 3,
. —3 mé inflexné body. Na (—, —3), (-1, 0), (I, 3) je konvexnd, na {~3, —1}, {0, 1), (3, ov)
jo konkévna. Asymptoty bez smernice e x = 1, z = —1. 626, Obor definicie je (—o, % ).
Nie je ani pdrns, ani neparna. Je gpojith. V &islach ~1, 19/8 mdé nulové hody. Na
(=1, 0) je klesajica, n& (~o0, —1), (0, ©) je rastGea. Na (—oo, oo} jo konvexnd.
V tisle 0 mi ostré lokdlne minimum, v disle ~—1 mh ostré lokélne maximum. Infloxné
body nems. Asymptoty* nemi. 527. Obor definicie je (—w, 0), (0, @) Nis je sni
] pérna, eni nopimna. V éisle 0 je nespojité. Nulové body nmems. Na (—w, ), (0, =)
je klesajica. Na {—1/2, 0), (0, «©) je konvexné, na (—3xc, —1/2) je konkdvna. Extré.
my neexistujid. V &isle —1/2 mé inflexny bod. Jej asymptoty si: y =1, z = {, - 528,
Obor definicie je (—wm, o). Je péma. Je spojitd. Nulové body funkcis nema. Na {—go, 1) je
: rastiicas & na (0, ©0) je klessjica. Na (—o, — | 3/2), ([/2/2, w0} je konvexna, na intervale (— | 212,
'- V2/2) je konkévna. V &isle 0 mé msximum. V &slach —1;}3, 1/}/2 ma inflexné body. Jej
asymptots je y = 0. §29. Obor definicie je (—oo, 0) U (0, o). Nie je ani pdrns, ani nepirna.
V tisle 0 je nespojitd. Na (1/2, oo} je rastica, na (—oc, 0}, (0, 1/2) jo klesajiica. Nulové body
! funkeia nemnd. Na (-0, 0), (0, ) je konvexnd. V &isle 1/2 mé funkeis ostré lokédlne minimum.

|
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Inflexné body nemé, Jej asymptota je r = 0, 580. Obor definicie je {—a0, ). Je nepérna. Jo
upojité. Na (—1, 1) je rasttica, na (—x, — 1), (1, ) je klesajtca. Na (~— }3, 0}, (3, ) jo kon-
vexnd, na {— @, —FB},(H.V&} jo konkévna. V &isle —1 mé ostré lokdlne minimam.
V disle 1 m¢ [ostré) lokdlne meximum. V &fslach 0, }3, —V!mi-mﬂa:nébody.,h; asymp-
tota je 'y = 0. 581. Obor definicie je (—, w] Nie je)anijpéma, ani nepérna. Je
#pojitd, Kulové, body funkeia nemd. Na (0, oo} je rastdeca, na (—x,'0) je kiesajiios.
Na (=—cw, o) [jo lkonvexnd. V &ale 0 mé ostré [lokdlne minimum. |Inflexné body {nems.
Jej ssymptots je y = z. B8%, Obor definicie jo (—o0, oc). Je pirma. Je spojitd. V disle 0
mé aulovy bod. Na (0, oo} je rastics, na (—oc, 0) je klesajden. Na (—c0, 0) je konkdvna. V disle
0 mh oetré lokdlne minimum. Inflexné body nemd. Jej asymptota jo y == 1. 588. Obor definfcis
Jatﬂ @) Iﬂnj&mp&nl.m.impirm Je epojitd. V disle 1 md nulovy bod. Na (lje, o) jo
raatica, na {0, 1/e) je klesajdes. Na (0, o) jo konvexni. V isle 1/o mé minimum. Inflexné body
nemé. Asymptoty neexistujd. 5§34, Obor definicie je (—2, 2). Je pirna. Jo spojitd. V &lsle
¥3, — V3 mé nulové body. Na (—2, 0} je restica, na (0, 2) je klesajics. Na (— 2, 2} je konkévna.
V tlale 0 mé ostré lokédlne maximum. Inflexné body nemé. Jej asymptoty s ¢ = 2, 2 = —2.
585. Obor definicie jo (—1, 1). Nie je sni pdrns, ani nepirna. Je spojitd. V ¢isle 0 mé nulovy
bod. Na {—1, 1) je rastica. Na (0, 1} je konvexné, na (—1, 0) jo konkévna. Extrémy nem k.
V &sle 0 mé inflexny bod. Jej ssymptoty st z = 1, z = —1. 588, Obor definicie je (—, ®).
Je nephrna. Je spojitd. V fsle O ma oulovy bod. Na (—0, oo} je rastées. Na (-, 0} je kon-
vexpé, na {0, ©) je konkédvna. Extrémy nemé. V 2lde 0 md inflexny bod. Asymptoty nemdb.
537. Obor definicie jo {—, 00). Nie je ani pArna, ani neparns. Je periodické s[periédou 21t. Je
spojith. V &islach (2k 4 1)m 4+ w/4, 2kr — n/4, kde k je oceld dielo, mé nulové bedy. Na
{{2k — 1) x + mf4, 2kn 4 7w/4) je rastica, na (2kw + w/4, (26 4+ 1) + w/4) jo kla-;ﬁu.,
pritom k je celd dielo. V ¢islach 2km 4 =/4, kde & jo- celéd dislo, mé osiréd lokdlne maximum,
v tislach (2k + 1) 7 + 7/4, kde k je celé islo, ma osteé lokdlne minimnm. V dslach kx — w/4,
kde k jo celé &islo, mé inflexné body. Asymptoty nems. 588. Obor definicie je (—c, 0) W (0, o). -
Nie je ani pdrna, ani nepérna, V Eisle 0 jo nespojité. Nulovy bod mé v disle —0,876... Rasté.
ca je v (—20, 0), {0, ). InBexné body su v Hslach, ktoré sit risdenim rovnice 1/z — 2/2 = cotg z.
Jej asymptota je y = x. 588 Obor definleie je (=, ). Nie je ani parma, ani ne.
pérma. Je spojitd. V fslach An/3.  kde & je celé dislo, ma funkeia  nulové
hady, ¥ éislagh 2, pro ktord plati ty3r == 3/2, mé funkeia ostré lokilne  extrémy.
Jej asvmptota je y = 0 .@4“ Obor duﬁn](!u., ]ﬂ{ i 0‘.?] “Nie je nni p&ma ani neparnas,
Je spojitd. V tisle x = 0 m4 nulovy bod. Na (—2, ¢} je rastdca, Na (kn, kr + =), b je celd
&lslo, je konvexnd. Extrémy nermd. Infloxné body nemd. Asymptoty nemd. §41. Obor defl-
nicie jo (3x/2 + 2km, 3x/2 + (2k -+ 1) w), kde k je celé iislo. Je pdrna.)Je spojité. Na obore
definieie jo konvexné. V dislach 2kx, kde k je celé Zislo, mé reted lokélne minimé. Inflexné
body nemd. Jej asymptoty s £ = =2 + b, kde L je celé &{alo.. £42. Obor definicie je (—wm,
0) L {0, ®). Jo nep&rna. Je nsspojith v disle 0. V islach 1fkw, kde k je celé &falo, mé nulové
body. V| éislach, ktoré mi riskenim rovmice tgu = u/2, kde u = 1jz, mé lokdlns extrémy.
V &alach, ktoré splfaja rovnicu tgu = 2u/(2 ~ ?), kde u = 1jz, mé inflexné body. Jej asy m-
ptota je y = z. 548. Obor definicie je (—1, I>. Jo phrna. Jo spojité. V 2isle z = 0 mé nulov§
bod. Na (0, 1) je rastica, na (—1, 0) jo Klesajdca. Na (—1, 1) jo konvexnd. V &isle 0 mé osteé
lokélne minimum. Inflexné body nemé. Asymptoty pemd. $4¢. Obor definicie je (—m, ). Je
nepdrna. Je ‘spojité. V Sislach —2,331...; 2,331... mé nulové body. Na (—o, —1), (1, ©)
rastie, na (—1, 1) klesh. Na (0, o0) jo konvexmd, na (—co, 0) jo konkdvos. V disle
=1 mé ostréd lokdlns minimom, v Cisle 1 mi ostréd lokdlne maximum, V &isle 0 mé
inflexny bod. Jej meymptoty st y = xr — 7, y = x + 7. bék Obor definicie jo {—0, o).
Je pairna. Je spojité. V lisle 0 mé nulovy bod. Na (0, @) je rastica, na (—x.0) jeo
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klesajica. Na (-¢0,) jeo konvexnd, V' &sle # mé osted lokdlne minimum. Inflexné
body nemd. Jej asymptoty i y = /2 — 1, y = —=2/2 — 1. 548, Obor definicie jo
(0, ). Je spojité. V isle 1 mé nulovy bod. Na (0, x ) je klesajiica. Na (0, o) je konvexns. Fxtré.
my nemé. Infexné body nema. Jej asymptota je y = —n/2. 347. Obor definicie jo {~—oc, 0) W
WV (0, o). Jeo nepdrna. Je spojitd. Nulové body nemé. Na (—x, ), (0, o) jo klesajica. Na (0, )
Je koavexnd, na (—cw, 0) jo konkdvna. Extrémy nemi. Inflexné hody nems. Jej asymptota jo
¥ = 0. 548. Obor definicie je (—oc, cc). Je nepérna. Jo periodicks. Jo apojitd. V éislach krw, kde
E jo celé Gislo, mé nulové body. Na ((2k — 1) 712, (2k — 1) =/2), kdo k jo celé &lslo, jo rastica,
na ((2k + 1) n/2, (2k + 3) x/2) je klesajuce. V &islach (2& + 1) =/2 mé ostré lokélne maxima,
v &islach (2L — 1) ©/2 mé ostrs loklne minind, pritom k je celé Zislo. Inflexné body nemé.
Asymptoty nemé. §49. Obor definfcie s vietky redlne Zisla, okrem &isicl (2k — 1) 72, kde &
Je celé Gislo. Je nepérna. Je periodické s perivdou 7=, V' Zislach (26 — 1) =/2, kde & je celé &islo,
jo nespojith, V &islach kr, kde k je celé dialo, m4 nulové body. Na jednotlivych intervaloch oboru
definicio jo rastics. Extrémy nemé. Inflexné hody nemé. Asymptoty nems. 550, Ohorom de-
finicie je (0, ). Nie je ani pérna, ani nepérns. Je apojits. Nems nulové body. Na (e, .} je kle-
sajics, na (0, o) je rastica. V Sisle e mé ostré lokdlne maximum. Jej asymptota jo y = 1. §al.
Oborom definicie jo (—w, w). Nie je ani pirna, ani nepérna. Je spojitd. Nulové body nemé.
Na (~, 1/2) jo klesajica, na (12, cc) je rastica. Xa (—x, oz) je konvexnd. V &inle 1/2 mé ostré
lokdlne minimum, ipflaxné body nema. Asymptoty neexistujd, 342, Obor definicie jo (— %,
=1V (=1, 1)U (1, @). Nie je ani parna, ani nepdrna. V Zislach 1, —1, jo nespojité. Nulove
body nemé. Na (o0, 1) je rastica, na {1, x) je klesajica, Na (— ., 1) jo konvexnd, na (1, 1)
je konkédvna. Extrémy nemé. Inflexné body nema. Jej m;:mptmoujey:—-:—-——t::.zul.
§58. Oborom definicie je (-, ©). Jo péra. ¥ &isle 0 je nespojitd. V cisle 0 mé nulovy bod.
Na (—, 0) jo rastica, na (0, ) je kiesajica. Extrémy nemé, Jej asymptota je y = 0,

§,14. Funkela urfend parametrickymi rovalcaml

654 a) y=2—2% (2, 5) b) y= 2|27~ 9/8, (3, =) c) y = 3|16 — 244, (—4, s ) ¥ =
= —9z/8 -+ 9,{0, 8). 5b5.8)t €0, 0),y =2z - 1, 2e({—T, LhLE({~, D),y = 2x + 13,
#6{~7, @) b) te0, w), y =325, 20, x)y te(—=%, 0, y= ~3)z/5, zec®, )
o) t€{—32 + 6k, 3/2 + k), y = 36 — 2%2, x€{—86, 6,; €32 + Bk, 9/2 4 6k}, y =
T e -_FH— z%2, z €{—8, 8), kde k je celé tislo; d) t &/ 2%m, = + 2r), y = ]‘I{a'“ — 2,
£€{—a,0); f€{m + 2m, 2k + 1) 1), y = — | (@ — 2YP, 2 € {—a, u), kde & jo celd Sfalo.
468. &) Elipsa; b) asteroida; c) oblik cykloidy. 8537. a} Parshola; h) vsotks A8, 4 = {a, 03,
B o= (0,b). 588.8)z=3af(l + ), y = Ba?(l - B L€ (~w, —1)U(=1, B b) & = (] =
T+ 6%, g (t D)1 + ) te(~—w, —1)U(—1, <) 53V 8) 2= Ipcos ¥, y =
= dpsinyy; pec0, 0} b) z =sinp, y =sinTp; @, w); ¢) x = conp.condp, y =
= 2eing.3in 3g; @ €(0, ®); d) z = w(cos g}jp, ¥ = nisin @)y PE(0, ®) ) z= Al +
+ooag)conp, y = 2(l +eosgluing; g0, 2n); f)z = 2 Fcos g, ¥y = 2P sing; g e(—7.,
®). 580, a) |2 b) —2/3. 681.a) —1; ¢ % —1; b} (cos (1 + sin 1); § 7 3n/2 + 2w, kde & jo
onlé Hislo; o) —tg 4 ¢ 5% n/2: d) tg 6. (sin ¢ + 005 £)/(con ¢ — kin ¢); £ % /i eja i bootghi; ) 1,
154 0. 382, a) z =4+ 03, ¥ = (36 4 /(4 = 20, ¥ = (M - 12 — 1J4{t + 2)%, ¥ =
- — (8t - 12 - 2T)/8(t + 2)%; ¢ 20; b) z=asint, ¥ = —tgt, ¥ = —1lacosds, ¥ =
w= Y t)jat cos® t; L€ {—x/2, m|2); c) = Becoalt, y = —tgt, ¥ = 1/Dsintcostt, ¥ =
= (008* ¢ — 4 gin' ¢)/8l sin® i coa’ ;2 € (D, x);d)x = e~tcont, ¥ == (Ain £ — cos £)/(sin £ 4 cos i),
¥ = —Zef(sint ;- coat)?, Y’ ax 40" (2sin ¢ ~ cosb)/(sin ¢ - con )% ¢ £ 3n/s + km, kde k jo
Colé dinlo; e) x = Iné, y = Aoos 2, y’ = 2fcos 2 — Amin ), ¥ = WU[(—4* + ”ﬂﬂﬂl'—:

"
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CBtsin2efs £ 00 0) 2= el y = Lt — 88y e (18t et U= 223, y = (2% +
3% — 20— Bt b ByeM (1 — P e (=1, 1), BB a) x— 2y — 1 =0, 2r +y — 2= 0;
blaty—af2=0c - y=UGelzty (3nta2=05+y-—3an2=10 d) y=-
=[x — alntg (2,2 ) tgty, ¥ = —|x — alotgit,/2)]cotgt, + alaint,. H84 a) 4= (4 1),
B=1( 4 1nbyAd — (|2/2, e, 666.a=3b=1 566.8)y =2z —2:bja+y ~a=0
567, 8) Krivka sa skladé z grafov funkeii: 2 = 2¢ — 1%, y = 3 — %, te{—o, l)ax =2t — £,
y 3t - £ te (], o). Prvd z nich jo definovand pre z e (—w, 1), je spojitd, Nulové body sa
= (=3 —2}3, 0), # = {6, ). V intervale (—x, —3) je klesajicn, v intervale (—3, 1) je
rastues. Je konvexna. Ma ostré lokdlne minimum ymip = —2, pre & —= —3. Druba funkeia je
definovand na (—s, 1), je spojitd, Nulovy bod je € = (—3 + 2|3, 0). Je rastica a konvexn4.
Krivks nema v bode 7 — {1, 2) dotyénieu; b} Krivka sa skladé z grafov funkeii 2 = {In t)/t,
y—tingtcigejaz = (nt)t, ¥y =tint, t € (e, x). Prva funkeia je definovand pre x € (~o0,
Te), je spojitd. Nulovy bod je € = (i1, 0). Na i:}fervale (=, —e) je klesajica, na intervale
(~e. lje) jo rasticn. Na intervale (-, — 1-@4:‘"} je konkévna, na intervale (— }"Eel", 1/e)
konvexn. Inflexng bod je 4 = (— 3¢ V?, — 2o V'] Asymptota jo y = 0. Druba funkcia jo
definovand ne intervale (0, le), je rpojitd, klesajica. Konvexna v (0, V2e Ve ). konkévna
v {126-V 1e). Inflexny bod je([2e” Ve L‘Bei' ), asymptota je x = 0. Krivka je samernd podla
prismky  + ¥ = O; ¢} Krivka je grafom funkeie definovanej v {—w, —1) W {0, x). Jej graf
je stomerny podla bodu 4 = {—1/2, 1/2). Funkeia je spojitd na (—¢, —1) a na {0, =), klesajica
na intervale {—w, — 1) & na intervale (9, ©). Konkdvna na {—oc, —1), konvexnd na {0, ).
Asymptots je y = 1/2, d) Krivka je grafom funkcie definovanej v (0, 1>, Jej graf je sitmerny
podla priamky y = 2. Je spojitd, klesajiica a konvexnd. Nulovy bod je 4 = ({1, 0}. ¢} Krivks sa
skladd z grafov funkeii: = = tel, y=tot te{—x, —1)axz="te, y=tet tef—1, 0
Prvi funkeia ju definovand v (— /e, 0). Je spojita, ‘klesajica. Konvexnd na (—1/e, —}2 e l"]n,
konkévia na {— |2 e - , ). Inflexpy bod je 4 = {— VEe v' 12 ev_‘} Asymptota jex = 0,
Druhd funkeia je definovand v (— e, ). Je spojitd a rastica v (—1fe, e}, klam_]lfma v (e, a0}
Ostré lokblne maxitnum je pre z — e, ym“ = lfe. Je konkévna v (lje, F Ve }» konvexni
v {}"éal ! w). Inflexnyg bod je B = :l;ze , Y26 ¥ ). Asymptots je y = 0. Krivka je siimerns
podla prismky = 'y = 0 ) .'l(.nvka sa skladd 2z grnfuv troch funked == 3¢/(1 + 3}, y =

— 3T - 2, pnéom Lotel—1, u]ﬁ. 2, :eu.rl-e @), 3. t € (—w, —1). Prvé funkecia je
deﬁnované v, Vil-} Je spojitd. Nulovy bod je ) = {0, 0}, Je klesajiea v {—ow, 0), rasticas
v {0, ],'4] Ostré lokdlne minimum gmin = 0 je pre z = 0. Je konvexna. Aﬂ]rmpt-nta. jex +y +

-~ 1= 0 Druhé funkein je definovand v (U, V-l} Je spo,]:té. Rastden jo v {0, ],"2] klesajica
3
v i), ].-4} Ostré lokdlne maximum ¥max — ],r‘r4 je pre @ — ]."_5 Je konkévna. Tretia funkeia

je definované v (0, %), Je spojitd, klesajica, konvexnd. Asymptota jo z + 3 + 1 = 0. Krivks
je simernd podls priamky y = . (Descartov list.) 568. &) Krivka jo definovana pre ¢ € (—a,
= + %), & = uresin {u/b). Krivka jo uzavretd a sumernd podla polpriamok ¢ = nf2, a ¢ =
= 37/2; pmex = @ + b je pre @ = 7/2, ppip = 0 je pre ¢ = —a, resp. @ =T + b) Krivka
je definovand pre @ € (0, =/3) U (27/3, =)\ (4%/8, 5m/3). Krivka je uzavretd almd tri zhodné
fasti simernd podla polpriamek ¢ = m/6, ¢ = 57/6, ¢ = 3xn/2. Ich spoloény bed je O = (0, 0);
Umax = @ pre ¢ = w(6, @ = 5%/6, ¢ = 37/2, omin = O pre @ = km/3, £ =10, 1, 2, 3, 4, 5. 569,
x = 300, -~ 300)3:— 4,9% draha je parabola y = z}/3 — 49.10-5z%/9, v(2) = 300i +
4+ (300)3 — 10,6)], a(2) = —9,8), v¥(5) = 300F— (3003 — 49)j, a(s) = —9,8f, v(t)=



4,2, Substituéng metdda D9

= VEGD (HH} - 3 830}'!/5& + 96,0442, ms~! ¢ = g = 9.8 ma—?, Rychlost zviera s osou o, v fase
t uhol @ = arctg (}'3 — 3,27 . 1622} a zrychlenie uhol ¢ = —xj2. 570, V(2] = 2=(4 - 3j),
a(2) = 4n¥(3i — 4f), x* + y* = 50. 571 Parsbola y = - 2%4; v(0) = 0, (1) = 2§ + j,
¥(2) =41 — &), 0(0) = 2 + 2, a(1) = 2 — ], @2} = 2 — 10, 4 — (2, 13: B = (2/3. 5/9). 572,
Krufnica z2 + (y — 2)% = 4. Rovnomerny pobyh po kruZnici so stredom 4 — {0, 2), s uhlovou
rychloatou e = 1 s~ A

3,15. Derivicia komplexnej funkeie redlne] pramenne]

578.8) 4 — i b) — 1. 874, 8) —3i; b) 4{¢ + 20)% ¢) 2/ + i)2 576, a) i(elt — el); b) — 2ie tif;
€} —id) 2% sin 2t — Bgin 20 — 2t cos 2t + i(8Lsin 2 — 4 cos 2t). 578, a) (3 + 5i) xS b2 -
. —2In2z + 6iln 22} 2% — 3% 110t 2]/(24 + ilnx). 577, 8) (20)P e b) (@ ib)n et tin)z,

¢) PMsinr - icosa). 879 ) [3%cos (32 + nn2) 4 3cos (@ + nw/2))/4; b) Z-%a & b

i
ceinfia ¢ b)e + 2] 4 2-1g —b)sinf(a — bz - nx/2); o) i) = Z (:)a"f"fﬂ_ﬂ{x]cus[u +
k=0
p—1
.+ kmi2). 380, finlg) - Z (= 1)pHk 2r—sprifn _ je (“;p ) coR [[210 - 2k)x + -T] .
fe=t}
z 2p 2% 1) 2 'S
581, a) Z (= Ljp+k E—?_—ﬂw—-'-—}— (:) - #in [tﬂp_—BJH- r + %] ; b) Z =2t lp — ke,
ko= i) k=0
»
: — 2k Nh By ) T
.(2:)-:!03 [{E‘p ~ 22+ 5o Zm’;%_._’( . )cos [{2;: — 2% 1y ’;7-'}
. k=1t
4. Neurédity integr4l
4,1. PoJem primitivnej funkeie & elementdrne metédy Integrovania
. 588, a) Je; b) je; ¢) nie je; d) nie je. BB, 2% 4 2t dx 4 (. 586, — ;;z—h—;l,.- In lx| = .

n2ledis — 2% ¢ o 588, ahps Y2 + 233 -4 O, B8O 25D — 2t b 2t - Ppt g O
690. 24/4 — 5x%3 + 322 4 ¢, 591, —3z~¥32 L BrUE Lo b 21 L () 592.1n x| — a-t4 &
+ C. 5398, 12¢3/13105 4xtUA2] O 894 3 N2 b2 4+ Coprex £ ). 595 Ssing -
— V308 Jarctgr 4 €. 596, —10°7In 10 + x + arctgx + €. 597, arcsinz + In e 4
+Jr= ) 4 ©. 30K, efaff(l -+ Ina) + €. 889, (243~F — 32 9)|(In 2 — In3) — 2y 4 ¢,
600. —x/2 & (sinh 2r)i4 + C. 801, —2¢conz - Isinz + C. 602, » | gin o O 80 tgr —

1
TEEC 80 tgz —cotgr ot C. 605, In|s*— 3]+ C. 606, lnjlnx| <. Go7.

Intge| + C. 808, In |accsin x| -+ €. 808, v = 10433 — Geost - 3¢ 14, z - 5646 —
= G8int — 2Y2 4 144 4 5,

4.2, Substitodnd metsda

{a -} hx)n-+1

B 1)

' + br)ntibin o+ 1) + €. 818, (2% + 2)%/4 -+ C. 614, —3[In |2 — 52[1/5 + €. | 615, o576 -

' TS S xY2 - Infz - 1]+ €. 618, —1/21(1 — Z) o Q2L — st
= 3/23(1 — x)2 4 1j24(] - e]“;l- C. 817, ~1/6(2x + 3)° 4 C. 618, —1/b{n — 1){a -+ ba)n—11

! 610. (3x — 11)/30 + C.  6I11. O B fa o ba)ntebin - 2) . gfa 4
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+C. 819, —1/bt(n — 2)(a + bz)"* + afb¥(n — 1)(a + bz)?~L 4+ . 620. —1/b3(n — 3)fa +
+ h:}"-' 4 2a/bYn — 2)(a + br)"=2 — afb3(n — 1){a + bx)"~! + C. 62L. -:; arotg (3z/2) — C

2 - 3z 1
es2, I.n l +C 62w, ;Enrct.g (bzfa) + C. 824 In[xj(x +- 1n + €. 62a.
1 xr-— 2 2 ) 2:.-: -+ 5 1
“n C Ggﬂ. p—— _ G- Bﬁ?u = I 0 BES‘
: =+1‘+ Vi v N Wi
: + 2 x

T i — —_ 2 -
J 4+ ¢, 6825, Taiar z‘} arct-g {zfa) + C.  G30. 1/2{a? - x?) - O
1. x — a-n.rct,g (zja) + C. 882, z%/3 — z + arctg:c = 0, 688 —1/Hyz? - 4 + ¢, 634

]
. = 3 — 52 __ 3
2V§6mtg x-]/ )+ C. 085, - oretgzt + C. 636, —Ld(l + 3% + C. 637, In e +

--x‘l-l-ﬂ' nns.s]fgp_zyl-uc 839, —?I. —3x) + O Bd0. plfgzx+5;'+c.
33
641, — V{a+b¢}'+6" 842, _]f{z+2}? 5 Ve 58+ 0. 64 ——b{L—ztp-L
S 1 1 2 1 -
___ = _._—=+C- "’:ﬁn —_,——+C. 617,
844, V{::S+3;|4+c 845, — Vo R g 7
T, —
F_mmzlea+o 848, gmm-a-+o 840. I + ot - €. 850. — — 4~ 5% 4 €,

S - . dx 41
851, arcain » — Vl — 2% 4+ . 662, 2 arcsin ].".'r. 4. 658, —.ﬂl‘ﬂﬁlﬂ R . 854 In (x +
29
3 ; P

+2+1fm-+u+5)+c 855. 5]#{.—;4-1;!-—3}‘(:4-11 + . 638,

3.
| {ger =2y +

t-’q —_

857. _y{,., F +C 638 - m|z=+]f=-—4|::-c. 69, — 5 |5 A+ C. 060,

I 1
-—‘—‘-+c’. enl.T[=:+]!{x=-1}-]—x+c'. 862, — — e 21 4 C. 068 In (4 +
[T+ ax ' '
. 1
et = (. 884, x — log, (3 + 1) + O ﬂﬂﬁ——hz—aeﬂ'+0 886, ;— a.rc-tgF+C
- <]
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£ C. 1018 loonz + In |tg (=/2)] + €. 1016 L 1n VB4 OB F ) |+ . 1016.2 tg % +

Sﬁ ] yE—cutgm i
7+*V2+°“‘”|+c 1018,
7 — 4}/2 + cos 4z

-+ In |cos x| — x¥2 + C. 1016, »* tg (x/2) 4+ C. 1017, —§1n|
©o8 e 3 cos bz

~ Z0sint o 40&1:1’53 401“"“( |+G'
1020. Inftgz+ 2+ [tgiz + dtgx + 1] + C. 1021, {22 4 l4z — 11)/4d sin 22 +

De 4 7 = 1 — ;

+ :L cos 2z + C. 1022, In’ V: T emem
+ V& = 1| + (1/8) srccos (1jz) + o7 = 1j6z* + €. 1024, 2}z arcsin |z + 2} T == + C.
1025, = — o—*uresine® — In (1 + T + o) + C. 1026, 2urctg 'z — 2z + = arcsin (2} 2]

1 —
J(1 4 2] 4 €. 1087—x — |1 — x*® are 668z + C. 1023:—7[2-#+211V—=‘+3#—5+

“Infeostz + YT +cos'z) + €. 1019,

+ . 1028, —(1/3x%) In |z +
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. ) .
= {z* + 3x — 33/8) arccos (Zx — 3) + C. 1099, l/arceos & -+ 7. 1030, 3 In =3/l 5 &%) —

]
— (aretg x)iz 4 €. 103L [(x® — Daretg x + 2)/4(1 + 23 + €. 1082, W}z — 1)jiz £ 1) —

212 =z

tre 1 2
= . [ -+Tl 1—] arctgxr + €, 1033, x — In (] + e¥) — 2ed/Suretg ot/ — (amtg—x) -
1
+ (7. 1034, 7; .[{r' — 2taretg(2e + 3) - -:— It {2e% - 6x — 5) — i] AL 1085, —4-1n cosk 2 4

+C. 1086, —2cosh |1~ | €. 1037, —2%12 — 24 = 4-1(1 -+ ¥ taretgz 4o €, 108N,
|24 Co 1089, 1233 - . 10 e — 1 ¢ Coprex < 0,1 — ¢~ { Cprex >0 1041
F+Cpreld<xa L lnz 4+ Cprex > 1. 1042, Ez) [Elr) — { =150 cos mx]fr + €

4,9. Neurfity integral komplexne] funkele redlne] premnenne]

1048, £33 -+ (%2 — 3r) + C. 1044 8in s — i cosa + €, 1045, (33 = B2 — i) — (a2 =
4+ 62) - C0 148, (%4 — 2502 — (307 — 270} S~ (. MME. e — 2 arctg v — iln (2t —
1 x4
[ —— L - — L * . e ——
+ 1) 4 O 1048 (1/2) In [(z — 3)F - 1] S iavetg v — 3) — €. 1049, [ln:=+ e 2

— 2arctg —— s ]-—--[ —i+—4 -arctg #x-l--‘]+(‘ L0530, (2 — r)i{x? —

X - & .z-=+’:—t—"_'-
z
— dr 4 5) +ij(z? — dx - 5) - . 1031 avetg 5 +--1 L - P [ E AU
T
) , 2-dia 3 344 S
- "'] - 2]-"‘{1": -+ 4} T+ €o lﬂ'ﬁﬂ. - T i_T;"!" “ 2 - []“ a_T—r_EJ’.'-;_E T
4 3 3 S| .
| 2iarctg %—_2*_ .:r:] B G N N PR P T 1mtgr—- 0 103a.

@2} {sin 2% 4+ Tcosz?) - 1. 1034, LBl B0, — 5 {12 — 262)]/169 4 €, 10T, (/2
— Y4y eos 28 + 1 (2r cus r — sin Tl — O 105N, -3 L 50 0L L0, sin e + i — oSy —

Jurt Ty 15 2rt My 92 _
— ) 060, o =L L e o 15— A ———hain 2 S A
“rees ‘”[(13 5t ::197_) ros s (13 169 2197) s ’] L

‘drt MHx 15 St M H R
1081, e¥s e — in e — -2 4 os 2 - (0 2P .
081 [( 13 168 2 197) S = (m 160 o 197)‘”‘ = 1062, Pre w
nid q" I n )
sin (20 — D | sin 2jr i n)sin'_’u— .
:2*12 - ——. . N - 2. L . - T
z T LA, pre n 15 l,rr.! 2 + €. 1063, Z(l s T
k=1 k- 1
-+ * C' 1064, Pre = piarne _””-l 1“-1{ 1 v\ o8 Be ~itx " W T
2n 1 L Z—’(;) ETR R
J= 0

no1
— IH-IH‘ YVoairy ¥ o
nepirne  (— g+ Y Z{-l;i("]ﬂ'—-‘!" ST e t06s _(Eﬂ) C

In .y 2(n — 4) 2y
i—n
n It
s In i sin 2k
B - . P — " — -5 77 i
Fames 2 (0 ) g intie oz e tose 2 S (a3
i1 :
-l-{—l)“!nitg(-g--j- 4.) ~ €. 1087, z{_nn l’“““-‘f =+

k=1
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5. Urdity integril

3,1, Pojem a zdakladné viastnosti aréitého integriiu

1065, 0,5 0,6; Od: 0,4; 0% 0.3 0,20 0.3; || D) =06, 1069, &< Ifn < 2 -0 L. <0 (n —

A 1, Dl = Un, 02 Unt < 40 < Gint T LD in = DYe® < L (D = (20 —

— 1pn® 1070, —105/16; —81{8; —20/8, 1072, Nic je integrovatelnd. WI% a) o(h — wh b)
1

(b — a2 e) (B® — a®f8; d){e® — ef)flne el 1 £} L 1074, a) 40 o B 3 ey 2/lnd o 12 dy

e 4 4o — 13/2, 1073, —21/2. 1094, - 16, 1077, 65/, 1078, —In 2. 1079, 4 — J1lu 3. 108G,

35 % — 32In 3. 1081 772, 1082, =4, 1083, -‘-i- In (5]3). 1084, ; I (4/8). 1085, In (32/27)

K]
1056, /4. T08T. 6 4 9]73:4. 1088, 4]/2/3. 1089, 2. 1080, =/4. 1091 ['2 — 1. 1092, 12, 1093,
e — le. 1084, 655 + Bed/d — o + 32 — 49/20. 1095, ¢ - [c. 1096, 3/2. 1007, =/G. 1095, 6.
. 3

1099, =72, 1100. 4/3. 1I0L 217162 — §/8. 1102, In 2. 1103, 2. 1104, 2 — m/d, 1105, 473,
1106, 8), ), ¢) Funkeis za integrdlom a k nej primitivia funkeia jo v danom intervale nespojila
a neohrani¢ond. 1107, a) In 2; b) r/d; e) (1 — eosam)fa; d) 1j{p + 1) 1108, a), bhoel, d) Prve.
1109, (0, 4/27), 1110, (8, 1920, 100 (25, 172). 1112, (4, 4]'2). 1118, (=/4, 1). 1184, (43¢ — 1)
115, (12, =/4). 1116, (=/2, =) 6/4). 1117, (e Ve, 1), 1118 16 1119, — 2, LE20. 2 In (6/5).
11202009, 1122, 2/m. 1123, 12, 1124, 1/6. 1123, 2/ln 3 — 3/2. 1126, ) (1/11]'2, 111y b)
[e=0 (arctg 10)/10, (arctg L0)/10] alebo [(1 — e~20320 200, (1 -- 0=30)/100]. 112N, 2w/3.
1129, 20/3. 1130, 0, E,}/2/2. 1181 In%. 1132, cosx - 1. 1138 (2" — a®/3. 1134 Inx.
1135, —1:'1 + af, 1186, (sin a)fx, pre z € (0, o). 1137, e~Tcos 2@, HIBN. a) 2#/(1 — ') by
—xeosz — (w2 — @) sinz, 1139, Rasties v intervale (- =, o). 114L Lokdlne maxinuum
v fjslach x = {2k 4+ 1) =, lokdlne minimum v dislach & - 2k, kde & je prirodzenc éslo.
41 a) O; by 0. 1142, 5/6. 1144 0. 1145, 1, 1146, 0. 1147, 14 — In 5040

5.2, Substituéna metdoda & metéda per partes pre urtité Integrily

1M, In 3. 1149, aretg (2/8). 1150 4}/2/3 — 2/3. 1161, m/6. 1162, 2In 2 — 1. 1153, 3]'22.

1154, 22 — aretg 2). 1156, 8 + 3}/3 =2, 1166 w2 + 1. 1187 In[(7 1 2|/ 7)9). 1158 =it +

41720 1159, 14125, 1160, 4 — . 1161, 8/2. 1162, 1/3. 1188, [1/2(a? — &%) In [2a2{e? — B3]
3 .

1164, 9(7)'2 — 12)732. 1165 (2/]/5) uretg (1/}/3). 1166, In4/3). 1167 Funkeia v — (0,
resp. { = @_,(r) nemé v kakdom bode daného intervalu derivacin. 1192, 1 — 2/e. 1133, 1.
IT7d 1. 1175, 2In2 — 3/4. 1176, (o3 + B8, 1177, (Zes -+ 1)/5. 1178 (9 — 4] 336 +
4+ 2-11n (3/2). 1179, = 1180, 2x/3 — 32, 1181 (3/4)In2 - 1/4. 1152 ») Ip — w'(n —
— Ay dpoy Ig= 10BmT68; b) I, = 1/(2n 1) — Jps Iy = wid — (1 — 1/3 = 1/5 — LT +
L1 — 1ML & 18 — 1/15) e) dp = (11t (m 4+ 1yemtl —mly fim R 1) By = — 81

]
oM=L S [1(8 ~ i)t (m + 1Y + By(m + 1.
j=l

5,3. Obsah rovinn¥ch dtvarovy

1185.8) 12; b} 2: ¢) 1. 1186, 36, 1187. 9/2. 1188, 9/2. 1186, 1/3. 1190, 343/3. 1181, 16/3. 1192,
2(2 — 23, 1198. 8. 1194. 5/6. 1195, 15/2 — 8In2. 1196 1/2. 1197 1/4 — 1/Ze, 1198,
3 —e. 1100 [a’(e — c-1)]j2. 1200, 3(}3 — 1/2) =2 + 0(1 — |[/3)/2. 1201 m/2. 1202 (1 +
4+ e—a)j2. 1208, 9/4, 1204. 474, 1205, 3/2. 1208, 2r - 4/3, 61 — 4/3. 1207, (67 + 16)p?/3.
1208. (16/3). (1 -+ 2]/Z + (3/2)In2). 1208, 72]/3/5. 1210, 8/15. 1211. 3ma®. 1212, 3ma¥s.
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1218. 3rct(Sab. 1214, a¥4z® + 3m)/3. 1316, 4ntad3, 116, matjd. 12T ;a¥2. 12N 972
1218, ma?/2 1220, 18me®. 1221, 6m. 1222 —.;qum; 1228, of. 1224, 24 aretg (5/12).
1223, =[/3. 1226, 3a%2.

5.4. Objem telies

1225, 50 iﬂ-ﬁ = 1228, 187 1229, =23/2. 1280, 8r. - 1281, % wle* — iled) + 8, 1282, (4 — r) oM.

1238, 2z, 1284, 3n/10. 1285, 2n}/2/3. 1286, x3/12. 1287, (7 — 15/41n 2) w/2. 128K, mab(s,
1289, mbi(k — )P (b + 2a)/3ad. 1280, (35 4 2/15). 1241, /12, 1242 m(x® -+ 12x)/3 — 72)/72.
1248 2x[l — (@ 4 1)e=?]. 1244 ma?/15. 1245. a) 1287/3; b) B4m. 1246 mrihj3. 1247,
®RE - Re + r3) hi3. 1248, 4mab?(3, 4nath/3. 1240, Smid. 1250. Sari 1261 ma®(9x* — 16)/6.
1262, 39mc%/105abt, 322c8/103a%h. 1258, ml} 312, 1234 320wa®/8. 1255, 2ma’(nd — 6m)/3.
1256, 4xat/B, 1257, dma¥i21. 1258, ma}21n (1 + 2)/4 ~ 2/3]. 1269, dnabe/3. 1260. Bnabe/3,
1261. wat/4, 1262, dabc/8. 1263, 16/3. 12684, 2a%(w — 4/3)/3. 12685, n/32. 1248, 2r¥cotga)/3.

5.5, Ditka rovinnej krivky

- 1 = T deost,
1267. 2}3. 1268, 8. 1269, 2x%e. 1270. 1 - T hi 3. 1271 2a ( I’_l_";f‘_‘:iﬂ_.
. cos by

1272, %3, 1275, 33T/2 + 4 In (8 -+ [37).

VT4 3coss, + ﬁmrl]
J3 =2 )
1296, |24+ (1 + V). 1255 V62 + a2 + [, 1978, 2198 — 1/27. 1299, 33116,
[ - - P N 3 3
1280, T e — |2+ 1=n[(1+ V20~ [T 6] 12811+ 5inp . 1262 Intg -é’-r.
16 ' ] . S
1988, n—. 1284 4 1285 6. 1287 sa2z)T= 3= + In @r + YT+ =¥} 1288,
3413 — 10 ] S s '
n(s} g +n ,...). 1289, o} T+ m? (e27 — 1)}m. 1280, 2ur. 1291, 3ax/2.
2. |13

— 2~ }3m

E,B.I Obsah retataei plochy

1292, P = 101,82, 1298. 32:::‘-&. 1204, 2=)3 (e —~ 2)/5. 1205. 12xa?/5. 1296, 4nte’. 1207
32zat/3. 12908, 196:/27%. 1299, #{255/1024 — (In2)/8].  1800. 50may3. 1301 2x)2 +
| 4m a3 a2 ases 5 VB <l - VD F -y 1es — Vv Tjer -
: —In [(1 + Ve Ty VZ<n[( + V221 1304, (ma%(e — o=t + 4))/4. 1805, 2mb* +

E + 2nath (arcsin g} &, e-l‘a- “bia, 18308, 13ngis. 1807, 4xtab. 1808, ma® [FE — 1

V2+ 2~ 4] . 8r | S R T
Z] lm.Enr[l_-_r]Jl—dr—sfra"ﬂmgfl—:ﬂ—r.v&—ﬂ—

¥ arccos — . 1810, 14m/3. 181L 4xe® 1812, 56z/3. 1818, 2na? + M l [— {1+ e}]

3 lr
,_]Ifal — b3a. 1814, 2nb [}J‘gﬂ_n_!_ b,+v a hVai +b"+v&:t+b].

.- —_——— =

1815. wat.

P @
1818, 4ntat, 1317, 2naX(2 — ['T). 1818, 24z

_



D50 G. Vieledky

3,7, Btatické momenty, (aflsko, momenty sotrvaénostl | |

1 1 1 1 f
LI - A, = L oubt, M ,.._-__T « My =
1819. - oabt, -5 oa®. 1820, My = o 00, Mg = ¢ Vﬂ’ vl 138, M =

= 3a{2B0, M, = 830/420. 1822, (1, 2/5). 1828, (3, 0). 1324, (6/5. 3] 1825, {3r,/5, 3y,/8). 1828, '
{8a/20, 9a/20). 1827. (0, 4a/3r). 1828, (403w, 4b/3r). 1329, (4a/3r, 4(a + b)/3w). 1880. (0, (24 + ,

+ 15%)/(30% — 20)). 1881. (a/5, a/5). 1882, (5/7, 0). 1888, (256a{315m, 266a/315m). 1884, (n/2, :
mrs: 1885, (4 (4m + 3)/(x + 4), 5n/6 (v + 4)). 1886, [r/2, (2= + 3V B)}24)3 ~ 8r)). 1887, -
{83/77, 9/154). 1888. (a=, 5a/8). 1889, (14/3, 25/8). 1841, T(p, ) = ((4r/3a) sin (x/2), ¢/2). !
1842, (Bad — mt)/nt, 2a(m? — B)/nY). 1848. (3a/6, 16a/9m). 1844, (a}/ 2n/8, 0). 18346, (0; 0,071). .
1848, (1,520; 0,397). 1847, (7,5, |/ 3/4). 1848. [(a sin a)jm, 0] 1848, (2a(n* — 6)/n?, Bafr). 1850,

{0, 2a/53). 18&l. (ma, 4a/2). 1852, (0, -;- a(cosh 1 + 1/ainh l]). 1858, (5a/8, lmmﬁﬁ}l. 1854,

{2r/3, 27/3). 1838, [ —a(3et &+ o7)i5(eT — ex/t), afedr — om)ff(en — ea/%)]. U867. (daf5, 4a/5).
1858, Tatisko leti na osi symetrie vo vzdislenosti 3a/8 od stredu. 1859, Tatisko ledi na osi sy-
metrie vo vzdialenosti vf4 od zékladne. 1880, £ = 2a/3. 1881, & = 5/0. 1862, 5 — 0b(16. 1368,
Tasisko je ns osi symetrie, vzdislenost od zékladne j > jo h/3. 1364 Tasisko jo ns osi symstrie,
vzdialenoat od zékladne je h)'r? + AY3(r + Jri £ A%, 1865, & = o(}/2 + 1}/3. 1886. cub?3,

sa%h/3. 1867, rav’/12. 1888 mRY/4, mRiG/S. 1889, - (u - -‘--inh} 1870. moabjs,

noahjd. 1871, ul3/12. 1872 —;w + ab + bYy 4, % tde. 1878, -2— wrd, 1874, -‘; o o — :

- ; am:h). 1875, --;i (k1 e - 2)2). 1876. 3008, 30a?/8. 1877, I, = 25660015, Iy =
= 160a%(x® — 128/45). 1878, myr*h/10, 1879, myr/15. 1880, myrh/2. 1851, Emya'd/15. 1882,
rprik/6. 1388, Mr', M je hmota plochy. 1884, Mry2. 1885, 2Mr%(3. 1886, n = 3; ma¥j4,
ra {3 n = 4 na?, dnol. 1887, H0x*, 60%T. 1388, 211 nab. 1869. 12nat, 3nla®/4. i
5,8, Priklady na vipodet tyzikilnych velldin
Al

I3 & == 42 m, vgr. = 2,8 mfs. 1801, xMmjalae + 1). 1302, *n In .;_ . 1898, P = !

v kMl [ F B, L = xMm/R. 1894, Q2r%ca®. 1896, Qafdre |ir? + ot} kde a je vedia-
lenost hodu M od 8. 1396. Q(1 - ay|'a? 4+ #3)/2mer®. 1897. 1056 Mp. 1898. 93 000 Mp. 1899,

. . 27 3
36.10% w kp: 1300, 1,8 Tijdra. - 1401, (20 + n?)f2r. 1402, 0,125 kpm, 1408, — kel k jo

koeficient trenia, 1404, 93,00, 107 kpm. 1405, mE‘H'J"B, g jo tiafové zrchlenie. 1404,
=.256.10%kpm. 1407. 54187 . 10 kpm. 1408, 16,34 . 10" kpm. 1408, 81,2x kpm. 1410.
1825 . 10° kpm. 1411, ¢g*M*/6 2. 1312, 125 1n 3 kpmn. 1413, 126. 10-*J. 1414, GI/2ES. 1416.

16,83 min. 1418, ¢, = 2RVVH/32) 3G, & = 16VERYE. 117 26t)a2 VE - 1)1.88) 2
1418, 7xa [B)108)/2g. 1419, —;— rriyntfirt 4 4d7). 1420, % (SPPwty). 1421, 2,81h. 1422,

.'
i
l
'!
I
RiXt,/2 — 4,/2 + (ein 4neft,)[8nf — (sin dneft)f8nf]. Lot = I/ V. 1428 1,834, 27,454e. 1424, |
119,61, 1426, Pri prechode hribkou H bude intenzite § = ie~k(+H}/2 1426. 98,44 %. l

5,9. Neviastng intogrél

1427, }/2. 1428, Neexistuje. 1429. Neexiatuje. 1480. n/8. 1481. 1. 1482 ufﬁ. 1438, . 1484, !

2n/3)3. 1485 m/2)2. 1488, ;—;75—-2-1:1%:. 1487, /2. 1488, ) 14%° 1/2. 1440. 1/2. j

_
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1441. 8 — 1. 1442 bj{a® + b%), 1448, aj{at + b%). 1444, Neexistuje. 1444, 0. 1448, Neeristuje.
1447. 1. 1448, n?/12. 1449, Neexistuje. 1450. 5/2. 1461, 6. 1452, —1. 14468, Neexistuje. 1464.
8/3. 1485, (m + 2)/2. 1456, . 14567.1n (2 + 1-'3?, 1458, 3m/8 1459. /2 — arc sin (3/4). 1480,
3 :

6)/2. 1461. —1/4. 1462, Neexistuje. 1468. x/}a® — b3, pouZite substiticiu tg (x/2) = t. 1484.

— 1)t — 1N
Neexistuje, 1465, In 3. 1466. a) nl; b) tn i ik ; pre n phrae, T 12 pre n nepérne.

1467. 3. 1488, . 1460. 2r. 1470, k‘?.‘.‘i‘ kde k = P > 1. 1471. 4. 1472. (ViC)/2. 1478. Ne-

- 17 ey
existuje. 1474. Existuje. 1475. Existuje. 1476. Existuje. 1477. Existuje. 1478. Existuje.
1479, Neexistuje. 1450, Neexistuje. 1481, Existuje, 1482, Neexistuje. 1488, Existuje, 1484,
Neexistuje. 1485. Existuje. 1488, Neexistuje. ‘1487, Existuje. 1488. Existuje. 148%. Existuje.
1490. Existuje. 1491. Relativne. 1492, Relativne. 1498. Absolitne, 1494. Relativne.

5,10, Uréity integril komplexne] funkele redlne] promenne|

3 _ _
1496, — In 2 -+ (2 — #/2). 1496. 21 — i1,6. 1407, In}/2 — in/4. 1498, —(1 + i) (In B)/4}/2 +

-l

; 1 2 . .
+ {1 — i} {arctg 2)/2}/2. 1499, - In (23/18) + (mtg 3 m'd) i. 1600. en(m + 1} (i — 1)/2 —

— i/2, 1501, e¥3cond — 48in 4 — 3)/50 - o (3pin 4 + 4cos 4 — 4)i50. 1602, Neexistuje.
1508, (2 — 5i)/29. 1504, 2af(a* - 1). 1506. 0 pre n nepdrne, w pre n pérne. 1507, wf2%.
1508, (1 a~tna)idtng, 1609, w{Zm)!{2n)}/2¥+ ¥ iminl(m + n)l
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