Derivacia

V tegjto kapitole sa budeme zaoberat’ jednym z najdbleZitejSich pojmov v matematike, pojmom
derivécie, popiSeme jg vliastnosti a postupy pri jg pocitani. Taktiez precvi¢ime moznosti
pouZitia derivécie v matematike a uvidime, Ze s pouzitim derivécie je mozné jednoduchSie
rieSit” niektoré otézky, ktoré savyskytli v predchédzajlce) kapitole.

Pojem a oznacenia

Derivacia meria zmenu hodnét zavide velic¢iny vzhladom k zmene hodndt nezévide)

veliciny.
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Derivacia funkcie v ¢ide(vbode) jecislo
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ak existuje vlastna limita na pravel strane rovnosti.

o o To e
Na oznacenie derivacie funkcie v bode  sapouzivaju tiez symboly

d d1
y'(w0), (d—f) : (d—J) :
L I=Ip £ I=Iq

I
Ak existuje derivécia funkcie v kazdom bode niektorgl mnoziny M , tak funkcia , ktora

TeEM f'(z) .
priradi kazdému cidu hodnotu jederivacia funkcie v mnozine M .

Z existencie derivacie vyplyva spojitost”
Ak mé funkcia v bode aderivéaciu, tak je v bode @ spojita.

Pre v&sinu elementarnych funkcii existuje derivéacia v kazdom bode definicného oboru, preto
derivécia elementérngj funkcie je zvycgne funkcia s tym istym definicnym oborom.

Na oznacenie derivacie funkcie = sa pouZivaju tie? symboly

(@) ()

Priklad 1. Vypocitajme derivaciu

b)
Y= —3
funkcie v bode ,



2

y=x
funkcie v bode 2,
d)
I |
C¥Y=z3
funkcie v bode 0,
e)
y=lz+1] -1
funkcie v bode ,
f)
y=Vz
funkcie v bode 0.
Riesenie
b)
Podra definicie derivécie funkcie je
— h) —y(—: — h—(-3
Y (-3) = lim L3R Z9ES) oy SER(ES)
h—0 h hi—s0) h
c)
Vychédzame z definicie:
2+ h)—y(2 2+ K2 — 22
h—s0) h =) h
4+4h+h?—4 4h + K2
—im o R i T A h—4
hi—s0) h h—0 h =)
d)
Anaogicky
1 1
vy e YWO+R) —y(0) . =R o
OEETT Ta T e T
—h
= lim 21 _L
w0 h 16
e)
— —qy(— — |—-|—-1+1 /
lim y( 1+h} y( 1)zlim| L+h+ | | + |:111nM:
h—0— h h—0— h h—0— h
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—1+h) —y(—1 —1+h+1—-|—-1+1
limy( +h) =yl ]zlim| thtll -] +|:11m
h—0+ h h— 0t h h—0t h
y = |z +1] —1
PretoZe hl'adana limita neexistuje, funkcia nemav bode  derivéciu.
f)
y(h) — y(0 - vh— 0 . sl h
lim M = lim vf_—v’_ = lim {] — = oc.
h—0 h h—0 h h—0 | }3
y= =
PretoZe hl'adana limita nie je vlastna, funkcia nemav bode (O derivéciu.
&
Priklad 2. Vypocitagime derivaciu
b)
y=z" neN
funkcie , kde , V 'ubovor'nom bode i,
c)
Yy =sin x
funkcie v 'ubovol'nom bode
d)
y=log, x
funkcie v 'ubovol’nom bode .
RieSenie:
e)
Podra definicie derivécie funkcie a s pouzitim binomickej vety dostavame
oy . lm+h)T—a"
v =T T




lim nz™ ! + T2y i zh™ 2+ pv ! = pa L
h—0 2 1 1

b)
Z definicie derivacie, pouzitim goniometrickych vztahov a poznatkov o limitéch z
predchadzajice) kapitoly dostavame.
i : hyin(h
/() = lim sin(z + h) —sin » i 2 cos(z + 5)sin(z) _
h—0 h h—0 h
. I sin( 2
lim cos(z + —1) lim (3) = COS .
A=) 27 h—0 %
c)
Analogicky, s pouzitim vzt'ahov pre logaritmy
_ log,(z+h)—log, z . log, E
y'(z) = lim %8y(z + 1) — log, z — lim e =z _
h—0 h h—0 h

o 1 ]
1 lﬂg”(l—i_:l‘?)_l. | N (Y
= hl—IH] h = hl—IHi 0g, + z = ; O, hll‘ﬂ + z =

&

Pocitanie derivécie funkcie z definicie je znaéne obtiazne a zdihavé. Na zjednoduenie prace
sderivaciami dUZi nasledujlca schéma.

1. Z definicie derivécie sa odvodia derivéacie mocninovej funkcie s prirodzenym
exponentom, funkcie sinus a logaritmickej funkcie (pozri Priklad 2)

2. Odvodia sa pravidla derivovania pre operacie s funkciami.

3. Pomocou uz znamych derivacii a pravidiel sa ur¢ia derivécie ostatnych elementarnych
funkcii.



Derivacie zakladnych elementéarnych funkcii

Nasledujlce vztahy platia pre v3etky hodnoty premenngj iz defini¢nych oborov prislusnych
funkcii, ak nie je uvedené inak:

(%) = ax?~1

1. , kde @ je T'ubovorlné redne ¢ido,
, (HJ:}J =a*Ina kd a>0 a#l Soocid [:B:r:}! = g¥
. , kde , Specidlne :

flﬂga.’r}j = :r:llrm, Kd a>0,a#l 4 (111:}3}" - Jl

3. , kde , Speciane :
(sinz)' =cosz, (cosz) = —sin Tsp

4.
(tg I]j = ﬁ (mt’g‘r]j - _sinl“:r:

i (arcsinz)’ = \fl;——:ﬂ (arccosz)' = — 11_3:2 x € (-1,1)
(arctgz) = = (arccotgz) = — 0
(sinhz)’ = coshz, (coshz) = sinhz,

6.
(tgh‘r}j = cn:‘-;}lgzr:’ f{!ﬂtgh I]j - _sin:-ﬁ:r:

(3) (4)

Platnost’ vzt'ahu aprvého zovztahov ~ sme ukazali v priklade 2. Platnost’ d’alSich
vzt'ahov overime v prikladoch nasedujlcej ¢asti a v cviceniach na konci kapitoly.

y=vz

Priklad 3. Vypocitajme derivaciu funkcie

RieSenie: Pri pocitani derivacie prepiSeme odmocniny do tvaru mocniny s raciondnym

(1)

exponentom a pouzijeme vzt'ah

= (@) =gai = ga =



Derivacia a algebricke operéacie

g
Ak nové funkcia vznikne pomocou algebrickych operécii z funkcii a , tak jg derivaciu

mbzeme pocitat’ podla nasledujlcich pravidigl:

N - ]
Nech funkcie a maju derivécie v mnozine M . Potom plati

(f+9) = [f+4d
f—-g) = [f-4d
(fg9) = fog+/fg
fo _ Fa-Ffd
fg ) 2

_ , o glz) #0
pricom posedny vzt'ah plati v ¢idach =, kde :

Derivacia zlozeng funkcie

(7.1)
(7.2)

(7.3)

(7.4)

Ak pozndme derivacie zloZiek, tak derivéciu zloZzeng funkcie mdzeme vypogcitat’ pomocou

nasledujlceho pravidla:

y=f(z)
Derivéacia zloZeng funkcie. Nech funkcia ma derivaciu v mnozine M a funkcia
z=gly) N oo gof
ma derivéciu v obore hodn6t funkcie . Potom g zlozena funkcia mav
reEM
mnozine M derivéciu a pre kazdé plati

(9(F(2)))" = g'(f(z)).f'(z),

¢o mbZeme zapisat’ g
dz  dz dy
dr — dy dz’

Podedny vzt'ah savolaretazové pravidlo.

y=sin2z 7~ (I+ Ve

Priklad 5. Vypocitame derivacie funkcii :

h—3r

4
. IR . —
) = arcsin (M_'H) Y = Heoty =



RieSenie: V rieSeni budeme pouzivat’ pravidio o derivéacii zloZzengj funkcie. Danu funkciu s
nagjskér rozlozime na zlozky a potom postupujeme podra pravidla od vonkajSich zloZiek ku
vnutornym.

b)
Rozklad dang funkcie je
2r sin .
r — 2xr — sin2z.
Preto derivacia je
Yy (x) = (sin i]ff:h].ﬂ:r:]’ = 2cos 2.
c)
Rozklad dang funkcie je
m+?1; 1 (100 1 100
a derivécia je
1 [ 1 a9 1
() = ((£)10) ( —):m ( —) (1— )
V@) = (), (2t 75) —100(e+ 2 e
d)

Rozklad dang funkcie je

x5
B—ig 2z + 3 arcsin arcsin
Fd = _ .3 Fd s
] el

21:-|—3)

o— Jdx

a derivécia je

Y (z) = [arcsint]‘['i_gz ) - (2.1: - 3) _

— 5—4r 5 —3:!?

19
(5— 3z)V5x? — 422 + 16




4
of & 4 50 i
r 4 cotg x A 2y  Heotg =
Rozklad dangj funkcie je cotg x
a derivécia je
I LAY 4 ! !
y(r)=06")__s |7 (cotg x)' =
==l \ 1 [t=cot
f=cotg x|
— —_ 4
557 In 5 4 1 4Ind s

T — .
cotg’> £sin® ¥ cos? x

(cosz) = —sinx
Priklad 6. Overime platnost’ vzt'ahu z Casti 2.

RieSenie: V rieSeni pouzijeme derivéciu zloZengj funkcie a goniometrické vzt'ahy

LI

T
(cosz)" = (sin(z + E}] = cos(z + E}l = —sin z.
&
(cotgh z)' = 55z
Priklad 7. Overime platnost’ vzt'ahu z Casti 2.
Riesenie:

ef 4 g ! B L’E:r: _ E—:r:}‘?. _ (E:r: 4 B—:r:)‘l
- [:E:r: _ E—:r:}ﬁ

(cotgh x) = (

—4 1 1

(e —e—%)2 — _{ﬂz—z—zl‘“ ~ sink? z




Derivacia inverzng funkcie

Z pravidla pre derivaciu zloZeng funkcie vyplyva pravidlo pre derivaciu inverzngj funkcie.
(a,b)

Derivécia inverzngj funkcie Nech funkcia ~ je monoténna v intervale aprekazde

z € (a,b) fz) #0
existuje . Potom
1

(F ) (z) = FU1@)

Priklad 8. Odvodime pravidlo (2) v ¢asti 2 pre derivaciu exponencidlng funkcie z pravidla
pre derivéciu logaritmickej funkcie.
-1

f(z) =log, z f\(z) =a*
apre derivaciu plati

RieSenie Ozna¢me . Potom

1 1 1
= =a” Ina.

@) =(17@) = Fy = (o9at)t—sr)  Fma f1=ar)

Priklad 9. Odvodime pravidlo (5) v ¢asti 2 pre derivéciu funkcie arccos z pravidla pre
derivéciu funkcie cos.

f(a) = cosz
RieSenie: Oznaéme
(_N ﬁ'} ‘f_llf;r} = AICCOS T f_l

e aprederiviciu  plati

. Potom inverzna funkcia (samozrejme v intervale

! 1 1

(wccosa)' = (1) = 71717 = Goonry

[t=arccos )

1 1 B 1 B 1

sin(arccosz) /1 — cos?(arccos z) 1 — 22

—sint [t=arcces x|



L ogaritmicke derivovanie

Nasledujlce pravidlo sa vola pravidlo o logaritmickom derivovani.

f(z) = f(z)(Inf(z)), ak f(x) >0 a [f'(z) existuje.

Je to Specidlny pripad pravidla pre derivéciu zloZengj funkcie a pouZiva sa pre derivéciu
funkcii, ktoré maju premenni v exponente, ale najma funkcii, ktoré maju premennti aj v
zaklade aj v exponente. Poznamenajme, Ze funkcie, ktoré maju nezndmu len v zaklade,
derivujeme podra pravidla (1) v ¢asti 2.
1
Y= T
Priklad 10. Ngdeme derivéciu funkcie

Riesenie:
Inz\’ v e —Inzx
1’21.1111":1';_ (_) e : —
y' =y.(Iny) . >
t 1 —Inz 1_g
TP — g = IT* (1 —Inzx).
&
(1)

Priklad 11. Odvodime pravidlo v ¢asti 2 pre derivaciu mocninove funkcie z pravidla pre
derivéciu logaritmickej funkcie.

RieSenie



Pouzili sme skutocnost, Ze definiénym oborom mocninovej funkcie s realnym exponentom je

mnoZina kladnych redlnych cisel (kde?).

Derivacia implicitng funkcie

Flz,y) =0 . :
Niekedy rovnica uréuje funkény vztah medzi velicinami xa . Takudto funkciu
F(z,y) =0 | —
voldme funkcia uréena implicitne rovnicou . Ak funkcia ur¢ena implicitne ma
derivéciu v niektoregl mnoZine, tak tito mbéZeme vypocitat’ g bez explicitného vyjadrenia

funkcie . Postupujeme pri tom tak, Ze derivujeme obidve strany rovnice, pricom l'avl stranu

. R A C 3 1C) o
derivujeme ako zlozent funkciu . Tento postup je vel'mi uzito¢ny ngiméa v
stuaciach, ked’ velicinu  nie sme schopni z rovnice vyjadrit’.

24y =1 fiiy=+v1-—22
Priklad 12. Rovnica urcuje dve funkcie a
fary=—V1-2?

. Vypocitame ich derivacie bez pomoci tohoto explicitného vyjadrenia.

2 2 _
sty =1 y
RieSenie: Derivujeme obidve strany rovnice , pricom s uvedomujeme, ze je
funkcia premennegj . Dostavame

dy
2r + Zy.ﬁ =10
a po vyjadreni hladanej derivacie
dy =z

dr ~  y’

"

Porovngjme tento vzt'ah s derivaciou napriklad funkcie . TUto derivujeme ako zloZen(

) 1
1 — 22 _( }“
funkciu z funkcii a . Dostavame



friy=—V1—z?

¢o sa zhoduje s derivéciou vypogcitanou implicitne pre

Priklad 13. Ngdime derivéciu funkcie urc¢eng implicitne rovnicou

:rﬁ—l-ﬁl:ryﬂ—yﬁ—Z:{].

5ct 4+ 4(y° + 2.3y° %] — 5y4%

RieSenie: Derivovanim obidvoch stran dostavame
dy _  Sxiqdys
de = Hy'—-12zy*

a po vyjadreni derivécie

Derivacia funkcie urcéeng parametrickymi rovnicami

Rovinna krivka byva ¢asto uréena parametrickymi rovnicami
z=f(t), y=g(t), te(ab)

fit)#0 t € (a,b)
V pripade, ked’ pre vSetky , je krivka grafom funkcie urceng
parametrickymi rovnicami, ktorej derivaciu méZeme pocitat’ g bez jg explicitného
vyjadrenia pomocou vzt'ahu
dy
dr

Sleie
ll.g‘-.
=
pe—

Priklad 14. N§deme prvé dve derivécie funkcie urcengj parametrickymi rovnicami

T = cost, y = sint, t € (m,2m).

dy
dx

RieSenie: :
Porovnajte tento vysedok s vysledkom prikladu 12.
PretoZe druh& derivécia je derivéciou prvel derivacie (pozri nasledujucu cast), plati

ey a(f) 4

cost
—gint — ﬂﬂfgi

_ _ df o
2 - dr T
dr dr -
di—cotg 1) 1 1
df — gin® # —
dicost) —sint sin® ¢

it



Derivacie vyssich radov

Ked’Ze derivacia elementarng funkcie je funkciou, ma zmysel hovorit’ o derivacii derivécie
i

atd’. Druhou derivaciou funkcie ~ je derivécia funkcie l (ak existuje).

Pomocou indukcie mdZeme takto definovat’ derivacie Fubovolného radu. Derivéciou n-tého

radu alebo n-tou derivéciou funkcie = je derivécia (n-1)-¢f derivécie funkcie = (ak existuje).
Derivécie vySSich radov oznacujeme takto

=

A N LA AN A

yu ym y:l yﬁ?“” y{nj
dj""; djq‘i'." M'i ? dj!ﬁ """ d:r-l'l

Priklad 15. N§dime : a
RieSenie:
b)
(cosz) = —sinz (cosz)’ = —cosx
Pocitajme derivécie funkcie cos iz : : :
(cosz)" = sinx (cos :r}':‘l:' = COS T (cos :r}‘:m:' = COS T
a . Preto plati g . Potom
vSak
(cos z)'™) = (cosz)® = (—sinz)? = (—cosz) =sinz
c)
flﬂgg ST}I = :r:I|1'1 2 .
Dalg
(logy 3z)" = 5.5
a
2
(logy 32)" = F5.5% a

;! 1
.V kazdej d’al3q derivécii zostane kondtanta , Nasobi sa
exponentom a tento sa potom zniZi (je zporny!) o jednotku. Po d’aSich deviatich
derivéciach dostaneme (premydlite si dékladne g znamienko)
1 11!
(2 . _—

(logy 3z) In 2 xl2°



d
: Pri derivacii mocninovej funkcie sa nasobi exponentom a ten sa potom zniZuje o
(z™) ") = n!
jednotku. Po 7 derivéciach funkcie =™ dostaneme . Dodgjme edte, Ze
[:In]{n+1j =0

Geometricky vyznam derivacie

g f'(zo)
Ak existuje derivécia funkcie v bode ! , tak ¢ido je smernicou dotyénice ku grafu
1
Cy=fl=z) [xo, f(xo)]  — Pz, _ )
funkcie v bode acido je smernicou normaly ku grafu
Y= f(z) [Im f(ffu}]
funkcie v bode :

Preto

y = f'(zo)(z — z0) + f(z0)

. . _ i [z0, f(z0)]
jerovnica doty¢nice ku grafu funkcie v bode
a
(&~ 20) + f (o)
§=— T — X0 I
R EN *

[’3"{1 flzg }]
jerovnica normaly ku grafu funkcie v bode
Body, v ktorych funkcia méa derivéciu, rozozname pri pohl’ade najg graf tak, ze graf je v nich
"hladky", naopak v bodoch, kde derivacia neexistuje, je graf "Spicaty”, napriklad graf funkcie

y = || 0,0]
v bode :

Priklad 16. Ngdime rovnice doty¢nice a normaly ku

b)
y =sinz 0, 7]
grafu funkcie v bode :
c)
y = arctg 2z [_%5 7]
grafu funkcie v bode :
d)
g 0,0 3yl y<0
kruznici so stredom v bode a polomerom 1v bode , kde :

RieSenie



b)

d)

. . . y=sinz i
Druhé stradnica bodu leZiaceho na grafe funkcie , ktorgj prva siradnica je
} o _ Yy =sinz .
Oje ur¢end hodnotou sin () = (. Derivécia funkcie v bode Oje cosl = 1,
Preto rovnica dotycnice je

y = f'(z0)(z —m0) + f(mo) =1.(x — 0) + 0 = =z,

limg g si;:r: =1
¢o je geometrickym vyjadrenim faktu, Ze . Rovnica normdly je
y=—I
arctg2.(—3) = —%
Druh& stradnica bodu dotyku je . Derivécia funkcie
1 2
y = arctg 2z —3 —~157 = 1
v bode je L=z 2 . Rovnica dotycnice je
— (z+ 1] T N 2—
y=ET gl Ty =Ty
arovnica normaly je
— (z+ 1} T 24
L A e
5 =%
Urceny bod mé stiradnice . Pre vypocet smernice dotycénice pouZijeme
rieSenie prikladu 12:
dy _z_ 5 _ V3
dr  y _% 37

Rovnica dotycnice je

arovnica normaly



Overte spravnost’ vypoctu tak, Ze vyjadrite prisusny oblik kruznice parametricky a
tiez pomocou explicitng funkcie!

Priklad 17. Ngjdime rovnice dotyc¢nice a normaly ku grafu funkcie
yZ%—l-En:g—l—E:r—l—ﬁl y =352
rovnobezné s priamkou

k= —1
2
RieSenie: Tentokrat nepoznédme bod dotyku, ale smernicu hl'adanej priamky

Iy ..
Hraddme preto taka hodnotu  , v ktorej ma funkcia derivéciu rovnu tejto smernici:

Y (z0) = 2 +4z0 +5= —3
. Této rovnica viak nemarieSenie, preto graf nema

g
doty¢nicu rovnobeznu s danou priamkou. Pri normédle hlfaddme taku hodnotu , pre ktora

1 . 1 ., 0 -
Sy (m) 2 yJ(I{]) = Iy +4dxy +5=2

plati , L. . Této rovnica ma dve rieSenia
2
z1=-1 z3=-3 _ Y= =35 y(-3)= -2
a . Hodnoty funkcie v tychto bodoch st a :
Graf funkcie ma dve normdly rovnobezné s danou priamkou. Ich rovnice st

1 1 1 7
y:—§I+— a Yy=—zr— -.

6

Priklad 18. N§deme rovnicu doty¢nice ku krivke dangj parametrickymi rovnicami

::-::%+i2 y=12—t+1 [2,1]
a v bode

RieSenie: Najskor vypocitajme hodnotu parametra £ pre dany bod. Je fiou jedno z rieSeni
fg —t+1=1 = 0
kvadratickej rovnice (odbvodnite!), ktorg rieSeniami st dve ¢ida a
. Hodnota parametra je mimo definiéného oboru funkcie , dosadenim
hodnoty dostaneme . Preto h'adana hodnota parametra je
Potrebujeme smernicu dotyénice, ktort n§deme pomocou vzt'ahu

k) = L |

: = — = dr = 1-
E(1)=1

Jg hodnota v danom bode je . Hl'adana rovnica dotyc¢nice je

y=1l(z—-2)+1=z— L



Fyzikalny vyznam derivacie

y=f(t)
Ak je stav fyzikalng veliciny v zavidosti od ¢asu urceny funkciou , tak rychlost’
o Yy =1
zmeny tejto veiciny je urcend funkciou :
z(t)
Preto, ak sateleso pohybuje priamociaro v smere :z-ovej os ajeho polohav ¢ase tje :
tak funkcia

uréuje jeho rychlost’ a funkcia

alt) = 2" (t) = v'(1)

uréuje jeho zrychlenie v ¢ase t.

Priklad 19. Do bal6na gul'ového tvaru pripevneného spodnym okrajom k zemi pradi
rovnomerne 2001 vzduchu za minttu. Akou rychlostou sa pohybuje smerom nahor vrchny

okraj baléna v okamihu, ked’ sti v baléne 3 m® vzduchu?

V(t) . v(t)

RieSenie: Oznaéme objem baléna v m? jeho vy3ku, teda priemer v mv case t.
v'(t) V(t) =3

Potrebujeme zigtit’ veli¢inu v case, ked’ . Podraretazového pravidla plati

dv dV

L —_—
v m_dV'di'

ay du

3 0,2 m3/min Fird

Velicina  jerychlost’ pridenia vzduchu arovna sa . Véicinu  vyjadrime
V= {1—3171;'"*

zo vztahu pre objem gule . Preto

dv 1, 6
TV?2

av -~ 3

b 1T
dViv=3 3Vx32 V8lx’



Dosadenim dostavame hladanu rychlost’

v'(t) = 4 8%.{],2 m/min,

4 emfmin &
¢o je priblizne :

Veta o stredng hodnote

Existuje viac viet o0 strednej hodnote, ktoré satiez volaju vety o prirastku funkcie. Tieto vety
vyjadruju za istych podmienok vzt'ah medzi rozdielom ("prirastkom™) hodnét funkcie v dvoch
bodoch a derivéciou funkcie v istom ¢isle medzi tymito bodmi.
L agrangeova veta o strednegl hodnote.
a.b

Nech = ma derivéciu v intervale (@ }anaviacje spojita v bodoch aa b. Potom existuje

(a,b)
takeé ¢ido rz intervalu , 2e

f(b) — f(a) = f'(r)(b— a).

fla) = f(b)
Ak medzi predpoklady Lagrangeovej vety doplnime podmienku , tak
(a,b)
dostaneme Rolleho vetu, ktoré zaruéuje existenciu takého cida r z intervalu , 2e

f'r)=o.

Vety o strednegj hodnote maju vel’ky teoreticky vyznam, ich désledkom je vel'a poznatkov v
diferencidlnom pocte a jeho aplikéciach (pozri gast’ 7.10).

Nazorny fyzikdlny zmysel viet o strednej hodnote mdZe byt’ napriklad vyjadreny v
nasledujucom tvrdeni

Ak auto prejde za 2hodiny 100 km, tak aspor v jednom okamihu cesty
dosiahne rychlost’ presne 5l km za hodinu.

a<hb
Priklad 20. Uk&Zeme, Ze pre 'ubovolné dve redne ¢ida plati
arctg b—arctg a <b —a

RieSenie: M6Zu nastat’ tri pripady:

D<a<hb c € (a,b)
Nech . Potom podr'a Lagrangeove) vety pre niektoré ¢iso plati



arctg b — arctg a = (arctg :r)fxzﬂ].(h —a) = {b—a) < b—a.

1 + ¢2

arctgz a<bh<(
Ked’ze funkcia je neparna, nerovnost’ plati g v pripade, ak
a<0<b c€ (a,0) de(0,b)
Ak , tak podr'a predodlych dvoch ¢asti existuju a
arctg( — arctga = ﬁfﬂ—a} arctgh — arctg 0 = ﬁ(h —-0)
také, ze a
Po s¢itani dostavame

1 1
arctg b — arctga = 1—|—d'2ﬁ_ T 2% < b—a,

1 1
. . . . I+d®  14e? | o
lebo bje kladné, a zéporné a vyrazy a st menSie ako 1.

Priklad 21. Doké&zeme, Ze T'ubovolna algebrick& rovnica tretieho stupna ma najviac tri redne
rieSenia.

RieZenie: Tvrdenie dokaZeme sporom. Predpokladajme, Ze existuje rovnica tretieho stupna
P(z) =az® +ba? 4 cx +d =0 T < Xy < Ty < Iy
, ktord ma &tyri rieSenia . Podra

Rolleho vety existuje medzi kaZzdou susednou dvojicou z nich ¢ido, v ktorom je derivécia
funkcie P rovna nule. Avsak derivécia funkcie P je kvadraticka funkcia
P'(z) = 3az? + 2bz + ¢

atanemdze mat’ tri rdzne nulové hodnoty. Toto je spor, ktory
dokazuje pravdivost’ tvrdenia.

&

Poznamenajme, Ze pomocou matematickej indukcie sa d& analogickymi argumentami ukézat’
v3eobecné tvrdenie

Lubovorna algebricka rovnica stupia 7 ma najviac tredlnych rieSeni.



Diferencial a diferencialy vysSich radov

Pri aplikécidch matematiky je ¢asto potrebné pracovat’ s hodnotami komplikovanych funkcii.
Je mozné nahradit’ ich hodnotami jednoduchsich funkcii, ak si tieto v rdmci poZadovane)
presnosti. Casto sa k tomu pouzivaj linedrne funkcie, ked'ze sii na vypocty najjednoduchsie.

Nech ma funkcia = v bode @ derivéciu. Potom hodnoty funkcie = v blizkom okoli ¢ida a
najlepSie zo vaetkych linearnych funkcii aproximuje (priblizne vyjadruje) funkcia

y = fla) + f'la)(z —a).

Preto

f(z) = f(a) + f'(a)(z —a)

pre ¢ida xblizke ¢idu a. Linedrny vyraz

df (a,z) = f'(a)(z — a)

v tejto aproximécii volame diferenciél funkcie = v bode @ . V&eobecne diferencial n-tého

radu funkcie v bode aje vyraz

d"f(a,z) = f"™(a)(z — a)",

-?‘1._
ak existuje ta derivacia funkcie v bode a.

3 fla)
Specidlne, pre . = 0, diferencidlom nultého rédu je kon&antna

f:y=coszx
Priklad 22. Ngdeme prvych péa’ diferencidlov funkcie v bode 0.

RieZenie: K ngjdeniu diferencidlu potrebujeme prisludnt derivaciu v danom bode. Ked’ze

y(0) =1 ¢(0)=0 y'(0) = -1 y"(0) =0 () =1 y™(0) =0 i
, : ; , , , plati

&L f0,2) =1, df(0,2) = 2% d'f(0,z)=a".

L

Ostatné hradané diferencidly st rovné nulovej kondtante.

Pre pouZitie pojmu diferencidlu pozri ¢ast’ 7.8.



Taylorova veta

Nech funkcia =~ mav bode a@vietky derivécie a2 do radu 7. Potom mnohoclen premennej =

Tofaz) = @)+ L@@ —ay+ L@ a2y £70@ e

1! 2! n!

voldme Taylorov mnohoélen (polynom) funkcie v bode @.
Taylorova veta vyjadruje fakt, Ze spomedzi vSetkych mnohoclenov stupiia menSieho alebo

, , Tn(f,0,2) o fo
rovneho 7t prave mnohoclen najlepSie aproximuje hodnoty funkcie v blizkom
okoli bodu a.

Taylorova veta.
. {H._.h} .fj'.- f”'.- sy fl{ﬂ]l
Nech funkcia mav intervale spojité derivécie a derivaciu
Fth (a,b) x € {a,b) r € (a,x)
v intervale . Potom pre kazdé existuje takeé ¢ido , 2e
plati
(n+1) r
@) =To(f,0) + LB @ -t
Vaimnime Si:

Pre hodnoty zblizke ¢idu aje podedny ¢len (zvy3ok) blizky Oapreto

f(T} ~= Tjn[f,ﬂ,ﬂ?}

pre xz blizkeho okolia ¢ida a.
V pripade n = () sa Taylorova veta zhoduje s Lagrangeovou vetou o stredngj hodnote.

Yy = COST
Priklad 23. Ngjdeme Taylorove mnohocleny stupia 4v bode 0 pre funkcie a

y=¢'



RieSenie: Potrebujeme ngjst’ diferencidly do radu 4funkcie. Preto (pozri Priklad 22)

¢ ozt
Ti(cosz,0,z) =1 — — + —
1(cosz, 0, z) 5 —|—24
a podobne
s B
Tie*.0,z)=14+2+ —+ — + —.
1(e®,0,x) +T+2+6+24
&

Priklad 24. Ngdeme Taylorov mnohoclen &tvrtého stupniav bode  pre funkciu
f:y=o*—52%+22 -3

—1
RieSenie: Potrebujeme ngst diferencidly funkcie v bode  doradu 3. Plati

y::r‘i—.'f:_-:r‘r*+2:r—3, y(—1 \ ) =1,
Y =4r® — 1522+ 2, o (-1)=-17, df(0,z) = —17(z +1),
y' =122 — 30z, y'(-1) =42, dfA(0,z) .
y" = Uz 30, y"(~1) =54, df®(0,z) = —54(z +1)°,
y® =24, yW(-1) =24, dfD(0,2)

Preto
Ts(f,—l.z) =1—17(z + 1) + —(z + 1)% — 54

i [

] , Ty(f,—1,3) = f(z) .
Presvedcte sa, ze v poslednom priklade plati . VSeobecne plati, ze

Fn T-‘IIL[P‘R':H':I) = Pn(T] .
Ak  je mnohoclen stupna 7, tak pre vetky
acR



Priblizné vypocty hodndt funkcii

Ak mame priblizne vypocitat’ hodnotu funkcie v bode i, ktord nie sme z nejakého dévodu
schopni vypocitat’ presne, postupujeme nasledovne.

1. Ngdeme taky bod aco ngjblizSie k bodu x, v ktorom sme schopni vypogitat’ hodnotu

funkcie ajg derivécii.

flz) = f(a) + f'(a)(z —a)
2. Pouzijeme vztah
3. Ak nie sme spokojni s presnostou aproximécie, pouzueme vztah

f(z) % Ty(f,a,2) n>1

pre vhodné prirodzené ¢iso

V80

Priklad 25. Vypocitajme pomocou prvého diferencidu priblizne hodnotu

£(80) fry=r

RieSenie: 1de o vypocet hodnoty pre funkciu . Ked’ze

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a),

potrebujeme ngjst’ vhodnu hodnotu @ blizko hodnoty 80, v ktorej vieme vypocitat’ obidve

fla) fl@  fe)=5% | ,
hodnoty g . Ked'ze , vhodnou hodnotou je @ = 81 . Plati

F8) =9 f'(81) =&
a . Preto

1 161
V80 =~ 9+ﬁ(3{] 81) =9~ 15 =g ~ 894

&

Priklad 26. Vypocitajme s presnostou na tri desatinné miesta hodnotu ¢ida €.

f:y=¢€"

JF-y
RieSenie: Pouzijeme Taylorov mnohoclen funkcie v bode 0). Plati



_“f“(ﬂ ~_n-’i'?k
?LIGT_E - L_ZE_

KedZe e = €', je

1
e Ty(f,0,1) =) 0

Potrebn( hodnotu 7 ur¢ime z poZiadavky, aby chyba vypoc¢tu bola menSia ako
5.107% = 0,0005
(tri desatinné miestal). Z Taylorove vety vyplyva, Ze chyba vypoctu sa
Efﬂ‘l'l 'r) "
(n+1)! it = (n+1)! r e [{] 1]
rovna hodnote , kde . Preto ¢ido n, prektoré bude
vypocet zar uéene v ramci dangj presnosti je uréené nerovnicou

ET
Dl < g < 00005,

(n +1)! > 2000e = 5436 )
teda . NgimenSie prirodzené ¢ido i, ktoré splinatito nerovnost,

71 = 5040, 8! > 40000
nddeme pomocou vypoctu faktorialov: . Z toho vyplyva, Ze
n=T.Preto

[

1
e Th(f,0,1) =Y — 7 =2,T18.
k=0
Porovnajte tato hodnotu vypoc¢tom kalkulackou! Poznamenajme, Ze rovnakd hodnotu

dostaneme g volbou 7 = 6.

M onoténnost’

Pomocou derivacie mdzeme zistit', v ktorych intervaloch funkcia rastie alebo klesi
Nasledujlce tvrdenie je zaloZené na vete o strednej hodnote (skuste ho odvodit?).

fiz) >0 (fi(z) <0) z € (a,b) I
Ak plati pre kazdé , tak funkcia je

(a,b)
rastica (klesajuca) v intervale

Dodedkom je tvrdenie uzitoéné pri dékazoch nerovnosti medzi funkciami.



(a,b) fla) < g(a)

I g
Nech funkcie a s0 spojité v intervale a . Ak

f@<g@  ze(ab)  fl)<g)
pre kazdé , tak g pre kazdé

z € {a,b)

Inym désledkom vety o strednej hodnote je tvrdenie

fi(z) =0 z € (a,b)
Ak pre véetky ,tak  je kon&tantna funkcia v intervale

(a,b)

Priklad 28. Zistime intervaly, v ktorych rastu aintervaly, v ktorych klesgju funkcie
y=51+36r+622 —x® y=222-Inz y=xle"

RieSenie

b)
Zistime intervaly v ktorych je derivécia kladné (zapornd). Najskér s uvedomime, Ze
y = 36 + 125 — 322
defini¢ny obor funkcie je mnozina R.. Pogitame derivéciu: :
Pre uréenie intervalov, v ktorych funkcia rastie rieSime kvadratickl nerovnicu
36 + 122 — 322 > 0 (—2,6)
. RieSenim je interval . Funkcia je rastica v tomto
[:—DC._. _2]
intervale. Klesgjlca je v intervaloch, ktoré su rieSenim opacnej nerovnice

(6, 00)
a .

D=(0,00) ¥ =4x—1
Definicnym oborom funkcie je mnozina : . RieSenim
4r — l_ >0 [:_%'-{]] [:%'-DG}
nerovnice s intervaly a . RieSenim opa¢nej nerovnice
| (~00,~3) (0,3) o
s intervaly a . Vzhl'adom na svoj defini¢ny obor je funkcia

_ (5, 00) o (0, 3)
rasticav intervale aklesglcav intervae :

[

d)
y = 2z — :rg]e_’:
Definicny obor funkcie je mnozina R a derivécia . Pretoze

r€R
druhy cinitel’ je kladny pre v3etky , Znamienko derivécie zavisi len od prvého



({]5 2] (_m?ﬂ}

¢lena. Preto je funkciarasticav intervale a klesgjuca v intervaloch a
(2.00) &
reR  z>1-—¢€"
Priklad 29. Uk&Zeme, Ze pre kazdé plati
flz)=z2—1+e 720
RieSenie: Nerovnost’ uk&Zeme vtedy, ak sa presvedéime, Ze pre
reR ;
kazdé . Uré¢ime intervaly, v ktorych funkcia rastieav ktorychklesh  klesav
(_DC:'{]} [.TL DC} J . .
arastiev (overte!). Z toho vyplyva, Ze funkcia nadoblda ngjmensiu
zreR__ flz)>f(0)=0 o
hodnotu v bode 0. Preto pre véetky plati , €0 sme chceli ukézat’.
&
z < 0 arctg L = —arctg v — %
Priklad 30. Uk&Zeme, Ze pre kazdé plati :

RieSenie: Podobne ako v predchéadzajucom priklade uvazujme o funkcii
f(z) =arctg L + arctg v + 3 .
. Chceme ukézar, Ze  je kon&tantna arovna v intervale
(—DC._.'[]}
. Jg derivécia je

pl
—00,0
Preto funkcia je kondtantnd v celom intervale . Hodnotu tejto kon&tanty zistime
r=-—1
dosadenim 'ubovolného bodu, vhodnym je napriklad bod
T T m
flz)=f(-l)=—7—-5+5=0. &

4 4 2



Konvexnost’, konkavnost’, inflexné body

(a,b)
Funkcia je konvexna (konkévna) v intervale , a jgj graf je "otvoreny nahor (nadol)".
(Presna definicia konvexnosti a konkavnosti je pomerne ndro¢né. Pre lepSiu nazornost’

pojmov s prezrite obréazky.)

L
-y

Y
[
s

s

[—=
—
2]

¥a

—
I

Obrézok 7.2: Konkévna funkcia

Konvexnost’ alebo konk&vnost’ mdzeme urcit’” pomocou druhej derivécie.

fz) >0 (f'(x) <0) z € (a,b)
Ak plati pre kazdé , tak funkcia  je konvexna

(a,b)
(konkavna) v intervale
Bod, v ktorom sa funkcia meni z konvexngj na konkévnu alebo naopak volameinflexny bod.

I nflexné body hl'adame podl’a pravidla

f f(a) f'(a) =0
Ak aje inflexny bod funkcie a existuje, tak :

Priklad 31. Ngdeme intervaly, v ktorych st konvexné aintervaly, v ktorych st konkavne

y==2(3-x)%, y=In(l +2%), y =z arctg =
funkcie . Ngdeme g inflexné body

tychto funkcii.

RieZenie: Intervaly budeme hradat” za pomoci druhej derivacie.



Y =0B-2)2-2s38-2)=303—-2)(1 —2)
b) Defini¢ny obor je mnozina R.. a
Y =3(zr—1+2-3) =6x— 12
. Druhé derivécia je kladné a preto funkcia je konvexna
(2, 00)
v intervale adruha derivécia je zgporna a preto funkcia je konkévna v intervale
(~00,2) 2,2
. Jediny inflexny bod je bod
c)
_ dz(2—z%)
(—L,o0) ¥' = TR
Defini¢cny obor funkcie je interval (overtel). Pretoze
menovatel’ zlomku je v celom definicnom obore funkcie kladny, o znamienku

(0, V/2)

rozhoduje ¢itatel. Funkcia je konvexndav intervale akonkavnav intervaloch

(_1~0) [:‘\‘{‘/E..DC} [{].{]] [\Vi.ln 3]
a . Funkcia méa dva inflexné body a :
d)
I 2
Y = Otape
1+:'"‘;a W+ i Kladna pre

iy = arctg x + =
Defini¢ny obor je mnozina R..

rER .
vetky . Funkcia je konvexna v celgf mnozine R a preto nema inflexné body.

Extrémy funkcie

Funkcia mav bode alokdlne maximum (minimum), ak existuje také okolie I/bodu a,

) o xeU—{a}  f(z) < fla) (f(z)> fla)) L
Ze pre vsetky plati . Lokd@ne maxima a minima
funkcie voldme spolocnym nazvom lokalne extrémy. Pri urcovani lokanych extrémov
funkcie pouZivame nadedujuce tvrdenie.

|  fe) o fila)=0
Ak méfunkcia v bode alokalny extrém a existuje, tak :
f"(a) <0 (f"(a) >0)  f
Ak naviac ,tak  mav bode alokalne maximum
(minimum).

Body, v ktorych ma derivécia funkcie nulovd hodnotu volame stacionarne body funkcie.
Poznamengjme, Ze funkcia mbze mat’ stacionarne body g v bodoch, v ktorych nema lokany
y = 23

extrém, napriklad funkcia v bode 0.

Pri uréovani lokalneho extrému mdzeme namiesto druhel derivacie pouzit’ g fakt, Ze

funkcia ma lokdne maximum v bode @, ak jerastica v niektorom 'avom
okoli bodu @aklesajca v niektorom pravom okoli bodu a.



Analogické tvrdenie plati pre lokédine minimé

Pri ur¢ovani lokalnych extrémov postupujeme tak, Ze nagjskor uré¢ime vSetky body, v ktorych

derivécia je rovna Oalebo derivéacia neexistuje a potom z nich vyberieme tie, ktoré st

lok&@nymi extrémamii.

V praxi je ¢asto potrebné urcit’ najvacsiu alebo najmendiu hodnotu funkcie v niektorom
(a,b)

intervale . Postupujeme nasledovne.

(a,b)
1. Uréime vSetky lokalne maxima funkcie v intervale :
2. Ngdeme najv&csiu z hodndt vaetkych lok@nych maxim a hodnét v krajnych bodoch

fla) f(b)

intervalu: a

Analogicky postupujeme pri urcovani ngjmensg hodnoty.

Priklad 32. Ur¢ime lokdne extrémy funkcii , ,
y=In z + },—

RieSenie

b)
y = z? — 443 zeR
Funkcia je definovana a ma derivéciu pre vSetky . Preto méze
nadobuldat’ lokane extrémy len v stacionarnych bodoch, t.j. v rieSeniach rovnice

2 — 423 =0 z =0 T2=7

. T&o rovnica mé dve rieSenia a . Naurcenie, ¢i ide
skuto¢ne o extrém a o0 aky typ extrému ide, pouZijeme druht derivéciu
y”:?ﬂ?—l?ﬂ?g yu({]} =0

ajeg hodnoty v stacionérnych bodoch. Hodnota nedava
1 1 3

_— Y3 =3-7<0 | o
informaciu, hodnota rozhoduje o tom, ze funkcia ma lokane

1 1

32 1
maximum v bode . Preuréenie povahy bodu () pouzijeme intervaly
monotonnosti: funkcia je rastlica g v lavom g v pravom okoli bodu 0 (overte!), preto
nemayv tomto bode lokalny extrém.

y=x yj: 1 [:_wvl}

Dané funkcia je rovna funkcii ama derivéciu v intervale a
y:ﬂ—:r yj:_]' [:]_..DC}

rovna sa funkcii ama derivéciu Vv intervale . Pretov
Ziadnom bode z tychto intervalov nemdze mat’ lokdny extrém (odbvodnite!). V
samotnom bode 1 funkcia nemé derivéciu, napriek tomu mé v tomto bode lokane (aj
absoltne) maximum rovné 1, pretoze "nal’avo” od neho rastie a "napravo” od neho
klesa,



D:[:{]._,DC] 'yj:j:.__-l

]
d) Definicny obor funkcie je mnozZina . Derivécia funkcie ! je
1" 2—x
¥ ==
nulova jedine v bode = = 1. Druha derivécia ’ je vtomto boderovnal, preto ma
funkcia v tomto bode lok&ne minimum.
&

Priklad 33. Zistime ngimenSie a ngjvacSie hodnoty

b)
y=1°— 6z +7 (—1,2)
funkcie V intervae ,
c)
y = 2x + cos 2x (—%,
funkcie V intervae ,

e
]
S

d)

y=23—el (—2,3)
funkcie V intervale .

RieSenie

b)
Funkcia mé derivaciu v kazdom bode intervalu, preto lokéne extrémy mozu byt len v
322 — 12z =0 1 =0
jg stacionarnych bodoch. Tie sl uréené rovnicou L. a

Iy = 4 I = 0
. Z nich do daného intervalu patri len . Test pomocou druhe derivécie
potvrdi lokalne maximum funkcie v tomto bode. Na extrémne hodnoty méme teda

flO)y=7 f(=1) =0af(2) ==

funkcie v danom intervale je preto hodnota ~ nadobudnuta v bode 2a najvasSou
hodnota 7 nadobudnuta v bode 0.

troch kandidétov: . Ngmensou hodnotou

Funkcia mé derivaciu v kazdom bode intervalu, preto lokélne extrémy mdzu byt len v

2—2s8in2r =0
jg stacionérnych bodoch. Tie su ur_éegé rovnicou , ktorgj rieSenim v
danom intervale je jediné ¢ido o . Dalej postupujeme podobne ako v
predchadzajice) ¢asti. NajmenSou hodnotou v danom intervale je hodnota e 1a
najvacsou hodnota Tl



d)
>0 y=3—¢F Yy =—e" <0 r<() y=3—¢e"~
Pre je a . Pre je a
y=e">0
. Znamienka derivécie uréujd, Ze v bode 0 (neexistuje v nom derivécia
f(0) =2
- odévodnite!) ma funkcia ngjvacSiu hodnotu NamenSiu hodnotu mbze
nadobudndt’ len v krajnych bodoch intervalu, z ktorych jeden do intervalu nepatri.

Plati
F(=2)=3—¢> f(3) =3 — €.

{_ 2 E 3 ]
Pretoze funkcia je spojita, v intervale nenadobudne ngimensiu hodnotu
(odbvodnite).

&

Priklad 34. Aké rozmery ma mat’ konzerva objemu 1liter v tvare valca, aby sme na jg
vyrobu spotrebovai ¢o ngmeng materidlu?

RieSenie: Ozna¢me 7 polomer podstavy a h vy3ku konzervy v decimetroch. MnoZstvo
S =2mrr(r+ h)
spotrebovaného materidu je priamo Umerné povrchu konzervy, preto

hradame jeho minimalnu hodnotu. Pre objem konzervy plati V' = wrr2h, preto medzi

h=-L

apld
neznamymi veli¢inami plati vztah " Po jeho dosadeni do vzt'ahu pre povrch a Uprave
S(r) = 2wr? + f‘:
dostavame povrch konzervy ako funkciu polomeru podstavy . Hl'adame
(0, 00)
teda ngjmensiu hodnotu tejto funkcie v intervale (to st vEetky mozné hodnoty
polomeru podstavy). Pocitame derivéciu

2 Agrd—2
SI[:T'} = 4'?1'?‘ — Tﬁ = 7‘—2

Derivécia existuje v kazdom bode intervalu, interval neobsahuje koncové body, preto jedind
moznost’ miniméne hodnoty funkcie je v stacionérnych bodoch. Ten existuje jediny

- T
= 27

. Druha derivacia potvrdi, Ze ide skuto¢ne o minimum (overte!). Dosadenim tejto

h:‘”’/% Y

hodnoty " dostaneme g hodnotu pre vysku



Priklad 35. Nosnost’ pravouhlého trdmu je priamo Umerné jeho Sirke nasobenej druhou
mocninou jeho vysky. Aké rozmery mame zvolit', ak sekame tram z valcovitého kmenia s
priemerom 1 meter, aby sme dosiahli maximanu nosnost'?

RieSenie: Oznatme sa vrozmery Sirky a vy3ky tramu v metroch. Jeho nosnost’ je urcena
vztahom N = c.s.v?, kde cje kladna kondtanta. Ked’Ze tram je vysekany z valca s
2 +v?=
priemerom 1 meter, pre veliciny sa vplati vzt'ah . Vyjadrenim v% a dosadenim
N(s) = c.5.(1 — s?)
do vztahu pre nosnost’ dostaneme funkciu . Hradadme jg ngmensiu
(0,1) N'(s) = ¢(1 - 3s%)
hodnotu v intervale . Derivécia existuje pre kazdé sz daného
Iq — 52;.5
intervalu a je nulova v jedinom . Druha derivécia potvrdi, Ze ide o ngjvacsiu

hodnotu. Nosnost’ trému je preto ngjva&Sia, ak volime Sirku metrov a vysku metrov.

&

Priebeh funkcie

Zistovanie priebehu funkcie spociva v popise jg vlastnosti a naértnuti je grafu. Postup by
mal obsahovat’:

Defini¢cny obor funkcie;

vlastnosti symetrie: parnost’, neparnost’, periodu;

3. vyznamné body, napriklad nulové body funkcie, body nespojitosti, (v nich treba urcit
jednostranné limity), body, v ktorych neexistuje derivacia alebo je nespojita a pod.;
asymptoty grafu funkcie;

intervaly monotonnosti funkcie a jg lokdne extrémy;

intervaly, kde je funkcia konvexnd, konkavna a jg inflexné body;

n&crtok grafu funkcie.

N e

No ok

V nasledujucich prikladoch ponechavame niektoré vypoéty a Gvahy na citatel’a.

_ o
V= ri-1

Priklad 36. Zistime priebeh funkcie

RieSenie

(_C{:'} _1) U [:_1'.- 1) U [:]...m}
1. Defini¢ny obor funkcie je mnoZina :
2. Pocitame



funkcia je neparna, nie je periodicka

. Funkcia je spojita, jediny nulovy bod funkcie je bod 0.

z=—1
. Asymptoty grafu funkcie bez smernice s priamky axr=1,lebo
jednostranné limity v nich st nevlastné. Pocitame asymptoty so smernicou:
. 272
b=lim =2
. 208 — 22(2? — 1) _ 2z

Vzhr'adom na nepérnost’ funkcie existuje jedind asymptota jg grafu so smernicou:
Yy =2

Ll e )|

y'(z) = T2 -1)7
. Intervaly monoténnosti funkcie ur¢ime pomocou prvel derivécie

Analyza znamienok derivacie vedie k vysedku (pozor na nesividost’ defini¢éného
oboru!):

(_'3":! _\/ﬁ]v (Vﬁ* '3":}

Funkcia je rastiica v intervaloch :

(—v3,-1), (-1,1), (1,V/3)

funkcia je klesgjuca v intervaloch

Lokélne extréemy funkcie st v bodoch, kde funkcia meni rast na klesanie alebo

+1
naopak. Pretozebody  nie sl v jg definicnom obore, jediné jg extrémy su:



-3V3 -V3
Funkcia ma lokdne maximum v bode
3v/3 V3

Funkcia ma lokdne minimum v bode

V&mnite g, Ze lokdne minimum moéZe byt vé&cSie ako lokane maximum!

6. Intervaly, kde je funkcia konvexnd, konk&vna ur¢ime pomocou druhej derivacie
i o %{J}z-}':"ﬁj
Y [:T} T (zE-1)8

. Analyza znamienok druhej derivécie vedie k vysedku:

[.,_1'.'{]}'.' (1'.- w]

Funkcia je konvexna v intervaloch

[:_DC:- _1]'.' ({l 1]
funkcia je konkavna v intervaloch

Funkcia meni charakter konvexnosti a konkavnosti v jedinom bode defini¢cného oboru.

Funkcia ma jediny inflexny bod v bode 0.
7. N&drtok grafu funkcie.

J_.iln. l /f
iU
\ f’/
N
R T ez & 6 o
P! _5\ '
- |
- -l .
- | ]

|
Obréazok: Graf funkcie

&
y=Inks
Priklad 37. Zistime priebeh funkcie :
RieSenie:

(_ 1'.* 1}
1. Defini¢ny obor funkcie je interval :
2. Pocitame



Funkcia je neparna, nie je periodicka

3. Funkcia je spojita v definicnom obore, jediny nulovy bod je bod 0.
r=-—1
4. Graf funkcie mé asymptoty bez smernice a x = lv kragjnych bodoch
lim, ;- In (%f;) =oo lim,, ;+In (%f;) = —0nc
defini¢cného oboru, lebo a
Asymptoty so smernicou nemé z dévodu ohrani¢enosti svojho defini¢ného oboru.

/ 2
Yy (T) = 1=
5. Derivacia funkcie ’ je kladna v celom definicnom obore, preto

funkcia je rastica, nemé lok@ne extrémy.

" 4r
y'(z) = nooe
6. Znamienko druhgj derivécie =% je zhodné so znamienkom a meni sa
v bode 0. Preto
0,1)
Funkcia je konvexna v intervale , je konkavna v intervale
(_ ]-'.- 0}

ama jediny inflexny bod v bode 0.

7. n&rtok grafu funkcie.

1+x
l—x

iy =lIn
Obrazok: Graf funkcie

_y — EEI.I'.I.;'I'Z

Priklad 38. Zistime priebeh funkcie



RieSenie

L

Definicny obor funkcie je mnozina v&etkych rednych ¢isel R..
2. Pocitame

1

Fsin x"

sin(—zx) _ e~ sinx __

y(—z)=e

+y(z)
Té&o hodnota nie je rovna ani jednegj z hodndt , preto funkcia nie je parna ani
neparna. Je periodicka s periodou 21 .

3. Funkciaje spojitd, neméa nulové body.
4. Z dévodu spojitosti nema graf funkcie asymptoty bez smernice, ked’Ze je periodicka,
neméa graf ani asymptoty so smernicoul.
y'(z) = cosz T
5. Prva derivécia mé& znamienko zhodné so znamienkom funkcie
cos . Preto

(— 35 + 2km, 5 + 2km)
funkcia rastie v intervaloch a

(2 + 2km, 3T + 2k7)
klesa v intervaloch ,

7+ 2km
funkcia ma lokdne maxima v bodoch a

1 —5 + 2km

funkcia ma lokdne minima © v bodoch ,

kde kje r'ubovolné celé ¢ido.

y'(z) = e*(1 — sinz —sin? z)
6. Druha derivécia funkcie mé& znamienko zhodné
so znamienkom vyrazu v zétvorke. Vypocet nulovych bodov tohoto vyrazu je mozné
vykonat’ len priblizne. Dostavame:

funkcia je konvexna v intervaloch
((—1,212 + 2k)m, (0,212 + 2k)m)

({0,212 + 2&) 7, (0,788 + 2k) )
funkcia je konkavna v intervaloch



(0,212 + 2k)r (0, 788 + 2k)m)
a ma inflexné body v bodoch a :

kde kje 'ubovolné celé ¢ido.
7. n&rtok grafu funkcie.

J,:J'L

¥

Obréazok: Graf funkcie

Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

- R—=R
Matematicka formulécia tohoto problému je nasledovna: Je dana spojité funkcia
{a,b) a € (a,b)
, definovana na intervale . Chceme ngjst’ redlne ¢ido (pokial’ existuje), pre
ktore plati

fla) = 0.

Takéto ¢ido e nazyvame koren rovnice. Ked'’Zze funkcia moze byt v podstate 'ubovolna
funkcia jednej realngj premenne), jg koren vo vSeobecnosti nevieme ngst’ nejakym
matematickym vypoctom ako napriklad u linedrnegj alebo kvadratickej funkcie, pripadne
niektorej goniometrickel funkcie. Tento koren preto budeme hl'adat” numerickymi metédami.
Spravidla sa ndm nepodari ngjst’ koren, ale len jeho aproximaciu - priblizna hodnotu. Musi
nés preto zaujimat’ okrem metddy, ktorl na vypocet pouzijeme, g chyba, akej sa pri najdeni
tohoto priblizného rieSenia dopustime (podrobnejSie o numerickych metédach a chybéach
pozri kapitolu Redlne ¢ida, paragrafy Zdroje chyb, Chyby aritmetickych operécii ).
Numerické metody, ktorymi sa budeme teraz zaoberat’, si zaloZené na iteracnych principoch
(pozri kapitolu Redlne ¢ida, paragraf Algoritmy). Budl nés zaujimat’ hlavne dve zakladné
otézky:

1. Konverguje postupnost’ vytvorena danou iteracnou metédou?
2. Ak konverguije, tak ako rychlo?



Ak konverguje postupnost’ vytvorena danou iteracnou metédou, hovorime, Ze iteracnd metdda
konverguje.

(a,b)
Ak o koreni rovnice vieme len tol’ko, Ze leZi v intervale a nemame Ziadne iné
informécie o jeho polohe, pouZijeme iteracnd metddu, ktorel konvergencia nezavisi od volby
zaciatocng) aproximacie. Takéto metddy volame vzdy konvergentné metddy. Spravidla mgju
tu nevyhodu, Ze konverguju pomaly, a preto st zvyéajne vhodné pre uréenie take)
aproximécie korena, ktord by mohla dUZit’ ako zatiato¢né aproximacia pre nejaku rychlo
konvergentni metodu, ktoré ale vyZaduje "dobru" pociato¢nu aproximaciu korena. Preto
metddy rieSenia nelineérnych rovnic rozdel'ujeme na dva typy:

1. $tartovacie metddy
2. spresiujlce metody

Neznamenato v3ak, Ze &artovacia metdda konverguje vZdy pomaly a spresiujlica zas

konverguje vzdy rychlo. Z&visi to vZdy od konkrétnej situécie a vlastnosti funkcie
L (a,b)
V d’alsom budeme predpokladat’, ze funkcia , ktorg koren naintervale hradame, je
na tomto intervale spojita. K tomu, aby sme mohli odpovedat’ na druhti otédzku z dvoch vySSie
poloZenych, zavedieme najskdr nasedujuci pojem:
{ri}
Hovorime, Ze postupnost’ " konverguje k ¢idu arsrychlostou radu r, ak pre & — oo

s - - 7 ~ C ::, {] >
plati: Existuje taka konstanta , 2e

[wp 11 — af = Clog — af” +of|zx — o),

symbol f(z) = o(g(x)), pre &z — a, znamend, Ze lim f(z) =10

F—ril g(q‘]

Startovacie metody

Graficka metéda.
) _y=flz) . . .
Pozorne nakresleny graf funkcie nam pomoze separovat’ realne korene rovnice

f(z) =0

, t.J. ur¢it’ intervaly, v ktorych korene leZia. Niekedy je vyhodnejSie rovnicu

flz) =0 filz) = falz)

pisat’ v tvare . Potom korene ur¢ime ako x-ové suradnice

o y=flz) y=fole)
prienikov grafov funkcii a . Graficka metdda nam tiez moze
poskytnut’ informaciu o tom, ¢i dany redny koren rovnice v uvazovanom intervale vobec
existuje. Pre zloZitgjSie typy funkcii méZeme redlne korene lokalizovat’ tabelovanim funkcie

y = f(z)



M etdda bisekcie.
Nech je

. ) o Iy = (ag,bo})
realna funkcia spojita na :
flag)-fbo) <0 ) , . Ly ]
(funkené hodnoty v koncovych bodoch intervalu  maju opacné
znamienka).

: . o _ o aely  fla)=0
Tieto predpoklady zaruéuju, Ze existuje aspon jedno ¢ido také, ze :
Zostrojme postupnost’ intervalov

In DL D...D2 1, kde I}, = {ag, b}

takto:

_ flag—1)-F(bg-1) <0 ) _ Ie1
Ak je , vypocitame stred intervalu , L.

1
8k = E(Hk_1 + bg—1).

o ) =0 | , ,
V pripade, ze nadi sme koren rovnice. V opacnom pripade zvolime za
I = {ag. by) _ (ak—1,88), (8k.bp—1) ] ] ]

ten z intervalov , v ktorého koncovych bodoch méa

I
funkcia opa¢né znamienka. Koren ¢xbude lezat’ v kazdom z intervalov  a postupnosti
{ak} {be} , o 5 3
koncovych bodov tychto intervalov vzdy konverguju ku korenu . Po 1t krokoch
bude mat’ interval dizku

1 1 1
by, — ap = E[ﬁn—l — ﬂn—l} = 2_2“3?1—‘2 _ﬂn—ﬁ} =...= Q_H[hﬂ — ﬂ{‘]]-
a € Iy
Pre odhad chyby preto plati: ( )
bo — _
lan — ] < 0 —ap resp. [bn — o] < by — ag

2?1- 2?!-

Metoda bisekcie (delenia intervalu) konverguje pomaly. Rychlost’ konvergencie tejto metddy

je ale Uplne nezévida na tvare funkcie = .



Priklad 39. Ngjdime aproximéciu korefa rovnice

0 =10,05
RieSenie: Pre zastavovaciu podmienku zvolime . Z grafu funkcii
y=(3)? y=sinz I = (1,5;2) F(1,5).£(2) <0
odhadneme . Skutocne . Podra

vzt'ahu, odvodeného pre odhad chyby, mame:

las — o] < Lﬂ 5 < 0,05

: or-0: L 05.

Vysedky mbZeme zapisat’ do tabulky:
k| @k b | Sk+1 | f(Sk41) | Bk — ax
0 |1,50000 | 2,00000 |1,7500 <0 0,5
1 [1,75000 |2,00000 |1,87500 | <0 0,25
2|1,87500 |2,00000 |1,93750 | =0 0,125
3|1,87500 |1,93750 |1,00625| <0 0,0625
4[1,90625 [1,93750 0,03125

Vyhodatejto metddy okrem jgj jednoduchosti je g v tom, Ze méZeme dopredu urcit’ pocet
krokov, potrebnych k dosiahnutiu poZadovanej presnosti. Nevyhodou je pomala

konvergencia.

M etoda proste iteracie.

flz) =0

Rovnicu

prepiSeme na tvar




(obycajne byva niekol’ko moznosti).

S Iy ={ag,bo)
Predpokladame, ze existuje interval patriaci definicnému oboru a oboru

f b
spojitosti ako funkcie |, tak g funkcie taky, ktory obsahuje spolo¢ny koren ¢ obidvoch
« , , . o )k
vySSie uvedenych rovnic a pre ktory je spinena podmienka . Vyuzijuc rovnicu

r1.To....
(7.6), zostrojime postupnost’ aproximacii , korena & podla nasledujiiceho navodu:

d >0 _ ) . wo€ln
1. Zvolime cislo a zaciatocnu aproximaciu :
2. Dadu aproximaciu uréime z iteratngj formule

v = p(zp_1), k=1,2.3,... (7.7)

lop —xpq| = 0 _ ) )
4. Ak bude , pokracujeme podl'a bodu ¢idlo 2, v opacnom pripade
T
vypocet zastavimea  povaZzujeme za aproximéciu korena ¢.

Obréazok 7.6: Metdda prostej iterécie.

{zk}
Pri realizécii tohoto algoritmu musime mat’ zarucené, Ze postupnost’ , ur¢end vztahom

(7.7), konverguje ku korenu ¢x. K tomu ndm ddZi nasledujlca veta:

Veta 7.1 (Postacujuce podmienky konvergencie.) Predpokladajme, Ze funkcia jena

I ={a.b)
negjakom intervale spojitda matieto vlastnosti:

a) Voeel: ¢(x) el (7.8)

b) dg € {0, 1)také, ze : Yo,y € Iplati : [¢(z) — d(y)| < gz —yl.



z = ¢(z)

Potom v intervale Iexistuje prave jeden redlny koreii arovnice a postupnost’

{zk } ] T = $(zp1) _  moel ]
, uréena formulou konverguje pre kazde aplati

limyg oo T =

Pre diferencovatel’nd funkciu  mozno podmienku b) nahradit’ podmienkou
b’) dg: VzeTlje|d(z)] <g<l.

(£)? —sinz =0
Priklad 40. Budeme hl'adat’ opét’ koren rovnice v intervale
. Uvedent rovnicu prepiSeme na tvar

r = 24/sinx

. Budeme pocitat’ podlaiteracného vzorca

T = 24/8inz; 4

|Ik — -TJL‘—1| <1073 =4

avypocet zastavime, ak bude . Lahko sa presved¢ime, Ze interval
Iy = (1,5;2) ¢(x) = 2v/sinz
patri do definicného oboru funkcie . Zderivovanim iteracnej
$(z) = 2v/sinz I
funkcie . Zistime, Ze derivécia je skutoéne naintervale menSaako 1.Z
poctu iterécii uvedenych v tabul’ke méZeme posudit’ rychlost’ konvergencie. Vidime, Ze této je
Zvisié od volby zatiatocne] hodnoty
; T, Tg = 1,0 | g, 2y = 2,0
1] 1,99749 1,90714
2| 1,80823 1,94316
3 1,94279 1,93025
4] 1,93039 1,93503
5 1,83498 1,93328
6| 1,93330 1,93392
7| 193302




Na z&klade vety o postacujucej podmienke konvergenie metddy proste iterécie mbézeme
ziskat’ odhad chyby tejto metody:

|z —af <

| — Tp—1]-

, , . . , i |TF~ — .’l';‘:_1| E fi'.v
Ak mame vypocet zastavit’ pri splneni podmienky potom pre odhad chyby
dostavame

T — ¥ fi—q A.
|L |_
l1—gq

Ak je funkcia dostatocne hladkd méZzeme pomocou jg Taylorovho rozvoja ziskat’

¢ (a) #0
nasledujuci odhad: Pre mame

o —a= ¢ () (k-1 — @) + o (Tk_1 — ).

o((zg-1 — )

(Pre symbol pozri (7.5)). Vidime, Ze réd rychlosti konvergencieje r = 1.
¢(a) =0 ¢ (a) #0
Hovorime preto o linearnom iteraénom procese. V pripade, Ze je a :
potom
" o
Tk — 0 = ( }(9:;;_1 — a)? + o((zk-1 — a)?).

2

arychlost’ konvergencie je v tomto pripade druhého rédu.

Metddaregula fals
N _flz) =0 e o
Opét’ uvazujme rovnicu a predpokladame, ze tato funkcia je spojita na intervale
I'=fab)  fla)-flh)<0 o |
aopét plati: (t.j. vintervale [ existuje reany korei rovnice).
) R o o y=fl=) o
Vypocitame x-ovu suradnicu prieniku x-ovel oS a secnice krivky , Zostrojengj v

A =a, f(a)],B = [b, f(b)]
bodoch podl'avzorca

{[—H) (b—a). (7.9



_signf(s1) = signf(a) N e
Ak bude platit (sign znamen& znamienko prislusného realneho
& 89
¢ida), potom preznatime ' na aapocitame  podlarovnakého vzorca. Ak bude
signf(s1) = sign f(b) e s
, preznacime  na ba d’ae pocitame  opét podravzorca (7.9).
) ) ) _ [fse)| <0
Proces vypoctu zastavime napriklad podmienkou .
|,

Obréazok 7.7: Met6da regula falsi.

Sk
Metodaregulafas je vzdy konvergentnou metddou, t.j. zostrojena postupnost’ bodov ¢
vzdy konverguje ku korenu ¥, pokial’ je jeho existencia zarucena. Da sa ukézat, Ze rychlost’
konvergencie je radu = 1. Metdda sa neodpor(¢a pouZivat’ velmi blizko pri hladanom
koreni. Z vety o strednegl hodnote dostdvame pre odhad chyby:

f(sk) 1
sk — ) < ——=, M= x)|.
lsg —a| < et kde m 1}1&1}1|f (x)]
(£)? —sinz =0
Priklad 41. Metodou regula falsi rieSme opét’ ulohu .Volme
Iy = (1,5;2) | f(sk)] < 107
. Vypocet sme zastavili podmienkou . Vydedky si uvedené

v nasledujlce taburke:

Wose | oae | e [ fse) | flar) | Fo)

o - 1,50000 |2,00000 | - <0 | =0

1(1,913731,91375 [2,00000| <0 | <0 | >0

211,93305(1,93305 |2,00000| <0 | <0 | >0

3|1,93373|1,93373 |2,00000, <0 | <0 | >0

411,93375




Spr esiuj uce metody

Efektivne agoritmy na rieSenie nelinearnych rovnic mgju obvykle dve ¢asti. V prve casti
pouZijeme niektorl Startovaciu metodu a v druhej ¢asti sa prejde k nejakej rychlejSie
konvergujlcel metdde, ktora dlUZi ku spresneniu pocitaneg) aproximacie korena.

Newtonova metoda

xg €T
Nech dany jednoduchy redlny koren elezi v intervale I. Zvolime apomocou

Taylorovho rozvoja vyjadrime funkciu f v tvare:

£(z) = F @) + £ (w0)(@ — z0) + 5. (€0)(a — z0)’ (710)

' £

0 Ip f ] f
kde leZi medzi xa { , pricom predpokladame, Ze v intervale Iexistuju derivécie
f(z) =0
Rovnicu teraz nahradime (aproximujeme) linearnou rovnicou (prvé dva ¢leny
rozvoja (7.10) ):

f(zo) + f (z0)(z — z0) = 0 (7.11)

I
avypocitame jg koren (oznatimeho ):

I1 =T —

: ) pre f (o) #0. (7.12)

flz) =0

Teraz nahradime rovnicu rovnicou

f(z1) + £ (z1) (@ — 21) =0,

¥ Iy
ktor& tiez vychadza z Taylorovho rozvoja funkcie ,adevbode . Koreiom tejto linearng
rovnice je ¢ido:

Opakované nahradenie rovnice - linernymi rovnicami typu



flze) + f (zx)(z —2x) =0

je zékladnou my3lienkou Newtonove] metddy, ktorej sa z tohoto dévodu ¢asto hovori g
metdda linearizacie. Korene tychto linedrnych rovnic tvoria postupnost’, ktoraje uréena
nasledujuicou rekurentnou formulou (Newtonova itera¢né formula):

f (k)
Thal = Tk + hie, he = —5 : (7.13)
f(zk)
e , , - Azk} ,
Pre spojitu funkciu  musi byt hl'adany koren climitou postupnosti . Iteracny proces
lhe| < &
zastavujeme podmienkou , kde poZadovant presnost’ d zadavame spolu so
vstupnymi Gdajmi.
. o - _ [r41,0]
Poznadmka 1. V geometricke interpretacii vzorca (7.13) je bod prienikom
_ o e flee)] oy = fx) o _
dotycnice zostrojeng v bode ku krivke ax-ovg 0s. Preto Newtonove)

metdde hovorime g metéda dotyénic.
Poznamka 2. Algoritmus Newtonove] metddy odpoveda algortimu metody proste) iterécie
pre funkciu

a € (1,5;2) f(z) =(3)* —sinz =0

Priklad 42. Ngjdime aproximéciu korena rovnice
hi| = |Bgq1 — 2| < 107°
Newtonovou metddou. Vypocet zastavime, ak bude . Zvolime
rp = ].-_. ]
. Vydedky s uvedené v tabulke:

k| Tk flzx) f (zx) hi
0 |1,50000 -0,434995 0,679263 | 6,403930 1071
1(2,14039| 0,303197 1,60948 |-1,88381 .10
21,95201 | 243719 -10~2 | 1,34805 | 1.82563 -10~2
3/1,93393 | 2,32901 -10~* | 1,32217 |-1,76218 -10~*
41,93375 |-4,97570 -10~% | 1,32191 | 3.76402 -10~°




Vy&etrovanie podmienok konvergencie Newtonovej metddy je pomerne zloZité, a preto ho
nebudeme uvadzat’. Povieme s len, Ze t&o metdda konverguje velmi rychlo, ak sme
dostato¢ne blizko korena. V praxi sa ¢asto pouziva I'ahko overitel'né kritérium konvergencie:

flz)#0, f fla)- f(b) <0

Ak je nemeni znamienko na intervale I, plati asicasne

f(b)
f(b)

| f(a)
f'(a)

| <b—a, | | < b—a,

zop e T
potom Newtonova metéda konverguje pre 'ubovolné . D4 sa ukazat’, Ze Newtonova

metdda ma réd rychlosti konvergencie r = 2.,

M etdda seénic
L TR F TRl , _
Predpokladajme, ze s "dobré" aproximacie jednoduchého korena c:rovnice

flz) =0

. Funkciu  nahradime linearnou funkciou g:

fleg) — flzg-)

T — Tg—1

g9(z) = (z — z) + f(zx)

o L w1, flze-1)]s [k, f ()] _ _
( g je priamka, prechéadzajuca bodmi ) anamiesto rovnice
flz) =0 - glz) =0 Tyt .
rieSime rovnicu . Koren tgjto linearngj rovnice je teda urceny
vzorcom:

Tp — Tg—1

flzk) — flzp-1)

T4l = Tf + T, kde 7 = —f(xg)

f(z) =0

a povazujeme ho za aproximéciu korena ¢xrovnice . Dogtali sme tak dvojkrokovu
iteraéna formulu t.j. k zahdjeniu jg vypocétu potrebujeme dve zatiatoéné aproximécie

Tp, Iy . i

. Oproti Newtonovel metéde ma vyhodu, Ze v kazdom kroku pocitame len jednu novu

funkénd hodnotu a staéi, aby dand funkcia  bola len spojita, nemusi byt diferencovatelna.

Poznamka. V geometrickej interpretécii je graf funkcie secnicou grafu funkcie a odtial
pochédza nazov tejto metody.



r=2(1++/5) ~1,618.
Da sa ukézat, Ze rychlost’ konvergencie metody secnic je rédu
Ty, I
Pokial’ zaciatocné aproximéacie nebudl "dobré", metdda secnic nemusi vobec
konvergovat’. Je preto nutné kombinovat’ ju s niektorou zo Startovaci
ch metod.

Cvicenia

1. Pomocou definicie derivécie vypogitajte derivaciu funkcie

b)
y=3r2+22 -1
v bode 0,
c)
y=3r+4
v bode a,
d)
Y= 575
% bode 2,
e)
y = cos 2z T
v bode

2. Pomocou definicie derivacie vypocitate derivéciu funkcie

a) y=-2z%, b) y=:%

T—1*
¢) y=v1-2z, d} y=tgz,
e) y=|zl, f) y=|a.

3. Vypocitajte derivaciu funkcie

a) y="Tz?— 122 + 2,/r, b) y = vz",

¢) y=(r2—22+5)(3z—-2), d) y= %ﬁ

e) y=tgzr— dzrlog,z, f) y=a%coshz + %
g) y=437.2"% h) y = e*(cosr + arcsinz).



4. Vypocitajte derivéaciu funkcie

a) y = cos3u, b) y=(+1),

¢) y=In(x—z?), d) y = arctg/z,

e) y=tg*(z?), f) y=Incotg %,

g) y= 2_173 +1In s.%" h) y = (arccos e*)2,

i) y=logie” j)  y = cotgh Inzx,
_ -alnjzr"i - 1

k) y=e"n T, D v=Vvmm

5. Vypocitagite derivaciu inverzngj funkcie k funkcii v bode @ bez uréenia funkcie

a) f[’t‘]:?_ﬂi‘ a=-2, b) flz)=y=: 3'.' G:%
¢) f(z)=arctgz, a=1%, d) f(z)=e2* a=5
6. Vypocitajte derivaciu funkcie
a) y=uz" b) y=(lnzx)*
€I
) y=vz'", 9 (%)
7. Vypocitajte derivaciu implicitng funkcie
a) y° =2z, b) zy =6,
c) 2—3 %:1, d) +z+ /y =4 v bode 4,
e) 22— 2ry+4y?=7Tv bode0, f) e+ xzy=-e v bodedl.

8. Vypocitajte derivéciu funkcie uréeng parametrickymi rovnicami

a) =1 y=2t, b) z = cost, y =1+ sint,
c¢)] x =3cost, y= 2sint, d) z=cos?t, y=sin’t,
e} z=1(1—sint), y=t.cost, f) xz=e'sint, y =€ cost.



9. Dokézte, 7e ak mafunkcia = v bode a derivéciu, tak je v bode a spojita

10. Predpokladajme, Ze funkcia = mé derivéciu. Dokézte, Ze plati

b)
1’} !

Ak " je periodicka s periédou * ,tak e periodickd s tou istou periédou.

c)
f P .

Ak  jeperiodickasperiodou ,tak je periodickastou istou peridédou.

d
) f ,

Ak  jepérna tak  je nepéarna

e)

f f
Ak jenepéna tak je parna

f
11. N§dite priklady funkcie , prektoru plati

b)
i
je ohranicend, ale l nie je ohrani¢ena,
c)
f.l
je ohrani¢ena, e nie je ohrani¢end,
d)
fo oo
jerastica, de  je klesgjlca,
e)
oo oo
jerastica, ae je klesguca,
f)
f. , fro ,
je monotonna, dle  nie je monotonna,
g9)
f.l

je monoténna, ale ~ nie je monoténna.

f g
12. N§dite priklad funkcii a , prektoré plati



f'(0) < g(0) < g'(0) < £(0).

f
13. N§dite priklad funkcie , prektoru plati

f(0) < £1(0) < £(0) < £7(0).

14. Vypocitajte derivécie funkcie do rédu 7 pre dand hodnotu 7

a) y=3z"—42°+1, n=5, b) y=cosz, n =05,

c) y=(3z—4)** n=3, d) y=arctgz, n=3,
e) y=z’lnz, n=3, f)y y=tghz, n=3,

g) P2+yd=4 n=2 h) z=¢ y=t’, n=2,

15. Vypocitajte derivacie funkcie radu i pre vSeobecn hodnotu 7

a) y=e", b) y =3,
¢) y=Inz, d} y = sinhz,
e) y=z ", f) y==
[0, f(z0)]

16. N§dite rovnice doty¢nice a normdy ku grafu funkcie v bode

flz) =22, zp=—-1, b) flz)=2-3z+1, 20 =
{:} f(T] = 1+z2? Tg = —2, d] f{T] = COST, Ig— %5
f[:’l}'] = S_I'.« g = {]'.« f] f[:T] =In Em'.- Iy = L.

=l
-

17. N§dite rovnice doty¢nice a normdly ku grafu funkcie rovnobezng s priamkou

b)



c)
fla) =22 +3, p:y=25
d) |
I(T} = -'ﬁ—fl‘zj;"-' p : y = ]‘ — I
e) ’
flz) =€2*, p:y=22-7
f) |

. . . . y=arcigr
18. Ngdite doty¢nicu s ngjv&sou smernicou ku grafu funkcie :

2 2
L:,:!_ + 3{1_ =1 [1! _\/E]
19. Ngdite rovnicu doty¢nice a normdly ku elipse v bode :
ry =4 COr Oy
20. Doty¢nica ku grafu funkcie uréeneg rovnicou vytvori spolu sosami a

trojuholnik. Vyjadrite obsah tohoto trojuholnika ako funkciu premenngj .

s

Y
2 2 L.
21. Agteroida je krivka uréenarovnicou 3 + = a3 . Dokazte, Ze Usetka na doty¢nici ku
asteroide ohrani¢ena siradnicovymi osami ma kon&tanta dizku a.

22. Teleso je vrhnuté zo zeme smerom kolmo nahor. Jeho vySka po & sekundach je (priblizne)

30t — 5t2
metrov.

b)

AKka je zaciatocna rychlost’ telesa?
c)

Za aky ¢as teleso dopadne na zem?
d)

Akou rychlost'ou dopadne teleso na zem?
e)

Ako vysoko teleso doleti?
f)

Aka je rychlost’ telesa v ngjvysSom bode?



9)
Akeé je zrychlenie telesa v ngjvyssom bode?

o A
23. Teleso sa pohybuje v smere osi ! , pricom jeho polohav ¢ase tje dana vztahom

z=(t—1)(—4)~

b)

Kedy mé teleso nulovu rychlost™?
c)

V ktorych ¢asovych intervaloch sa teleso pohybuje smerom dolava?
d)

Akou ngjvacSou rychlostou sa teleso pohybuje dol'ava?

5 1,75 5 km/h

24. Clovek vysky m sa vzd’aluje od zdroja svetla rychlostou . Zigtite rychlost’

pohybu tiena jeho hlavy, ak zdroj svetla je umiestneny vo vyske 7m.

25. Ngjdite diferencia funkcie

a) y=22z—5 vbode3d, b) y=4+3z—22 vbode —2,
c) y=zsinzx vbodel, d) y=3ze™® v bodel,

e) y=4/1= vbode0, f) y=arctgZ v bode2.

26. PouZitim diferencidlu priblizne vypocitajte hodnoty

EI,} [2?03}3? h] 31,!]5?

) V98, d) V1000,

e) ﬂ\{% f)  cos61°,

g) tgd4°, h) arccotg (—0,9).

27. Pomocou diferencidlu odhadnite priblizne zmenu objemu gule pri zmene jgj polomeru o

FAY:
hodnotu



0,1
28. Hmotnost’ platngl mince sa nesmie odliSovat’ o viac ako % od jg predpisang

hmotnosti. O kolko percent sa mdze li&it’ polomer platnej mince od predpisaného polomeru za
predpokladu, Ze minca mé predpisand hrabku.

T =27
29. Perioda 1" pohybu kyvadla je uréena vztahom , kde Lje dizka kyvadla
g~ 9,81 m/s?
v metroch, T'je merana v sekundéach a je gravitacna kondtanta. PouZzitim
diferencidu ngjdite

L=l n]

b)
priblizni dizku kyvadla, ktorého peridda je 1sekunda,
c)
AT ) )
zmenu periody, ak dizka kyvadlav ¢asti ) sapredizi o 1cm.

30. Ngjdite Taylorov mnoho¢len stupna v bode a pre funkciu

b)
y=5rt— 4z + 11z - 9
vbode ), n=4,
c)
y=5rt— 4z + 11z - 9 -2
v bode , n=4,
d)
fy:p_'};
vbode 0, n =4,
e)
y=Inz
vbodel, n =23,
f)
y=+/z
vbodel, n=4,
g) T
y=tgmxr T
YZHT bode f, n=3,
h)
y = arctg

vbodel), n=3,.

T f T,
31. Nech Jlrje Taylorov mnohoclen funkcie  stupna 7:v bode aa gje Taylorov



.9 ) Ty + Ty
mnohoclen funkcie stupna 7tv bode @. Dokézte, ze je Taylorov mnohoclen
f+e
funkcie stupna 7 v bode a.

32. Pouzite vydledok predchadzajiceho cvicenia na uréenie Taylorovho mnohoclenu stupna
y =Int2 y = In(l + x)
afunkcie v bode () pomocou Taylorovych mnohoglenov funkcii
y =In(1 —x)
a :

33. PouZite Taylorov mnohoclen z predchadzajliceho cvicenia na priblizny vypocet hodnoty

1
T =3

In 2. (Pomdcka: zvol'te )

Ve+vz+1=4
34. Dokézte, Ze rovnica mé jediné rieSenie, ktoré patri do intervalu
(3.4)
. Nahrad'te funkciu na l'avej strane rovnice jg Taylorovym mnohoc¢lenom druhého
stupna a zistite tak priblizni hodnotu tohoto rieSenia. Svoj vypocet porovnajte s presnym
vypoctom.

35. S chybou mendou ako 10~ *vypogitajte hodnoty z prikladu 26.

36. Ngjdite intervaly monotonnosti, intervaly, v ktorych je konvexna a v ktorych konkévna a
lokdne extrémy pre funkcie

a) y= ”"i — 3z, b) y= :;i?f:;v

0 y=lo*+z— 2], d) y=artg g,
e) y=25, f) y=In1+ 22,
g] y:%-l_:r:-}-l'-‘ h] = '*'59:4-.-

i) y==zlnz, j) y = arccos z2.

T
1+3)
37. Dokézte, Ze postupnost’ jerastuca.

38. Ngjdite ngimendiu a najvacsiu hodnotu funkcie v danom intervale



b)

y=—2+ 3z — a2 (0,3)
v intervale :

c)

y = |202 + 5z + 3| (—5,1)

VvV intervae :

d)

y=gx*+42° — 2022+ 7 (—1,3)

v intervale :

e)

y =9 — 4z? (—1,1)

v intervale :

f)

y=r—2Inz (1,€e)

v intervale ,
g)
2
y=2z5 — 9z +12/x (0, 0¢)
vintervale

h)

y=z" (0, )

VvV intervae ,
i)
— 1
y=e i+=* (— 00, 00)
VvV intervae

39. Aky ngimengi obvod mdZe mat’ obdiZnik s obsahom 25 ¢m? ?

40. Do rotacného kuzel'a s polomerom ravyskou ¥ je vpisany valec tak, Ze jeho podstava
leZi v podstave kuzel'a. Ur¢te ngjvacSiu moznd hodnotu

b)
objemu valca,
c)
obsah povrchu valca

41. Pozemok v tvare obdiZnika z jednej strany ohrani¢eny rovnym prddom rieky mé byt zo
zvysnych troch strén ohrani¢eny plotom. Akl mdze mat’ pozemok najvé&csiu plochu, ak
mozeme na plot pouzit 800 metrov pletiva?

42. Parnik pohybujuci sa rovnomerne rychlostou v km/h spotrebuje za hodinu

20 +0,0010%
m® nafty. Pri akej rychlosti spotrebuje parnik najmenej nafty?



, 30 x 48
43. Z karténu tvaru obdiznika cm mé byt vyrobend otvorena krabica tak, Zze sa

v kazdom rohu vyreZe &vorec a potom sa zloZia Styri bo¢né steny. Aky najvacsi objem mdze
mat’ takto vytvorend krabica?

_ alin + 20000 _
44. Vyrobca vynaloZi na produkciu 7 kusov vyrobkov za tyzden Skaje

200 —0,01n _
schopny ich predat’ za cenu Sk za kus. Pri akom pocte vyrobkov za tyzden

dosiahne vyrobca najv&csi zisk? Kol’ko je tento zisk?

0,5

45. Chlapec stoji na jednom brehu rovngj rieky Srokej ~ km, ktorategie rychlostou 4knvh
achce sa dosta’ na miesto na opacnom brehu vzdialené 3km po prude rieky. Za aky najmensi

¢as to stihne, ak pléve rychlostou 2kmvh akrésa rychlostou 6 km/h?

46. Ucitel’ dovolil Studentom, aby s zvolili prirodzené ¢ido 1 stym, Ze kazdy Student, ktory

12
100 (1 - lﬂnﬂi‘l’.l )
bude mat’ z testu aspon bodov, urobi Uspesne skisku. Aka hodnota 7tje
pre &udentov ngjvyhodnegiSia?

|

47. Ngjdite priklad konvexne funkcie =, pre ktort je funkcia * konkavna.

48.
b)

MoZe byt inverzna funkcia ku konvexngj funkcii konvexna?
c)

MoZze funkcia nadobudnut’ lokdne minimum v inflexnom bode?
d)

Moze byt prva derivécia zaporna v inflexnom bode funkcie?
e)

¥

MbéZe mat funkcia  viac lokalnych extrémov ako funkcia ?

f)

!

Mbze mar’ funkcia  viac inflexnych bodov ako funkcia ?

ze(0,%) sinx > %

49. DokaZte, Ze pre vietky plati

[~



coshx > 1+ 2—3
50. Dokéazte, Ze pre vietky redlne cida z plati

z € {0,1) arcsinz 4 arccosz = 3
51. Dokéazte, Ze pre vietky plati
e d
e {—1,1) arceos %_;;2 = 2arctg
52. Dokéazte, Ze pre vietky plati

P +3x—6=0
53. Dokézte, Ze rovnica mé jediné redne rieSenie a ngjdite interval dizky
1, v ktorom sa toto rieSenie nachadza.

P+t 22 +102-15=0
54. Doké&zte, Ze rovnica ma jediné kladné rieSenie a n§dite
interval dizky 1, v ktorom satoto rieSenie nachadza.

55. Vy&etrite priebehy funkcii

a) y= 223 — 922 + 122 — 3, b) y= [::1':2 — 1]3?

z? 4 3
c) y=i103, d) y=3z"—4z”,
e) y=aVr+4, f) y=+vz2—m,
g) y=ux— 2arctgzx, h) y =z +sinz,
i) y=IniE i) y= zles.

56. Metddou bisekcie alebo metddou regula falsi uréte aproximacie korenov rovnic

a)z® —3z+1=0, ¢ e =141,
b)e* =z + 2, d) sinz =3z — 2.

57. Metddou bisekcie uréte aproximécie redlnych korenov rovnic
a)z+e*=0, b)jax’—2z—-2=10
s presnostou 0,01.



58. Pouzijuc dva kroky metody bisekcie, ngjdite priblizni hodnotu redineho korena rovnice
8 — 1z +5=0 (0;0,6) T, To
, ktory sanachédza v intervale . Priblizné rieSenia

Ia
vypocitajte na dve desatinné miesta. Odhadnite chybu pribliznej hodnoty

59. Metédou regula falsi alebo metddou bisekcie uréte aproximéciu koreinov rovnice z

predchédzajliceho cvigenia s chybou £ = 1072 Pri metdde bisekcie uréte pocet krokov
potrebnych k dosiahnutiu poZadovanej aproximécie.

zt— 22 —4=10
60. Metddou regula fals ngjdite aproximéaciu kladného korena rovnice s

0, 001
presnost'ou

61. Metddou prostej iterécie riedte rovnice z vySSie uvedeného cvic¢enia. Preverte postatujuce

|z — 21| <1073
podmienky konvergencie. lteracnyproces zastavte podmienkou . Urcte
odhad chyby vypocitangj aproximécie korena.

r+Inz =10
62. Metédou proste iteréacie rieste rovnicu . Postid’t’e itera¢né vzorce

| X1+ e TRl
2

T =—Inxp_q: T =e Tl oag

z hradiska a) konvergencie b) rychlosti konvergencie.

63. Ngjdite aproximaciu najmensieho nezgporného korena nadedujucich rovnic (s presnostou
10~). Pouzite metddu proste iterécie.

a)e® —2(x—1)2=0, c)z?—cosmz =0.
b)e * —(r—1)2 =0,

64. Metddou proste iterécie stanovte aproximéciu dvoch ngjmensich kladnych koreinov



reosT =sinz — w/2

rovnice . Vyjasnite otazku konvergencie metddy pre rézne volené
funkcie

. . . lgr==
65. Ngjdite aproximécie prvych dvoch kladnych korenov rovnice a) Newtonovou

|2k — Tp—q| < 1076
metddou b) metddou secnic. Vypocet zastavte, ak bude platit’
Pociato¢na aproximéciu urcte grafickou metodou.

66. PouZijuc dvakrat metddu dotyenic, ngdite priblizni hodnotu realneho korena rovnice
*—8z+1=10 (1,6;2)
, ktory sanachddza v intervale . Priblizné hodnoty vypogitajte na

T3
dve desatinné ¢ida. Odhadnite chybu pribliznej hodnoty

) o 2p—cosz=0
67. Pouzijuc parkrat metddu secnic, ngjdite priblizné rieSenie rovnice , ktoré
. (0 0,5) _ _ .
sa hachéadza v intervale s presnost’ou nartri platné ¢idice. Ako Startovaciu metodu
pouZite metédu delenia intervalu.

z—sing —w/4=10
68. Vypocitajte priblizni hodnotu korena rovnice , ktory leZi
(m /2, 31/4)
v intervale . Pouzite met6du secnic s presnostou na pét’ desatinnych miest.

Vysledky cviceni

—0,1 _9
1 a) 2, b) 3, C) ’ d) .
4x -3 _ 1
T Eads T T
2. a) ' b) '::l I:I ’ C) ; .' ’
-."-.‘.5:12 T Sign I, T ?‘E ] 3T|T|

d ., e ,

y' = 282% — 362" + =
3.3 ‘“F',



y = 922 — 16z + 19 Y = -

M+x)2
C) , d) :
1 , 3 — 322 cosh z + 73 sinhg + —°—¥E
e)y,_msh:_glﬂhm_m f)‘y’ 3z° coshz + x thr-l_m%{aq-ﬁjﬂ
3\* 1 |
g)‘s.r’=4><(§) X (In3 —In2) h)y’:e’:[ms:n—sin:r+arcsin:r+ ﬁ]
.9 y = —3sin3z ) y = ldz(z? + 1)8
. a) , :
_ 1-2x - 1
C) y, — p—r2 d) y} T 7141
_ GrPtgas 1
Y = cos? z¥ 3:{ = ~ 3sin(Z)cos(Z)
€) , ) ' T
| Y =—22x2% In2- L ) y = 2t
g ) 1
y = 2x y = 1
i T In*2 b ~ zrsinh{ln z)
— 6r2e5m 2 gin 2% cos 1? =4
0! T TR
5 4 1
T2 3 10
5.9 : b , c) 4, d) .
) z%(Inz + 1) , ﬂﬂ :E]I[:ln[:].ﬂ ’L‘] + ]nl—j,.]
6. a , )
T ., Inyz+4l : 1
| (VE)VT x L , (#5) (nzr+ )
C :
1 4z
78 ', b L9 Y
y =1 y(0) = -3~ y(0) = —1
d) 9 VT g .
Y=1 gl o e
8- a) 1 b) H C) ]
— cost—t=int yj _ _cosf—sint
d) - = e) 1—sint—fcost f) —  cost4sint
11. @) , b : C) :
= —r Yy =x+sinz y = z*

d) , 8 )



flz) =2—z glz) =

12. Napriklad a
(z) = —%:1:2 2r — 3
13. Napriklad
14.
)y’z 902 — 8z y' =18z -8 y" =18 Yy =y¥ =0
a ) ) ) )
= —sinT y” = — (08T y’” = sinx, ij =COs.r y(ﬁj = —sine
b) , , , :
| = eZ(6z — 5) ' =e2*(120 —4) y" = e2%(242 + 4)
C : , ,
=Ll o= Y = ?f;?*
= T4a? |[1+;rj x? )
d) , :
=2rlnz+x y”z?ln:n-l—:} 3;”"2%
€) ) , :
T 2
(Y v s g
1] 1 . 1+8T3 1
GV YT e
N R
yl['nj — on 2T y{nj —3F ﬂ.ﬂ :}]n yl['n) — [’_ 1]{?1-—1) [:‘H. _ 1]11:_
15. &) , b , c)
y"™ = sinhx y™ = cosh z
d) ,ak 7 je parne, , &K T1je neparne,
In—1)lp—in _ v (P — _ #m—1
-y'[-n) = f—l]“% y{-nj — ['_1]{-;-1. 1) 1x3x 2);{.491 3:':1: -
€) , f)
16.
a)t y= TE—Q n: y=—dr—4
t y:—ﬂr—i—% mn y:%r—%
b) , ,
RO A BRI I
d)t y=-r+5 n:y=z—3
)t:y:—(ln:}]m—i—l ﬂ:yZﬁ:ﬂ-l—l
€ ,

t: y=x+Imnd—-1 n: y=—-x+nd-1
f) : :



17.

= {1

n: Yy=-—-r+
a) dotycnica neexistuje, normda je jedna: :

cy=1 a7 <oy =41 ]
t: y=3T+ 35 n: y=szr+3

b) , ,
n: Yy=-—-r+ %
c) doty¢nica neexistuje, normda je jedna: :
t: y=2r+1
d) , hormala neexistuje,
t: y=—4dr+(5+1)
€) dotycnice st dve: , hormdla neexistuje.
Y=z
18.
t: y=12r—2V2 ﬂ:ﬁ:_%—ﬂf’f—%—g
19. ,

20. Obsah je kon&antny 8.

30 m/s 30 m/s

22.d) : b) 6 s, C) :
—10 m/s?

d45m, 0, f .

(=8 te(Se) 2

L a 125
23.a) V ¢asoch at=4, b) : C) :
20
3
24.
2(x — 3) 11(z +2)
25. a) , b , 90,
Ho—2)
d) 3z, ez, f)
8,36 90,45 x In3 9,9 o
26. a) : b) : C) , d) :
6. 018 - % 1 — 2% 0,05
€) , D : 9) . h :

27. AV = 4rriAr.

0.05%
28. :



24,8 AT = 10,02

29.a)as cm, b) S.
30.
Ty(z) = 5zt — 422 + 11z — 9
a) g b) _ :
Tiz) =& - H+% - % +1
C)
Ts(z) = —% — R‘f -+ mfg — 5x% + 5 — %
d) ,
T[}_ "u""_|_m:“ -1'333+-1'ir+i'3
AT)="138 T 3 4 32 T 128
e) ;

9)

T5(x) = %TR’ + %:1':3 + 2z
32.

B~ 0,693147
33. .

225

64
34.

8, 3654 8,519 9,8995 1, 9953
35. @) : b) : C) : d) :
6,0181 0,4848 0, 9657 )
€) : f) Q) , h) 2.3036 .
36.
[:—DG._.—].] [.,]-'~':’C‘} [:_1'~1}
a) Funkcia je rasttcav intervaloch a , klesgjuca v intervale , ma
-1 (0, no)
lokdne maximum v bode , lokalne minimum v bode 1, je konvexnav intervale :
(_DC':-{]}
konkévna v intervale :
| (-0, =3) (0,00 (-%.-3)
b) funkcia je rastica v intervaloch a , klesgjaca v intervaloch
a , ma lokalne maximum v bode , lok@ine minimum v bode 0, je konvexna
. f—%.DC} ; . (_m'.-_%}
v intervale , konkavna v intervale :
(=5,-3) (4,) (—00,—5)

c) funkcia je rastica v intervaloch a , klesgjaca v intervaloch ' a



f_%:-ﬁl] - £}
, ma lokdne maximum v bode , lokdlne minimum v bodoch a4, je
[:_':’C'.' _5] [:4" w] (_5'~4}
konvexna v intervaloch a , konkavna v intervale ,
[:_Cx::'."{]} [.TL GC}
d) funkciaje rasticav intervale , klesgjuca v interval , ma lokane

(—o0,—/=YT) (/=44 o0)

maximum v bode 0, je konvexnav intervaloch a :

_\/—14;’??\/—1;#?

konkavnav intervale :
e) funkciaje rasticav intervae , kKlesgjuca v intervale , ma lokdne
[:{]-_. QC} [:_w'.-{]}
minimum v bode 1, je konvexnav intervale a konkévna na intervale :
[f{], m} [_m?ﬂ}
f) funkcia je rasticav intervale , klesgjaca v intervale , ma lokane
(_1'.-1} (_DC‘*_]-}
minimum v bode 0, je konvexnav intervale , je konkavna v intervaloch
(1, 00)
a ,

F

b=

[:—DG._.—].} (_1~0} [:{-L ':’C‘}
g) funkcia je klesajuca v intervaloch : a , hemé& lokalne extrémy,
] ] (_1?_%} [:ﬂ-. DC} . . [:_':’C:-_]-}
je konvexna v intervaloch a , je konkavna v intervaloch a

[:{]'.' DC} (—DC._.{]}
h) funkcia je rasticav intervale , klesgjuca v intervale , ma lokane
(—DC._.{]} [.TL GC}

minimum v bode 0, je konk&vna v intervaloch a :

(% 00) (0, ¢)

€

i) funkcia je rastica v intervale , klesgjuca v intervale ¢ , M& lokane minimum
1
e o (0, 00)

v bode , jekonvexnav intervale :

[_1.{]} [.TL ]-}
j) funkcia je rastica v intervale , klesgjuca v intervale , M& lokdine maximum

(_]-'.- ]-}
v bode 0, je konkavnav intervale

I
v=(1+3)
37. Navod: Uvazuijte funkciu

38.

1
a) Maximum vbode , minimum v bodoch a3,

|=
o] ]



-5 -3 -1

b) maximum 28v bode , minimum Ovbodoch a

—25
¢) maximum 16 v bode 3, minimum v bode 2,

9 -1
d) maximum 3v bode 0, minimum  vbodoch al,

2—1In4
€) maximum 1v bode 1, minimum v bode 2,
95,325 0, 647

f) funkcia ma maximum asi v bode as , minimum nenadobuda,

g) funkcia je rastica v otvorenom intervale, preto nenadoblda maximum ani minimum,
1

h) maximum nenadobudne, minimum “V bode 0.

39. 20cm.
2
Vinez = %Tﬁﬂ Smaz = ‘Eg:lrj v=r 9
40. a) . b ak , 212 inak.
41. 80000 m?.
21,5 km/h
42. Priblizne .

43. 3888 cm® .
44, 7500kusov. Maximélny zisk je 582500 Sk.

45, Stihne to priblizne za Stvrt’ hodiny.

46. n =2,
1
Y=—>7x
47. Napriklad ve :
48.
3 y:%'.- z € (0,00)
a) Ano, napriklad , b) nie, ak ma druht derivéciu,tak v lokdnom
minime je funkcia konvexna
y=1o% 1z
c) ano, napriklad :
y = arctg
d) ano, napriklad ,
y =zt 4 22
€) ano, napriklad
z€(1,2)

53.



z € (1,2)
4.

56.
a) 0,347296 a-1,87938 a 1,53208.
b) 1,1469 a-1,8414

c) -1,34997 a0,806465

d) 0,934833
57.
a) -0,567143
b) 1,26716

1 =0,3 zo=0,5 0,25
58. a , chyba je mensia ako

Iy = {]-_. 0125
59. , teda 3 kroky

g = ].._. 64293
60.

r5; = 1,64291 _ 0, 0002
61. , chyba mensia ako

0, 567143

62. riesenie je , & nekonverguje, b) konverguje pomaly, ¢) konverguje rychlo

63. a) 0,213308
b) 0

c) 0,43843

64. 4,83228

65. 4,49340; 7,72525

Iy = 1._. 95646
66.

x5 = 0,450180
67.

Irg = ].._. 76629

68.



