Chapter 3

Ciselné rady



3. Ciselné rady

3.1 Zakladné pojmy

o0

Ak je dand postupnost {a,}2°, (k € NU{0}), tak symbol Z an (alebo ap + ax+1 + -+ + an +
n=k

- 1) nazyvame (nekonecny ciselngy) rad. Symboly Y7 a, a > oo Gpik—m povazujeme za totozné, preto

— kedze kazdy rad 307, a, mozno zapisat v podobe 3 °° | a,4r—1 — budi nasledujice definicie a vety
formulované spravidla pre rady tvaru fo:l b,.

Nech je dand postupnost {a,}22,. Cislo ax, resp.
Sp=a1+as+---+a;, keN,

sa nazyva k-ty célen, resp. k-ty Ciastoény sucet radu > -, a, 2. Hovorime, ze rad > -, a, konverguje

(je konvergentny), ak existuje konetnd lim,, oo Sy, ¢islo lim,_ S, sa potom nazyva sicet radu Y .. | an

a oznacuje sa spravidla tym istym symbolom > 07 an, (a1 +as+---+a, +---). Ak neexistuje koneénd
limy, o Sy, hovorime, ze rad Y 7 | an diverguje (je divergentny), vtedy mozno rozlisit tri pripady:

1. ak lim, .o S, = +00, hovorime, ze rad > .-, a, diverguje k +oc;

2. ak lim,_, S, = —00, hovorime, ze rad Y~ | a, diverguje k —oo;

3. ak lim, . S, neexistuje, hovorime, ze rad Y.~ a, osciluje.

Hovorime, ze rady Zzo:k by a Y07 c¢n maji rovnaky charakter, ak obidva sicasne konverguji alebo
obidva osciluji alebo obidva diverguji k 400 alebo obidva diverguji k —oo.

k-tym zvyskom radu Y7, a, sa nazgva rad Y07, . a,. Suctom radov Y7 an a Y07 by ( k-nd-
sobkom radu Y 00 ap) sa nazyva rad Y oo an + Yoooiby = Y00 (an 4+ bn) (KXo qan =
=2 (kan)).

Rad

a+ag+ag®+--+ag" 4,

kde a,q € R st dané, sa nazyva geometricky rad (s kvocientom q ). Tento rad konverguje, ak a = 0 alebo
lg| < 1; diverguje k 400 (k —o0), ak a >0 a ¢ >1 (ak a <0 a g > 1); osciluje, ak a 20 a ¢ < —1.
Pre ¢ # 1 plati

Sp,=a+aqg+---+aq" ' =a

'niekedy pouzijeme aj ,,zmieSsané“ oznacenie, napr. ag + fo:l an
rad Y 07, a, sa niekedy definuje ako postupnost {S,}>2; alebo ako usporiadand dvojica postup-

nosti ({an}zo:h {Sn}?zozl)



ak |g| <1, tak
atag+ag®+--+ag" 4=

1—¢q°
Veta 1. Nech je dand postupnost {a,}32,. Potom rady > oo an a > oo, an maji rovnaky charakter.

Veta 2 (Cauchyho—Bolzanovo kritérium konvergencie). Rad > > | a, konverguje prdve vtedy, ked plati

Ve>0 3nge N VneN,n>nyg VpEN : |ant1+ -+ anyp| < €.

Veta 3 (nutnd podmienka konvergencie). Ak rad Y 7 | an konverguje, tak lim,_ oo an, = 0.

204. Napiste jedno z moznych vyjadreni n-tého Elena a, radu, ak pozndte niekolko prvych

¢lenov®:
1 1 1 1 1 1
1. 1-+'5'+ §'+’I§'+"', 2. 1— Z +’§ —'16 + -
TS U T T B L, 18,135 1357
2 6 12 20 30 42 ’ 1-4 1-4-7 1-4-7-10 ’
5. 2+ 22+ 2 + 2 + - 6 2—§+§—E+~
1-2 1-2-3 1-2-3-4 ’ "2 6 18 54

n+1 14om

1. S, = > Q-Sn:T§
1 1)

3.Sn:sin<n+ w>; 4 5, = "
n n

206. Najdite n—ty Ciastotny sucet S, nasledujucich radov, na zdklade toho rozhodnite, ktoré
z nich konverguju:

= (=1 > /1 1
1'221171 ) 2’2(27—’_3_71);

n=1

33 @7+ (-2 4.3 (-1)"n;

n=1 n=1
. i 1 6 i 1 .
CZn(n+1) ] = GBn-2)Bn+1)
o 1 o0
7 : 8. n+2-2Vn+1+n);
nz::ln(n—i—Q)(n—i-B) ,;(\/ v \/)
00 N 2_q 0 1
Q.Zu; 10.21n<n+ );
= n(n+1) = n
> > 2n—1
11. z_:nq”; 12. z_: Tk
n=1 n=1
= .« 3o > . nlrm
13. nz::lsm SYES cos il ; 14. nz::lsmﬁo .

3to, ze hladdme len ,,jedno z moznych vyjadreni“, je iplne namieste: v pripade 1+2+3+4 +--- moze

1, ak n=4k-3, keN

. 2, ak n=4k—-2, keN
byt napr. a, =n, ap,=n+n—-1)n—-2)(n—-3)(n—4), a, = 3. ak n—4k—1. keN
4, ak n =4k , keN

v dalsom budeme pri takomto zépise radu uvddzat spravidla okrem niekolkych prvych aj n—ty ¢len

atd; preto



207. Ktoré z nasledujicich radov mozno na zdklade vety 3 vyhlasit za divergentné?

1(—1)" (cos %)n ;

H
™
3
o
hE

(O8]
[\
NE

n=1 n=
> 1 > 1

3 In (1 + —) ; 4 ;
n; Vn 712::2 Vinn
> 2n2

5. R | | —
nz::l( ) 1000n2 + 3

208. Nech je dand rastiica postupnost {p,}°, prirodzenych &isel a postupnost {a,};;
oznatme A, := Zi’;;:l

1. Ak konverguje rad 32 | a,, tak konverguje aj rad 3.5, A, *. Dokdzte!

2. Ak a, > 0 pre vSsetky n € N arad Y .2, A, konverguje, tak konverguje aj rad Y oo A,.
Dokazte!

3. Uvedte priklad postupnosti {a,}°%, a {p.}2,, pre ktoré rad 3.°°,a, diverguje a rad
Y ome1 A, konverguje.

ag, n=1,2....

209. Aky musf byt kvocient q geometrického radu > 02, ¢"~ 1, aby rad 3.2, R,, kde R, je
sticet n—tého zvysku radu .00 | ¢" 1, mal sticet 5/4 7

210. Nech Yo% a, je konvergentny rad, nech R, je sucet jeho n—tého zvysku. Ak {R,}5°,
je geometrickd postupnost, tak >°0°,a, je geometricky rad. Dokézte!

211. 1. Nech {a,}>%, je monoténna postupnost a rad > 0°;a, konverguje. Potom
lim,, oo na, = 0. Dokézte! Na zdklade tohto tvrdenia dokdzte divergenciu radov > 2 ,(1/nP)
pre p < 1.

2. Zostane tvrdenie z pr. 211.1 v platnosti, ak v flom vynechdme predpoklad ,,{a,}>>; je
monoténna postupnost “?

212. Konverguje rad Y 72 ; an, ak
1. pre kazdé p € N je lim,_oo(ant1 + -+ anyp) =07
2. pre kazdé n € N je lim, oo(any1 + -+ anyp) =07

3.2 Rady s nezapornymi (nekladnymi) ¢lenmi

Rad Y77, a, sa nazyva radom s kladngymi (zdporngmi, nezdpornymi, nekladngmi) clenmi, ak poéinajic
niektorym ng ° je anp >0 (a, <0, ap >0, a, <0).

Nasledujuce kritéria (vety 4, 6, 7, 9 a 10) formulované pre rady s nezdpornymi élenmi mozno vyuzivat aj pri
vySetrovan{ konvergencie radov s nekladnymi ¢lenmi; na vySetrenie konvergencie radu Y -, a,, s nekladnymi
¢lenmi totiz staci vysetrit konvergenciu radu > 7, (—a,) s nezdpornymi ¢lenmi.

Veta 4 (porovndvacie kritérium). a) Nech Y07 an, > .o ;by st rady s nezdpornymi clenmi, nech
pocinajic niektorym ng plati a, < b,. Potom z konvergencie radu Y -, b, vypljva konvergencia radu
>0 L an; 2z divergencie radu Y., an vypljva divergencia radu Y ., by.

b) Specidlne, nech oo L an je rad s nezdpornygmi a Y . by, rad s kladngmi ¢lenmi, nech existuje (vlastnd

a
alebo nevlastnd) lim —~ =: K. Potom
n—oo n

a) ak K € (0,00), tak rady Y07 an a Y oo by, maji rovnaky charakter;
B) ak K=0 arad Y.,” b, konverguje, tak konverguje aj rad > " | an;

‘rad > °° | A, teda vznikne ,,uzdtvorkovanim* radu Y -, a,

®Nech V je vyrokové forma. Hovorime, ze pocinajic niektorym ng (plati) V(n), ak existuje ng € N také,
ze pre véetky n € N, n > ng plati V(n) (namiesto ,,poéinajic niektorym ng“ sa pouziva tiez spojenie pre
skoro vietky m € N ).



v) ak K =00 arad Y .2 b, diverguje, tak diverguje aj rad > .- a
1
Veta 5°. Rad g — " konverguje, ak p > 1, a diverguje, ak p < 1.
n
n=1

213. Vysetrite konvergenciu nasledujucich radov:

s 1 o 5N

b > X pmoy

n=1

> 1 sin? 3n
3. — 4.

S o S

[e.0]

1

D. —_— 6.

nz:: 10007 + 1 Emﬁn—

>, arctgn 3n? + 2n3
7. 273 8. 27;

n=1 n2+]‘ =1 n—|—5n5

— _ 0 —1)"

oy Vnrlovn-1, 10. 3 sin <#> ;

n=1 n+2 n=1 n

<1 > 1
11. ; 12. —_

e 1 X1 7
13.Zn1+1/n; 14.ngm5;

n=1 n=1

> 1 > /1 1
15. Vn 1) sin —— ; 16. ——nln(1 —>>,
5 3 (M) sin e 67;1(2 wn 1+ 5,

1

0 q 1 00 ln(l—ksinE)
17. (——nsin —) : 8.y —~ "/

nz::l n? n? nz::l n—1In’n

Riesenie. Ak chceme pri vySetrovani konvergencie radu > °7 s nezdpornymi ¢lenmi pouzit

n=1Cn
porovnavacie kritérium, snazime sa
e néjst konvergentny rad, ktorého éleny poéinajic niektorym st vsetky vécsie alebo rovné ako zod-
povedajtce ¢leny radu Z Cn:

1 <
: n5n—1 — pn-1

n=1
00 1 n—1 B

pre vSetky n € N a geometricky rad E (5) konverguje, preto podla vety 4a)

oo 1 -

konverguje aj rad Z W;

n=1

o alebo ngjst divergentny rad, ktorého éleny niektorym poéinajiic si vietky nezdporné a mensie alebo

rovné ako zodpovedajice ¢leny radu Y o | ¢y
2 o > o e vietk € N a geometricky rad EDQ 5)" diverguje, preto podia vety 4a)
. ——— > — Dprevs n — ,
2n(2n _ 1) = Yn p y g y P 1 guje, p p y
diverguje aj rad L
guje aj 312” 1)

pozri tiez pr. 211.1, 227.2 a pozndmku k pr. 234.1d)
"tieto rady sa nazyvaji Riemannove, Specidlne rad Y >-  (1/n) sa nazyva harmonicky, rady Y .., (1/nP)
pre p # 1 sa niekedy nazyvaju zovseobecnené harmonické rady



1/1n2n_ n

11. lim = 00 8, teda (ako vyplyva z definicie limity) poé¢inajic niektorym ng

n— oo l/n n— oo 1n n

. on o1 1, -1 . , , , =1
plati —— >1, tj. > — 7. Rad Z — diverguje (vyplyva to z divergencie radu Z — a ve-

In“n n‘n N — N —'n
n=2 n=1
. 1
ty 1), preto podla vety 4a)
n“n

e alebo ndjst rad > 7, dn, ktory md rovnaky charakter ako rad .~ ¢,, pricom konvergenciu radu
>0 | dn vieme vySetrit:

1 .«
—sin — o

. 1 m
14. Pretoze lim —T je nenulovd a koneénd, maji podla tvrdenia «) vety 4b) rady Z — sin —
n— o0 n n

n=1
Tl2

o0 oo
1 1
a E 3 rovnaky charakter. O rade E o) vieme, ze konverguje (veta 5), preto konverguje aj rad

n=1 n=1

16. Aby sme mohli pouzit vetu 4b), hladdme rad > dn s kladnymi clenmi taky, ze

L 11—1—1
PR ST

lim 7 je koneénd a nenulovd (a taky, ktorého konvergenciu vieme vysetrit); na to
n—oo n

pouzijeme myslienku vypoétu limit pomocou Taylorovych polynémov (pozri pr. 1.390):

Pretoze

2
ln(l—l—u):u—%—l—o(uQ) pre u—0

a pretoze lim,_.(1/2n) =0, je

In{1+ ! ! ! +o0 ! re n — 00
—_— = — = — —_— —
2n 2n  8n2 n2 P ’

1 1 V) 1 (1)

7 tohto vyjadrenia vidno, ze za rad Z d, modzeme zvolit harmonicky rad Z —

n=1 n_l

2 n 2n . 8n © n 1 © n
= lim ——— 2 — g N7

=3 (31)

n—oo

ol =

1
n
=1 = 1 ., < . .
eda rady E — a E — —nln — maju podla tvrdenia «) vety rovnaky
ted d ( 1<1+ )) dla tvrd ) ty 4b) k
n n
n=1

1
charakter, pritom o harmonickom rade Z — vieme, ze diverguje. Preto diverguje aj rad
n

n=1
i L —nln 1+ L
—\2 on/) )’

- v, n . T L . x Ceqe .
*vyuzili sme rovnost lim —— = lim — (r € RT), navypocet lim 5— sme pouzili 'Hospitalovo
n—oon“np  z—oo In“x z—oo In” x

pravidlo

t4to tivaha kopiruje myslienku dokazu tvrdenia ) vety 4b)

'2nova pripomeiime, ze vietky kritérid z tejto kapitoly (hoci st formulované pre rady tvaru Y - c,)
mozno pouzit pri vySetrovan{ konvergencie radov tvaru Y o2, ¢,

Upri dpravach sme vyuzili, ze o((1/2n)?) = o(1/n?), no(1/n?) = o(1/n) a —o(1/n) = o(1/n)



Poznamka. Citatelovi by sa mohlo zdaf, ze pri rieseni pr. 213.16 sme zabudli preverit, & rad
S (1/2 — nln(1 + 1/2n)) je radom s nezdpornymi (pripadne nekladnymi) ¢lenmi (inak by sme neboli
opravneni pouzit vetu 4). Toto preverenie je zahrnuté vo vypocte limity (3.1): ak totiz > - d, je rad
s kladnymi ¢lenmi a lim,_.oo(cn/dy) je kladnd (zdpornd), tak » - ¢, je rad s kladnymi (zdpornymi)
¢lenmi.

214. Néjdite vsetky hodnoty «, pre ktoré rad ) >, a, konverguje, ak:

2 1
1. ap = n*(In(n? + 1) — Inn?) ; 2. ap=(Vn+1—+yn)%n 221_1 ;
1\“« 1 2 ¢
3. an:(l—nsin—> ; 4. an:lnn+ — ;
n n—1 n-—1
5. an=a"+a V" —2, a>0; 6. ap = /™ —a/t) >0
In“n Inn
7.an: n2 5 8an:n—a

215. Vysetrite konvergenciu radu > 02 ay,, kde

1
— , ak ne{m?; meN}
n
=1
2 ak neN\{m?; mecN}

216. Ak a, > 0 pre vietky n € N a postupnost {na,}°, je ohranicend, tak rad >°°, a2
konverguje. Dokézte!

217. Ak rady > 02 bn, >.ooqcn konverguju a plati b, < a, < ¢, n € N, tak konverguje aj
rad %%, a,. Dokazte!?!

2

218. Ak konverguje rad > o2, a, s nezdpornymi clenmi, tak konverguje aj rad > o2 ar.

Dokazte! Plati aj obratena implikacia?

219. Ak konverguji rady >.0°, a2, % b2, tak konverguji aj rady 0% |anbul,
32 (an +b,)2, 320° (Jan|/n). Dokazte!
> /1 1
220. Dokazte konvergenciu radu Z (ﬁ —1In (1 + ﬁ))’ na zaklade toho dokazte, ze existuje
n=1

¢islo C' také, ze

=lnn+C+ey,, (3.2)

=

k=1
kde lim,_,o €, = 0. (Cislo C' sa nazyva Eulerova konstanta, C =~ 0.577216).

Veta 6 (d’Alembertovo kritérium). Nech Y " a, je rad s kladngmi clenmi. Potom
Ap+1

a) ak limsup <1, tak rad Y07 | an konverguje;
n—oo  Qdn

Ap+1

b) ak pocinajic niektorgm no plati > 1, tak rad > 07, a, diverguge.

mn

Specidlne, nech existuje (viastnd alebo nevlastnd) lim,, o Intl _ k. Ak k<1 (k> 1), tak rad Y07, an
konverguje (diverguje).

(Tento Specidlny pripad sa nazyva limitng tvar d’Alembertovho kritéria.)

2yeta 4a) je Specialnym pripadom tohto tvrdenia (staéi zvolit b, =0, n € N)



Veta 7 (Cauchyho kritérium). Nech > ° | a, je rad s nezdpornymi clenmi. Potom

a) ak limsup /a, <1, tak rad Y7 | an konverguje;

n—00

b) ak pre nekonecne vela n € N plati /a, > 1, tak rad ZZO:1 an diverguje.
Specidlne, nech existuje (vlastnd alebo mevlastnd) lLim /a, =: k. Ak k <1 (k > 1), tak rad > o a
n—oo

konverguje (diverguje).
(Tento $pecidlny pripad sa nazyva limitng tvar Cauchyho kritéria.)

Veta 8. Ak {a,}52, je postupnost kladnijch &isel, tak

.. . . a
! < liminf {/a, < limsup {/a, < limsup ntl

n—oo n—oo n— oo an

lim inf a4

n—oo

Qp

Désledok. Ak {a,}5°, je postupnost kladnijch éisel a existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim ntl , tak

n—0o0 (pn

existuje aj lim Ya, a plati
n—oo

. An+41 .
lim 1~ lim ¢ Ay, -
n— oo an n—oo

221. Vysetrite konvergenciu nasledujucich radov:

1000”

7. i(\f—m)(\/z—f) V2 - "N2)

— (3n)! = 3-6---(3n) 1
8.;()%, 9 z:: T 1) ar081n2—,
o0 n \/’
10. nz::l J;n(

RieSenie. 5.

a"t(n+1)!
any1  (n+Dn+Ht an™ a
n - ann! - ln_ 1 n
A B

preto

. An+1 a
lim —2F

n—oo (A e

Ak pouzijeme d’Alembertovo kritérium v limitnom tvare, dostaneme:

a = a™n
k 0 tj. ak — < 1), tak rad
ak 0 <a<e (tj. a - < ), tak ra Zn

n=1

K K rad =, a™n!
ak a > e, tak ra
>
. n=1
Zostava vysetrit pripad a = e.




An+1

Hoci v pripade a = e je lim = 1 (a limitny tvar d’Alembertovho kritéria neddva teda Ziadnu
n— o0 an

X ny| ny 00
e™n! . -
informaciu o konvergencii radu Z —~ ), mozno aj tu pouzit vetu 6: postupnost {(1 + —) } je
— n 1
1 n n=1 1 n "
rastica 13 a lim (1 + —) = sup (1 + —> = e, preto pre vietky n € N plati
n—0oo n neN n
Intl _ 61 a>1,
a
n
v = e"n!

podla tvrdenia b) vety 6 je teda rad E divergentny.

nn

n=1
6. Pre vSetky n € N plati
n® < n®
Na dokaz konvergencie radu Z 30 pouzijeme limitny tvar Cauchyho kritéria:
n=1
5 n 5 1
lim /a, = lim { o lim (¥/n) =_- 14

> 5
n .
Rad E 3 teda podla Cauchyho kritéria konverguje, z porovnavacieho kritéria potom vyplyva konvergencia

'n,D:Ql n5
radu Z .
ot 27 + 3

nd

(o]
Poznamky. 1. Limitny tvar Cauchyho kritéria sme mohli aplikovat aj priamo na rad Z —_—

, 5 1
vypocet HILH;O \ Q"TLW (: §) by vsak bol trocha komplikovanejsi.
2. Na dokaz konvergencie radu Z 5, Sme mohli rovnako dobre pouzit aj d’Alembertovo kritérium.
n=1

22215, Na zdklade konvergencie radu 3°° ; a,, dokazte rovnost lim, ... a, = 0, ak

(nh)™
3. ap= nn>2

. a
223. Zostrojte postupnost {a,}22; kladnych ¢éisel takd, aby limsup mtl 1y, nh—>H<>1<> Va, < 1.

n—oo Ay,

224. Zostrojte divergentny'® rad s kladnymi ¢lenmi, konvergenciu ktorého mozno vysetrit po-
mocou d’Alembertovho kritéria, ale nemozno o nej rozhodniit na zdklade Cauchyho kritéria.

Bpripomeiime, 7e dokaz monoténnosti postupnosti (1 4+ 1/n)" je stcastou dokazu existencie koneénej
lim,, oo (1 4+ 1/n)™, pozri [23, str. 85]

im, oo /n =1 (pozri pr. 1.135.2, 1.380.1)

Yporovnaj s pr. 1.133.1 a 1.185.1

Yak > a, je konvergentny rad s kladnymi ¢lenmi, tak z vety 8 vyplyva: ak o konvergencii radu
>0 | an mozno rozhodnit pouzitim d’Alembertovho kritéria, tak o nej mozno rozhodntf aj na zdklade

Cauchyho kritéria



Poznamka. Doésledok vety 8, ktord umoziiuje porovnat ,,silu“ Cauchyho a d’Alembertovho kritéria (pozrl

poznémku k pr. 224), mozno vyuzit pri vypoéte limit: vyplyvaji z neho napr. rovnosti lim \/_
n—oo y

=0, lim =e 17.

n—oo ‘/

Veta 9 (Raabeho kritérium). Nech Y > | a, je rad s kladngmi clenmi. Potom
a) ak liminf n( a4

n— oo Ap 41

- 1) > 1, tak rad >, an konverguge;

a
b) ak pocinajic niektorgm ng plati n ( — 1> <1, tak rad Y2 | a, diverguje.

Ap+1

Specidine, nech existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim n ( In_ 1) =k. Ak k>1 (k<1), tak rad

n—oo an+1
S0 L an konverguje (diverguje).

(Tento $pecidlny pripad sa nazyva limitng tvar Raabeho kritéria.)

225. Vysetrite konvergenciu nasledujicich radov:

= (2n — 1) = nle”
1.;%; Q.QW;

= ala+d)(a+2d)--(a+nd) ‘
P L 0t 2d (paa ©7 000 d>0;

= vl ' In2-In3---In(n+1) '
4'221(2+f)(2+f) (24 /n) Zln2+p In(3+4p)---In(n+1+p)’

S
Il

mg

S
Il

<(2n —1) ”)
<\ (2n)! ’
1.

4 (Bn=2):2:5@3n+2) 1
al(n+1)! Eon -

Mg

3
Il

RieSenie. 2.

an nle” (n+1)"*T 1 <n—|—1)n+2
e )

Ant1 ~ 2 (n 4 1)lentl n

n(@jil _1) _ “(é <n:1)"+2_1> :n<%.e(n+2)ln(1+1/n)_l> _

_ n(@(n—l—2)1n(l—|—1/n)—1_1) .

teda

Pri dalsich tpravéch si pomézeme Taylorovymi polynémami:

2
1n(1+a:):a:—x——|—o(a:2) pre z—0,

2
preto
In(1+ 1 ! L + !
n —_ = - = — ol — re n — oo .
n n  2n? n? P
"uvedené rovnosti mozno dokdzat aj na zdklade tvrdenia ,,ak b, > 0, lim,_..b, = b € R*, tak

limy, 00 /D102 ... b, = b“, ak zvolime b, = 1/n, resp. b, = (1+ 1/n)"; toto tvrdenie vyplyva z pr.
LI71 (/by-- by = by + -+ 1Inby)/n ) a mozno pomocou neho dokdzat aj dosledok vety 8 (staci polozit
by = a1, by, = an/an—1 pre n>2)



Odtial

1 1 1 1
1 1 2 1 1 3 1
= 1— — — [ 2 i — 1= _ 18.
( 2n+n0 (nQ) +n n? + 0(n2)> 2n+0(n>

1 v—1
Ak teraz vyuzijeme, ze lim (2i +o0 (—)> =0 a lim ¢ = 1, dostaneme
n

n—oo n u—0 u

lim n( - 1) = lim n<e(n+2)ln(1—|—1/n) -1 1) = lim n<63/2n+0(1/n) - 1) =
n—o0 an+1 n—oo n—oo
i 3 1)\ e3/2n+o(l/n) _4 i 3 1 3
=GB\ T\n)) TEEereamy A"\ t\n)) T
. = nle
Podla limitného tvaru Raabeho kritéria teda rad Z ) konverguje.
nn

n=1

Poznamka. D’Alembertovo kritérium je $pecidlnym pripadom Raabeho kritérial®, teda ak konvergenciu
radu mozno vysetrit pouzitim vety 6, tak sa o nej d4 rozhodniit aj na zaklade vety 9. Opacnd implikdcia ne-
e n

nle .
plati; napr. konvergenciu radu Z skimaného v pr. 225.2, nemozno vysetrit pouzitim d’Alembertovho

nn+2 4

n=1
kritéria?: predpoklady tvrdenia b) tohto kritéria zrejme nemozu byt v tomto pripade splnené, pretoze — ako
uz vieme — nas rad konverguje; na zaklade tvrdenia a) vety 6 vSak o jeho konvergencii nevieme rozhodniit,

pretoze

lim su ntl _ lim su c = lim ¢ =1
el T, P A i T a R At Um0 (A 12

Poznamenajme, ze konvergenciu uvedeného radu nemozno vysetrit ani pouzitim Cauchyho kritéria, pretoze

. Llnlen . A1 . vn!
lim =e- lim — - lim =1
n—00 nnt2 n— 00 n2 n—ooo n

(k vipoctu lim,, o (¥/n!/n) pozri pozndmku za pr. 224).

226. Uvedte priklad radu, ktorého konvergenciu
1. mozno vysetrit pomocou Cauchyho, ale nie pomocou Raabeho kritéria;
2. mozno vysetrit pomocou Raabeho, ale nie pomocou Cauchyho kritéria.

Veta 10 (integrdlne kritérium). Nech f :[l,00) — R je nezdpornd nerastica funkcia. Potom rad
S0, f(n) konverguje (diverguje) prdve vtedy, ked limg_.oo flx ft)dt 2! je vlastnd (nevlastnd).

Specidlne, ak funkcia f je naviac spojitd, tak rad > oo, f(n) konverguje (diverguje), ak lim, . F(z),
kde F je primitivna funkcia k funkcii f, je vlastnd (nevlastnd).

ls(vly/ui)ﬂi sme, ze no(1/n?) = o(1/n), —1/n? = o(1/n), 20(1/n?) = o(1/n) a o(1/n) +o(1/n)+ o(1/n) =

a a
9ak limsup —4L < 1, tj. ak pre niektoré g € (0,1) plati 3ng € NVn € N, n > ng ntl < g,
n—oo (079) A,
a a
tak lim n( L 1> = 0o0; ak poéinajic niektorym ny je —t > 1, tak poéinajic tym istym no plati
n—0o0 An+41 n
a
n ( L 1) <0<«<1
An+1

Ymozno samozrejme néjst aj jednoduchsie priklady dokumentujice neplatnost opaénej implikacie
2'pomocou tejto limity sa definuje nevlastny Riemannov integrdl floo f(t)dt (pozri napr. [1])



227. Pouzitim integralneho kritéria vySetrite konvergenciu radov:

[e.e]
1
1. Z\/_n—l— 2.;5, p>0;

1
3.5 —— p>0; 4N — — p>0:
nz:: nlnPn’ 7 Z nlnn(lnlnn)p P

=1 arctg v/n + 2
g Elnn'; 0. Z

= Inn! nin?(n+1)

7

In(n+1) —lnn
7. E 5 :

! In“n

RieSenie. 6. Pretoze

arctgv/n + 2
2
lim nln“(n+1) :E,
n— 00 1 2
(n+1)In*(n+1)
arctg v/n + 2 1

o0
mé podla tvrdenia a) vety 4b) rad Z rovnaky charakter ako rad Z

— nin?(n +1) (n+1)In*(n+1)
ktoreho konvergenciu mozno vyéetri‘E pouzitim integralneho kritéria:
1
, kde : [1,00) — R je funkcia dand predpisom r) =
Zn+1)1n a D) Zf [1,00) i predp f(z)

1
= G 2( ) . Funkcia f je zrejme spojitd, nezdporna a nerastuca; jednou z funkcii k nej primitivnych
x n(x

o) 1 5
je funkcia F(r) = ——— . Pretoze lim, ., F'(z) =0, rad odla vety 10 konver-
/ (z) In(z + 1) (@) E n+1)In*(n+1) P Y
oo o0 Y
1 t 2
guje. Pretoze rady E a E w majui rovnaky charakter, konverguje aj rad

2 2
= (n+1)In"(n+1) 1 nln"(n+1)

i arctg v/n + 2

=t nin*(n+1)

228. Nech f:[1,00)— R je nezdporna nerastica funkcia. Potom
1. existuje koneend, lim, oo (S, — [ f(z) dz), kde Sy, := f(1) + f(2) +--- + f(n) 2%
2. akrad Y ;2 f(n) konverguje, tak platia nasledujice odhady:

/Oof(x)dgchg/oof(a:)derf(l),
1 1

/OO f(m)dngkg/Oo f@)de+ fk+1),
k k+1

+1
kde [ f(x)dr :=limy_oo [} f(z)dz, S je sticet radu S50, f(n) a Ry sticet jeho k-teho zvysku.
Dokazte!
229. Kolko prvych ¢lenov radu treba séitaf, aby sme nasli sicet radu

o0

E s chybou mensou nez 0.17

s chybou mensou nez 0.017

i

227 tohto tvrdenia priamo vyplyva veta 10; na jeho zéklade mozno opatovne dokdzat rovnost (3.2) z pr. 220




230. Uvedte priklad nezdpornej spojitej funkcie f: [1,00) — R takej, ze

1. rad >;2 f(n) konverguje a lim, o [i° f(t) dt = oo}

2. rad Y02 f(n) diverguje a lim, .o ;" f(¢)dt je konecna.

231. Vysetrite konvergenciu radov:

10.

12.

14.

16.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

n=1
o n'
> : ;
—alg+1)---(¢+n)
ilnn—l—sinn.

2 b
—n +2lnn
s n?+3 .
n=1n3 (3—281n ng)

[~
g
3
7N
—
+

\f) b>0,b#1,a>0;

S
Il
—

K
N
3
5
DN DN
S| 3
||+
[
|
—_
S~

S
Il
—

R
/N
5I-
|
=3
g
+
3 |
SN~—~7
S—

3
I

NE
<b|
S

3
I
—

> 1
nz::l In?sin(1/n) ’

SRl ol
(2n)! ’

n=1
> 1

D

;
5 ne In’n

11.

13.

15.

22.

24.

26.

28.

hE
Tls

n=1

o0 @

S T
= (In(n+ 1))/

n

NE

ﬂ- .
8 onr

n

3
I
—

hE

3
Il
i

>~ /0.001 ;
n=1

>, arctg (3 + 2(—1)") I
D N

0 nnJrl/n

7N
n=1 (n+ —)
n

iln n+3
' n2+4+4"’

1

o0
D Dwervirr

o0
Z n2e_\/

E nin?(1 +n@)

n=1



232. Nech a, >0, b, >0 (n € N). Co mozno povedat o konvergencii radu Y°°; ¢, , ak
a) ¢, = max{ay, by} ; b) ¢, = min{a,, b, }

1. rady > 02 an, Y ooy by konverguji;
2. rady >0l an, >opeq by diverguji;
3. jeden z radov Y 02 apn, Y ooy by, konverguje a druhy diverguje?

233. 1p. Dokézte logaritmické kritérium: Nech > >°, a, je rad s kladnymi ¢lenmi. Potom

ak liminf M
n—00 nn

> 1, tak rad > .2, a, konverguje;

, In(1/ay)

ak pocinajuc niektorym ng plati I <1, takrad > .2, a, diverguje.
nn

2. Vysetrite konvergenciu radov:

> 1
(ln lnn)lnn ’ ) Z (ln n)lnlnn )

n=2

234. 1. Ak {a,}>°, je nerastica postupnost nezdpornych éisel, tak rad >0°; a, mé rovnaky
charakter ako rady:

a0) 2p=102n ; b) Yntinag: ;
co) o0 naps ; do) 3520, 2"agn 2.
Dokézte!

2. Vysetrite konvergenciu radov:
o0 o0

a) Z . b) Z 1
i (n =)V = (Inn)lnn
> 1

c) —_—.
2 W

235. Nech {a,}>, je nerastica postupnost kladnych éisel a existuje lim 42n =: q. Potom

n—oo q,

plati: ak ¢ < 1/2, tak rad >;>; a,, konverguje; ak ¢ > 1/2, tak rad > .2 a, diverguje. Dokdzte!

3.3 Absolutne a relativne konvergentné rady

Veta 11. Ak konverguje rad > -, |ay|, tak konverguje aj rad >, | ay.

Konvergentny rad Y .-, a, sa nazyva absolitne (relativne) konvergentny, ak rad y. - | |a,| konverguje
(diverguje).

Poznamka. Pri vySetrovan{ konvergencie radu >~ |a,| (tj. pri vySetrovani absolitnej konvergencie

radu >.°7 . a, ) mozno pouzit kritérid z odseku 3.2. Pretoze rady vyhovujice predpokladom tvrdeni b) vety 6

n=1
alebo 7 nespliiaji nutni podmienku konvergencie?*, mozno d’Alembertovo a Cauchyho kritérium sformulovat
nasledovne?®:

*rovnaky charakter radov > °  a, a .-, 2"%aen mozno vyuzit napr. na vySetrenie konvergencie

Riemannovych radov > >~ (1/n?), p >0

24pozri tiez pozndmku k rieSeniu pr. 207

#tyrdenie b) Raabeho kritéria takto preformulovat nemozno; vyrok ,,ak poé¢inajic niektorym ng je a, >0
a n(lan]/|lant1]—1) <1, takrad >.7 , a, diverguje* totiz neplati (staci uvazovat a, = (=1)"/n?, p € (0,1],
pozri pr. 239.1)



Veta 6°. Nech ZOO_ an je rad s nenulovymi clenmi. Potom

a) ak limsup ‘ <1, tak rad >, a, absolitne konverguje;

n—o0 an

a
"> 1, tak rad oo | an diverguje.

b) ak pocinajic niektorgm no plati

mn

Veta 7°. Nech je dand postupnost {a,}3> ;. Potom
a) ak limsup /|a,| <1, tak rad Zzo:l an absolitne konverguje;

n—00

b) ak pre nekonecne vela n € N plati Ylan| > 1, tak rad ZZO:1 a, diverguge.

236. Dokazte, ze nasledujice rady absolitne konverguju:

00 2
(—1)"In*n n+1

10‘2_:2—71’ Zcosn arctg ——— B

n=1 n=1

= [ n?2+3 (—=1)" > 2" +n?
3 L | 1 . 4. 1 n(n+1)/2

z_: n3 +4n n( T >’ z_:( ) 3 nd

n=2 n=1

oo

(—1)(2n)!
PV e

1 1)
—————— —Ccos— | cosTn .
— <nsm(1/n) n

i

237. Nech je dana postupnost {a,}2 ,, definujme postupnosti {a,;}}>°,, {a, }5°; nasledovne

a

+ ) an, ak a, >0 o —a,, ak a, <0
n 0, ak a,<0 T 0, ak a,>0

Potom
1. ak rad >_0°, a, konverguje absolitne, tak rady Y 00, af, Y°0°  a, konverguju;

2. ak rad Y_0°, a, konverguje relativne, tak rady Y .00 at, >0 a, diverguji a plati

_SF
il g =L (3.3)

kde S (S;,) je n-ty ciastocny stcet radu > 02 abf (30, a,, );
3. ak konverguje prave jeden z radov > o2 at, > a;, tak rad Y00, a, diverguje.
Dokézte!

238. Rad > 02, a, je absolitne konvergentny prave vtedy, ked pre kazdud ohrani¢entd postupnost
{bn}22, je konvergentny rad >.0>; anby,. Dokézte!

Rad > 2 ,(-1)"a,, kde a, > 0 potinajic niektorym ny alebo a, < 0 poéinajic niektorym ng, sa
nazyva rad so striedavymi znamienkams.

Veta 12 (Leibnizovo kritérium). Nech {an}S, je rjdzomonotonna®® postupnost a lim, . a, = 0.
Potom rad 7 (—1)"*a, (ktory je zrejme radom so striedavymi znamienkami) konverguje a pre sicet R,
jeho n—tého zvysku plati odhad

|Ry| < Gpt1, meN. (3.4)

26tvrdenie zostane v platnosti, aj ked slovo ,,rydzomonoténna® nahradime slovom ,;monoténna“, v (3.4)
treba v tom pripade ostri nerovnost nahradit neostrou



Poznamka. Z vety 1 vyplyva, ze Leibnizovo kritérium mozno vyslovit aj v nasledujicej podobe:

Veta 12°. Nech postupnost {a,}°2; vyhovuje nasledujicim podmienkam:

1. lim, o an = 0;

2. existuje ng € N tak, Ze {a,}>2 ne J€ rydzomonotonna postupnost.
Potom rad Y, (—1)"a, konverguje.

Podobne mozno upravit formuldcie dvoch nasledujtcich kritérii — Abelovho a Dirichletovho (vety 13, 14)

aj formulaciu integralneho kritéria.

239. Vysetrite konvergenciu nasledujucich radov:

(=1t ) i (=)™ nn

)

M

n=1 nP n=1 \/ﬁ
s s 1 e T

3. z_: cos (Z + mr) sinﬁ ; 4. Z_:(_l)n (1 _ cos%) :
n=1 n=1

Y 5 32U
77,:2\/7_7’Vn+(_1)n7 n=1 % 7

7. isin(w /nZ ¥ K2) ; 8. i (—=1)"* ' Inln(n + 2) '

In(n +1)

M

n=1 n=1

Inn —1)"tlInn
RiesSenie. 2. Pretoze — > 0 pre vSetky n € N, je E )7
\/ﬁ n=1 \/ﬁ
preto na vysetrenie jeho konvergencie skiisime pouzit Leibnizovo kritérium. Musime teda preverit splnenie
predpokladov vety 12’:

1 1 1 1
1. lim a, = lim L T i =0 27 (navypocet lim 22 sme pouzili ’'Hospitalovo

n—oo n—oo \/_ r—00 \/— r—00 1/2\/5

pravidlo);

rad so striedavymi znamienkami,

2. ak pomocou prvej derivédcie vysetrime rast a klesanie funkcie f(x) =

nz
NG

1 Inx
E\/E_ 2y 2—Inzx

" RN f'(x) >0 pre z€(0,e?), f(z)<0 pre z¢€ (e?,0)),

(f'(x) =

o0
nn _
zistime, Ze funkcia f je klesajica na intervale [e?, o0); preto {—} 28 je klesajtica postupnost.

n

n==8
n+1 1 .
Rad Z © teda podla Leibnizovho kritéria konverguje.
. . v (2n— 1)” ;e . , . . > An+1
240. Ukazte, ze postupnost a, = — oy ma limitu 0. (Navod: dokdzte, ze rad Z In ——
(2n)! = an
[e.e]
2n — !
diverguje k —oo 2.) Na zdklade toho vysetrite konvergenciu radu Z(—l)”“%
n)!!
n=1
ZTpripomefime, Ze podmienka lim, _...a, = 0 je sdiéasne nutnou podmienkou konvergencie radu
S (=1)"a, (pozri aj pozndmku k rieSeniu pr. 207), preto z jej nesplnenia by vyplyvala divergencia
radu Y7, (—1)"a,
282 x5 7.389

2keby rad E In ia konvergoval, existovala by kone¢nd nenulova lim a,
an, n—oo
n=1 )



241. Kolko prvych élenov radu treba séitaf, aby sme nasli stcet radu
(1 n+1
1. E % s chybou mensou nez 1077 ?
n

" n+1
Z 5/22n s chybou mensou nez 10767

242. Rozhodnite o platnosti tvrdenia ,,ak {a,}%; je postupnost kladnych &fsel a lim, o a, =
=0, tak rad Y ;= ;(—1)"a, konverguje“!

Veta 13 (Abelovo kritérium)3°. Nech
L. rad Y07 | an konverguje;
2. {b,}2°, je monoténna ohranic¢end postupnost>'.
Potom konverguje rad 220:1 anby, .
Veta 14 (Dirichletovo kritérium)32. Nech
L. postupnost {S,}32, ¢ciastocnyjch sicétov radu Y o> | an je ohranicend;
2. {bn}5°, je monoténna postupnost a lim,_ . b, = 0.

Potom rad Y7 | anby, konverguje.

Skutoénpsf, 7e existuje k € N také, ze {b,}°2, je nerastica (neklesajica) postupnost s limitou a € R,
budeme v dalsom zapisovat b, \,a (b, / a)

243. Vysetrite konvergenciu nasledujucich radov:

o0 [o¢]
(—=1)" cos(m/n) n—1 1
b 2 2 V" T
n=1 n=1
00 100 0
5 E In"""'n sinﬁ ’ 4 E sin nx ;
n
n=1 n=1
>, cos nx >, sinnz 1\"
5. — 6. ) e
n=1 n=1
-’ i cosgn+7r/4) ; 8. i cosnz 1 ’
—= In“*(n+1) Inln(n + 2)
> sin?n ) s nsm2n
9.2 —— 10. > (-1)"——
n=1 n=1

RieSenie. 4. UkdZzeme najprv, ze postupnost {S,}72, ¢iastoénych sictovradu > 2  sinnz (kde 2 € R
je dané) je ohranicend. Pre x = kr (k € Z) je zrejme S, =0, n € N. Pre x # 2kn (k € Z) pouzitim
vzorca sinasin 8 = (cos(a — 3) — cos(a + 3))/2 dostaneme

S, = sinx+sin2x+---+sinnr = — (Smxsm——l—sm2xsm— —l—---—l—smnxsm—) =
sin — 2 2 2

2

= L l cosf—cos% +1 cosg—x—cos@ + —I—l cos n—1 T — CcOS n—l—l z||=
T sinE |2 2 2 ) 2 2 2 2 2 2 -
2
sin —n+1x sinnx
1 T 1 2 2 .,
= T cosg—cos n+§ x| = 7 .

92gin < -
Sln2 Sll’l2

30pozri tiez pr. 275 a 277

3tento vyrok je zrejme ekvivalentny s vyrokom ,,{b,}> ; je monoténna konvergentnd postupnost“

32pozri tiez pr. 275 a 276

3y suvislosti s tymto oznacenim odporic¢ame Citatelovi sformulovat Abelovo a Dirichletovo kritérium tak,
ako formuluje veta 12’ Leibnizovo kritérium (pozri pozndmku za vetou 12)



Teda S, =0 pre x=kr (k€ Z), |S,] < pre x £ kr (ke€Z).

)Sln 2‘

Teraz uz moézeme pouzit Dirichletovo kritérium: Nech je dané = € R; potom podla predchddzjiceho je

postupnost {S,}%; ¢iastoénych stétov radu >0 sinnz ohranicend. Stucasne — \, 0, preto podla vety 14
n

o0 .
sinnz )
rad E konverguje.
n

5 oo . 1 n -
6. Podla pr. 243.4 rad E SR konverguje, sucasne b, := <1 + —) /e 3, preto podla Abelovho
n
n=1
1 n
kritéria rad Z sin (1 + —) konverguje.
n=1 n
. C e, , >, sinnz .
Poznamka. Podobne, ako sme v rieseni pr. 243.6 od konvergentného radu Z dospeli ku konver-
n=1

sin nx

(e ]

gentnému radu Z
n=1 .

gentnych radov pokracovat:

ak {b,}>2, je monoténna ohrani¢enad postupnost, tak z vety 13 vyplyva konvergencia radu
=\ sinna 1\"
n n
n=1 . -
ak {c,}5°, je monoténna ohranitend postupnost, tak opdt z vety 13 vyplyva konvergencia radu

. 1 n .
S e (1 + —) bncn, atd.
n

1 n
(1 + —) , mohli by sme teraz na zdklade Abelovho kritéria vo vytvarani konver-
n n

]2

n=1 n
oo .
. . . sinnx ; .
Ukdzeme teraz navyse, ze pre x # kn (k € Z) konverguje rad E relativne. Konvergenciu radu
n
n=1

o0 o0 .
sin nz , sin nz
E sme dokazali v pr. 243.4, staci teda dokazat, ze rad E g diverguje. Vyuzijeme pritom
n
n=1 n=1

cosn

vysledok pr. 243.5, podia ktorého rad Z J konverguje pre kazdé y # 2km (k € Z).

n=1

Pretoze |sinal > sin®a = (1 — cos2a)/2, je

1 cos 2nx

1
- > — 3.5
|51n nx| 5n " an (3.5)
(2 o~ COS 2
Pre x # kn (k€ Z) je 2x # 2km, preto podla pr. 243.5 rad Z M — a teda aj rad — Z cosna
2n
n=1 n=1
v o 1 2 [ee] 1
— konverguje. Odtial vyplyva, ze rad Z <— -« nx) — ktory je stictom divergentného radu Z —
—\2n 2n — 2n
o0 . 2
a konvergentného radu — Z COSTnT diverguje.
= 2n

341, snazivy Citatel sa moze presvedéit, ze v pripade = = (2k + 1), k € Z, kedy — ako uz vieme — je
1
Sp =0 (n € N), skutoéne plati (cosg — oS (n + 5) J;) / (2 sin g) =0;

1 1
2. z rovnosti S, = 50tg§ — mcos <n + 5) x vyplyva, ze pre © # kr (k€ Z)rad ., sinnz
osciluje (neexistencia limity lim,, o cos(n + 1/2)z pre x # km, k € Z, sa dokédze rovnako ako v pr. 1.178)
35opétovne pripominame, 7e dokaz monoténnosti postupnosti (1 + 1/n)" je stcastou dokazu existencie

koneénej lim, oo (1+ 1/n)"



cos2nx
2n

1 — cos2nx
2

o0
7 rovnosti = sin® nx vyplyva, ze g (2— — je rad s nezapornymi ¢lenmi; mézeme
n
n=1

a z nerovnosti
2n 2n >

o0
.7 . s 7 , . . 1 cos 2nx
preto pouzit porovnavacie kritérium, podla ktorého z divergencie radu E (— —
n=1
oo .
sinnx
(3.5) vyplyva divergencia radu E g

n
n=1

244. 1. Ukéite, ze Leibnizovo a Abelovo kritérium mozno odvodit z Dirichletovho kritéria!

29. Nech k € N. Ak {a,}>2, je monoténna postupnost s limitou 0, tak rad >0% ,(—1

konverguje (].]

245. Vysetrite konvergenciu nasledujucich radov:

tu oznacuje celd ¢ast). Dokdzte!

- z:: lnn. 2 i lnn7

N i:: )n(n+1>/2 | N Z:l(—l)" (2;;—;(1)0)71;

5 i:; a2t 6. Zjl(—l)”nm(n jif;f;(n ol
7. Ticos (mr + g) In (1 + %) ; 8. 2(—1)”n —1\—/?00 :

v i \/5(4:71()—711)” ; o i(—ngQ 4n1+1 ’

11. i YD)/ V%H (1 + %)n ; 12. i(—n"miﬁzn :

" i:: i n 28111:1/%/8 ;

o 1_é+%_3_12+é_%+"'+2n1—1_3%+

246. Zistite, ktoré z nasledujucich radov konverguja relativne a ktoré absolitne:
n+1 1)n+1

L. Z 2. Z npt1l/n ;
n=1
= 2n + 1! = nt00
3. —1)ntt ( 4. _1yptn/2
nz::l( ) 2:5-8---(3n—1) nz::l( ) on
> In”n = (=1
5. 1t — 6 ;
T X
7 1+l+1_1_1_1+1+1+1_
’ 2 3 4 5 6 7 8 ’
> n 1 >, sinn
8. -1)" tg — ; 9. ) >0;
nz::l( S T v B Um n; o P
> cosn < osin
10.2_: o p>0; 11.2_: — ;
n=1 n=1
>, cosn - cos(1/n) > vn+1
2.y ———F—; 13 —1)mH ;
2 2 (1) Vn+2'

; .
\4/% n=1



oo . o0 .
(n+ 1)sin2n sin(nm/12)

14. —_— 15. —_—

z_: n2—Inn ' z_: Inn

n=1 n=1

>, sin2n - In’n
16. Z T, p>0.

n=1

[eS)
n=1

Hovorime, ze rad > 7, b, je (vznikne) prerovnanim radu an, ak existuje bijekcia p: N —N taka,

7€ by = appy, n € N.
Veta 15 (Riemannova veta o prerovnani). Nech > 2 a, je relativne konvergentny rad; nech

oo

ey On také, Ze

a,b e R*, a <b. Potom existuje prerovnanie 220:1 by, radu Y

a =liminf S, , b=IlimsupsS, ,

n—00 n—00
kde {S,}22, je postupnost ¢iastocnijch sictov radu Y .- | by.
Veta 16. Rad Y .,°, a, je absolitne konvergentny prdve vtedy, ked kazdé jeho prerovnanie konverguje
k tomu istému suctu.
247. 1. Zo vztahu
=lnn+C+e,,

El e

n
D
k=1

kde lim,, .oce, = 0 a C je Eulerova konstanta (pozri pr. 220 a pozndmku k pr. 228.1), odvodte
vztah

1 1 1 C
14+ -4 Z4... — InvV4 =
+3+5+ +2n—1 n n+2+77n,
kde lim, o np, = 0.
= (!
2. Najdite sucet radu E -~ a sucty nasledujucich radov, ktoré vzniknu jeho prerovnanim:
n
n=1
)1+1 1+1+1 1+1+1 1+
a _— = — _— = — _ = .
3 2 5 7 4 9 11 6 ’
11 1 1 1 1 1 1
b)l-—-———++-—=— -4 - — — — —
) 2 4+3 6 8+5 10 12+ ’
)1 11 1 1+1 1 1 1 1+1
C —_——— = —_ = — = _— — — — — — — — —_—
2 4 6 8 3 10 12 14 16 5

30. Nech rad °2° ; b, vznikne prerovnanim radu Y52 ;(—1)"*!/n tak, ze za kazdou skupinou p
za sebou nasledujucich kladnych ¢lenov ddme skupinu m za sebou nasledujucich zapornych ¢lenov.
Potom

E b,=In2+ —In— .
2 m

n=1
Dokéazte!
248. 1. 7Z rovnosti
i(_l)wrl E 36
— o —1 4
n=1
odvodte vztahy
1 1 1 . T C
14+ =4+ =4 = InV8k+—+—+19
T T T 3 nVeREF R T T
1 1 1 1 . T C
S T T T — Inv8k — — + =
IR T R — nVEk =g+ Tk

36t1to rovnost dokdzeme v pr. 344.2



kde limg .00 U =0, limg oo 7 =0 a C' je Eulerova konstanta.

0 -1 n+1
2. Najdite sucty nasledujicich radov, ktoré vznikli prerovnanim radu E (2;1:
n —
n=1
)1 1 1 n 1 1 1 1
. 3 7'5 11 159 ’
11 1 1 1
b)l+-—=-+-+——=
1+ 5 3 + 9 + 13 7 +

249. Pomocou rovnosti

najdite siucty radov

(RS RN A S SN S I

S T A e A FEAN =
11 1 1 1 1

21t mt s —mtmte g

3252 227 L

250. Dokézte, ze rad

1 1 1 1 1 1 1 1
+—=-=+t—==+t—=="—+—==+t—=—-——=+-,
V3 V2 Vb VT VA V9 VIT VB
= (-1
ktory vznikne prerovnanim konvergentného radu Z T, je divergentny.
n
n=1

251. Vysetrite konvergenciu radu

(pre p=1,2,1/2 ide o rady z pr. 247.2a), 249.1 a 250).

251. 1. Nech ¢ € N anech p:N—N je bijekcia takd, ze |p(n) —n| <c, n € N. Ak >°° a,

je konvergentny rad, tak jeho prerovnanie >°7°; a,nm) 38 konverguje k tomu istému stc¢tu ako rad
Y me1 an. Dokézte!

2. Néjdite sicet rad 1+Z o
4jdite sucet radu —= —_—
) 2 2

3.4 Cauchyho sucin radov

Cauchyho siucinom radov Y " a, a Y .o ob, nazgvame rad > o c,, kde ¢, = Y ;_arbp—k. Rad
o0 ~ i o0 o
N n—o Cn budeme oznacovat symbolom N e Om * N 0 On

Veta 17. a) Ak asponi jeden z konvergentnych radov ZZOZO A , ZZOZO bn, konverguje absoliutne, tak ich
Cauchyho sucin konverguje a jeho sictom je cislo (3.~ o an) (X probn)-

b) Ak rady ZZOZO an , ZZOZO b, konverquji absolitne, tak ich Cauchyho sicin konverguje absolitne.

3Todvodenie uvedenej rovnosti presahuje rdmec tohto textu (dokazuje sa spravidla dosadenim = = 0 do

, COSNT
rovnosti z? = — + 42 x € [—m, 7], ktord vyplyva z tedrie Fourierovijch radov (pozri napr.

[1, str. 40, pr. 2.4])

Brad > 07 | an teda prerovndme tak, aby sa ziadny jeho €len ,,nevzdialil“ zo svojho povodného miesta viac
ako o ¢ miest



253. Néjdite Cauchyho stuéin radov > 02 qa, a Y oo by, kde

qn+1
a)an:a/na by ="0", a#b; b)an:ma by =q" ;
on an 3n —1)"
C>an:_|a bn:_|§ d)an:_'a bn:( |) 9

2. Dokéazte rovnosti

00 1 00 (_1)77, 00 2 00
JENEL) (R e

n=0 n=0 n=0

254. Nech a, >0, b, >0 (n€N), rad > o>, a, konverguje, rad > o ; b, diverguje. Potom
Cauchyho stcin tychto radov diverguje. Dokazte!
= (1
255. Dokéazte, ze druhd mocnina konvergentného radu Z

n=1 \/ﬁ

(tj. jeho Cauchyho sicin
so sebou samym) diverguje.
256. Dokazte, ze Cauchyho sucin divergentnych radov

3G e (G )

n=1

je absolitne konvergentny rad.

257. Nech > >°  apn, > o2 by, si absolitne konvergentné rady, nech p:IN x N—N je bijekcia;
nech ¢, :=a;by, ak p(n) = (j, k). Potom } 77, ¢, je absolitne konvergentny rad, ktorého stic¢tom
je cislo (302 an) (X0l by). Dokézte!

3.5 Dalsie priklady

258. N4jdite sucet radov:

=1 Inn = 3n+4
1. — 40 . 2. o onrTE .
En[n—lnn] ’ nz::ln(n—kl)(n—kll) ’
n®—1 - 1
3. 1 4. _;
Enrﬁ—l—l nz::On!(n—l—Z)’
V3 - 1
5. Z arctg n(2n = 1) 6. ; arctg o7
T =1 T
7.;1ncos2—n, x € (—m,7); 8. 2222— om0 x € (—m, 7).
1 .
259. Nech m € N, nech a, .= ———— (k € N), kde {u,}>2, je aritmetickd postupnost
UkUk+1 " " Uk+m
- 1
nenulovych ¢isel s diferenciou d # 0. Potom E a, = — . Dokazte!

mduits -+ U,
n=1

260. Nech {a,}5°; je ohrani¢end postupnost redlnych é&isel; definujme funkciu f:[0,1]— R predpisom

pritom kladieme (—1)°:=1
107 tu oznacuje celi ¢ast



! = a
Potom f € R[0,1] a /0 f(z)dx = ;Wil) . Dokézte!
261. Ak a, >0, b, >0, ¢, >0 (n€N) arady Y oojad, Yoo b3, > ¢ konverguju, tak
konverguje aj rad Y o, anbncy,. Dokdzte!
262. Ak {a,}>; je nerastiica postupnost nezdpornych éisel a rad Z \/_ konverguje, tak konverguje
ajrad > oo a?. Dokdzte! (Ndvod: vyuzite pr. 211.1.)
263. Fibonacciho postupnosf {an}22, je definovand nasledovne: a; = a2 = 1, apnta = an + ant1

(n € N). Dokdzte, ze rad Z — konverguje.

n= 1

264. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:

> o0
—n/3 .Y 2n)!arctg (1/3™)
I MUl 1 2. 3 .
;n e nz::l n! ’
> o0
(n+1)H" n!
) (ptn—1) 1 = (2n- 1’ 1
5. . 6. (2n —DINT 1 1.
; n! \/ﬁ7 nz::l (271)" ’I’Lq7 q=> 5
. n! p
7. 7 >0;
;( (g+1)- (q+n—1)> 4
8. V2+V2-v2+ 2—\/2+\/§+\/2— 2+V2+V2+
(névod: /2 = 2sin(m/4) = 2cos(n/4)) ;
9. V24 V2 VB+ /2= V2T VB \/2—\/2+¢T
mn? o0 N7
10. Y tantd) 11. 1— ( cos— 0-
;COS2(ng+an+ﬂ)7 ;( (CObnp> >7 p> )
[ee] 1 n\ P [ee] 1 n+1 1 n
12. —(1+= : 13. 1+ — (1 .
712—:1(6 (+n)) ’ nz::l (+n) (+n—|—1> ’
oo 1 s
14.7;341‘CCOS\/1—$; 15.§<g—arcsinnil> ;
© a4l nlnn o
16.2(pn+q> , p>0,9>0; 17.Zx/n+_a—\/m
18. i (nl/(n2+1) _1> ; 19. i (alnn+b)/(clnn+d) :
n=1 ot
0 bl/n+cl/n
20. Yn 2 TZ b .
0;(‘1 5 ) a>0,b>0,¢>0;
= 1 1 i n2n
21. In— —Insin— ), p>0; 99,
nz—:l< npP np) ;(n+a)(n+b)(n+b)(n+a)
> 2 0o 1/n
23. Za (blnn+cln n)7 a>0; " \/—2dx
n=1 1 0 ].+.’,C

(n+1)7
25.2%; 26.2/ " smxdaz;

0



e o] n+1
7\/5 . Sll’l!L‘
27.;/71 e Vodx 28. Z/ 1+x :

> 1 In(1+1nn)
29. —_—— 30.
7;’ n? In?n(lnlnn)"’ Z VnA+3n2 +1 In®(n +2)

In (e™ + n?) In(n? —n+1)

31, S e o) 32.
; n2In’(n+1) nz::l arcsin? (el/vm — 1)
3.3 ! - 3.3 ! '
.n:2(ln2)2+(ln3)2+...+(lnn)2 7 .nzln 1+l+...+l 7
2 n
1 .
35.2 : 36.2\/_+\/_+ —I—\/ﬁ'
“ Yn(n+1)(n+2)---(2n) —

265. N4jdite postupnost {a,}22; kladnych &isel takid, ze lim, .oca, =0 arad > .-, a? diverguje pre
kazdé p > 1.

266. Dokazte nerovnosti:
o0
T T T 1
—— < —_ < =, ceR; 2. - 1
2 ; a2 20 " (r+1).

Z\/nn—i—l 2

l\.')|=]

odvodte Bertrandovo kritérium: Nech

267. Na zéklade porovnania radu Z an s radom E

n=2
> | an jerad s kladnymi ¢lenmi. Potom

1. ak existuje p > 1 tak, ze poc¢inajic niektorym ng plati

Inn - (n (aj’; - 1> - 1> >p, (3.6)

A

tak rad > 7 | a, konverguje:

2. ak pocinajic niektorym ngy plati Inn - (n ( — 1) — 1) <1, takrad Y2, a, diverguje.

Ap41

268. Nech f:[1,00)— R je kladnd nerasttica funkcia a ¢:[1,00)— R je kladnd diferencovateln rastica
/
funkcia vyhovujica podmienke ¢(z) > x. Nech existuje lim He@) ¢'(@) =:A (¢ R"). Potom

s—o0  f(2)
1. ak A <1, takrad >, f(n) konverguje;
20. ak A >1, takrad > .2, f(n) diverguje.
Dokazte!
269. Nech {a,}22, je nerastica postupnost s limitou 0. Potom rad > -, a, mé rovnaky charakter ako
rad > °_ pm2™™, kde py, je pocet prvkov mnoziny {an; a, > 2™} (pritom @ pokladdme za O-prvkovi
mnozinu). Dokézte!

270. Zistite, ktoré z nasledujicich radov konvergujui absolitne a ktoré relativne:

. L G VA

L3 e * LG oy

- (=p"+! ) =, sin(nw/4)
3. 2_: (vVn+ (=1)n+iyp 4 ;np+sin(n7r/4) '
5.§:1n(1+ l)ngl) G.Zp ) - p-ntl),

= n (2n =1 sin nx
7. 7;(_1) (W) ; 8. ;m, € (0,7) ;
9 1 1 1 1 1 1
I TR VI TR T



271. Nech rad Y0, an splita nutni podmienku konvergencie a nech ¢ € N. Nech {pn}52, je rastica
postupnost prirodzenych ¢isel takd, ze p1 =1 a ppy1—pn < c¢, n € N. Potomrady > .7 a, a > oo Ay,

kde A, := Zg"i 1p_ ! ar *', maji rovnaky charakter. Dokazte!
- n

272. ,Uzétvorkujme® rad >~ a, tak, aby ziadna zdtvorka neobsahovala ¢leny s opaénymi znamien-
kami. Potom rad Zjolo:l an a uzdtvorkovany rad majui rovnaky charakter. (Korektnejsiu formuldciu zadania
prenechavame Citatelovi.) Dokézte!

273. Relativne konvergentny rad mozno ,,uzatvorkovat “ tak, aby vznikol absolitne konvergentny rad. (Aj
v tomto pripade prenechdvame presni formuldciu ¢itatelovi.) Dokézte!

274. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:
(o) . . o0 3
sinn sinn n’+1
1. —— —sin [ —— ; 2. i ;
> (5 - (7)) X ()
o0 o0
1 2 _pn(n+1)/2
3.3 —— cos P ;
In“n n+1 Vi/n+ (=17

n=2 n=2

(=1)» =, sinn
1 -11; 6. —_—
\/ + vn ’ nz:ln—l—sinn ’

o0

sin(n+1/n) o . (sinn)

n=2

9. E sinm(2 4+ v/3)" (névod: vysetrite konvergenciu radu > oo sin7(2 —v/3)") ;
n=1

an 1, ak n=5k+1,5k+2

10. nin(n+1)’ kde an:{—l, ak n=5k,5k—1,5k—2 ~

keN ;

M8|

n=3

11. i
n=1

(_1)[lnn]

7(_17);%] ; 12. iin :

275. Nech S, je n—ty Ciastocny sucet radu fo:l b, , nech lim,_, a,S, = 0. Dokazte, ze ak konverguje
jeden z radov Y07 anbn, Y oo (an — ant1)Sn, tak konverguje aj druhy z nich a platid - | anb, =

=" [ (an — ant1)Sn. Dokdzte!
276. Dokézte, ze rad > | a,b, konverguje, ak st splnené nasledujiice podmienky:
(i) postupnost {S,}52; ¢istoénych suctov radu Y -, b, je ohranicens;
(ii) rad Yo7 (@, — ant1) absolitne konverguje;

(iii) limy,— oo an = 0.

277. Dokazte, ze rad Y .-, anb, konverguje, ak si splnené nasledujice podmienky:
(i) rad Y7, b, konverguje;

(ii) rad Y7 (@, — an+1) konverguje absolitne.

1)n+1

278. Dokazte, ze pre stucet S, radu E (_7

1
" (p>0) plati odhad §<Sp<1.

n=1
)

279. Nech p, m € N; nemeniac poradie ¢lenov harmonického radu E —, zmenme ich znamienka tak, aby
n
n=1
vzdy za skupinou p kladnych ¢lenov nasledovala skupina m zapornych ¢lenov. Takto ziskany rad diverguje

(konverguje), ak p #m (p = m). Dokdzte!

tedarad Y 0 | a, ,uzdtvorkujeme* tak, aby ziadna zdtvorka neobsahovala viac ako ¢ ¢lenov



oo
-1 n+1
280. 1. N§jdite také prerovnanie radu ZL, ktorého sucet je dvojnasobkom suctu radu
n

n=1

)n+1

1)n+1

oo
2. Najdite divergentné prerovnanie radu Z (—

n
n=1

281. Nech 22021 a, je relativne konvergentny rad, a,b € R*, a <b. Nech 22021 b, je také prerovnanie
radu Y 07, an, Ze limsup, . S, = b, liminf, o S, = a, kde {S,}32, je postupnost ¢iastoénych suctov

radu > oo b, *2. Potom aj kazdé &islo z intervalu (a,b) je hromadnou hodnotou postupnosti {S,}5% ;.
Dokézte!

282. Nech ag # km, k € Z, definujme postupnost {a,}22, nasledovne: a; = sinag, ap41 =
=sina, (ne€N).

1. Dokézte, ze rad > > (a, — sina,) je konvergentny. Na zdklade toho dokdzte konvergenciu radu
Do Gy

2. Dokézte, ze rady Y oo, In(ani1/an) a > oo, a? diverguju.

3. Vysetrite konvergenciu radu Y.°7 , a,z", = € R.

n=1
283. Vysetrite konvergenciu radu >~ ; a,, kde

3 (-1)"
l.ay=1, an+1:<——|—( )

4 2

2. a1 =sina, apy1 =(—-1)"sina,, neN;

)an, neN;

3.a1=a>0, an+1:1n(1+an), neN;

4. a1 =a €R, an+1=an—afl, neN.

284. Akrad ) .7 | ane” "0 konverguje, tak rad Y ; aye” ¥ konverguje absolitne pre kazdé x > .
Dokézte!

285. Akrad Y 07 a,n"? (p>0) konverguje, tak

1 n
5 D =0,
k=1

Doka&zte!

286. Nech > ° | a, je divergentny rad s kladnymi ¢lenmi. Potom

Qnp . .
1. rad E diverguje;
n=1 1 +an

a
2. rad E S—Z, kde S, je n—ty ciastoény sucet radu > -, an, konverguje pre p > 1 a diverguje pre
n

n=1

p<1
Dokézte!

287. Nech Y7 a, je konvergentny rad s kladnymi ¢lenmi, nech R,, := ZZO:nH ar. Potom

konverguje.

o0 oo
Qn, . . 27
1. rad — diverguje; 2. rad
2T, 2V,
Dokézte!
288. Ak {a,}2, je nerastica postupnost a lim, .o a, =0, takrady > o" an a > oo n(ay, — ani1)
maju rovnaky charakter. Dokazte!

289. Uvedte priklad konvergentného radu S°°° | a,, takého, ze rad > 00 | a2 diverguje.

“2pozri vetu 15



290. Nech Y7 | a, je divergentny rad, pricom {a,}32; je nerastiica postupnost s limitou 0; nech ¢ € N
a {pn}32, je rastica postupnost prirodzenych ¢isel takd, ze p,+1 — pn < c. Potom rad Y 02 | ap, diverguje.
Dokazte!

291. Ak rad > o7, a, s kladnymi élenmi konverguje, tak existuje postupnost {b,}52 taka, ze b, /" oo
arad > o0 an,b, konverguje. Dokdzte!
292. 1. Nech S,,, 0, je n-ty Ciastotny sicet radu Y | an, Y ooy bn; pricom Y.~ by, je divergentny
S.
rad s kladnymi clenmi. Ak lim < =%, tak lim 2% =k (k€ R*). Dokazte!
n—o0 bn n—o0 o'n
2. Dokédzte Stolzovu vetu: Ak {y,}5°; je rastica divergentnd postupnost a existuje lim Int1 7 Tn ,
r n—=00 Yn+1 — Yn
tak existuje aj lim == a plati

n— oo yn
lim Xn = qjyp Entl " In
n=00 Yn n—=00 Ynt+1 — Yn
3. Vypocitajte limity:
1p=1 pop=1 4 ... 4 pr-1
a) lim , p>1;
n— oo nb
1p—1 pop=1 4 ... p—1 1
b) limn( ha roern ——)7 p>1.
n—oo n p
4. Nech S, je n-ty ¢iastocny sucet divergentného radu >~ ; a, s kladnymi ¢lenmi; nech lim n o,
n—oo
Potom N . "
lim =1 W5k
n—oo In Sn
Dokazte!

293. Ak {a,}>, je ohranitend (neohrani¢end) rastica postupnost kladnych é&isel, tak rad

Z (1 _ > konverguje (diverguje). Dokazte!
1
on

Ap+1
n
(an)

n

n=1

294. Nech f:[0,00) — Ry je rastica konkdvna funkcia takd, ze HH}) f(x) =0 arad E f(
o n=1
/

oo

o0
konverguje. Potom plati: ak Zan je konvergentny rad s nezdpornymi ¢lenmi, tak aj rad Z

n=1 n=1
konverguje. Dokézte!



