Uvod

So vstupom do tretieho tisicrocia vstupuje ludstvo do veku, ktory sa bude pravom charakterizovat
privlastkom informacny. Sme a stale viac budeme zahrnovani mnozstvom informaciii najroéznejsieho
druhu. Tlag, televizia, rozhlas so svojimi pozemskymi i satelitnymi verziami a v poslednej dobe hlavne
internet su zdrojmi stale vicsieho mnozZstva informéacie. Mnozstvo informaécii vznika, prenasa sa a
spracovava sa v suvislosti s ¢innostou $tatnych a regionalnych tradov, vyrobnych podnikov, béank,
poistovni roznych fondov, §kol, zdravotnickych zariadeni, policie, bezpecnostnych sluzieb, i samotnych
obcanov. NajcastejSim operaciami s informéciou je jej prenos a ukladanie, spracovanie a vyuzivanie. V
poslednej dobe rastie tiez vyznam jej ochrany pred odcudzenim, zneuzitim ¢i neautorizovnou zmenou.

Technoldgia prenosu, ukladania a spracovavania informécie podstatne ovplyviluje rozvoj Iud-
skej civilizacie. Literatira uvadza ako prva informacéni revoliciu vynajdenie pisma. Dovtedy tstne
odovzdéavana informécia sa uloZenim dala prendsat v priestore i ¢ase. To sposobilo, Ze civilizcie ovla-
dajice pismo zacali predbiehat dovtedy rovnako rozvinuté spolo¢enstva — dodnes sa najdu niektoré
kmene v zabudnutych castiach sveta stale zijice v dobe kamennej. Druht informacéni revolaciu spo-
sobilo vynéjdenie knihtlace. MoZnost Sirenia ifnormécie medzi §iroké vrstvy Tudi spdsobilo enormny
narast vzdelanosti a dalo zaklady pre priemyslent revoltciu a vznik modernej industridlnej spoloc-
nosti a viedlo k stucasnej vedeckotechnickej revolucii. Tretia informaéné revoltcia sa spaja s rozvojom
vypoctove] a komunika¢nej techniky a s jej schopnostou ukladat, prenasat a spracovavat enormné
mnozstvo informécie. Oslobodenie informacie od jej materidlneho nosic¢a pri prenose a obrovska kapa-
cita ukladacich médii spolu s poc¢itacovym spracovanim sa povazuje za nastroj rozvoja s nedoziernymi
dosledkami.

Na druhej strane je vSak sucasnd rozvinuté spolo¢nost ovela zloZitejsie organizovana. Globalizacia
sveta je jednym z charakteristickych javov stucasnosti. Ekonomiky jednotlivych krajin uz nie st
izolované — charakteristické st nadnarodné spolo¢nosti. Dnes pravdepodobne neexistuje zlozitejsi
vyrobok, ktory by bol vyrobeny len v jednej krajine. Podstatné problémy krajin prerastaju ich hranice
a stdvaja sa celosvetovymi. Takymi s ochrana Zzivotného prostredia, globalne oteplovanie, jadrova
energetika, nezamestnanost, medzindrodna kriminalita atd. RieSenie takychto problémov vyzaduje
stcéinnost vlad, manazmentov velkych podnikov i sprav vicsich a mensich regiondlnych celkov, miest,
obci i samotnych obcéanov, ¢o je nemoZné bez prenosu informacii medzi jednotlivymi subjektami.

Uvadza sa, ze pad Rimskej rise mal viac pri¢in — od vnutorného rozkladu spoloc¢nosti az po najazdy
barbarov, ale aj to, Ze vladny informaény systém nebol adekvatny rozlahlosti izemia a hierarchicke;
struktire politickej organizacie rise.

Jednou z tlohu kazdej modernej spolo¢nosti je teda budovat dostato¢ne vykonnu sief na prenos
informécii a optimalne ju vyuzivat. Vystavba spojovacich sieti je v8ak velmi nédkladné a preto Casto
stojime pred otazkou, ¢i je uz dané spojenie vyuzité na maximum kapacity, alebo sa da pouzitim
nejakej optimalizac¢nej metddy preniest cez toto spojenie viac informécie.

Dat fundovant odpoved na thto otdzku nebolo a dodnes nie je lahké. Pouzitie optimalizac¢nej
metddy vyzaduje vytvorit matematicky model zdroja informécie, prenosovej cesty, dejov a procesov,
ktoré sa odohravaju pri prenose informécie. Tieto problémy sa zacali velmi nistoj¢ivo ohlasovat po II.
svetovej vojne. Nebolo ich mozné zaradit do ziadnej dovtedy etablovanej matematickej disciliny. Musel
teda vzniknat novy vedny odbor — tedria informécie. T4 sa stala sicastou vtedy vznikajlicej vedy
o riadeni — matematickej kybernetiky, ktord postupnym vyvojom vrastla do eSte mladsej vedeckej



discipliny — informatiky.
Teoria informacie deli prenos informécie na nasledujtce fazy:

e vysielanie sprav zo zdroja
e kdédovanie sprav v kdderi
e prenos cez informacny kanal

dekdédovanie v dekdderi

e prijem sprav u prijemcu

Ak chceme definovat kapacitu prenosového kandla, moézeme postupovat analogicky ako pri defino-
vani jeho fyzikalnych analégii. Kapacita krizovatky je maximum z poctu vozidiel, ktoré nou prejda za
jednotku casu. Kapacita vodovodného potrubia je maximélne mnozstvo vody, ktoré nim pretecie za
jednotku éasu. Kapacitu informac¢ného kanéla je potom celkom prirodzene definovat ako maximalne
mnozstvo informécie, ktoré moze preniest za jednotku ¢asu.

Na to vSak treba kvantifikovat informéciu, t.j. uréit, ako ju meraf a definovat jej jednotkové
mnozstvo. Tu by mohol nesktiseny mlady adept informatiky podlahnit pokuseniu stotoznit mnozstvo
informécie s velkostou stboru, do ktorého sa tdto informécia zapise. Kto si vSak spomenie na
komprimac¢né programy (PKZIP, ARJ, RAR, ... ) zisti, Ze existuje vela plnohodnotnych spésobov
zapisu, t.j. zakédovania tej istej informéacie do stiboru, kazdy z nich vedie k inej velkosti vysledného
suboru. Informéciu teda nie je mozné ztotoznif s datami, ktoré predstavuji jej zéapis.

Podobne by sme mohli kapacitu kanéla definovat ako maximum poc¢tu bitov, ktory kandl prenesie
za jednotku casu. Tato definicia by obstala v pripade bezchybnej prace kanala. Ktory realny kanal
vSak dokéze preniest data bez najmensej chyby? Redlne prenosové cesty su v prostredi silného
priemyselného elektrického ruSenia, Sumu, statickych atmosferickych vybojov a mnohjych dalSich
rusivych vplyvov. V redlnom informaénom kanali sa informécia pri prenose moze ¢iastoéne zmenit
alebo i stratit (skuste pod Linuxom prikaz: ping fm.vse.cz). Uréit kapacitu takéhoto kanéla so Sumom
je uz znacny teoreticky i prakticky problém.

Predstavme si, Ze stojime pred nasledujicim problémom: Cez dany kandl sa nam nedari pre-
niest bez zdrzania informacie z nejakého zdroja. Je to skuto¢ne zapri¢inené len nizkou kapacitou
kanala, alebo je chyba v nespravnom kddovani? Tu treba charakterizovat a kvantitativne ohodnotit
informac¢nt vydatnost zdroja — jeho entropiu.

Potom uz mala tedria informaécie jasne vytycent cestu k jednému zo svojich najdolezitejSich
vysledkov — Shannonovej vete: Ak je entropia zdroja mensia neZ kapacita kandla, potom vZdy existuje
kddovanie, ktoré umozni preniest sprdavy zo zdroja cez kandl bez zdrZania s dostatocnou presnostou.
Obratena veta zase tvrdi, ze ak je entropia zdroja vicSia neZ kapacita kanala, takyto prenos nie je
mozny.



Kapitola 1

Informacia

1.1 Moznosti a sposoby zavedenia informacie

Ak ziadame informéciu o odchode rychlika Tatran zo Ziliny do Bratislavy, mozeme ju dostat v
presnej forme nasledujicej vety: ,Rychlik Tatran do Bratislavy odchaddza zo Zilliny o 20 hodine 19
minute.“ Priatel, ktory si nepamiitd presne nam vSak moze odpovedat nasledovne: ,Neviem presni
mindtu, ale uréite Tatran do Bratislavy odchadza zo Ziliny medzi 20:00 a 21:00.“ Ak nas zaujima,
aka je predpoved teploty na zajtrajsi defi, dostaneme ju nasledovne: ,,Zajtra sa bude teplota vzduchu
pohybovat medzi 18 az 22 stuptiami Celsia.“ Student informuje svojich rodi¢ov o vysledku skusky
vetou: ,,Zo skusky z algebry som dostal dvojku.“ Alebo len stru¢ne: , Skusku z algebry som urobil.*
Na zaciatku futbalového zapasu reportér odhaduje: ,Na stretnutie sa prislo podivat 5 az 6 tisic
divakov.“ V priebehu stretnutia, potom, ¢o dostal presné daje od usporiadatelov, spresiiuje: ,Na
zapas prislo 5764 platiacich divakov.“

Kazdy z uvedenych vyrokov nesie so sebou isti informéaciu. Intuitivne citime, Ze presna odpoved o
odchode vlaku (20:19) obsahuje viac informécie ako priatelova (medzi 20:00 a 21:00), hoci aj ta4 druha
je pre nas v ¢ase nudze uzito¢né. Kazdy bude tiez suhlasit, ze ,skaska za 2“ nesie viac informécie ako
puhe ,urobil som“. Podobne udaj 5764 platiacich divakov nesie so sebou viac informécie ako odhad
5 az 6 tisic divakov.

Rychlik Tatran méze odchadzat o 00:00, 00:01, 00:03 ... 23:58, 23:59 — existuje 1440 moZnosti
odpovede. Pre vysledok skusky z algebry existuji v nasom hodnotiacom systéme len 4 moznosti.
Lahsie uhddneme vysledok skusky z algebry ako hodinu a mintitu odchodu rychlika. Intuitivne citime,
ze v presnej odpovedi na otazku o odchode vlaku je viac informacie ako v odpovedi o vysledku sktsky.
Ako v8ak kvantifikovat mnozstvo informécie?

D4 sa predpokladt, Ze informécia bude definovand ako redlna funkcia, ktora kazdému prvku z
nejakej mnoziny A priradi nezdporné redlne ¢islo — mnozstvo informacie. Prvy problém spociva v
Specifikovani mnoziny A. Na prvy pohlad by sa mohlo zdat vhodné brat za mnozinu .4 mnozZinu
vyrokov. Pracovat s vyrokmi v8ak nie je velmi pohodlné. RadsSej by sme mali do ¢inenia s nejakymi
StandartnejSimi matematickymi objektami. Kazdy vyrok nesici informéciu je vlastne veta v tvare:
,Nastal jav A.“ resp. ,Nastane jav A.“ Tu mozno jav A povazovat za podmnozinu istého zakladného
priestoru €2, presnejsie za prvok o-algebry A podmnozin zdkladného priestoru 2.

Definicia 1.1. Nech 2 je mnozina, ktortt budeme volat aj zdkladny priestor. o-alebrou podmnozin
zékladného priestoru 2 nazyvame taky systém A podmnozin mnoziny 2, pre ktory plati:

1. Qe A (1.1)

2. Ak Ac Apotomaj A® =(Q—-A)c A (1.2)

3. Ak A,eApren=1,2,...,00, potom aj UAnG.A. (1.3)
n=1
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o-algebra teda obsahuje zdkladny priestor 2, s kazdou postupnostou mnozin obsahuje aj ich
zjednotenie a s kazdou mnozinou A obsahuje aj jej doplnok A®. D4 sa Tahko ukazaf, ze o-algebra
obsahuje prazdnu mnozinu (), a s kazdou postupnostou mnozin obshuje aj ich spoloény prienik.

Ak teda vezmeme za mnozinu A o-algebru podmnozin nejkého zakladného priestoru, mame
prvy problém vyrieSeny. Druhym problémom je, ako zaviest redlnu funkciu I : A — R (kde R je
mnozinarealnych éisel) tak, aby hodnota I(A) pre A € A vyjadrovala informéciu, ktora dostaneme
v spréave, ze nastal jav A.

V analogickej sitacii sme boli, ked sme zavadzali pravdepodobnost na o-algebre A. Tu sa dalo
postupovat trojako:

a) elementarne. Predpokladdame, ze Zakladny priestor €2 pozostava z koneéného poctu n rovnako
pravdepodobnych elementarnych javov; pravdepodobnost kazdého z nich musi byt rovna % Za prvky
o-algebry A berieme () a vSetky konecné zjednotenia elementarnych javov. Potom kazdej mnozine
A € A priradime pravdepodobnost *, kde m je pocet elementdrnych javov obsaZenych v tejto
mnozine. Tento postup mozno zovSeobecnit aj pre pripad, kedy elementdrne javy maji nerovnaké
pravdepodobnosti p1,p2,...,pn, kde p1 +p2+ -+ +p, = 1.

b) axiomaticky

¢) pomocou znamych pojmov — normovanej miery na meratelnom priestore (£2,.4)

Zakladnou vlastnotou pravdepodobnosti P(A) na mnozine A je aditivita — pre A, B € A také, ze
ANB=0je P(AUB) = P(A) + P(B). Pre ifnorméciu I(A) vSak o¢akdvame, ze ak A C B, potom
toho vyplyva, ze [(AUB) < I(A), I(AU B) < I(B), a preto pre nenulové I(A), I(B) nemdze platit
I(AuB)=1I(A)+ I(B).

Mygslienka dalsieho postupu je nasledovnd. KedZze bindrna operacia + : R x R — R nevyhovuje pre
vyjadrenie informacie disjunktného zjednotenia pomocou informécii zloziek, zavedieme ini operaciu
@ : R xR — R, pomocu ktorej bude platit (AU B) = I(A) & I(B) pre fubovolné A € A, B € A,
AN B = (). Pochopitelne, zatial nevieme, ¢i vobec také operacia existuje, a ak existuuje, ¢i ich je viac
a ako sa od seba lisia.

Spisme si, aké vlastnosti o¢akavame od informacie

I(A) > 0 pre vsetky A € A

I()=0

Ak Ae A, Be A, AnB =10, potom I(AUB) =I(A) & I(B)
Ak A, — A, potom I(A,) — A.

Ll
~ o~~~
= = =
~N O Ot =~
— — — —

Vlastnost 1. hovori, Ze mnozstvo informécie je nezaporné ¢islo, vlastnost 2. hovori, Ze z toho, ze
nastal jav Q neziskame Ziadnu informéciu. Vlastnost 3. hovri, Ze informéciu disjunktného zjednotenia
javov dostaneme z informécii jednotlivych javovo pomocou operacie & a posledné 4. vlastnost hovori,
ze ak A =2, A, alebo A =7, Ay, potom I(A) = lim,_.o I(Ay), t.j. Ze informécia je v istom
zmysle spojitd na A.

Majme dva javy A, B ktoré so sebou nesu informaciu [(A), I(B). Moze sa stat, ze skutoénost,
Ze nastal jeden z nich nedava ziadnu informaciu o druhom. V tom pripade je informécia I(A N B)
javu I(A N B) rovna sactu informécii oboch javov. Z toho nasledujica definicia:

Definicia 1.2. Hovorime, Ze javy A, B st nezavislé, ak plati

I(AN B) = I(A) + I(B) (1.8)
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Teraz zosumarizujeme vlastnosti binadrnej operacie &

1. z0y=ydx (1.9)
2. z®y)Pz=cd(yd2) (1.10)
3. I(A)aI(A% =0 (1.11)
4. ®:RJ xRy — R je spojitd funkcia dvoch premennych (1.12)
5. (z+2)®@Wy+2)=(xdy)+2 (1.13)

Vlastnosti 1. a 2. vyplyvaju z komutativity a asociativity mnozinového zjednotenia. Vlastnost 3.
mozno odvodit z poziadavky I(€2) = 0 nasledujticou postupnostou rovnosti

0=1(Q)=I(AUAY) =I(A) & I(AY)
Vlastnost 4. — spojitost je prirodzend poziadavka vyplyvajica zo 4. poziadavky na spojitost infor-
macie I.

Ostéava objasnit, odkial sa vzala poziadavka 5. Majme dva disjunktné javy A, B také ze A je
nezavislé od C' a tiez B je nezavislé od C. Ak sa z toho, ze nastal jav A ni¢ nedozviem o jave C' a ani
z toho, Ze nastal jav B ni¢ nedozviem o jave C, potom ani z toho, Ze nastal jav A U B nedostanem
ziadnu informéciu o jave C, a teda javy AU B a jav C su nezavislé. Oznac¢me z = I(A), y = I(B),
z = i(C) a pocitajme informaciu I (AU B)N(C))

I((AUB)NC)) =I(AUB)+ I(C) = [(A) & I(B) + I(C) =z ® y + 2 (1.14)

(AuB)NC)=1(AnC)u(B)NC)) =
=IANC)aI(BNC)=(I(A)+IC)e(IB)+I(C)=(z+z2)®(y+2z) (1.15)
Porovnanim vztahov (1.14), (1.15) dostaneme ziadant vlastnost 5.
Veta 1.1. Nech bindrna operdcia & vyhovuje axiomam (1.9) aZ (1.13). Potom
bud x @y = min{z,y}, (1.16)
alebo x®y = —klog, (2—% + 2—%) , kde k > 0. (1.17)

Dékaz tejto vety je zlozity, ¢itatel ho majde v [5].
Zaujimavé ale je, ze (1.16) je limitnym pripadom (1.17) pre kK — 0+. Nech najprv x = y a teda
min{z,y} = z. Potom

—klog, (2—% + 2—%> = —klog, (2.2—%) — —klog, (2<—%+1>) = (2

%—Fl):x—k‘

Teraz je uz vidiet, Ze predchadzajtci vyraz konverguje k  pre k — 0.
Nech z > y, potom min{z,y} = y. Plati:

~klogy (27F +27F) = —klog, (27K.2"F + 1)) =y — k.logy (27 +1)

Na dokazanie nasho tvrdenia stac¢i ukazaf, Zze druhy ¢len posledného rozdielu konverguje k 0 ak
k — 0T. Pouzitim 1’'Hospitalovho pravidla mame

T v=2)/k. In(2).(y—2)
e log, <2yk 4 1) 2 o
lim k.log, (QyT + 1) = lim : — lim 2% 1k-|-1)/kz _
k—0% k—0+ % k—0+ s
lim 1 o(y—=x)/k
= n(2)(y — w)m =0

pretoze (y —z) <0, (y — z)/k — —oo pre k — 0%, a preto 20=2)/k _ 0.
Je teda lim;,_,o+ —klog, (2*% + 2*%> = min{z, y}.
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1.2 Elementarna definicia informacie

Ked uz mame definovant operdciu @, moézeme sa pokusit zaviest mnozstvo informécie analogicky
ako to robi elementarna definicia pravdepodobnosti. Nech {A;, A, ..., A, } je rozklad priestoru 2 na
javy s rovnakou informaciou, t.j. nech

1L Q=|]JA, kde AN A; = pre i # j (1.18)

9. I(Ay)=1(Ay) = =1I(A,) =aprei#j (1.19)

Chceme urcit veli¢inu a. Z (1.18), (1.19) vyplyva

0=I1(Q) =I(A)@I(A) @ SI(A) =a®a® - Da=Pa (1.20)
N——
n—krat i=1

0= éa: {min{a7a,...,a} =a ak © @y = min{x, y} (1.21)

—k.log, (2_a/k +2-a/k 4oy 2_“/k) ak z @y = —klog, (2_96/’“ + 2_y/k)

Pre prvy pripad @;"_; = a = 0 a teda kazdy jav rozkladu {A, As, ..., A,} nesie so sebou nulovi
informéciu. Toto je vysledok nezaujimavy a nemda vyznam sa nim dalej zaoberat.
Pre druhy pripad

@a = —k.logy | 27¥F p 27k 4. 427k | — _Elog, <n.2*a/k) =a— k.logy(n) =0
i=1

n—krat

Z posledného vytahu vyplyva, ze

1
a = k.logy(n) = —k.log, <—> (1.22)
n
Nech jav A je zjednotenim m roznych zdkladnych javov A; , A;,, ..., A;, . Potom

I(A) = I(A;))®I(Ai,))®-BI(A;, ) =a®ad - Ba=—klog, [ 27%F + 274k 4 ... 4 9-a/k
~—_—

m—krat m—krat

= —klog, (m.2_a/’“) = —k.logy(m) — k.logy (2_“/’“) = —k.logy(m) — k. (—a/k) =

= —k.logy(m) + a = —k.logy(m) + k.logy(n) = k.log, (n) = —k.log, <m> (1.23)

m n

Vsimnime si zaujimava analdgiu s elementdrnym zavedenim pravdepodobnosti. Ak je zékladny
priestor 2 rozdeleny na n disjunktnych javov A1, Ao, ..., A, s rovnakou pravdepodobnostou p, potom
tato pravdepodobnost vypocitame zo vztahu Y ;. p = n.p = 1 a teda P(A4;) = p = 1/n. Ak je nejaka
mnozina A disjunktnym zjednotenim m mnozin rozkladu, potom jej pravdepodobnost vypocitame
ako P(A) = m/n. Pri zavadzani informécie sa informécia a kazdej mnoziny A; rozkladu uréi pomocou
vztahu (1.21), odkial mame I(A;) = a = —k.logy(1/n) a informacia mnoziny A, ktora je zjednotenim
m disjunktnych mnozin rozkladu sa vypocita ako I(A) = —k.logy (m/n).

Zastavme sa eSte na chvilu pri konstante k. Této zavisi od toho, ako zvolime jednotku informaécie.
Réznym hodnotam k odpoveda rozna mierka urcovania velkosti informacie. (Pri ¢iselnom vyjadrovani
vzdialenosti tiez vysledok zavisi od toho, ¢i tito vzdialenost vyjadrujeme v kilometroch, milach ¢i
yardoch.)
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Pre prechod od ststavy logaritmov so zakladom a k logaritmom so zakladom b plati zndmy vzorec
log, () = logy(a).log,(x) = (1/log,(b)).log,(z) Namiesto konstanty k a logaritmu pri zéklade 2 by
mohol vo vztahoch (1.22), (1.23) vystupovat iba logaritmus pri lubovolnom zaklade. Toto skuto¢ne
niektori autori aj pouzivaju, najmi v starSej literatiire sa obcas objavi pouzivanie dekadického
logaritmu.

Pre urcenie koStanty k& moze byt uzitoénéd nasledujica tivaha. Vypocétova a digitdlne prenosovéa
technika prenasa informéciu prevazne pomocou binarnych znakov, ktoré mozu nadobudat len dve
hodnoty 0 a 1. Bolo by prirodzené, keby jeden takyto znak prenasal jednotkové mnozZstvo informacie,
ktoré nazveme 1 bit. Nech Q = {0,1} je mnozina hodnot, ktoré moze nadobtudat jeden bindrny
znak, A1 = {0}, A2 = {1}, nech obe tieto jednoprvkové mnoziny nest rovnakt informaciu a,
ktort by sme radi prehlasili za jednotkovi. Chceme, aby I(A;) = I(A2) = a = 1. Podla (1.22)
1 =a = k.logy(2) = k. Ak teda chceme, aby vzorce (1.22), (1.23) vyjadrovali mnozstvo ifnormécie v
bitoch, musime v nich polozit k¥ = 1. Odteraz budeme predpokladat, Ze informéciu meriame v bitoch
a teda ze k=1.

1.3 Axiomaticka definicia informacie

Definicia 1.3. Meratelny priestor P = (£2,.4) je usporiadana dvojica, kde 2 je mnozZina nazyvana
tiez zdkladny priestor, a A je o-algebra podmnozin zdkladného priestoru €.

S vyuzitim operédcie & mozeme axiomaticky definovat informéaciu I na meratelnom priestore
(©,.A) celkom analogicky ako pravdepodobnost.

1. I je definovana na meratelnom priestore(€2,.4) (1.24)
2. I0) =00, I(Q)=0 (1.25)

(U A ) =I1(A) @ I(A2) ® EB I(Ay,) pre postupnost disjunktnych javov {4,}
(1.26)

Podobne ako v tedrii pravdepodobnosti sa d4 definovat nezavislost javov.

Definicia 1.4. Konecna alebo nekone¢na postupnost {4,}, sa nazyva postupnostou nezavislych
javov, ak pre kazda koneént vybrant postupnost A;,, 4;,, ..., A;, plati

1 (ﬁ A) -3 ray) (1.27)
k=1 k=1

1.4 Informacia ako funkcia pravdepodobnosti

Pri elementarnej definicii informécie na zaklade rozkladu 2 = A; U As U --- U A,, sme odvodili, ze
velkost informécie pre mnozinu A, ktora je zjednotenim m zakladnych mnozin je I(A) = — logy(m/n),
pravdepodobnost mnoziny A je P(A) = m/n. V tomto pripade by sa dalo pisat I(A4) = —log, (P(A)).

Pokisme sa dostat k definicii informdcie z iného konca, a to pomocou pravdepodobnosti. Pred-
pokladajme teda, Ze informécia I(A) javu A zavisi iba od pravdepodobnosti P(A) javu A, t.j.
I(A) = f(P(A)), pricom funkcia f nezavisi od toho, aky je pravdepodobnostny priestor ({2, A, P).
Aké mozné funkcie pripadaju do ivahy na mieste funkcie f7? UkaZeme, Ze jedinou funkciou pripad-
jicou do tivahy je funkcia f(x) = —k.logy(x). Pouzijeme pritom postu podla [Cernéhol.

Aby informécia mala ,rozumné“ vlastnosti treba pozadovat, aby funkcia f bola spojit4 a aby javy
nezavislé v pravdepodobnostnom zmysle ostali nezavislymi v zmysle tedrie informacie. To znamena,
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7e pre pre postupnost nezavislych javov Ap, Ao, ..., A, plati
I(AiNAsn---NA,) =f(P(A1NAyN---NA,))=f (ﬁ P(AZ-)) (1.28)
i—1
a sucasne
I(AlﬂAzﬂ"'ﬂAn):zn:f(Az’):if(P(Ai)) (1.29)

Lavé strany poslednych dvoch vztahov musia byt rovné, a preto

f (H P(A») = F(P(A)) (1.30)
1—1 i—1

Nech st vSetky javy Ap, Ag, ..., A, rovnako pravdepodobné, nech P(A;) = z. Potom f(z") =
1 1 1
n.f(z) pre vSetky = € (0,1). Pre z = (§> mame f(z™) = f <2—m> =m.f <§>

Prex:211/n je f(a™) = f<21%> :f<%>:nf( ) = nf<21/ ),zéohoméme
1 1 1
am) =27 (5) (31

Konec¢ne pre z = 211/n je f(a™) = f <2n1/n) =m.f(z) =m.f (21/n) = %.f (%), takze

()30

Pretoze (1.32) plati pre vSetky kladné ¢isla m, n a pretoze predpokladédme, Ze funkcia f je spojita,
musi platit

1

1
f (2—$> =ux.f <§> pre vSetky redlne ¢isla 2 € (0, 00) (1.33)

1
Vytvorme pomocnu funkciu g predpisom g(z) = f(x) + f <§> .logy(x). Potom plati

o) = £a) + £ (3 ) lomale) = £ (295©)) 4 £ 3 ) loma(o) =

(2 oz (@ )+ < ) logy(z) = —logy(z).f <%> +f<%> Jdogy(z) =0 (1.34)

1
Funkcia g(z) = f(z) + f (§> .logy(z) je identicka 0, a preto

1
f@)=—f <§) ogy(x) = —k. logy () (1.35)
Pre mnoZstvo informécie z posledného vztahu vyplyva sldvna Shannonova — Hartleyova formula

I(A) = —k.logy(P(A)) (1.36)
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Podobne, ako pri elementarnom spdsobe definovania mnozstva informécie aj tu vystupuje koefi-
cient k zavisly na mierke ur¢ovania velkosti informécie.

Nech ©Q = {0, 1} je mnozina hodnét, ktoré moze nadobtdat jeden bindrny znak, A; = {0}, Ay =
{1}, nech obe tieto jednoprvkové mnoziny maji rovnaka pravdepodobnost P(A4;) = P(Ag2) = 1/2.
KedZe velkost informaécie je funkciou pravdepodobnosti, nestt obe mnoziny A;, As rovnakt informéciu

1 1
a, ktort by sme radi prehlasili za jednotkovi. Preto musi byt 1 = f <§) = —k.log, <§> = k, Cize

k = 1. Aj pri tomto pristupe sme dosli k analogickému vysledku ako pri elementarnej definicii
informacie.

V mnohych ucebniciach je ¢itatel postaveny pred hotovi definiciu velkosti informécie pomocou
Shannonovej-Hartleyovej formuly I(A) = —log, P(A), z ktorej sa potom odvadzaja jej vlastnosti.
Citatel sa moze spytat, preco je velkost informécie definovana prave takouto formulou. Elementarny,
axiomaticky i pravdepodobnostny spdsob zavedenia informacie ukazuju, zZe je to tak preto, lebo inak
sa to proste neda.



Kapitola 2

Entropia

2.1 Shannonova definicia entropie

Ak dostaneme spravu, Ze nastal jav A € A s pravdepodobnostou P(A), dostaneme s 1iou
informaciu — log,(P(A)) bitov. Predstavme si teraz, ze méame zakladni mnozinu javov €2 rozdelenti na
koneény pocet disjunktnych javov a pokus je organizovany tak, ze sa po jeho vykonani dozvieme, ktory
z tychto disjunktnych javov nastal. Teraz sa moZeme sa spytat, ak(l neistotu méame pred vykonanim
tohoto pokusu, alebo aki informéciu ziskame po jeho vykonani.

V niektorych pripadoch mozeme pokus organizovat — méZzeme urcit, aké buda jednotlivé mnoziny
rozkladu, ¢o chceme urobif tak, aby sme dostali po vykonani pokusu ¢o najvicsiu informaciu. Rozklad
mnoziny €2 na javy, z ktorych kazdy zodpovedd jednému z vysledkov pokusu, volime podla vhodne
zvolenej otéazky, siboru otazok, moznosti meracieho postupu a podobne. Spravne zvoleny experiment
je v mnohych odboroch Tudskej é¢innosti jednym z rozhodujucich predpokladov tspechu.

Definicia 2.1. Nech (€2, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Kone¢ny meratelny rozklad istého
javu je kone¢nd mnozina javov (t.j. podmnozin Q) {41, Ao, ..., A, } takd, ze A; € Aprei =1,2,...,n,
Ui, Ai = Qa A;NAj =0 pre i # j. Koneény meratelny rozklad P = {A;, As,..., A} istého javu
Q) nazyvame tiez pokusom.

V niektorej literattire sa od mnozin {A;, Ag, ..., A,} pokusu P Ziadaju oslabené predpoklady, a
to P(U; A;)) =1a P(A;NAj) =0 pre i # j. Oba pristupy st prakticky rovnocenné a vysledky
jedného sa daju preniest na vysledky druhého.

Pokus by mal byt organizovany tak, aby jeho vykonanie prindsalo ¢o najvicsiu informaciu. Ak
chcem zistit odchod vlaku, viac informéacie mi dé otazka , O ktorej hodine a mintte odchadza vlak
Tatran zo Ziliny?“ ako otazka ,Odchadza vlak Tatran zo Ziliny predpoludnim alebo popoludni?®.
Prva otézka rozdeluje priestor 2 moznych vysledkov na 1440 javov, druhd otédzka len na dva javy.
Obe otazky teda definuju dva pokusy P, Ps. Za predpokladu, Ze vSetky javy st v ramci svojho
pokusu rovnako pravdepodobné, maji vSetky javy pokusu P; pravdepodobnost 1/1440, javy pokusu
Py maju pravdepodobnost 1/2. Ktorykolvek jav pokusu Pp prindsa —logy(1/1440) = 10.49 bitov,
oba javy pokusu Pj prindsaji rovnaku informéciu —logy(1/2) = 1 bit.

Nezavisle na tom, aky je vysledok pokusu P; dostaneme informéciu 10.49 bitov, podobne po
vykonani pokusu Py dostanem vzdy informaciu 1 bit. Hovorime, ze entropia H(P1) pokusu P; je
10.49 bitov, entropia H (P2) pokusu P2 je 1 bit. Vieme teda definovat neuréitost - entropiu pokusu
P ={A;, Ay, ..., A,}, ak vSetky jeho javy A; maji rovnaka pravdepodobnost 1/n — v tomto pripade
jo H(P) = —logy(1/n).

Co vsak v pripade, ked javy pokusu nemaji rovnaka pravdepodobnost? Predstavme si, Ze
Q=A1UAy Ay N Ay =10, P(A;) = 0.1, P(A2) = 0.9. Ak vysledkom pokusu bude A;, dostaneme
informéaciu I(A;) = —logy(0.1) = 3.32 bitov, ale ak vyjde Ag, dostaneme informaciu len I(Az) =
—logy(0.9) = 0.15 bitu. Vysledna informaécia teda zavisi na vysledku pokusu. Ak vyjde A, sme na
tom vyborne, lenZe to sa stane len v jednej desatine pripadov. V 90% pripadov vSak vyjde Ay a v

.....

10
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Predstavme si teraz, Ze pokus vykoname velky pocet krat — napr. 100 krat. Priblizne v desiatich
pripadoch dostaneme informéciu 3.32 bitov, priblizne v 90 pripadoch dostaneme informaciu 0.15
bitu, celkovii ziskant informéciu mozno vy¢islit ako 10 x 3.32 +90 x 0.15 = 33.2 + 13.5 = 46.7 bitov.
Priemernd informacia na jeden pokus je 46.7/100 = 0.467 bitov. Moznostou, ako vo vSeobecnom
pripade zaviest entropiu pokusu je definovat ju ako strednii hodnotu informaécie.

Definicia 2.2. Shannonova definicia entropie. Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor,
na ktorom je dand informacia I(A) = —logy, P(A). Nech P = {A;, Ag,..., Ay} je pokus. Entropia
H(P) pokusu P je strednd hodnota diskrétnej ndhodnej veli¢iny X ktord nadobtda na podmnozine
A; hodnotu I(4;) ! t.j.

H(P) =) I(A)P(A;) = =) P(Ai).log, P(A;) (2.1)
=1 i=1

Désledny citatel by sa teraz mohol spytat, ¢o sa stane, ked sa v pokusie P = {A;, As, ..., Ay}
vyskytne mnozina A; s nulovou pravdepodobnostou. Potom totiz vyraz —P(a;).logy(P(A;)) nie je
definovany. Pretoze lim, .oy zlogy(z) = 0, je prirodzené dodefinovat funkciu n(x) = —z.logy(x)
pre z = 0 ako 1n(0) = 0. Potom by Shannonova formula pre entropiu mala byt v tvare H(P) =
Yo n(P(Ay)), kde n(z) = —x.logy(x). Takyto zapis vSak trochu zastiera tvar nenulovych s¢itancov
formuly, a preto radsej ostaneme pri tvare (2.1) s tym, ze u¢inime nasledujiucu dohodu:

Dohoda 2.1. Odteraz budeme prepokladat ze vyraz 0.log2(0) je definovany a ze 0.log,(0) = 0.

Toto dobre vyjadruje skuto¢nost, Ze ak k nejakému pokusu P, (t.j. meratelnému rozkladu mnoziny
Q) priddme préazdnu mnozinu — (t.j. nemozny vysledok), dostaneme novy pokus P’, ktorého neurcitost
bude rovnaka, ako pri pokuse P.

2.2 Axiomaticka definicia entropie

Postup pri odvodeni Shannonovej formuly v predchadzajtcej casti je jednoduchy a néazorny, no
nie vSetci autori st s nim spokojni. Nespokojni s najmé ti, ktori by radi zaviedli entropiu bez
individuélnej informécie I(A) javu A. Sktusme sledovat myslienkovy postup pri zavddzani miery
neur¢itosti H(P) pokusu P bez vyuZitia pojmu informaécie.

Majme pokus P = {A;, Ay, ..., An}, nech p1 = P(A;), po = P(A2), ..., pn = P(A,). Predpo-
kladame, Ze funkcia H nezavisi od konkrétneho tvaru pravdepodobnostného priestoru (2, .4, P), ale
zavisi iba od Cisel p1,po, ..., Py, teda

H(P) = H(p17p27 cee )pn)

Funkcia H(p1,ps2,-..,pn) by mala mat niektoré prirodzené vlastnosti vyplyvajice z jej vyznamu.
Tieto vlastnosti mozno formulovat ako axiémy, z ktorych potom mozno odvodit vlastnosti, resp. tvar
funkcie H.

Existuje nieko stustav axiém, my uvedieme tzv. Fadejevovu stistavu z roku 1956:

AF0: H(p1,p2,-..,pn) je definovand pre vsetky n a pre vsetky p1 >0, po >0,..., p, > 0) také,
ze Y, pi = 1 a nadobuda redlne hodnoty.

AF1: H(p,1 — p) je spojité funkcia premennej p € (0, 1).

AF2: H(p1,p2,...,pn) je symetrickd funkcia, t.j. pre Tubovolni permutéciu 7 éisel 1,2, ..., n plati:

H(pﬁ[l}’pﬁ[ﬂ? s apﬂ'[n]) = H(p17p27 s ,pn) (22)

'Presne by sme mohli definovat nahodnti veli¢inu X ako

n

X(w) ==Y xa,(w).log, P(A).,

i=1

kde x4, (w) je indikdtor mnoziny A;, t.j. xa,(w) = 1 prave vtedy, ked w € A;, inak xa,(w) = 0.



2.2. AXIOMATICKA DEFINICIA ENTROPIE 12
AF3: Ak p, = q1 + q2 > 0, ¢>0, g2 > 0, potom

q1 Qg2
H(p17p27 -y Pn—1, th2) = H(p17p27 s ,pn—lapn) +an <p—’ p_> (23)
n Pn

K tymto axiémam priddme eSte Shannonovu axiému. Oznac¢me

Shannonova axiéma znie:

AS4: Ak m < n, potom F(m) < F(n).

Axiéma AOQ je prirodzend — chceme, aby entropia existovala pre vSetky mozné pokusy a aby bola
redlnym c¢islom. Axiéma A1l vyjadruje prirodzent poziadavku, aby sa pri malej zmene pravdepodob-
nosti dvojprvkového pokusu mélo zmenila jedho neuréitost. Axiéma A2 hovori, Ze nezélezi na poradi,
v akom sl vymenované javy pokusu, ¢o je zas velmi prirodzend poziadavka.

Na dlhsie sa treba pristavif pri axiéme A3. Predpokladajme, Ze mame pokus
P = {4, As,..., 4,1, A,} s pravdepodobnostami pi,po,...,p, od ktorého prejdeme k pokusu
P’ = {Ay, Ay,..., A1, By, B2}, ktory vznikne tak, Ze poslednit mnozinu A,, pokusu P rozdelime
na dve disjunktné casti By, Bs. Potom P(B;) + P(B2) = P(A,). Ak oznac¢ime P(B;) = qi,
P(B3) = g2, potom p,, = q1 + g2. Aky bude prirastok neistoty, ak prejdeme od pokusu P k pokusu
P’? Ak uZ nastane jav A,, tak pri pokuse P’ mame eSte dodatoénii neistotu, ¢i nastal jav B; alebo
By. Podmienené pravdepodobnosti javov Bj, Bs =za predpokladu, Ze nastal jav A, su
P(By 0 A)/P(An) = P(B1)/P(A) = a1 /pu, P(By 1 Ag)/P(Ay) = P(B2)/P(Ay) = ga/p, takie
ak uz nastal jav A, ostdva ndm eSte neurcitost

H <q—1 q—2> . (2.5)

pn’pn

Avsak jav A, nenastane vzdy, ale len s pravdepodobnostou p,,. Preto rozdelenie mnoZiny A,, prispeje
k celkovej neurcitosti ¢iastkou

o H (q—l q—2> . (2.6)

pn’ Pn

Fadejevove axiéomy AFO0, az AF3 st dostatoéné na odvodenie tvaru funkcie H a d& sa z nich
dokézat i platnost Shannonovho axiému AS4, dokaz je vSak dost zlozity a preto si pre naSe ucely
dodame celkom prirodzent Shannonovu axiému AS4, ktord vravi, Ze ak méame dva pokusy P1, Po,
prvy s m rovnako pravdepodobnymi javmi, druhy s n rovnako pravdepodobnymi javmi a m < n,
potom neuréitost pokusu P; je mensia ako neuréitost pokusu Ps. Rozpaky pri predvidani vysledku
pokusu s mensim pocé¢tom rovnocennych javov st mensie ako rozpaky pri o¢akavani vysledku pokusu
s va¢sim pocdtom rovnocennych javov. Tato poziadavka sa zda byt velmi prirodzend a my ju prijmeme
ako axiomu.

Veta 2.1. Shannonova entropia H(P) = Y"1 | I(4;)P(A;) = — Y| P(4;)logy P(A;) spliia aziomy
AF1 aZ AF8 a Shannonovu axiomu AS4.

Dokaz. Overenie jednotlivych axiém je jednoduché a priamociare, ¢itatel si si ho Tahko urobi
sam. O

Teraz na zéklade axiémov AF1 az AF3, AS4 dokdZeme niekolko tvrdeni, ktoré nam ukézu niektoré
zaujimavé vlastnosti funkcie H spliiajiicej tieto axiémy. Jednotlivé tvrdenia nas postupne dovedi az
k Shannonovej entropickej formuli. Pretoze podla vety 2.1 Shannonova entropia dana vzorcom (2.1)
spliia vSetky axiémy, nasledujice vety platia aj pre fu.
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Veta 2.2. Funkcia H(p1,p2,...,pn) je spojitd funkcia na mnoZine
n
Qn = {($1,$2,...,$n) | z; >0 prei=1,2...,n, Zpi = 1}.
i=1

Doékaz. Matematickou indukciou podla m. Pre m = 2 je tvrdenie axiémou AF1. Nech funkcia
H(x1,x2,...2y) je spojitd na Q,,. Nech (p1,p2,...,Pm,Pm+1) € Qm+1. Predpokladajme, Ze aspon
jedno z ¢isel py,, Pm+1 je nenulové (inak zmenime poradie ¢isel p;). Pouzitim axiémy AF3 mame:

H(p17p2a s 7pmapm+1) -

Pm DPm+1
= Hp1,p2, - D1, (P + + (P + H , 2.7
(p1,p2 Pm—1, Om + Pm+1)) + (Pm + Pmt1) < FEE— +pm+1)> (2.7)

Spojitost prvého s¢itanca pravej strany (2.7) vyplyva z indukéného predpokladu, spojitost druhého

sCitanca vyplyva z axiémy AF1. O
Veta 2.3. H(1,0) =0.
Dokaz.
11 11 1
H|- - =H|(-, = - .
(2,2,0) (3:3) + 3000 (2.9
=~

#(350)=m(033)-monen(33) -n(33)cmo0  eo

1
Porovnanim pravych stan (2.8), (2.9) dostavame §.H(1, 0) = H(1,0), z ¢oho vyplyva H(1,0) =0. O
Veta (2.3) hovori, Ze neur¢itost pokusu pozostévajiceho z dvoch javov, z ktorych je jeden isty
druhy nemozny, je nulova.

Veta 2.4. H(plap27"' 7pna0) = H(plap27" . 7pn)

Dokaz. Aspor jedno z ¢isliel py, pa, ..., p, je kladné. Nech je to p, (inak zmenime poradie). Potom
H(p17p27 c ey Pn, 0) == H(p17p27 CIEa 7pn) + Pn- H(l) O) (210)

0
O

Zase jedna dobrd vlastnot entropie — nezdvisi na tom, kolko javov s nulovou pravdepodobnostou
sa vyskytuje v rozklade.

Veta 2.5. Nech p, =q1 +qg2+ -+ gm > 0. Potom
a1 q2 q
H(plap27 «eyPn—1,41,42, - - - 7Qm) = H(p17p2a e 7pn) +an <_7 NEEEEER _m> (211)
Prn Pn Pn
Dokaz. Matematickou indukciou podla m. Pre m = 2 je tvrdenie axiémou AF3. Nech tvrdenie plati

pre pre nejaké m > 2. Polozme p' = ¢2 + q3 + ... gm+1, prepokladajme, ze p’ > 0 (inak zamenime
poradie q1,q2, - . ., gm+1. Podla induksného predpokladu

q2 Im+1
H(p17p2a"'7pn—17QIaq27"'7Qm+l) :H(p17p27"'apn—17QIap/)+p/'H <_,77m—,> -
— S~~~ p p

P’ Pn

/ /
@ p v (4 q
H(p1,D2s- -, n) + Pn. [H (—1,—>+—H <—f m,“)] (2.12)
Pn DPn Pn p p
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Dalej podla indukéného predpokladu plati

/ /
glo e e :H<q_17p_>+£H<q_g,,_.’%_l+l) (2.13)
Pn DPn Pn Pn Pn Pn p
N——_——

Pn

Vidime, Ze pravé strana (2.13) je totoznd s obsahom velkej hranatej zatvorky na pravej strane
vzfahu (2.12). Dosadennim lavej strany vytahu (2.13) do (2.12) dostavame (2.11). O

Veta 2.6. Nech pre i =1,2,...,n mdme p; = gi1 + ¢i2 + - - - + @im; > 0. Potom

H(th‘llz - q1m1,921,422, - - - s 42mos - - - s 4nl, n2, - - - 7Qnmn) -

G G2 Gimg
= H(p1,p2:-- - pn) +sz <“ =, ﬂ) (2.14)

bi pz Di
Doékaz. Opakovanym pouzitim vety (2.5). O
5 11 1
Veta 2.7. Oznaéme F(n)=H | —,—,...,— ). Potom F(mn) = F(m) + F(n).
n'n n
Doékaz.
1 1 1 1 11 1 "1 11 1
F(mn) H ) s T _ y :H<_7_a a_>+Z_H(_a_7' a_>:
mn mn mn mn n’'n n ~n m’ m m
m-krat m-krat
n—gét
11 1 1 1 1
= -, — — H(— —,...,— | =F F 2.15
(Fa) st (o d D) =P+ PO 215)

11 1

Veta 2.8. Nech F(n) = H (—, =y —). Potom F(n) = c.logy(n).
n’'n n

Dokaz. Podla vety 2.7 plati F(m.n) = F(m) + F

(n). Specidlne pre m = n je F(n?) = 2.F(n),
F(nk) = F(n*~1n) = F(n*1).F(n) = (k- 1).F(n) +

(n) = k.F(n). Mozeme teda pisat:

ﬁ\_/

F(n*) = k.F(n) (2.16)

Vztah (2.16) ma niekolko dosledkov:
1. F(1) = F(1?) = 2.F(1), ¢oho vyplyva, ze F(1) = 0, a teda F(1) = c.logy(1) pre kazdé c.
2. Pretoze podla axiémy AS4 je funkcia F' na mnozine prirodzenych ¢isel rastica, je pre kazdé m > 1
F(m)>F(1)>0

Vezmime dve prirodzené ¢isla m > 1, n a Tubovolne velké prirodzené ¢islo K. Potom existuje
prirodzené cislo k také, ze

mP < nf < mhtt (2.17)
Pretoze F je rasttuca funkcia, je aj

F(mP) < F(n®) < F(m™™1) a pretoze (2.16) k.F(m) < K.F(n) < (k+1).F(m)
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Z posledného vyrazu mame (F'(m) > 0, takze nim mozno delif bez zmeny nerovnosti)

= 5((:1)) <% (2.18)

Pretoze je (2.17) mozeme podobnou tvahou pisat
logy(m”*) < logy(n'*) < logy(m™*') — k.logy(m) < K.logy(n) < (k +1).logy(m)

a teda (spomenme si, ze m > 1 a teda logy(m) > 0)

k < logy(n) - E+1
K ~ logy(m) K

(2.19)

F(n) logy(n)
F(m)’ logy(m)

Ak porovname vyrazy (2.18) a (2.19) vidime, Ze oba zlomky lezia v intervale

k k+1 . 1
<?,T> diZky ? ateda
1

<= (2.20)

F(n) _ logy(n)
F(m)  logy(m)

Cely postup mozeme zopakovat pre Iubovolne velké ¢islo K a preto (2.20) musi platif pre lubovIné
K, ¢o je mozné len tak, ze

F(n) _logy(n) 0 oy oy Joge(n) _( F(m) N
Flm) ~ Togy(my * P04 Fln) = F(m). 20 <log2(m)>lg2() (2.21)

F(m)
logy(m)’
Veta 2.9. Nech p;1 >0, po >0,..., p, >0, >/ p; = 1. Potom

Ak v (2.21) fixujeme m a polozime ¢ = dostaneme F'(n) = c.logy(n). O

n
H(p1,p,---,pn) = —¢. Y pi-logy(p;) (2.22)
Dokaz. Dokézeme najprv (2.22) pre pi,p2,...,p, raciondlne - t.j. v tvare zlomkov dvoch celych
, , o . v > o q; .
nezapornych c¢isel. Nech s je spolo¢ny menovatel ¢isel pi,p2,...,pn, nech p, = = prei=1,2,...,n
s

Podla (2.14) vety 2.6 moézeme pisat

1 1 1 1 1 1 1
H _a-“a_a Ty 7_7"'_7"'a_7 :H(p17p2>"'7pn +sz ( "7_>:
s S qi Qz

hf—/ W %,—/ 4
q1-krat qa-krat qn-krat

n
= H(p1,p2,---,Pn) +sz gi) = H(p1,pa, ... ,pn) +¢. )y pi-logy(ai) (2.23)
1=1

Pretoze Tava strana (2.23) je rovnd F'(s) = c.logy(s), mozeme pisat
H(p1,pa, -, pn) = c.logy(s) —c. sz logy(g:) = c. sz logy(s) — c. sz logy(g:) =

= —cZ;r)Z-.(loggQ(qZ —logy(s)) = —chI log, < ) = —c. sz-. logy(pi) (2.24)
i=1 i=1
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Pretoze funkcia H je spojitd a (2.24) plati pre vstky raciondlne p; > 0, p2 > 0,..., p, > 0 také, ze
>y pi =1, musi (2.24) platit aj pre vSetky redlne argumenty p; splitujtce tie isté podmienky. [

Ostéva ndm urcit konstantu c. Aby sme boli v zhode s doterajsimi poziadavkami, aby entropia
pokusu s dvoma rovnako pravdepodobnymi javmi bola jednotkova, musi byt H(1/2,1/2) = 1, z ¢oho

vyplyva
11 1 1 1 1 1 1
1=H(=,=)=—-c|=.1 - —.1 —J|l=—c|—-z—=]=
(33) = [prom (3) 30 (3)] - (5-3) =

Axiomatickou cestou sme sa dostali k tej istej Shannonovej entropickej formuli, ako v pripade,
ked sme entropiu definovali ako stredntt hodnotu diskrétnej ndhodnej veli¢iny informécie.

2.3 Dalsie vlastnosti entropie

Veta 2.10. Nech pre vdetky i =1,2,...,n platip; >0, ¢; >0, > " ;pi=1,> " ¢ = 1. Potom

— sz log,(pi) < ZQz log,(pi) (2.25)

Dokaz. Najprv dokéazeme platnost nerovnosti

In(l+y)<y pre y>-1 (2.26)

1 1
Polozme g(y) = In(1 +y) —y a hladajme jej extrémy. Je ¢'(y) = — — 1, g"(y) = —— > 0, rovnica
Yy Yy

d'(y) = 0 mé jediné riesenie y = 1 a ¢’(1) = —1 < 0. Funkcia g(y) nadobtida svoje maximum v bode
y=1.Jepreto g(y) <1, t.j. In(l +y) —y <1 ateda In(l+y) <y, pricom rovnost nastava prave
vtedy, ked y = 1. Ak v (2.25) piSeme x — 1 namiesto y dostaneme vztah

In(z) <z—1 pre x>0, (2.27)

pri¢om rovnost nastéava prave vtedy, ked = 0. Dosadme teraz do (2.27) za x = kil

Di
qi
In(¢;) —In(p;) < — —1
Di
piln(q;) — piIn(ps) < ¢ — pi
—piIn(p;) < —p; ln(qi) + ¢ — pi

_szln pz > szln qi +ZQ7, sz

\\,_/
=1 =1

— In(pi) —~ In(q)
_sz In(2) — —;pz In(2)
- sz logy(pi) < sz logy(4:),

pri¢om rovnost v prvych troch riadkoch nastéva prave vtedy, ked p; = ¢;, rovnost v poslednych troch

riadkoch nastéva prave vtedy, ked p; = ¢; pre vietky i = 1,2,...,n. O
Veta 2.11. Pre dané n funkcia H(p1,p2,...,pn) = — Y iy pilogy(pi) nadobida mazimum pre

p1=p2=-"=pp=1/n.
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1
Dokaz. Vezmime pq,po, ..., p, lubovolné a polozme v (2.25) ¢ = ¢ = -+ = g, = —. Potom
n

H(p1,p2, .- pn) = szlog2 (pi) < szlogz< >=
A 11 1
— =1 H(==..., =
0g2< ) ZP 08 ( ) <n n n)

2.4 Pouzitie entropie pri rieseni niektorych uloh

Veta 2.11 spolu s axiémou AS4 mé tento dosledok pre organizovanie pokusu: Ak chceme pokusom
ziskat ¢o nmajvicsiu informdciu, snazme sa ho usporiadat tak, aby mal ¢o najviési pocet rovnako
pravdepodobnych vysledkov. Casto sa vyskytuju tlohy typu: ,Zistite na najmensi pocet merani
(otézok, skusok), ktory elementdrny jav koneceného pravdepodobnostného priestoru w nastal.®
Najlepsie by bolo, keby sa dal pokus naplanovat tak, aby dal tolko moZznych odpovedi, kolko je
moznych vysledkov.

Nech (9,4, P) je pravdepodobnostny priestor. Predpokladajme, ze nastal jav w € . My
nemame moznost (a ani potrebu) zistit, o ktory jav ide, ndm stac¢i vediet do ktorej mnoziny
disjunktného rozkladu B = {By, Bs,...,B,} zékladného priestoru  tento jav padol. > Pokus
B = {B1,Bs,...,B,} na priestore Q, A, P odpovedajici na otézku, ktori chceme pokusom zistit
budeme volat zédkladny pokus. Velmi ¢asto je (£2,.4, P) koneény pravdepodobnostny priestor 2 =
{wi,wa,...,wy}. a zékladny pokus ma tvar B = {{w1}, {wa2},...,{wn}}.

Pokial nie je $pecifikované inak, predpokladame, Ze vSetky mnoziny zédkladného pokusu maju rov-
naku pravdepodobnost. Potom entropia takéhoto pokusu je log,(n) - t.j. jeho vykonanim dostaneme
informaciu o velkosti log,(n) bitov.

Pre zistenie odpovede na otazku, ktord nés zaujima nemnoézeme zorganizovafl priamo zdkladny
pokus B, napriklad preto lebo pocet vysledkov pokusov, ktoré sme schopni urobif, je obmedzeny.
Jeden z prikladov obmedzeného poc¢tu moznych vysledkov je situécia, ked na otdzku mozeme dostat
iba dve odpovede - ,ano“ alebo ,nie“. Ak chceme dostat na nasu otdzku najviésiu mozna (strednit)
informéciu, musime ju polozit tak, aby pravdepodobnost oboch odpovedi bola ¢o najblizsie k ¢islu
1/2.

Priklad. V triede je 32 ziakov, jeden z nich vyhral literarnu stfaz. Ako sa na ¢o najmensi pocet
otazok, na ktoré mozeme dostat iba odpovede ,4no* alebo ,nie“, zarucene dozvieme, ktory ziak to
bol? Ak by nebolo obmedzenia na pocet dovolenych odpovedi, problém by plne vyriesil zédkladny
pokus s 32 vysledkami, pricom by ziskand informdcia bola log,(32) = 5 bitov. Pri dvoch vysledkoch
pokusu mozeme ziskat jednou otézkou najviac 1 bit informécie, takZe miniméalny podcet takychto
otazok na zistenie vitaza je 5.

Ak sme v priemernej slovenskej koedukacnej triede mozeme polozit otazku ,Je vitaz chlapec?“.
Otéazka je dobre zvolena, lebo v priemernej slovenskej triede byva priblizne rovnaky pocet chlapcov
a dievéat. Odpoved na takito otazku prinesie v kazdom pripade, ¢i odpoved bude ,,ano“, alebo ,nie*
priblizne 1 bit informécie. Otazka ,Je vitaz Jano Mrkvicka?* prinesie strednt informaciu velkosti
H(1/32,31/32) = —(1/32).10g5(1/32) — (31/32).logy(31/32) = —(1/32).(—5) — (31/32).(—0.0458) =
0.15625 + 0.04437 = 0.20062 bitu. Moze sa stat, ze odpoved bude ,dano“ a v tom pripade sme
ziskali plnych 5 bitov informéacie. To sa vSak stane len v jednom pripade z 32, v ostatnych pripadoch
dostaneme odpoved ,nie“, a vtedy dostaneme iba 0.0458 bitu informaécie. V strednej hodnote prinésa
otazka typu ,Je vitaz Jano Mrkvicka?“ 0.2 bitu informécie. Je mozné zistit stredny pocet S otézok

2 Ak chceme zistit teplotu snehu kvoli spravnemu voskovaniu ly#i, staéi zistif, & je v rozsahoch (—oco, —12), (=12, —8),
(—8,—4), (—4,0) a (0,00), pretoze mame k dispozicii vosky urc¢ené na vymenované teplotné intervaly.
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tohoto typu potrebnych na identifikiciu vifaza, avSak ani tento pocet otézok S nestaéi na zarucdené
urcenie vifaza — na to by bolo treba v najhorSom pripade 31 otézok tohoto typu.

Je preto dobré, aby kazda otazka delila ziakov pripadajich do uvahy, na dve rovnaké polovice.
Potom je mozné dopracovat sa vysledku po piatich otézkach.

Predchadzajuci priklad moze vyzerat trochu umely — ak mame ¢loveka ochotného odpovedat na
pat otazok ,4no“ alebo ,nie“, pravdepodobne bude ochotny odpovedaf aj na otdzku zdkladného
pokusu ,Kto vyhral literarnu sitaz?“. Vynimkou je pacient na stomatochirurgii so zadrétovanymi
ustami po frakttire sanky schopny len prikyvnut alebo zvrtiet hlavou.

Majme 22 elektrickych ziaroviek spojenych do série (napr. na vianoény stroméek). Jedna ziarovka
sa vypalila. Madme po ruke ohmmeter, ktory mozeme zapojit do ktoréhokolvek miesta obvodu.
Akym najmensim poc¢tom merani zarucene najdeme chybnt ziarovku. Zakladny pokus ma entropiu
log,(22) = 4.46 bitu. Na zistenie zlej ziarovky budeme potrebovat najmenej 5 merani. Pri prvom
merani zapojime ohmmeter pred prva ziarovku a za jedenastu ziarovku. Tym urcime, ¢i je chybna
7iarovka medzi prvou a jedenastou, alebo medzi dvanéstou az dvadsiatou druhou ziarovkou. Usek,
v ktorom je porucha, rozdelime na pokial mozno rovnaké casti a zase uréime, v ktorej je chybnd
ziarovka. Po prvom merani bude podozrivych 11 ziaroviek, po druhom merani 4 alebo 5 zZiaroviek,
po tretom merani 2 alebo 3, po Stvrtom merani uz zistime chybu alebo tsek s dvoma chybnymi
ziarovkami a nakoniec po piatom merani (ak je vobec potrebné) definitivne uréime chybu.

Mame 27 minci, z ktorych jedna je falos$na - je o malicko lahsia ako prava. Mame vahy s dvoma
miskami. Na aky najmensi pocet vazeni mozno zarucene urc¢it falo$ni mincu?

Zakladny pokus mé 27 rovnako pravdepodobnych vysledkov, jeho entropia je logy(27) = 4.755
bitov.
pokusu nedostaneme Ziadnu informdciu. Ak ddme na obe misky rovnaky pocet minci, mdzu nastat
tri pripady. Aby sme ich mohli lahSie popisat, ozna¢me A mnozinu minci na Tavej miske vdh, B
mnozinu minci na pravej miske vdh a C' mnoZinu ostatnych minci. Ak je falo§nd minca v mnoZine
A prevézi Tava miska, ak je falo$nd minca v mnozine B, prevazi prava miska, ak je falo§nd minca v
mnozine C', misky budt v rovnovahe. N4as pokus teda odpovie na otazku, v ktorej mnozine lezi falosna
minca. Aby sme z pokusu dostali ¢o najviac informécie, mali by mat mnoziny A, B, C' pokial moZno
rovnaku pravdepodobnost. (V nasom pripade sa to da, lebo pocet minci je delitelny troma). V takom
pripade mozno jednym vazenim dostat informaciu log,(3) = 1.585 bitu. Kedze 4.755/1.585 = 3, na
vyrieSenie Ulohy bude treba minimalne tri vazenia. Konkrétne rieSenie bude nasledovné: Pre prvé
vazenie rozdelime mince na tri mnoziny po 9 minci. Vysledkom bude identifikdcia mnoziny s falosnou
mincou. Pri druhom vazeni rozdelime podozrivii mnozinu 9 minci na tri podmnoziny po tri mince.
Vysledkom druhého pokusu bude identifikdcia podozrivej trojprvkovej mnoziny. Pri trefom vaZeni
dame na kazdt misku po jednej minci, jedna minca ostane mimo. Vysledkom posledného vézenia
bude identifikacia jednej falosnej mince. Stac¢ia nam teda tri vazenia.

Préve popisany postup moZno priamo pouZit pre hladanie IahSej falo$nej mince medzi n mincami,
ak n = 3¥. Ak n nie je delitelné ¢islom 3, potom n = 3m+1 = m+m+ (m+1) — v tom pripade dame

na obe misky vah po m minci a mimo véh ostane m + 1 minci - t.j. |[A| = |B| =m , |C =m + 1],
alebon =3m+2=(m+1)+ (m+1)+m — v tom pripade ddme na obe misky vah po m + 1 minci
a mimo véh ostane m minci - t.j. |[A| = |B|=m+1, |C| =m.

Majme znovu 27 minci, z ktorych je jedna falo$na — 1isi sa vahou od pravej. Teraz vsak nevieme,
¢éi je lahsia alebo tazsia nez prava minca. Mame uréit nepravi mincu a zistit, ¢ je tazsia alebo lahsia
nez prava. Zakladny pokus maé teraz 2 x 27 = 54 moznych vysledkov — chybnd moze byt kazda
z 27 minci, pri¢om moze byt lahSia alebo tazsia ako pravd minca. Entropia zdkladného pokusu je
log,(54) = 5.755 bitov, ¢o entropia jedného pokusu vaZzenim je logy(3) = 1.585 bitu, z ¢oho uz vidno,
7e na uréenie nepravej mince nemozu stacit tri pokusy.

Majme n velkych bedni s gulickami. Gulicky vo vSetkych bedniach st rovnaké aZz na jednu, v
ktorej st gulicky o 1 gram fazsie, nez v ostatnych bedniach. Mame k dispozicii presné dvojmiskové
vahy so zévazim, ktorymi dokézeme odvézit Tubovolné mnozZstvo guli¢iek s presnostou lepsou nez 1
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gram. Na kolko vaZeni moZno zarucene urcit, v ktorej bedni st tazsie gulicky? Zakladny pokus mé n
moznych vysledkov, jeho entropia je log,(n). Ak by sme z kazdej bedne vybrali po gulicke, dostali by
sme problém falosnych minci. Zamyslime sa vSak, ¢i nemozno pokus zorganizovat tak, aby na jedno
vazenie dal viac moznych vysledkov, ako tri. Pokus urobime nasledovne: Z prvej bedne ddme na lavi
misku 1 gulicku, z druhej 2, atd. az z n-tej bedne n. Na pravi misku ddme 1+2+- - -4+n = (1/2)n(n+1)
guli¢iek z prvej bedne. Ak prevazi prava miska, fazsie gulicky st v prvej debne. Ak prevazi lava miska,
dodédme zévazie k gramov na vyvaZzenie misiek. Potom tazsie gulicky st v k-tej debne. Na vyrieSenie
alohy staci jedno véazenie.

Telefénne vedenie z miesta P do miesta @ je 100 metrov dlhé. Niekde medzi miestami P, )
sa vedenie prerusilo. Vedenie mozeme merat tak, Ze ho v Tubovolnom X mieste ,napichneme“ a
zistime, ¢i je spojenie medzi miestami P a X. Treba urcif postup s minimélnym poc¢tom merani,
ktorym zarucene identifikujeme tsek vedenia nie dlhsi nez jeden meter, v ktorom je vedenie pre-
rusené. Ak ozna¢ime Y vzdialenost miesta poruchy X od miesta P, potom Y je spojitd ndhodn4
veli¢ina, Y € (0,1000). My sice nemame definovanii entropiu pokusu s nekoneénym poc¢tom moznych
vysledkov, ale intuitivne citime, Ze neurcitost pokusu, ktory by déval presnt hodnotu Y, je vicsia,
nez entropia pokusu, ktory odpovie, v ktorom tseku z n rovnakych tsekov je prerusené vdenie a ta je
H(1/n,1/n,...,1/n) =logy(n). Nastastie, nasou tlohou nie je uré¢it presne miesto chyby, staci nam
usek s chybou nie dlhsi nez 1 meter. Ako zékladny pokus budeme brat pokus

B = {(0,1),(1,2),...,(98,99), (99, 100) }

s entropiou H(B) = log,(100) = 6.644 bitov. Ak uz mame identifikovant chybu v intervale (a,b),
meranie umoziiuje pre lubovolné ¢ € (a,b) rozhodnit, ¢ chyba nastala v intervale (a, c) alebo (c,b).
Ak predpokladdme, 7ze pravdepodobnost vzniku chyby v nejakom intervale je timerna jeho dizke,
na to, aby sme dostali z pokusu ¢o najviiésiu informéciu, treba volit polohu bodu ¢ tak, aby delil
interval (a,b) napoly. Vtedy bude mat takyto pokus entropiu log,(2) = 1 bit. Pretoze pokus B ma
entropiu 6.644 bitov, bude treba apon 7 merani. Postup zistovania chyby bude teda nasledovny:
Prvym meranim zistime, ¢i chyba nastala v prvej alebo druhej polovici vedenia, druhym meranim
uréime tsek s chybou dlhy 100/22 m, atd. aZ Siestym meranim uréime tusek (a,b) s chybou dlhy
100/2% = 100/64 = 1.5625 metra. Tento interval obsahuje prave jeden celo¢iselny bod, do ktorého
polozime deliaci bod ¢ pre vykonanie siedmeho posledného merania.

Postup pri uréovani jedného z n moznych elementarnych javov sme robili pomocou niekolkych
pokusov nasledovne: V prvom kroku sme urd¢ili optimalny rozklad mnoziny €2 vSetkych elementarnych
javov a na zaklade tohoto pokusu nasli podozrivii podmnozinu M mnoziny 2. Potom sme pokracovali
tak, ako keby sme polozili 2 := M a pouzili rovnaky postup. Tak napriklad pri uréovani jedného ziaka
z 32 bolo Q = {1,2,...,32} prvy pokus P = {{1,2...,16},{17,18,...,32}}, ak jeho vysledkom
bola prvé mnozina, pre druhy pokus bolo 2 = {1,2,...,16} a Py = {{1,2,...,8},{9,10,...,16}}, v
pripade, ze druhy pokus poukézal na druhtt mnozinu, pre treti pokus definujeme 2 = {9, 10,...,16} a
P:{{Q, 10,...,12},{13,14,..., 16}}, atd. Po vykonani kazdého pokusu sa ndm postup vetvi na tolko
moznosti, kolko vysledkov mal tento pokus. Ak by sme chceli presne popisat cely postup musime
popisat, ¢o méme robif v kazdom vrchole prislusného stromu vetvenia.

Existuje eSte iny pohlad na tGto problematiku. Kazdy pokus budeme robif na zédkladnom priestore
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2 tak, ze definujeme postupnost pokusov nasledovne”
P, = {{1,2,...,16},{17,18,...,32} }
P, = {{1,2,...,8,17,18,...24},{9,10,...,16,24,25,...,32}}

 [{{1,2,3,4,9,10,11,12,17,18,19, 20, 25, 26, 27, 28},
° 7 ) {5,6,7,8,13,14, 15,16, 21, 22, 23, 24,29, 30, 31, 32} }

~ {41,2,5,6,9,10,13,14,17,18,21, 22, 25,26, 29, 30},
17 {8,4,7,8,11,12, 15,16, 19, 20, 23, 24, 27, 28, 31, 32} }

~ [{41,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21, 23, 25,27, 29, 31},
7 1{2,4,6,8,10,12,14, 16,18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32} }

Ak vykoname vsetky pokusy P az Ps5, dostaneme z ich vysledkov jednoznacne, ktory jav zakladného
priestoru €2 nastal. VSimnime si, ze v tomto pripade nezalezi na poradi vykonania jednotlivych
pokusov.

V doterajsich tlohéch sme hladali tak organizaciu pokusov, ako pomocou ich minimélneho poc¢tu
zaruéene urcif, ktory elementdrny jav nm-prvkového zdkladného pokusu nastal. Ak je to mozné,
zorganizujeme ihned zékladny pokus. Vo vii¢Sine pripadov problém takychto tloh spoéiva v tom,
7ze sme obmedzeni len na pokusy istého typu. Kombindciou miniméalneho poc¢tu tychto pokusov
méame ziskat rovnaki informéaciu ako zédkladnym pokusom. Dolné hranica po¢tu dovolenych pokusov
bude priamo timerné entropii zdkladného pokusu a nepriamo timerna entropii dovoleného pokusu.
Najviésie rozpaky pred vykonanim pokusov budeme maf vtedy, ked vSetky elementarne javy budu
matf rovnaku pravdepodobnost — vtedy neuréitost pokusu bude H(1/n,1/n,...,1/n) = logy(n). Toto
¢islo je maximum informécie, ktoré mozno vytazit zo zdkladného pokusu a my musime byt pripraveni
aj na tuto sitaciu. Preto predpokladdme rovnaki pravdepodobnost elementirnych javov zdkladného
pokusu. Tento predpoklad naviac vedie k postupu, ktory nepreferuje ziaden elementarny jav.

Zmenil by sa nas postup v pripade, keby jednotlivé elementarne javy neboli rovnako pravdepo-
dobné? Ak ciel - ndjst minimélny pocet pokusov, ktorym mozno zarucene identifikovat elementarny
jav, potom nie. Mohli by sme v8ak tlohu preformulovat nasledovne: ,,Najst taka organizaciu pokusov,
pri ktorej je stredny podet pokusov miniméalny“. Upustili sme od poziadavky ,zarudene ur¢it®. Pri-
pustame moznost, ze v niektorych nepriaznivych, ale mélo pravdepodobnych situdcidch bude treba
vela otdzok, chceme vSak aby pri velkom pocte pripadov bol stredny pocet pokusov minimélny. Pri
takto formulovanej tilohe budeme postupovat inak.

Telefénne vedenie z miesta P do miesta ) je 100 metrov dlhé. Niekde medzi miestami P, @) sa
vedenie prerusilo. Nech bod R lezi v strede vedenia P, ), pravdepodobnost, Ze chyba vznikne v tiseku
ze ho v Tubovolnom X mieste ,napichneme“ a zistime, ¢i je spojenie medzi miestami P a X. Treba
urcit postup identifikicie iiseku nie dlhsSieho nez 1 meter tak aby stredny poc¢et merani bol minimalny.
Ako zékladny pokus budeme zase brat pokus

B = {(0,1),(1,2),...,(98,99), (99, 100) },

v ktorom vsak

5
P(<071)) = P(<1,2)) == P(<49a50)) = 300
P((50,51)) = P((51,52)) = --- = P((99,100)) = 500
5 5 1 1 5 5 1 1
HB) =H | -2 . 2 = = | = 50— logy(—=) — 50.— . log, (— 2.28
(B) 300300 ' 300 " 300 300" °%2(300) 300" °82(3gp)  (228)
50krat 50krat

1.371 4.9224



2.5. PODMIENENA ENTROPIA 21

2.5 Podmienena entropia

Ozna¢me B = {By, By, ..., B} nejaky pokus na pravdepodobnostnom priestore (£2,.4, P). Predpo-
kladajme, ze nastal jav w € Q. Chceme vediet, ktory z javov B; nastal, t.j. pre ktoré j =1,2,...m
je w € Bj. Pre nejaké ohrani¢enia nemézeme vykonat pokus B (tym skor sa nemdzeme dozve-
diet, ktory jav w € ) nastal), ale dozvieme sa vysledok pokusu A = {A;, As,..., A,}. Predpo-
kladajme, Ze jeho vysledkom je jav A;. Ak uz vieme, Ze nastal jav A;, javy Bi, Bs,...,B;; na-
stant s pravdepodobnostami P(Bj|A;), P(B2|A4;), ..., P(Bn,|A;) Neurditost pokusu B sa zmeni z
H(B) = H(P(B1), P(By), ..., P(Bn) nahodnotu H(P(B1|4;), P(Ba|A;), ..., P(Bn|4;)), ktora bu-
deme oznacovat H(B|A;).

Definicia 2.3. Nech st dané dva pokusy A = {A1, As,..., Ay}, B={B1,Ba,...,By}. Podmiene-
nou entropiu pokusu B za predpokladu, Ze nastal jav A; (alebo len za podmienky A;) je

m

H(B|Aj) = H(P(B1|Ai), P(Ba|4y), ..., P(Bm|Ai)) = — ZP(Bj!Ai)-logz(P(Bj\Ai)) (2.29)

Zrekapitulujme si v kratkosti predchadzajicu tvahu. Zaujimame sa o vysledok pokusu B, ktory
mé entropiu H(B). Nastal jav w € Q; my sme vSak dostali spravu, ze w € A; a tato sprava zmenila
entropiu pokusu B na H(B|A4;). Ku kazdému w € Q existuje prave jedna mnozina A; € A taka, ze w €
A;. Mézeme teda kazdému w € 2 priradif jednozanc¢ne ¢islo H(B|A;) — toto priradenie je diskrétnou
ndhodnou veli¢inou na Q3 . Stred4 hodnota tejto ndhodnej veli¢iny je > i, P(A;).H (B|A;).

Definicia 2.4. Nech st dané dva pokusy A = {A1, As,..., Ay}, B={B1,Ba,...,By}. Podmiene-
nou entropiu pokusu B za predpokladu, vykonania pokusu A (alebo len za podmienky A) je

H(BJA) = ZP H(B|A)) (2.30)
Plati:
> P(A).H(BIA;) = Y P(A;).H(P(Bi1|A;), P(Ba|Ay), ..., P(Bm|A;)) =
=1 =1

=330 P(A).P(BA) Joga(P(BA) =

zljl
. AﬂB) P(AiﬂBj) .
=3 PG '1°g2< ) -

=1 j=1
= P(A; N By)
ZP (A; N Bj).log, <7J>
i=1 j=1 P(AZ)

n

Moézeme teda tiez pisaft

H(BJA) = ZZ (A; N B;).log, (%ﬁ) (2.31)

3Presne by sme mohli definovat tito ndhodnt veli¢inu ako

n

h(BJA)(w) = Y H(B|Ai).xa, (W),

=1

kde x4, (w) je indikdtor mnoziny A, t.j. xa,(w) = 1 prave vtedy, ked w € A;, inak x4, (w) = 0.
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Cim bude hodnota H(B|A;) mens$ia, tym presnejsie jav A; charakterizuje vysledok pokusu B.
Ak teda navrhujeme pokus A ako jeden z pokusov, ktorych minimdalny pocet zarucene dospiet k
uréeniu javu B;, potom sa treba snazit navrhnat pokus A tak, aby maximum z hodnét H(B|A;) bolo
miniméalne.

Definicia 2.5. Nech A = {4, As,...,A,} B={B;,Bs,...,B,,} st dva pokusy na pravdepodob-

nostnom priestore (€2, .4, P). Potom kombinovanym pokusom pokusov A, B nazveme pokus
AAB={A;NB;| A €A, BjcB} (2.32)

Ak najprv vykoname pokus A a potom pokus B, (alebo aj naprv B a potom A), dozvieme sa to isté,
t.j. ziskame rovnaku informéciu, ako keby sme vykonali pokus A A B. Ak uz vykoname pokus A a
jeho vysledok je A;, podmienend entropia pokusu B za predpokladu, ze nastal jav A;, je H(BJ|A;).
Kedze jav A; ma pravdepodobnost P(A4;), jeho prispevok k celkovej strednej hodnote pokusu B za
predpokladu, Ze je zndmy vysledok pokusu A, je P(A;).H(B|A;) a podmienend entropia pokusu B
za prepokladu, Ze pozname vysledok pokusu A je H(B|A) = Y"" |, P(A4;).H(B|A4;).

PodTa vety 2.6 plati vztah (2.14). Vezmime pokus A A B. Oznacme ¢;; = P(A; N Bj), p; = P(A;).
Potom plati

pz:P(Az):Z AﬂB qu
=1

Predpoklady vety 2.6 st teda splnené a preto je

H(A A B) = (QI17q127 <o+ q1m, 421,922, ---92,m; ---;4nl,qn2; - qn7m) =
qi1 %2 qim
:H 5 7’~"T’L+ 7. ( cey >:
(pl b2 b Zp p’L p’L Di
" A; N B A; N By P(A; N B,
:H(P(Al),P(Ag),...,P(An))+ZP(A,-).H< (P(A‘) ), (P(Al) ) (P(A') )) -
j:1 1 1 (]
H(A)+ H(BJA)
Teda plati nasledujtca veta:
Veta 2.12.
H(AANB)=H(A)+ H(BJA) (2.33)

Podla vztahu (2.33) je H(B|A) zvyskova entropia kombinovaného pokusu A A B po vykonani
pokusu A. Vidime tiez, Ze ¢im je entropia H(A) pokusu A vicsia, tym mensia je podmienend entropia
H(B|A).

Definicia 2.6. Nech A = {A;, Ay,..., A} B={By,By,..., By} st dva pokusy na pravdepodob-
nostnom priestore (£2, A, P). Hovorime, Ze pokusy A, B st Statisticky nezavislé (alebo len nezavislé),
ak pre kazdé i =1,2,...,n, j =1,2,...,m st A;, Bj nezavislé javy.

2.6 Spoloc¢na informacia pokusov

Znovu sa vratme k situdcii, ked sa zaujimame sa o vysledok pokusu B s entropiou H(B). Tento
pokus vSak z nejakych dovodov nemdzeme vykonaf, ale vykonadme pokus A. V situécii ked uz
pozname vysledok pokusu A neuréitost pokusu B sa zmeni z H(B) na H(B|A) - toto je stredné
mnozstvo dodatoc¢nej informécie, ktortt mozno ziskat z pokusu B po vykonani pokusus A. Rozdiel

H(B) — H(B|A) mozno povazovat za stredné mnozstvo informéacie o pokuse B obsiahnuté v pokuse
A.
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Definicia 2.7. Stredné mnozstvo informécie I(A,B) o pokuse B v pokuse A je
I(A,B)=H(B)— H(B|A) (2.34)
Veta 2.13.
I(A,B) = H(A) + HB) — HAAB) (2.35)
Doékaz. Dosadenim za H(B|A) = H(AAB)—H(A) z (2.33) do (2.34) dostaneme ziadany vztah. [
Zo vztahu (2.35) vidime, ze I(A,B) = I(B,A), t.j., ze informacia o pokuse B obsiahnuta v
pokuse A sa rovna informécii o pokuse A obsiahnutej v pokuse B. Preto sa niekedy hodnote I(A, B)

hovori aj spolo¢né informacia pokusov A, B.

Veta 2.14. Nech A = {A1,Ay,..., A} B={B1,Bs,...,B,} st dva pokusy na pravdepodobnost-
nom priestore (2, A, P). Potom

I(A,B) =) ) P(A;inBj).log, (%) (2.36)

i=1 j=1

Dokaz. Pretoze A = {A;, Aa, ..., A,} je disjunktny rozklad priestoru €2 je

Bi:BiﬂQ:BiﬂOAi:CJAiﬂBi
=1 =1

Pretoze zjednotenie na pravej strane posledného vyrazu je disjunktné, je

=1

Dosadenim za H(B|A) zo vztahu (2.31) do defini¢nej rovnosti (A, B) dostdvame
I(A,B) = H(B) - H(B|A) =

—ZP )-logy P +ZZPA N Bj) log2< (A(Z)B)>:

i=1 j=1
:_ZZP(AiﬁBj)‘logz +ZZPA N B)) log2< (AmB)>:
j=1i=1 i=1 j=1 P(A;)
_ n_m , 3 1o o (AinBj)\ _
— ;;P(Asz])~lg2 +;]ZIPA N B;) 1g2< ) )
n o m PAZ.QB- n m PAimB,
:;;P(AMBJ')- {mgg (W) ~log, P } ;g (AiNB;). log, (W)

O

Veta 2.15. Nech A = {A1,Ay,..., A} B={B1,Bos,...,B,} si dva pokusy na pravdepodobnost-
nom priestore (2, A, P). Potom

0<I(A,B), (2.37)

pri¢om rovnost nastdva prdve vtedy, ked si pokusy A, B Statisticky nezdvislé.



2.6. SPOLOCNA INFORMACIA POKUSOV 24

Dokaz. Pouzijeme vztah (2.36) z vety 2.14 a nerovnost Inz < z — 1, ktora plati pre vsetky x > 0,
pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked z = 1.

P ). tog, (o0 ) = pasn )2 (2020

<

. P(Ai).P(Bj)

pricom rovnost plati prave vtedy, ked =1, t.j. vtedy, ked st javy A;, B; nezavislé.

F)(AZ N Bj)
P(A;).P(B;
_Y S PN <7< g §B>> <
=1 j=1 ( n )
YD (P —P(AiNBy)) [Z P(A =Y Y P(AinB;) | =
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
=1
> P(A))  P(Bj) - > P(A) - 0,
=1 j=1 = 1
=1 B
pricom rovnost plati prave vtedy, ked st vSetky dvojice javov A;, Bjprei =1,2,...,n,7=1,2,...,m
nezavislé. 0
Veta 2.16.
H(B|A) < H(B), (2.38)

pricom rovnost nastdva prdave vtedy, ked si pokusy A, B Statisticky nezdvislé.

Dokaz. Tvrdenie vety vyplyva zo vztahu 0 < I(A,B) = H(B)—H(B|A), v ktorom rovnost nastéava,
len ked st pokusy A, B Statisticky nezavislé. O

Veta 2.17.
H(AANB)<H(A)+ H(B), (2.39)
pri¢om rovnost nastdva prdve vtedy, ked si pokusy A, B Statisticky nezdvislé.

Dokaz. Podla (2.35) vety 2.13 a podla vety 2.15 je 0 < I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B),
pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked sa pokusy A, B Statisticky nezavislé. O



Kapitola 3

Zdroje informacie

3.1 Realne zdroje informacie

Objekt (osoba, zariadenie, pristroj), ktory je schopny na svojom vystupe produkovat nejaky signal,
budeme volat zdroj informécie. Zdrojom informécie moze byt ¢lovek signalizujici baterkou znaky
Morseovej abcedy, klavesnica pocitaca, vysielajuca 8-bitové slova, telefénny pristroj produkujuici
analégovy signal od 300 do 3400 hertzov, signal z prehravaca kompaktnych diskov produkujici 44000
16-bitovych vzoriek za sekundu, televizny obrazovy signal obsahujtci 25 obrazkov za sekundu atd.
Vidime, Ze televizny obrazovy signal bude neporovnatelne zlozitejsi, nez telefénny signal. Ale kazdy
uzné, ze desat minut sledovania obrazovky s monoskopom, prendSaného tymto zlozitym signalom
nedé tolko informaécie, kolko desat mintt telefonického rozhovoru.

Zdroje informéacie moézu produkovat spojity alebo diskrétny signal. Kazdy spojity signal vsak
mozno v diskrétnych ¢asovych okamzikoch odmerat — vzorkovat a pokial je vzorkovacia frekvcencia
dvojnasobnd ako maximalna frekvencia signalu, stacia tieto diskrétne vzorky na plnohodnotnt rekon-
Strukciu povodného signalu. Mézeme teda predpokladat, Ze zdroj produkuje ¢asovych okamZikoch
t = t1,ta,t3,... signdly Xy, Xy, Xi, - . ., ktoré mozeme povazovat za diskrétne ndhodné veli¢iny —
nadobudaju len kone¢ne vela roznych hodnot. Koneént mnozinu roznych diskrétnych signalov pro-
dukovanych zdrojom nazveme abecedou zdroja, jednotlivé prvky abecedy zdroja nazveme znakmi.
Casové okamziky t = t1,ts,13,... mdzu, ale nemusia byt pravidelné. Napriklad zdroj vysielajici v
Morseovej abecede pouziva symboly bodka, ¢iarka, kratka medzera (oddeluje bodky a ¢iarky v ramci
jedného pismena) dlha medzera (oddeluje od seba jednotlivé pismend). V inej interpreticii mozeme
oddelovaciu medzeru medzi bodkami a ¢iarkami v ramci jedného pismena povazovat za sucast bodky
a Ciarky a v tomto pripade mame zdroj produkujuci tri znaky a to bodky, ¢iarky a medzery. V oboch
interpretaciach vsak ¢asové okamziky, t = t1,to,t3, ..., v ktorych sa vysielaja jednotlivé symboly, nie
su rovnaké — vyslanie bodky trva kratsie, nez vyslanie Ciarky.

Je vyhodné povazovat ¢asovy interval medzi dvoma za sebou nasledujicimi ¢asovymi okamzikmi
za jednotkovy — potom pracujeme s ndhodnymi velicinami X7, X3, X3....

Definicia 3.1. Diskrétny nahodny proces je postupnost ndhodnych veliéin X = X7, X9, X3.... Ak
X, nadobudne hodnotu a; pre ¢ = 1,2,... , postupnost ai,as, ... nazveme realizdciou nidhodného
procesu X.

V tejto kapitole budeme skiimat informacéni vydatnost roznych zdrojov informaécie. Zdroje in-
formécie sa od seba lisia frekvenciou, s akou st schopné vysielat, po¢tom znakov abecedy zdroja
— hodnoét, ktoré mozu nadobudat ndhodné velidiny X; a tiez ich pravdepodobnostnym rozdelenim.
Aby sme sa zbavili vplyvu frekvencie zdroja, budme sa snazif charakterizovat zdroje podla mnoZstva
informacie pripadajice na jeden vyslany znak. Avsak ani frekvencia vystupu znakov zo zdroja, ani
mohutnost vystupnej abecedy zdroja neurcuje plne mnozstvo informécie, ktoré produkuje zdroj. To
bude znacne zavisiet aj od rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnych veli¢in X;.

25
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3.2 Matematicky model informac¢ného zdroja

Definicia 3.2. Nech X je konefné mnozina, nech X* je mnozina vSetkjch konecnych postupnosti
prvkov z X vé¢itane prazdnej postupnosti e = {}. Mnozinu X nazveme abecedou, jej prvky znakmi
abecedy X, prvky mnoziny X* nazveme slovami, e prazdnym slovom. Ozna¢me X" mnozinu vsetkych
n-prvkovych postupnosti znakov z X, jej prvky nazveme slovami dlzky n. Nech P : X* — R je realna
nezapornd funkcia definovand na X* s nasledujicimi vlastnostami:

1. Ple)=1 (3.1)
2. Y Play,...m) =1 (3.2)

(ml,...,xn)GX"

3. Z P(x1, o Ty Yntls oy Yntm) = P(x1, ... x0) (3.3)

(yn+11-~'7yn+m)€Xm

Potom usporiadant dvojicu Z = (X*, P) nazveme zdrojom informécie alebo kratko zdrojom. Cislo
P(x1,x9,...,x,) nazveme pravdepodobnostou slova z1, ..., z,.

Cislo P(x1,m2,...,7,) vyjadruje pravdepodobnost toho, ze zdroj od svojho okamziku spustenia
vySle v Case 1 znak z1, v ¢ase 2 znak xo atd., az v ¢ase n vysle znak x,, ¢o sa dd povedat i tak,
7e P(x1,x9,...,2,) je pravdepodobnost vyslania slova x1,z2,...,2, za n ¢asovych okamzikov od
spustenia zdroja. Podmienka (3.1) hovori, Ze za 0 ¢asovych okamzikov vysle zdroj prézdne slovo s
pravdepodobnostou rovnou 1, druh& podmienka hovori, Ze za n ¢asovych okamzikov od spustenia
zdroj s istotou vysle nejaké slovo z abecedy X. Tretia podmienka sa vold podmienkou konzistencie a
vyjadruje poziadavku, aby pravdepodobnost mnoziny vietkych slov dizky n+ m zaéinajtcich slovom
Z1,%2,...,%, bola rovna pravdepodobnosti P(z1,z2,...,Ty), lebo

{y17y2;~--7yn+m|91:$1>y2:x27---;yn:$n}: U {m17x27'"7'7;7“217227"'72771}

21,22, Z2m EX™

Na tomto mieste je potrebné pripomentt dva rozdiely medzi chapanim pojmu ,slovo® v lyngvis-
tickom a nasom zmysle. V lyngvistickom zmysle slovo napr. slovenského jazyka je takd postupnost
pismen, ktora je prijatd do mnoziny slov — slovnika slovenského jazyka. Tak napriklad slovo ,,vikend“
je slovom slovenského jazyka na rozdiel od slova ,weekend“. V nasom informatickom zmysle st ché-
pané ako slova vSetky konecné postupnosti znakov abecedy X, ,vikend“, ,weekend“, ,dnekeew“,
»qwdiyaztj“ — to vSetko su slova abecedy X = {a,d,b,c,¢, ... ,z2}. Druhym podstatnym rozdielom
je, ze slova v prirodzenom jazyku sa oddeluji medzerou, na rozdiel od néasej definicie, v ktorej je
vystup zo zdroja mozné chapat ako jedno (mozno aj velmi dlhé) slovo, ale stcasne aj niekolko bez-
prostredne po sebe nasledujtcich slov, ktoré nie si1 od seba ni¢im oddelené, resp. vystupné slovo si
mozeme podelif na slové v Tubovolnych miestach ako ndm je to pre nase tcely vyhodné.

Zaujima nas pravdepodobnost P, (y1,y2...,Ym), s akou zdroj vysle slovo y1,92...,yn v Case

n, presnejsie v ¢asovych okamzikoch n,n + 1,...,n + m — 1. Tato pravdepodobnost vypocitame
nasledovne:

Pn(y17y27---7ym): Z P(xla'IQv"'7xn717y17y27"'7ym) (34)

(a:l,...,:vn_l)EX"*1

Definicia 3.3. Hovorime, Ze zdroj (Z, P) je stacionarny, ak pravdepodobnosti P;(z1,zg,...,x,)
nezavisia od i, t.j. ak

Py(x1,x9,...,2,) = P(x1,29,...,2,) pre kazdé i a kazdé x1,22...,2, € X" (3.5)

Ozna¢me X; diskrétnu nédhodnii premennt, ktord bude popisovat vyslanie jedného znaku zo
zdroja (Z, P) v case i. Potom jav ,v Case i zdroj vyslal znak x“ je vlastne javom [X; = z] a teda
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P([X; = z]) = Pi(z). Vyslanie slova z1,x9,...,z, v ¢ase i mozno pomocou ndhodnych veli¢in X;
modelovat ako jav [X; = z1|N[ X1 = x2]N- - -N[X;4n—1 = ], Co skritene zapiSeme [X; = z1, X;11 =
Ty ... aXi-l—n—l = {L‘n], 7 ¢oho mame P([XZ = l'laXi—s—l =T2y..., Xz'—i—n—l = iL'n]) = P,-(ml,:rg, NN ,xn).

Definicia 3.4. Hovorime, Ze zdroj (Z, P) je nezavisly ak pre lubovolné i, j, n, m také, ze i+n < j
plati

P(Xi=a1,Xi1 =22,..., Xign-1 = ) N [Xj =91, Xj1 = Y2, -, Xjtm—1 = Um)) =
= P([Xz = 1‘1,X¢+1 =T2,... ;Xz'+n—1 = [En])P([X] = Y1, Xj+1 =Y2,... 7Xj+m—1 = ym]) (36)

Zdroj je nezavisly, ak vyslanie lubovolného slova v lubovolnom ¢ase j nezavisi od toho, ¢o zdroj vyslal
do ¢asu j. Niekedy sa takymto zdrojom hovori aj bezpamitové.

Zdroj vysielajuci stat v slovenskom jazyku nie je nezéavisly zdroj. Ako uvddza Cerny v [Cerny]
je vela slovenskych slov, obsahujucich ,ZA%, ale Ziadne slovo neobsahuje podslovo ,,ZAZA“. Je teda
P(ZA) > 0 av pripade nezavislosti by malo byt P(ZAZA) = P(ZA).P(ZA) > 0,ale P(ZAZA) = 0.
Gramatické pravidlo o zhode predmetu a privlastku sposobi, ze slovo ,EHOLCHLAPA“ (me-
dzeru ,“ povazujeme tiez za symbol abecedy) bude mat nenulovi pravdepodobnost, kym slovo
LEMULCHLAPA® sa vyskytuje s nulovou pravdepodobnostou.

Z kratkodobého hladiska by sme s istym priblizenim mohli povaZovat pisani slovendinu za
stacionarny zdroj, avSak z hladiska storo¢i badat aj tu zmeny - ¢oraz menej sa pouzivaji niektoré slova
ako rinok, kantar, pitvor, merica, dieza a zacinaju sa pouZzivat nové slova ako vikend, mobil, procesor,
internet. Stacionarita zdroja je vSak jednym zo zakladnych predpokladov, za ktorych mozeme dostat
v tedrii informdcie pouzitelné vysledky, preto odteraz budeme predpokladat, Ze zdroje, s ktorymi
pracujeme, sa stacionarne. Tento predpoklad je v praktickych situaciach splneny.

Majme stacionarny zdroj (Z,P). Nech mé abeceda zdroja m symbolov, t.j. nech
Z ={ay,aa,...,an}.

Chceme vediet, ak stredni informéciu dostaneme, ked sa dozvieme, aky znak zdroj vyslal.
Vyslanie znaku v Tubovolnom ¢ase mozno pri staciondrnom zdroji povazovat za vykonanie pokusu
B = {{a1},{a2},....{am}} s pravdepodobnostami p; = P(a1), p2 = P(a2), ..., pm = Plam).
Entropia tohoto pokusu je H(B) = H(p1,p2,...,Pm), Co je strednd hodnota informécie ziskanej
tymto pokusom.

Sktimajme teraz informéciu, ktort dostaneme v dvoch po sebe iducich znakoch vyslanych zo
zdroja Z = (Z*, P). Prislusny pokus bude teraz Co = {{(a;,ai,} | @i, € Z, ai, € Z}. Pokus
B mozeme prezentovat aj ako B = {{a1} x Z, {a2} x Z, ..., {am} x Z}. Ak definujeme D =
{Z x{a1}, Z x{as}, ..., Z x {am}}, potom H(D) = H(B) = H(p1,ps2,...,pm) a C2 =B AD.

H(Cy)=HBAD)<H(B)+ HD)=2H(B)
Predpokladajme, ze pre pokus
Cn = {{(ai, aips---,ai,)} | @i, € Z, pre k=1,2,...,n}
plati H(C,,) < n.H(B). Pokus C,, mé rovnaku entropiu ako pokus
C, = {{(ai, tips---,0i,)} X Z | @i, € Z, pre k=1,2,...,n}
Oznacme

Chi1 = {{(ail,ah,...,ainH)} | a;, € Z, pre k = 1,2,...,n—|—1}
D= {Z” x {a1}, Z" x {as}, ..., Z" x {am}},

potom

H(Cps1) = H(C, AD) < H(C,) + H(D) < n.H(B) + H(B) = (n + 1).H(B)
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Vidime, zZe v pripade stacionarneho zdroja, ktory nie je nezévisly, je priemerna entropia na jedno
pismeno —H(C,,) vzdy mensia ako entropia prvého pismena. To néas vedie k myslienke, definovat
n
entropiu zdroja ako priemernt entropiu na jedno pismeno pre velmi dlhé slova.
Definicia 3.5. Nech Z = (Z*, P) je zdroj informacie. Entropiu zdroja Z definujeme ako
) 1
H(Z)=- lim — . Z P(x1,22,...,2y).10ogy(P(21, 22, . .., Ty)). (3.7)
n—oo n
(z1,....xn)EZ
Pre stacionarny nezavisly zdroj Z = (Z*, P) vypocitame entropiu fahko. Plati totiz:

Z P(z1,29,...,2,). logy(P(z1,22,...,2pn)) =
(21,.2n)EZ

= Y P(z1).P(z2),..., P(xn).[logy P(z1) + logy P(x2) + - - + logy P(xs)] =

(z1,-.0Tn)EZ

= Y P(x1).P(z2),..., P(xy).logy P(z1) +
(z1yeesxn)EZ

+ Z P(x1).P(x2),..., P(zn).logy P(x2) +
(z1yeeyzn)EZ

e PN o+
ST P().P(r2), . Plin) logy Plan) =
(z1,eexn)EZ
= Z P(x1).logy P(x1) . Z P(xz2).P(x3),...,P(zp)+ - =
T1€Z (z2,....xn)EZ

= 3" P(a1).logy P(z1) + Y Plaz).logy P “+ ) Plas).logy Plas) =

T1€Z T2€Z r3€Z
=n. E P(x).logy P(x)
VA

a preto pre stacionarny nezavisly zdroj Z plati H(Z) = — ) ., P(z).logy P(x).
Ak je zdroj len staciondrny, limita (3.7) vébec nemusi existovat.

Veta 3.1. Shannon — Mac Millan. Nech Z = (Z*, P) je staciondrny nezdvisly zdroj. Potom k
lubovolnému € > 0 existuje prirodzené ¢islo n(e) také, Ze pre vsetky n > n(e) je

1
P{wl,...xneZ”]‘E.logQP(a:l,... )+H(Z)‘ }<a (3.8)

Dokaz. Tato vetu uvadzame bez dokazu.
Oznacéme

1
E(n,e) = {a:l,...xn SN ’E.logg P(x1,...zp) +H(Z)‘ < 8} (3.9)

Shannonova — Mac Millanova veta hovori, Ze pre kazdé ¢ > 0 existuje mnozina F(n,¢), pre ktora
plati P(E(n,e)) > 1 —e.
Plati:
1
(T1,...,2p) € E(n,e) < —e< HloggP(:cl,...,a:n) +H(Z)<e —
< —n(H(Z)+e) <logy P(x1,...,2p) < —n(H(Z) — ) <

= 27 HEE) « p(ay,.. . z,) < 27HE)-)
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Nech |E(n,¢€)| je pocet prvkov v mnozine E(n,¢). Pretoze pravdepodobnost kazdého prvku mnoZiny
E(n,¢) je vicsia nez 2-"H(2)+e) je 1 > P(E(n,€)) > |E(n,e)].27"H(Z)+e),

Na druhej strane je pravdepodobnost kazdého prvku mnoziny E(n, ¢) mensia nez 2-"(H(£)=¢) 'z &oho
1 —e < P(E(n,¢)) < |E(n,e)|.2~H(EZ)=e),
Z tychto nerovnosti dostavame nasledujiice ohranicenia:

(1 —¢).2"H(E)=8) < |B(n,e)| < 2MH(E)te) (3.10)

Mnozina vetkych slov slzky n sa teda rozpadne na vyznamnt mnozinu F(n,e) ktord ma priblizne
2n-H(Z) glov, ktorych pravdepodobnost sa malo 1isi od 2(2) a na zvySok slov s bezvyznamnou
celkovou pravdepodobnostou.

Slovenéina pouziva 26 pismen abecedy bez diakritiky a 15 pismen s diakritikou &, ¢, d, é, 1, I, I, 1,
6, 0, §, t, 1, ¥, z. Naviac sa pouzivaju aj interpunkéné znamienka (¢iarka, dvojbodka, bodkocéiarka,
pomlcka, uvodzovky, bodka, vykri¢nik, otdznik a medzera). Aj ked prijmeme namietku, Ze slovenc¢ina
by vystacila bez pismen q, w, x. potrebuje jej abeceda Z minimélne 40 znakov. (A to eSte nepouzivame
velké pismend.) Entropia slovenéiny uréite neprevysi ¢islo 3. Pocet vSetkych 8-znakovych slov abecedy

Z je teda 408, |E(8,¢)| odhadneme na 283 = 224,

224 224 1 1
408 ~ 8558 5% 390626
Mnozina E(8,¢) obsahuje menej ako 3 miliéntiny celkového poc¢tu 8-znakovych slov.

Je =2,56.107°.

3.3 Produkt informacnych zdrojov

Definicia 3.6. Majme dva informac¢né zdroje Z, = (A*, P1), Zo = (B*, P»). Produktom zdrojov Zj,
Z5 nazveme zdroj 21 X Z3 = ((A x B)*, P), kde (A x B) je kartézskym su¢inom mnozin A a B (t.j.
mnozinou vSetkych usporiadanych dvojic (a,b), kde a € A, b € B) a kde P(e) = 1 (pravdepodobnost
vyslania prazdneho slova za 0 ¢asovych okamzikov) a kde

P((a1,b1), (az,b2), ..., (an,by)) = P(a1,az,...,a,).P(by, b, ..., by) (3.11)
pre fubovolné a; € A, b; € B, i,j € {1,2,...,n}.

Veta 3.2. Produkt zdrojov Z1, Zo je korekine definovany, t.j. pre pravdepodobnost P plati (3.1),
(3.2), (3.3) z definicie zdroja 3.2.

Dokaz. Vztahy (3.1), (3.2), (3.3) z definicie zdroja 3.2 prepiSeme nasledovne:
1. Ple)=1 (3.12)
2. > P((a1,b1), (a2,b2), ..., (an,by)) = 1 (3.13)

(alab1)7~--’(an7bn)€(A><B)n

3. Z P((alabl)a(a27b2)a"'a(anabn)a(phql);--'7(pm7Qm) -
(P1,1) 55 (Pmsqm ) E(AX B)™

= P((a1,b1), (ag,b2), ..., (an, bn)) (3.14)
Prvy vztah vyplyva z definicie 3.2 zdroja Z; x Z5. Dokazem platnost tretieho vztahu.
Z P(<a17 b1)7 (a27 b2)7 s (a’TH bn)7 (p17 ql)v SRR (pm, qm) =
(P1,q1),-(Pm,gm ) E(AX B)™
= Z Z P(a17a27"',anaplap%'-'7pm)-P(b1>b27"'abna(IDQQ,"'apm):

p1p2...pm €A™ q1q2...¢gm EB™

- Z P(a17a27"'7an7p17p27"'7pm) Z P(b17b27”'7bn7q17QQ7"'7pm) =

p1p2...pmEA™ q192-.-gmEB™
= P(al, as, ... ,an) . P(bl, bg, e ,bn) = P((al, bl), (CLQ, bg), P (an, bn))
Analogicky sa dokédze jdnoduchsi druhy vztah. U
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Veta 3.3. Majme dva informacné zdroje Z1, Zo = s entropiami H(Z1), H(Z3). Potom pre entropiu
zdroja Z1 X 29 plati

H(21 % 25) = H(Z)) + H(2,) (3.15)
Dokaz
H(Z| X Z3) =
:7}1_)120% Z P((al,bl),...,(an,bn)).logQ P((al,bl),...,(an,bn)) =
(a1,b1)ye-,(an,bn)E(AXB)™
= nli_)rg@% > P(ay,...,an).P(b1,...,by). [logy P(a1,...,a,) +logy P(by,...,by)] =

(a1,b1),...,(an,bn)E(AXB)"

1
= lim — . .
Jim Z P(ai,...,ay).P(b1,...,by).logy P(ay,...,a,) +
(a1,b1),...,(an,bn)€(A><B)”
+ > Pla,...,an).P(by,...,by).logy P(by,....by) | =

(a1,b1),..s(an,bn)E(AXB)"

1
= lim — Z P(ay,...,ap).logy P(ay,...,a,) . Z P(by,...,by) +

n—oo 1N
Qa1,...,an €A™ b1,...,bn€B™

=1

+ > Pby,...,bp)logy P(by, ... b)Y Plag,...,an)| =

b1,...,bn€B™ a1,...,an EA™
=1
1
= lim — E P(ai,...,an).logy P(ai,...,an) +
n—oo n

ai,...,an €A™

1
+ lim -~ > P(by,....bp)logy P(by,....by) = H(Z1) + H(Z2).
b, bn€BN

O

Definicia 3.7. Nech Z = (A*, P) je informac¢ny zdroj. Definujme 22 = Z x Z a dalej indukciou
Zn=2z""1x Z,

Zdroj Z2" = Z X Z X --- X Z je zdroj s abecedou A"™. Pouzitim vety 3.3 a matematickej indukcie

n-krat
dostaneme nasledujicu vetu:

Veta 3.4. Nech Z je informacny zdroj s entropiou H(Z). Potom pre entropiu H(Z") zdroja Z"
platt

H(Z") = n.H(2) (3.16)

Definicia 3.8. Nech Z = (A*,P). Oznacme Z) = ((Ak)*,P(k)) zdroj s abecedou AF, kde
P(k)(al,ag, ...,ay) pre a; € A* a; = aj1a40 . . . i je definované ako

P(k:)(a1>a2a s 7an) = P(alla aiz,..., a1k, @21, 022, ..., 02k, - - -, anl, An2, . - . 7ank) (317)
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Informac¢ny zdroj Z;) vznikne z informacéného zdroja Z tak, Ze zo zdroja Z budeme odoberat
kazdy k-ty okamzik celé vystupné slovo dlzky k v povodnej abecede, pricom budeme vystupné k-
znakové slové brat ako znaky novej abecedy.

Pozor! Je podstatny rozdiel medzi Z) a ZF kym vystupné slova zdroja Z (1) st k-tice po
sebe iducich znakov pdvodného zdroja Z a ich znaky méZzu byt medzi sebou zévislé, slova zdroja
ZF vznikli ako k-tice vystupov k navzijom nezavisljch identickych zdrojov so zdrojom Z a znaky v
ramci jednotlivych vystupnych slov st navzajom nezavislé.

V pripade stacionarneho nezavislého zdroja Z je vsak Z,) = zZk,

Veta 3.5. Nech Z je informacny zdroj s entropiou H(Z). Potom pre entropiu H(Z ) zdroja 2y
plati

H(Z4)) = k.H(Z) (3.18)

Dokaz. Plati

1
H(Zg) = Jim -~ ZGA Piy(a1,22, ..., an) =
aj,...,an n

= lim — E P(an,alg,...,alk,agl,agg,...,agk,...,anl,ang,...,ank):
n—oo N

a;;€A pre 1<i<n, 1<j<k

1
= lim — Z P(i[]l,xg,...,.%'n,k) =

T1,22,..,Tn k€A

1
=k | lim -— Y P(zy,72,...,20) | =kH(Z) (3.19)

T1,X2,.,Tn K EA

O

Poslednd veta hovori, Ze stredna informécia na jedno k-znakové slovo — znak zdroja Z, je k-

nasobkom strednej informécie pripadajticej na jeden znak povodného zdroja Z. Je to ocakavana

skuto¢nost — ,,uzatvorkovanim® vystupu zdroja Z po k znakov sa stredné informécia pripadajica na
jeden znak pévodnej abecedy zdroja Z nezmeni.

3.4 Informacny zdroj ako suéin priestorov s mierou

Aj ked pomocou modelu z predchadzajicej kapitoly dokdzeme odvodif vSetky potrebné vlastnosti
zdrojov, mé tento model isté nedostatky. Jednym z nich je, ze systém funkcii P(z1,x9,...,2,) sa
ned4 interpretovat ako pravdepodobnostné miera na mnozine Z* vSetkych slov abecedy Z.
Existuje model, ktory tento nedostatok nemad, vyzaduje vSak pouzitie aparatu tedrie miery.
Nech Z = {aj,as,...,a,}. Oznacme

Q= ﬁ Z (3.20)

1=—00
mnozinu vSetkych postupnosti prvkov z mnoziny Z tvaru
W = ( e, Wo2,W_1,Wp,W1,wW2, . . )
Na mnozine 2 definujeme pre kazdé celé ¢islo ¢ ndhodna funkciu X; predpisom

Xl(w) = Wj. (3’21)
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Nech FE1, Fs, ... Ej st podmnoziny mnoziny Z. Cylindrom nazveme mnozinu
Cn(E17 E2a s 7Ek‘) = {w | Xn(w) S E17X7“L+1(w) € E2a s 7Xn+k:—1(w) € Ek‘} (322)

Nech z1, 29, ...,z je lubovolna koneénd postupnost prvkov z mnoziny Z. Elementarnym cylindrom
nazveme mnozinu

ECn(:cl,:vg, e ,:Ek) = {w | Xn(w) = xl,XnH(w) = x2,y... ,Xn+k_1(w) = :Uk} (323)

Vimnime si, ze mozeme pisat T (w = T(w, odobne

EC,(z1,22,...,25) = X Zx Zx{z1} x{wa} x - x{ap} xZx Zx ...
Elementarny cylinder EC),(z1, z2, ..., x)) predstavuje situdciu, kedy zdroj v ¢ase n az n+k —1 vysle
slovo (x1,x2,...,2k).

Ozna¢me Fp mnozinu vsetkych cylindrov. Mnozina Fy obsahuje prazdnu mnozinu (napriklad
cylinder C1(() je prazdny), obsahuje Q (pretoze C1(Z) = ), je uzavretd na konecené prieniky a na
konecené zjednotenia. Preto existuje najmensia o-algebra F podmnozin priestoru {2 obsahujtca Fy.

Definicia 3.9. Informacénym zdrojom s abecedou Z nazveme pravdepodobnostny priestor Z =
(Q,F,P), kde @ =[[;2__ Z, F je najmensia o-algebra podmnozin priestoru 2 obsahujica vsetky
cylindre a kde P je nejakéd pravdepodobnostnd miera na o-algebre F.
Pretoze kazdy cylinder mozno napisat ako zjednotenie elementarnych cylindrov, stacilo by definovat
F ako najmensiu o-algebru obsahujicu vsetky elementarne cylindre.

Definiciou 3.9 sme dosiahli, ¢o sme chceli. Mame pravdepodobnostny priestor, v ktorom je vyslanie
Tubovolného slova v lubovolnom ¢ase javom (elementarnym cylindrom) a na ktorom sa daji vSeobecne
modelovat a Studovat rézne vlastnosti zdrojov.

Definicia 3.10. Nech (Q,F, P) je pravdepodobnostny priestor, nech 7' : Q@ — Q je vzijomne
jednoznac¢né zobrazenie na ). Pre A C ) oznac¢me

T7'A={w|T(w) e A} T(A) ={T'(w)| w e A} (3.24)

Indukciou mézeme definovat T-"A takto: T-1A je definované v (3.24). Majme definované T-"A,
potom definujeme T~ ("t A = T-1(T—"A).
Hovorime, Ze zobrazenie T je meratelné, ak pre kazdé A € F je T"'A € F.
Hovorime, Ze zobrazenie T' zachovava mieru, ak T je meratelné zobrazenie a ak pre kazdé A € F je
P(T71A) = P(A).
Hovorime, ze T je premiesavajice zobrazenie, ak T' je vzajomne jednoznac¢né, zachovava mieru a pre
lubovolné dve mnoziny A, B € F je

nlLrgo P(An T7"B) = P(A).P(B) (3.25)
Hovorime, Ze mnozina B € F je T-invariantna, ak T-!B = B.
Hovorime, Ze T je ergodické zobrazenie, ak T' je vzajomne jednoznacné, zachovava mieru a vsetky
jeho invariantné mnoziny maji mieru 0 alebo 1.

Veta 3.6. Nech T je premiesavajice zobrazenie. Potom T je ergodické zobrazenie.

Dokaz. T je vzdjomne jednoznacné a zachovava mieru. Treba dokéazaf, Ze jediné T-invariantné
mnoziny st mnoziny miery 0 alebo 1. Nech B € F' je T -invariantna. Potom

(4)
= P(A).P(B) prekazdé Ae F
(B).P
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Veta 3.7. Ergodicka veta. Nech T je ergodické zobrazenie nma pravdepodobnostnom priestore
(Q, F, P). Potom pre kazdi mnoZinu A € F a pre skoro vsetky w € Q plati

Jim 3 (7)) = P(A), (3.26)
i=1

kde x 4(w) je indikdtor mnoziny A, t.j. xa(lw) =1, ak w € A, inak x4(w) = 0.

Definicia 3.10 a vety 3.6, 3.7 platia pre vSeobecné pravdepodobnostné priestory. Vrafme sa teraz
k informaénému zdroju Z = (2, F, P), kde Q je mnozZinou vSetkych z oboch stran nekonecénych
postupnosti znakov konec¢nej abecedy Z. Na mnozine 2 definujeme vzajomne jednoznac¢né zobrazenie
T, ktoré nazveme posun predpisom

Xn(T(w)) = Xns1(w) (3.27)
w = ...,W_2,W_1,W,W1,W2,...
X(w) = ..., W_1,Wo,W1,W2,Wws, ...

Zobrazenie T ,posunie® postupnost znakov w o jedno miesto dolava.
Je este jeden pohlad na zobrazenie T'. Nech T"(w je n-krat aplikované zobrazenie T, teda

T"(w) = T(T(...T(w)...)).

n-krat

Exaktne mozno definovat indukciou T'(w) = T(w), T ' w) = T(T™(w)). Xo(w) je znak
postupnosti w vyslany zdrojom v ¢ase 0, Xo(7T(w)) je znak postupnosti w vyslany zdrojom v ¢ase
1, Xo(T?(w)) je znak postupnosti w vyslany zdrojom v ¢ase 2 atd.
Majme cylinder Cn(El,EQ,.‘.,Ek), potom T‘lCn(El,Eg,...,Ek) = Cn+1(E1,E2,...,Ek),
TﬁmCR(El, FEo, ... ,Ek) = Cn+m(E1, FEo, ..., Ek)

Zobrazenie T spolu s pravdepodobnostnou mierou P podstatne charakterizuje vlastnosti zdroja,
preto za zdroj mézeme povazovat Stvoricu Z = (Q, F, P,T).

Definicia 3.11. Hovorime, Ze zdroj Z = (2, F, P,T) je stacionarny, ak posun 7' je mieru zachova-
vajlce zobrazenie.

Veta 3.8. Nech Fy je algebra generujica o-algebru F. Nech T-'A € Fy a P(T1A) = P(A) pre
kazdé A € Fy. Potom je T mieru zachovice zobrazenie.

Dokaz predchidzajicej vety vyzaduje znalost postupov tedrie miery, preto ho neuvddzame. Pre
pristup k modelovaniu zdrojov pomocou aparatu tedrie miery je vsak tato veta typickd tym, Ze v
mnohych pripadoch staéi dokdzat nejak vlastnot miery alebo zobrazenia T pre prvky generujicej
algebry Fy a prostriedky tedrie miery dokazu tieto vlastnosti pre vsetky javy zo o-algebry, generovanej
algebrou Fy. Dosledkom tejto vety je, ze pre dokaz stacionarity zdroja Z staéi ukédzat, ze posun T
zachovava mieru cylindrov.

Priklad 3.1. Majme zdroj Z = (Q,F, P,T) s kone¢nou abecedou Z = {aj,as,...,a,}. Nech st
dané pravdepodobnosti p; = P(a1), p2 = P(a2),..., pr = P(ay), >.i_y pi = 1. Mieru P definujeme
mnozinou jej hodnét na vsetkych elementarnych cylindrov predpisom

P(ECn(ail,aiQ, ce ,aik)) = Piy-Pigy- -5 Diy- (328)
Tato mieru lahko rozsirime na algebru Fy vSetkych cylindrov

P(Cn(Er, B, ..., Ey)) = P(Ey).P(Es).....P(Ey). (3.29)
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Veta 3.9. Nech Fy je algebra generujica F. Ak T~*A € F a P(T71A) = P(A) pre vsetky A € Fo,
potom je T zobrazenie zachovajice mieru.

Tedria miery teda zarucuje existenciu jedinej miery P na F spliiujicej (3.28). Niekedy sa zobrazenie
T na prave popisanom pravdepodobnostnom priestore nazyva Bernouliho posun. Prislusny zdroj je
stacionarnym a nezavislym zdrojom. Otazkou je, ¢i je Bernouliho posun ergodickym zobrazenim.
Vezmime dva cylindre A = Cs(E, Ea, ..., Ey), B = Ci{(F1, Fs,...,F;). Ak je n dostato¢ne velké,
bude mat mnozina ANT "A tvar

ANT "B =
= XILIXLZXFEIXEyX - - XE,XZX - XZXFIXFx ---xFxZxZ...

¢o je vlastne cylinder Cs(F1, Eo, ..., Ex, Z,...,Z, F1, F;, ..., F), ktorého pravdepodobnost je podla
(3.29) [T, P(E;).T])—, P(F;) = P(A).P(B). Ak A, B st cylindre, méme

lim P(ANT "B) = P(A).P(B) (3.30)

n—oo
Opiit si pomdzeme vetou z tedrie miery.

Veta 3.10. Nech Fy je algebra generujica o-algebru F. Ak (3.30) plati pre vsetky A, B € Fy, potom
je zobrazenie T premiesavajice.
Bernouliho posun je premiesavajice a teda aj ergodické zobrazenie.

Priklad 3.2. Nech , F, T sa ako v predchadzajicom priklade, ale nech P je teraz vSeobecné
pravdepodobnostnd miera na F takd Ze sa zachovava pri zobrazeni T. Povedat, ze T zachovava
mieru P je ekvivalentné s tvrdenim, ze

Plw | Xn(w) € B, Xpi1(w) € Ea, ..., Xnyp-1(w) € By, } (3.31)

s e s v . . ’ s . . . ’ ’ [o.¢]
nezavisi na n, ¢o je ekvivaletné s definiciou stacionarity ndhodného procesu {Xi}i:—oo'

Pretoze mnozina vSetkych konecnych zjednoteni disjunktnych elementarnych cylindrov tvori algebru
generujucu o-algebru F, je miera P na F jednoznacne urcend svojimi hodnotami

Pi(x1,29,...,2) = P{w | Xp(w) = 21, Xpp1(w) =29, ..., Xpipo1(w) = 21} (3.32)
Pretoze musi platit (3.31) a pretoze T' zachovava mieru, musi byt

1. Pi(x1,x9,...,2) >0 (3.33)

2. ZPk+1(x1, X2y, Tk, ) = Prp(z1,22,...,7k) (3.34)

T

3. Y Pix)=1 (3.35)
T

4. ZPk+1(x,$1,:L'2,...,xk) :Pk(xl,.l‘g,...,l'k) (336)
T

Naopak, ak méame systém funkcii Py(z ..., zy) spliujacich (3.33), (3.34), (3.35) a (3.36), potom
existuje jedind miera P na F, ktoréd sa zachovéava pri zobrazeni T" a pre ktoru plati (3.32).

Priklad 3.3. Nech IT = (g;;) je stochastickd matica typu r x r, ktorej riadky a stlpce zodpovedaji
prvkom abecedy Z. Nech p = (p1,pe,...,pr) je taky riadkovy vektor, pre ktory je p.II = p. Na
maticu IT nekladieme Ziadne dalsie predpoklady. Definujme

Pi(x1,22,...,Tk) = Doy -Qoyzs-Auozs- - - - - Qap_12p (3.37)

Lahko overime, ze funkcie Py () definované v (3.37) spliajt (3.33), (3.34), (3.35) a pretoze p.Il = p,
plati aj (3.36). Existuje teda miera P na F, pre ktora plati (3.32). Zobrazenie T na priestore
Z = (Q,F, P,T) nazveme Markovskym posunom, zdroj Z nazveme Markovskym zdrojom.
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(k)
ij

P{X1 =a;,Xp+1 =aj} = pi.qgﬁc), q(Q) =1, ak i = j, inak q(?) = 0. Dalej ozna¢me

i %,

1 n—1 )
. k
Sij = 7}520 n kE_O 4;;

Nasledujuce styri tvrdenia st ekvivalentné

Ozna¢me ¢;;’ pravdepodobnost, Ze zdroj po vyslani znaku a; po k krokoch vysle znak a;, t.j.

a) Zobrazenie T je ergodické.
b) Veli¢iny s;; nezavisia od 1.
c) Matica II je neprivodima.
d) Pre Iubovolné i, j je s;; > 0.

Ergodicita zdroja je velmi silnd vlastnost. Pre ergodické zdroje vzdy existuje entropia. Pre
ergodické zdroje plati Shannonova — Mac Millanova veta (ktort sme doteraz formulovali len pre
stacionarny nezavisly zdroj).

Ako sme uz ukézali, pisany jazyk (napr. slovencina) je sice s istym pribliZenmim staciondrnym
zdrojom, ale ani zdaleka nie je nezavislym zdrojom. Ak javy A, B st dve slova (t.j. elementarne
cylindre), potom T~ "B s velkym n predstavuje jav, ze slovo B bude vyslané v dalekej budicnosti.
slova A a slova T~ "B tym menej bude jav T~ "B zavisiet od javu A. MdZeme teda predpokladat,
ze lim, oo P(ANT"B) = P(A).P(B), a teda Ze zobrazenie T je premieSavajuce, z ¢oho vyplyva
ergodicita zobrazenia T. Pisany jazyk mozeme teda s dobrym pribliZenim povazovat za ergodicky
zdroj informacie.



