Kapitola 1

Kodovanie

1.1 Prenosovy retazec

V8eobecné schéma prenosového refazca je nasledujtca:

Zdroj signalu | — | Kéder | — | Prenosovy kanal | — | Dekéder | — | Prijimac

Zdroj signalu, prenosovy kandl a prijimacie zariadenie mozu pracovat v Uplne inych abecedéch.
Vysielacie stidio ma hudobnt skladbu uloZenti na CD nosi¢i — teda v binarnom kéde. Aby ju mohlo
vysielat FM prenosom, musi z tohoto bindrneho kédu vytvorit vysokofrekvenény signél (okolo 100
MHz, ¢o je signal, ktorym pracuje prenosovy kanal) ¢o nie je ni¢ iného, ako zakédovanie. Radiovy
prijimaé prijme FM signél a spracuje ho do kone¢nej podoby zvukovich vin - dekéduje signal kanélu.

Ak chceme preniest sprdvu pomocou baterky schopnej vydavat len signily bodka, ciarka a
medzipismenova medzera, musime prenaSany text upravit - zakédovat pomocou napr. Morseovej
abecedy do tychto znakov.

Hlavnym dévodom kédovania sprav je prispdsobenie abecedy zdroja abecede prenosového kanala.
Pritom vSak méZzeme mat i dalSie ciele — napriklad chceme, aby zakédovana sprava bola ¢o najkratsia
(kompresia sprav). Na druhej strane mézeme ziadat, aby bolo mozné poznat, ¢i v zakédovanej sprave
nedoslo behom prenosu k jednej alebo viacerym chybam, resp. aby zakédovana sprava bola odolna
vo¢i jednej ¢i viacerym chybam pri prenose. Naviac chceme, aby kompresia, zistovanie chyby, ¢i
odstranovanie chyby boli vypoctovo ¢o najjednoduchsie. Jednotlivé poziadavky s protichodné a nie
je vzdy jednoduché zaistit ich samotné, nie to este v kombindcidch. Kédovanie nemé za ciel utajenie
spravy, preto je nutné rozliSovat ho od Sifrovania — kryptografie, ktorych cielom ochrana a utajenie
dat. Kryptografie sa dotkneme v poslednej kapitole tejto publikacie.

Problémami kdédovania, kompresie dat, kédov odhalujicich chyby a samoopravnych kédov sa
zaobera tedria kdédovania, ktorej zaklady uvedieme v tejto kapitole.

1.2 Abeceda, kod a kodovanie

Nech A = {a1,aq9,...,a,} je koneénd r-prvkovd mnozina. Prvky mnoziny A nazveme znakmi,
mnozinu A abecedou. MnozZinu

A* = D A (1.1)
i=1

nazveme mnozinou vsetkych slov abecedy A. Dlzka slova a € A* je pocet znakov slova a.
Na mnozine slov abecedy A zavadzame binarnu operaciu zrefazenia slov: ak b = biby...b,, ¢ =
c1c2 ... cq st dve slovd z A*, potom definujeme

b|C = blbg...bpclcg...cq (1.2)
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Zretazenia slov piSeme bez medzery, ¢ iného oddelovacieho znaku. Kazdé slovo méZzeme povazovat za
zretazenie jeho ¢asti lubovolnym spdsobom, ako sa ndm hodi. Tak napriklad 01010001 = 0101|0001 =
010/100/01 = 0|1|0[1]0|0|0|1.

Nech A = {a1,az,...,a,}, B ={b1,ba,...,bs} st dve abecedy. Kédovanie je zobrazenie

K:A— B, (1.3)

t.j. predpis, ktory kazdému prvku abecedy A priradi slovo abecedy B. Abeceda A je zdrojova
abeceda, jej znaky si zdrojové znaky, abeceda B je kddova abeceda a jej znaky si kédové
znaky. Mnozinu vSetkych slov kédovej abecedy typu

K=1{b|b=K), ac A} ={K(a1),K(az),...,K(ay)} (1.4)

nazveme kédom, kazdé slovo z mnoziny K je kédové slovo ostatné slova z abecxedy B st nekédové
slova. Vyznam majua iba prosté kédovania, t.j. také, kde roznym zdrojovym znakom a;, a; € A
zodpovedaju rozne kédové slova K (a;), K (aj), preto budeme vzdy predpokladaft, ze zobrazenie K je
prosté.

Kazdé kédovanie K mozeme rozsirif na kédovanie K* zdrojovych slov predpisom

K*(ailaiQ NN ’Ln) = K(a“)|K(a12)] e |K(azn) (15)

Kdédovanie K* je vlastne kédovanim znak po znaku.

Kédovanie moze roznym znakom priadif kédové slova roznej dlzky. ¢asto sa vSak stretivame s
kédavaniami u ktorjch vietky kédové slovd maji rovnaku dizku. Blokové kédovanie (dizky n)
je také kédovanie, ktoré vietkym zdrojovym znakom priradi kédové slova rovnakej dlzky n.

Priklad 1.1. Nech A = {a,b,c,d}, B = {0,1}, nech K(a) =00, K(b) =01, K(c) =10, K(d) = 11.
Potom spravu aabd (t.j. slovo v abecede A) zakédujeme ako K*(aabd) = 00000111. Ak na strane
prijimaca dostaneme slovo 00000111 a pozname zobrazenie K, vieme, ze kazdy znak zdrojovej abecedy
bol zakédovany do dvoch znakov kédovej abecedy a teda jediné mozné rozdelenie prijatej spravy na
kédové slova je 00/00|01|11, ¢o vedie k jednoznac¢nému dekédovaniu spravy. Kédovanie K je blokovym
kédovanim dizky 2.

Priklad 1.2. Studenti sd hodnoteni zndmkami 1, 2, 3, 4. Vieme, Ze najcastejsia znamka je 2 a
potom 1. Na zakdédovanie Styroch znakov zdrojovej abecedy A = {1,2,3,4} by stacili dva znaky
bindrnej kédovej abecedy B = {0, 1}. Pretoze vSak trojky a $tvorky sa vyskytuju zriedkavo, a dvojky
zas velmi ¢asto, chceme dvojkdm dat ¢o najkratSie kddové slovo. Navrhneme preto toto kédovanie:
K(1) =01, K(2) =0, K(3) = 011, K(4) = 111. Sprava 1234 bude zakédovana ako 01|0[011|111.
Ak budeme postaveni pred tlohu dekédovat spravu 010011111, budeme musiet postupovat od zadu.
Ak napriklad dostaneme ¢iastoént spravu 01111. .., nevieme, ¢i bola vyslana ako 0[111|1..., alebo
01|111..., alebo 011|11..., nemo6zeme ho preto dekédovat znak po znaku.

Definicia 1.1. Hovorime, Ze kédovanie K : A — B* je jednoznaéne dekdédovatelné, ak zo
znalosti zakédovanej spravy K*(aia; ...a,) modzeme vzdy uréit zdrojova spravu aiaj .. .an, t.j. ak
je zobrazenie K* : A* — B* prostym zobrazenim.

Priklad 1.3. Rozsirme zdrojova abecedu z prikladu 1.2 na A = {1,2,3,4,5} a definujme kédovnie
K(1) = 01, K(2) = 0, K(3) = 011, K(4) = 111, K(5) = 101. Majme spravu 0101101. Pre
dekédovanie by sme ju mohli rozdelit nasledovne: 0/101|101, 01|01|101, 01]011|01, pri¢om tieto delenia
zodpovedaja zdrojovym slovam porade 255, 115, 131. Vidime, Ze napriek tomu, ze kédové zobrazenie
K : A — B* je prosté, prislusné zobrazenie K* : A* — B* prosté nie je. K nie je jednoznacne
dekédovatené kédovanie.
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1.3 Prefixové kédovanie a Kraftova nerovnost

Definicia 1.2. Prefixom slova b = b1by ... b, nazveme kazdé zo slov by, biba, ..., biby...bp_1,
b1by . ..bg. Kédovanie resp. kéd sa nazyva prefixové, ak Ziadne kédové slovo nie je prefixom iného
kédového slova.

Vsimnime si, Ze kazdé blokové kdédovanie je prefixovym kddovanim. Rozsirenym prefixovym
kédovanim, s ktorym sa vsetci dennodenne stretavame je priradenie telefénnych cisel staniciam v
sieti Slovenskyjch telekomunikacii. Telefénne ¢isla nie st blokovym kédom, pretoze cisla stanic maja
roznu dizku — napr, 120 — informacie resp. 155 — zachrann sluzba st len trojmiestne, ale pre vSetky
stanice s troma dekadickymi ¢islicami nevystacime. Cislo ziadnej telefénnej stanice nemédze zac¢inaf
¢islom inej stanice, pretoze by sa v priebehu vytacania dlhSieho ¢isla vzdy ohlasila stanica s prefixom.
Tak napriklad ¢islo 120 je vyhradené pre informécie a ziadne iné telefénne ¢islo v sieti Slovenskych
telekomunikacii nema ¢islo typu 120XXX.

Prefixové kédovanie je jediné kédovanie, ktoré moézeme dekédovat znak po znaku — t.j. v priebehu
prijimania spravy (a nemusime ¢akaf na prijatie celej spravy). Dekédovanie prijatej spravy robime
tak, Ze v nej ndjdeme najmensi pocet znakov zlava, ktoré tvoria kédové slovo K(a) niektorého
zdrojového znaku a, tieto znaky dekdédujeme, zrusime dekédované znaky z kédovanej spravy a
pokrac¢ujeme dalej rovnakym spdsobom.

Veta 1.1. Kraftova nerovnost. Majme zdrojovi abecedu A = {ay,as,...,a,} s v znakmi, kddovi
abecedu B = {b1,ba, ... by} sn znakmi. Prefizovy kod s dizkami kddovyjch slov dy,ds, ... ,d, existuje
prdve vtedy, ked

I N A (1.6)
Dokaz. Nech plati Kraftova nerovnost (1.6). Usporiadajme znaky zdrojovej abecedy tak, aby platilo
dy < dgy <--- <d,. Za K(ay) zvolme Iubovolné slovo abecedy B dlzky di. Predpokladajme, 7e uz
méame priradené kédové slova pozadovanej dlzky K(ai), K(az), ..., K(a;). Pri volbe kédového
slova K (a;11) dlzky diy1 sa musime vyhnat n(®+1-%) slovam dizky d;,1, ktoré maju prefix K (a;),
n(di+1=d2) slovam dlzky d;, 1, ktoré maji prefix K(a;y1) atd. az n(®+1-%) slovam dlzky d;,1, ktoré
maji prefix K (a;), pricom vietkych slov dizky d;, 1 je nd+1. Podet zakazanych slov je teda

pldiv1—d1) 4 p(dii—d2) . 4 p(dip1—di) (1.7)
Kedze plati (1.6), tym skor plati pre prvych ¢ 4+ 1 ¢lenov lavej strany (1.6):
n~h pnT® g gl <, (1.8)
Po vynasobeni nerovnosti (1.8) ¢islom n?+1 dostdvame
plditi=d1) o p(dipa—da) 4 4 p(divi—di) 4 1 < pdit1 (1.9)

Podla (1.9) je pocet zakazanych slov aspoii o 1 slovo mensi, nez pocet vsetkych slov dlzky d;11 a
preto mozeme toto slovo definovat ako kédové slovo K (a;t1).

Majme prefixovy kéd s dlzkami dy,ds, ..., d,. Predpokladajme d; < dy < --- < d,.. Existuje n®
slov dlzky d,, ktorymi mozno zakédovat pismeno a,. Pre kazdé i = 1,2,...,r — 1 je slovo K(a;)
prefixom n@~%) slov dizky d, — tieto slova st pre vyber slova K (a,) zakdzané (inak by totiz kéd
nebol prefixovy). Pretoze aj pre slovo K (a,) sa uslo jedno kédové slovo dlzky d,., musi platit:

n(dT*dl) + n(dr*d2) + o+ n(drfdr—l) + 1 S ndT (110)

Vydelenim nerovnosti (1.10) &slom n% dostavame pozadovanti Kraftovu nerovnost (1.6). O
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Poznamka 1.1. Algoritmus na zostrojenie prefixového kédu s dlzkami slov di,ds, ..., d,.
Prva cast dokazu vety 1.1 je konsStruktivna, ddva ndvod na zostrojenie prefixového kddovania, ak
st dané pozadované diiky dy < dy < --- < d, kédovych slov splitujiice Kraftovu nerovnost. Za
K (a1) zvolime fubovolné slovo dlzky d;. Ked uz mame uréené K (a1), K(a2), ..., K(a;), za K(a;j11)
zvolime Tubovolné slovo dizky d;y1, ktoré nemd prefix K (aj)|K(az)|..., K(a;). Existenciu aspoi
jedného takéhoto slova zarucuje Kraftova nerovnost.

Veta 1.2. Mac Millan. Pre kaZdé jednoznacne dekddovatelné kodovanie so zdrojovou abecedou
A = {ay,az,...,a,} a kddovou abecedou B = {by,ba,...,b,} s dizkami kddovijch slov dy,da, ..., d,
plati Kraftova nerovnost (1.6).

Dokaz. Majme jednoznac¢ne dekédovatelné kédovanie K s dlzkami kédovychslovd; < ds < --- < d,.
Oznacéme

c=n"N4p7 4. g pd (1.11)

V dalsom postupe sa budeme snazif ukazat, ze ¢ < 1.

Nech k je Iubovolné prirodzené &islo. Majme mnozinu M, vSetkych slov kédovej abecedy typu
b = K(ay)|K(ay,)|...|K(a;, ). Dizka kazdého takéhoto slova b je d;, + di, + -+ - + d;, a je mensia
alebo rovna k.d,., pretoze maximalna dizka kédového slova je d,.

Skiimajme vyraz

K n n n
= |ph + n 42 4+t n*dT} = Z Z e Z n*(dil+di2+'"+dik) (1.12)

i1=lip=1 =1

Pretoze K je jednoznacne dekddovatelné, plati pre dve rozne slova zdrojovej abecedy aq,as, ..., ay,
ay, ay, ... ay K(ay)|K(aiy)|. .. |K(ay,) # K(aj,)|K(ai,)| ... |K(a;, ). Preto ku kazdému slovu b =
K (ai,)|K (as,)] .. .| K (ai,) z mnoZiny Mj mozno priradif prave jeden scitanec n~ (%1 +dia++di) na
pravej strane (1.12) taky, Ze jeho zdporne vzaty exponent (d;, + d;, + - - - + d;, ) sa rovné dlzke slova
b. Ako sme uz ukazali, maximalna dizka slova z mnoziny My, je k.d,. Ozna¢me M = k.d, V§raz na

pravej strane vztahu (1.12) je polynomom stupna M premennej — , a preto ho mdzeme zapisat v
n
tvare

M
F=sin Tt Fsn 4 sy M= Z sin" (1.13)
i=1

V stiéte na pravej strane (1.12) sa vyskytuje ¢len n~¢ prave tolkokrat, kolko slov z mnoziny Mj, mé
dlzku i. Pretoze kédovéa abeceda ma n znakov, najviac n’ slov z mnoziny Mj, moze mat dlzku i, ¢o
znamena, ze s; < n'. Mozeme teda pisat:

k

ch = sl.n_l + sz.n_2

+otsyn M <

<ntat a4 MM <1414+ 1=M=Fkd, (1.14)
a teda
o
7 S dy (1.15)
Pretoze nerovnost (1.15) musi platit pre lubovolné k, musi byt ¢ < 1. O

Dosledkom Mac Millanovej vety je, ze ziadnym jednoznacéne dekédovatelnym kédovanim nedo-
siahneme kratsie dizky kédovych slov ako prefixovym kédovanim. Kedze prefixové kédovanie ma, vela
vyhod — jednoduché dekdédovanie znak po znaku, netreba cakat na prijem celej spravy — stadi sa
obmedzit na prefixové kédovanie.
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1.4 Najkratsi kod - Huffmanova konstrukcia

Nech je dany staciondrny zdroj Z = (R, A, P), ktory produkuje jednotlivé znaky zdrojovej abecedy
A = {a1,a9,...,a,} s pravdepodobnostami pi,pa,...,pr, Y.y pi = 1. Majme prefixové kédovanie
K také, ze dlzky kédovych slov K(a1), K(az), ..., K(a,) st dy,ds,...,d.. Potom stredna dlzka
kédového slova kédovania K je

d(K) =pr.dy+py.dy+ - +prde =Y pi.d; (1.16)
i=1

Ak kédovanim K kédujeme spravu s velkym poétom N znakov, mdzeme ocakavat, ze dlzka (pocet
znakov) zakdédovanej spravy v abecede B bude priblizne N.d(K). Kedze velmi ¢asto (z hladiska
prenosu alebo uloZenia spravy) chceme, aby zakédovana sprava bola ¢o najkratsia, hladame kédovanie
K s minimalnym d(K).

Definicia 1.3. Majme dant zdrojova abecedu A = {aj,ag,...,a,} s pravdepodobnostami vyskytu
P1,D2, - -, pr @ kédovi abecedu B = {b;, ba,...,b,}. Najkratsie n-znakové kédovanie abecedy A
je také kédovanie K : A — B*, ktoré ma najmensiu strednii dizku kédového slova d(K).

Najkratsi prefixovy kéd skonstruoval O. Huffman (¢itaj hafmen) v roku 1952. Budeme sa zaoberat
hlavne bindrnym kddovanim, pretoze je z hladiska aplikacii najdélezitejsie. Predpokladéame, Zze
zdrojové znaky aq, as, ..., a, si usporiadné zostupne podla pravdepodobnosti, t.j. p1 > p2 > -+ > p,..

Ak mame len dva znaky ai, as s Iubovolnymi pravdepodobnosfami, je siticia jednoduchéd —
najkratsie kédovanie je K(a1) =0, K(az) =1 (alebo K(a1) =1, K(ag2) = 0).

Definicia 1.4. Majme abecedu s r znakmi A = {aj,as,...,a,} s pravdepodobnostami znakov
p1 > p2 > -+ > pr. Redukovanou abecedou abecedy A nazveme abecedu A = {ay, ds, ..., dr—1},
kde a; = a; prei = 1,2...,r — 2, a,—1 = a*, kde a* # A a p(a;) = p(a;) pre i = 1,2...,r — 2,
p(ar-1) = pr—1+ pr2.

Veta 1.3. Nech A je redukovnd abeceda abecedy A, nech K je najkratsie bindrne kodovanie reduko-
vanej abecedy A. Potom kddovanie K definované

K(al) = R(dl), K(ag) = k(dg), ey K(ar_z) = }?(dr_g), (117)

K(ay-1) = K@), K(a,) = K@)|L, (1.18)
je nagkratsim bindrnym kddovanim abecedy A.
Dodkaz. Dokéazeme najprv dve pomocné tvrdenia

Lema 1.1. Nech A = {ay,as2,...,a,} je zdrojovd abeceda s pravdepodobnostami vyskytu znakov
p1 > p2 > .-+ > p.. Potom mozno zostrojit najkratsi bindrny kod K" taky, Ze slovd kddové
K"(ar—1), K"(a,) sa lisia len v poslednom znaku.

Dokaz. Nech K’ je najkratsie prefixové bindrne kédovanie abecedy A. Ak oznadime d; dlzku slova
K'(a;), musi platit
dy <dp<---<d. (1.19)

Ak by totiz dj > d;,, vzajomnou zamenou K'(a;) a K'(a;41) by sme dostali kratsie prefixové
kédovanie.

Vytvorme nové kédovanie K" tak, ze K" (a;) = K'(a;) pre vSetky i = 1,2,...,r — 1 a K”(a,) bude
K'(a,), z ktorého vynechame posledny znak. K” vzniklo z najkratsieho prefixového kédovania K,
samo vSak uz nemoze byt prefixovym kédovanim, lebo by malo mensiu strednt dizku kédového slova
nez K'. Slovo K" (a,) musi byt preto prefixom nejakého iného slova K'(a;). (Je to totiz jediné skrétené
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slovo prefixového kédovnia K'). Preto d;. — 1 < d; resp. d;. < d’;, avSak vzhladom na (1.19) d < d,,
z ¢oho méme d; = d;.. Preto

dy<dy<...dj=dj,,=--=d, (1.20)

t.j. vietky kédové slova poéinajic K'(aj) po K'(a,) majt rovnakt dlzku, pricom slovd K'(aj),
K'(a,) sa ligia len vo svojom poslednom znaku. Ak st tieto dve slovd posledné, t.j. j = r — 1,
K’ je hladané kédovanie. Inak z kédovania K’ zostrojime kédovanie K* tak, Ze vzdjomne zamenime
kédy znakov aj, a,_1. Exaktne zapisané K" (a;) = K'(a;) pre vietky ¢ = 1,2,...,7, i # j,i #r — 1,
K”(aj) = K'(ar,l), K”(anl) = K/((lj). O

Lema 1.2. Nech K je prefizovy kod redukovanej abecedy, nech K je kéd povodnej abecedy A =
{ai,a9,...,a,;} s pravdepodobnostami p1,pa,...,pr , pre ktory plati (1.17), (1.18). Oznacme d; resp.
d; dizku slova K(a;) resp. K(a;) a d(K) resp. d(K) stredné dlzky kédovijch slov kédovani K K.
Potom plati:

d(K) — d(K) = p;—1+ pr (1.21)

Dokaz. Pretoze plati (1.17) je d; = d;prei=1,2,...r—2. Pretoze (1.18),dy—1 = d, = d-_1+1. Pre
pravdepodobnosti znakov redukovanej abecedy plati p; = p; pre i =1,2,...1r — 2, pp—1 = Pr—1 + Pr-
S vyuzitim tychto vztahov méZeme pisat

r—1

d(K) = Zﬁi-&i = p1.dy + pa.da 4 -+ pr_o.dr_o 4 (pr_1 + pr).dr1 (1.22)
=1

d(K) = Zpi.di =pi.di +podo+ -+ 4+ pr_o.d-_o +pr_1.(dr_1 + 1) +pr.(dr_1 + 1) (1.23)
i=1

odkial mame

d(K) - d(K) = (pr—l +pr)-(dr—1 + 1) - (pr—l +pr)-dr—1 =Pr—1+ Dr- (124)

U

Konec¢ne dokaZzeme tvrdenie vety. Nech K je najkrats$i prefixovy kéd redukovanej abecedy. Nech

kéd K je definovany pomocu vztahov (1.17) (1.18). Aj kéd K je prefixovy (lebo K bol prefixovy.

Podla lemy 1.1 moZno zostrojit najkratsi prefixovy kéd K” taky, ze kédové slova K" (a,—1, K"(a,)

sa lisia len v poslednom znaku. Ku kédu K” mozno jednoznaé¢ne zostrojit kéd K” kéd redukovane;j

abecedy, takze pr oba kddy platia vztahy (1.17), (1.18), kde namiesto K piseme K”. Preto podla
lemy 1.2 plati

AE") — d(R") =ppy +pr e d(K") = d(R") + prs + pr (1.25)
Z tych istych dévodov modzeme pisat
d(K)—d(K)=p,1+p,  &ie d(K)=d(K)+pr1+ps (1.26)
Pretoze viak K bol najkratsi kéd redukovanej abecedy, musi byt d(f( ) < d(K") a preto
d(K) = d(K) +pr—1 + pr < d(K") + pr_1 + py = d(K") (1.27)
Pretoze K" bol najkratsi prefixovy kéd, je
d(K") < d(K). (1.28)

Z poslednych dvoch nerovnosti mame d(K) = d(K") — aj kédovanie K je najkrat$im bindrnym
kédovanim. O
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Algoritmus na zostrojenie Huffmanovho kédu.

Budeme postupne budovat bindrny koreriovy strom, ktorého listy buda znaky zdrojovej abecedy
A. Kazdy vrchol stromu bude maft priradent pravdepodobnost a bindrny znak 0 alebo 1

Krok 1: Zostrojme graf G = (V,H,p), kde V. = A a kde p(v) je pravdepodobnost znaku v.
Inicializa¢ne polozme H = (). VSetky vrcholy z V inicializa¢ne prehlasime za neoznacené.

Krok 2: Najdeme dva neoznacené vrcholy u, w z mnoziny V' s najmensimi pravdepodobnostami
p(u), p(w). Oznackujme vrchol u znackou 0, vrchol v znackou 1. Mnozinu vrcholov V' rozsirme o vrchol
x, t.j. polozme V := V U{z} pre nejaké x ¢ V, polozme p(x) := p(u) +p(w), H := HU{(x,u), (z,v)}
a novy vrchol z prehlasime za neoznaceny.

Krok 3: Ak je graf G suvisly, goto Krok 4, inak goto Krok 2.

Krok 4: Teraz je graf G korenovym stromom s listami zodpovedajiicimi znakom zdrojovej abecedy
A. Vsetky vrcholy stromu G okrem korena st oznacené bindrnymi znackami 0 alebo 1. Z korena
stromu do kazdého listu vedie jedina cesta, binarne znacky vrcholov na tejto ceste urcuju prefixovy
kéd kazdého znaku.

Analogicky sa skonsStruuje i n-arny Huffmanov kéd. Predpokladajme, Ze abeceda A mé r =
n + k.(n — 1) znakov. Keby nie doplnime abecedu A o fiktivne znaky s nulovou pravdepodobnostou
— kédové slova priradené tymto fiktivnym znakom zostan(i nevyuzité. Najdeme n znakov zdrojovej
abecedy s najmensimi pravdepodobnostami a tymto znakom priradime znaky kddovej abecedy v
Tubovolnom poradi — budi to posledné znaky ich kédovych slov. Abecedu A zredukujeme tak, Ze na-
miesto n znakov s najmensimi pravdepodobnostami doddme jeden znak so sti¢tom pravdepodobnosti
nahradenych znakov. Zredukovana abeceda ma n + (k — 1).(n — 1) znakov. Ak k£ —1 > 0 urobime
znovu redukciu atd.

1.5 Vztah entropie zdroja a dlzky najkratSieho kédovania

V tretej kapitole bola definovana entropia zdroja informacie ako

. 1
H(Z)=-lim — . Z P(z1,x2,...,2y).logy(P(z1, 22, ..., 2y)). (1.29)
n—oo n
(11, 7mn)€Z
Pre staciondrny nezavisly zdroj Z s r-prvkovou abecedou A = {aj,a9,...,a;} s

pravdepodobnostami znakov pi, ps, ..., p, sme ukézali, ze H(Z) = — Y [, p1.logy(p;).

Majme fubovolné binarne prefixové kédovanie K abecedy A s dlzkami kédovych slov dy, da, . . ., d,
a so strednou dizkou slova d = d(K). Chceme zistit vzfah medzi veli¢inami H(Z) a d.

H(Z)—d=_pilog (}%) = pidi =Y pi [10g2 <%> - di] =
i=1 ! i=1 i=1 !

=2 [ (50)

r 1 . r 9
=S 1o () 10 (2) | = X e o
—1 Di —1 b
K2 (3
_1n2'i_1pl' Di  In2° — i_lpl  In?2’ —

Prva nerovnost v predchddzajucom postupe vyplyva z nerovnosti in(z) < x — 1 aplikovanej na
x = 27%/p; | druhd nerovnost plati preto, lebo prirodzené &isla d; st dlzkami kédovych slov
prefixového kédovania a plati pre ne Kraftova nerovnost Y /_, 2% < 1. Plat{ teda H(Z) < d(K)
pre kazdé prefixové (a teda aj jednoznacéne dekédovatelné) kédovanie.

IN

<0.
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Zvolme teraz d; tak, aby platilo —logs(p;) < d; < —logs(p;) + 1. Potom

1 1 : .
logs <—> <d; = =<2t = 27h<y,
pi

Di

Pouzitim poslednej nerovnosti mézeme pisat

iz‘di < ZT:pi <1
i=1 =1

Prirodzené ¢isla d; pre ¢ = 1,2,...,r spliuju Kraftovu nerovnost a preto existuje bindrne prefixové
kédovanie s dlzkami kédovych slov di,ds, . .., d,. Pre strednt dlzku slova tohoto kédovania plati:

d= szd <sz [loga(pi) + 1] sz logs(pi) +sz— +1

Nech dopt je dlzka najkratsieho prefixového binarneho kédovania abecedy A. Potom plati H(Z) <
dopt <d < H(Z)+ 1.
Dokéazané mozeme zhrnit do nasledujtcej vety:

Veta 1.4. Nech Z je staciondrny nezavisly zdroj s entropiou H(Z), nech dop je strednd dlzka
kodového slova najkratsieho bindrneho prefixového kodovania abecedy A. Potom plati:

H(Z) < dop, < H(Z) + 1. (1.30)

Priklad 1.4. Majme stacionarny nezavisly zdroj Z so zdrojovou abecedou A = {x,y, z} s troma
znakmi, ktorych pravdepodobnosti vyskytu st p, = 0.8, p, = 0.1, p, = 0.1. Kédovanie K(z) = 0,
K(y) = 10, K(z) = 11 je najkratsie binarne prefixové kédovanie abecedy A s dizkou d(K) =
1%x0.842x0.142x0.1 = 1.2. Entropia zdroja Z je H(Z) = 0.922 bitu na znak. Ak mame dostato¢ne
dlhy N-znakovy zdrojovy text, potom dizku prislusného zakédovaného textu mozno odhadntf ¢islom
N x 1.2, jej dolnd hranica hranica urc¢end podla vety 1.4 je N x 0.922. Dlhy zakédovany zdrojovy
text bude teda v tomoto pripade o 30% dlhsi ako dolny odhad jeho dizky uréeny entropiou H(Z).

Dal by sa najst este kriklavejsi priklad percentualnej odchylky dolnej hranice urcenej entropiou
zdroja a dlzkou optimalneho prefixového kédovania (sktste p, = 0.98, p, = 0.01, p, = 0.01). Pretoze
Ziadne jednoznac¢ne dekédovatelné kédovanie zdrojovej abecedy A nemdze mat mensiu strednt dizku
kédového slova, tento priklad nas nenapliia prilisnym optimizmom ¢o sa tyka uZito¢nosti dolného
odhadu vo vete 1.4.

Kédovanie znak po znaku vSak nie je edingym spésobom, ako zakédovat zdrojovy text. V casti 77
bol k zdroju Z s entropiou H(Z) definovany zdroj Z(;) s entropiou k.H(Z), ktory mé za zdrojovi
abecedu mnozinu vsetkych k-znakovyjch slov. V pripade, ze Z je staciondrny nezavisly zdroj, je zdroj

(k)

opt
kédového slova najkratsieho binarneho prefixového kédovania abecedy A* plati vztah (1.30) z vety
1.4:

Z (1) totozny s produktom ZF a je je tiez stacionarnym nezavislym zdrojom. Pre strednt dizku d

H(Z4) <d%) < H(Z4) + 1
kH(Z) <d%) < k.H(Z) +1
H(Z) gC’TPt <H(Z)+ (1.31)

Préve dokézané poznatky zhrnieme v nasledujtcej vete:
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Veta 1.5. Zakladna veta o kédovani zdrojov. Nech Z = (A*, P) je staciondrny nezdvisly zdroj
s entropiou H(Z). Potom je strednd dizka zakddovaného bindrneho textu pripadajica na jeden znak
zdrojovej abecedy A zdola ohranic¢end entropiou H(Z). Pritom sa dd ndjst prirodzené ¢islo k a bindrne
prefixové kddovanie slov z A* také, ze strednd diZka zakddovaného textu pripadajica na jeden znak
zdrojovej abecedy A je lubovolne blizko entropii H(Z).

Zakladna veta o kédovani zdrojov plati aj pre Iubovolny staciondrny zdroj Z (dokaz je vSak
o Cosi zlozitejsi). Jej vyznam je v tom, Ze ukazuje entropiu zdroja ako limitni hodnotu strednej
dlzky bindrne zakédovaného textu pripadajiceho na jeden znak zdrojovej abecedy. Ukazuje sa tu,
7e pojem entropie bol dobre zvoleny a mé svoj hlboky vyznam. VSimnime si tiez, Ze pre binarne
kédovanie vo vzfahu (1.30) vo vete 1.4 vystupuje entropia H(Z) bez prepocitavacieho koeficientu
(resp. s koeficientom 1), ¢o je ddsledok toho, ze sme $fastne zvolili éislo 2 za zaklad logaritmu pri
Shannonovej definicii informaécie, resp. pri Shannonovej — Hartleyovej formuli pre entropiu.

Ako sme uz ukézali, prirodzeny jazyk ani zdaleka nemozno povazovat za nezavisly zdroj, jeho
entropia je ovela mensia, ako entropia prvého pismena H; = —) . p;logy(p;). V takychto pripadoch
by sme mohli dostat kratsiu dizku zakédovanej spravy tak, ze by sme za znaky zdrojovej abecedy brali
dvojice, trojice, pripadne n-tice pévodnej abecedy A. Huffmanove kédovanie je zékladom mnohych
metdd kompresie tidajov, kde sa k spréave zakédovanej v blokovom bindrnom kéde hlada efektivnejsi
sposob uloZenia.

1.6 Kody objavujice chyby

V tejto Casti sa budeme zaoberat blokovymi kédmi s n-prvkovou kédovou abecedou a mnohokrat
specidlne dekadickymi ¢islami. Do spracovanie takychto prirodzenych kdédov je byva véleneny aj
Tudsky ¢initel, ktory je zdrojom castych chyb. Otazkou teraz je, ¢i je mozné néajst kdd taky, ktory by
zistil, Zze pri prenose nastala jedna, alebo aj viac chyb istého druhu. Z anglosaskej literattiry mame
udaje o relativnej pocetnosti chyb vznikajucich pisanim textov na klavesnici resp. pisacom stroji.

e Jednoducha chyba a — b 79%

e Susedné transpozicia ab — ba 10.2%

Skokova transpozicia abc — cba 0.8%

BliZenci aa — bb 0.6%

Foneticka chyba X0 — 1X 0.5%

Ostatné chyby 8.9%

Vidime, Ze najbeZnejsie Tudské chyby st jednoduché chyba a zdmena poradia dvoch susednych
pismen. Medzi ostatnymi chybami méze byt aj vynechanie ¢ pridanie znaku, avSak blokovy kéd
takato chybu ihned odhali, lebo meni dizku kédového slova. Fonetickd chyba je pravdepodobne
anglickou Specialitou a vychddza z malého rozdielu medzi anglickymi ¢islovkami (napr. fourteen —
fourty, fifteen — fifty apod.).

Ak ma kédova abeceda B n znakov, potom pocet vietkych slov dlzky k je n* — to je najvicsi
mozny pocet slov blokového kédu dizky k s n kédovymi znakmi. Jedingm spdsobom, ako na strane
prijimaca zistif chybu v prijatom slove je tento: Pre kédové slova vyuzif len ¢ast z n* moznych
slov, ostatné slova prehlasit za nekédové. Ak prijmeme nekédové slovo, vieme, Ze sme prijali slovo
s chybou. Problémom vsak je, ako ur¢if mnozinu kédovych slov tak, aby pri jednej (alebo i vac)
dovolenej chybe istého druhu vzniklo z kédového slova nekédové a ako rychlo uréit, ¢i prijaté slov je
alebo nie je kédové. Pri studovani tejto problematiky sa najskdr obmedzime na jednoduché chyby,
ktorym niekedy hovorim preklepy.
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Definicia 1.5. Hammingova vzdialenost d(v,w) dvoch slov v =vjvy...v,, W = wiwy ... wy, je
pocet miest, na ktorych sa znaky slov v, w lisia, t.j.

div,w)=|{i |vi #w;, i=12,...,n}. (1.32)

Minimalna vzdialenost AK blokového kédu K je minimum zo vzdialenosti vietkych dvojic slov
kédu K. Hovorime, ze kéd K objavuje t-nasobné jednoduché chyby, ak pri zmene fubovolnych
t znakov kédového slova u vznikne nekédové slovo. Ak teda prijmeme nekédové slovo, hovorime, ze

sm objavili chybu. V&imnime si, Ze blokovy kéd K s minimélnou vzdialenostou AK = d objavuje
(d — 1)-nasobné jednoduché chyby.

Priklad 1.5. [Kéd dva z piatich] Dva prvky z piatich mozno vybrat (g) = 10 sp6sobmi, ¢o mozno
vyuzit pre kédovanie dekadickych cifier nasledovne:

1 11000 | 6 00101
2 10100 | 7 00011
3 10010 | 8 00110
4 10001 | 9 01100
5 01001 | 0 01010

Kéd dva z piatich objavuje jednu chybu — pri zmene ktorejkolvek 0 na 1 vznikne nekédové slovo
s troma znakmi 1, pri zmene 1 na 0 dostaneme nekédové slovo obsahujtce len jeden znak 1. Kédové
slova 11000 a 10100 maji vSak Hammingovu vzdialenost rovni 2, z ¢oho vyplyva, Ze kéd dva z piatich
neobjavuje vSetky 2-nasobné jednoduché chyby.

Priklad 1.6. Kéd s kontrolou parity je osembitovy kéd, kde prvych 7 bitov je Tubovolny 7-
miestny binarny blokovy kéd a kde je posledny binarny znak doplneny tak, aby pocet jednotkovych
bitov bol parny. Kéd s kontrolou parity objavuje jednu jednoducht chybu, jeho minimélna vzdialenost
je 2. Princip kontroly paritou bol velmi ¢asto pouzivany pri prenosoch a bocas sa s nim stretneme aj
v sucasnosti.

Priklad 1.7. Zdvojovaci kéd. Ide o kéd parnej dizky, v ktorom sa kazdy znak opakuje dvakrat.
Zdvojovaci binarny kéd dlzky 6 mé osem kédovyich slov:

000000 000011 001100 001111 110000 110011 111100 111111

Zdvojovaci k6d méa miniméalnu vzdialenost rovna 2, objavuje jednu jednoduchi chybu.

Priklad 1.8. Opakovaci kéd. Princiom opakovacieho kédu je niekolkondsobné opakovanie toho
istého znaku. Kédové slova si len slova pozostavajice z toho istého znaku — napr 11111, 22222, ...,
99999, 00000. Opakovaci kéd K dizky n ma minimalnu vzdialenost AK = n a preto objavuje (n—1)-
nasobné jednoduché chyby. Vsimnime si, Zze za predpokladu, Zze nastali maximélne dve chyby, pri
opakovacom kéde dizky 5 vieme zrekonstruovat povodné slovo. Ak prijmeme 10191, za predpokladu
maximalne dvoch chyb vieme, ze bolo vyslané slovo 11111.

Priklad 1.9. Medzinarodné ¢islo vagonu je 12-miestne dekadické ¢islo tvaru

XX XXX XXX XXX X

Prva cifra predstavuje ¢islo medzinarodného spoloc¢enstva, druha triedu vyhovovania medzinarodnym
predpisom, v tretej a Stvrtej cifre je zakdévany vlastnik, piata cifra obsahuje kéd zakladného triedenia
voziia, dalsie troj¢islie predstavuje kéd technickej $pecifikicie voziia, trojéisle od deviatej po jedenastu
cifru obsahuje poradové ¢islo vozna a posledna dvanasta cifra je kontrolna dislica.

Majme cislo vagéna

a1a2a3a4a5aea7agagaindl11 a2
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Kontrolna éislica ajo sa urdi tak, aby ciferny stucet ¢isel
2a1 as 2as3 a4 2a5 ag 2a7 ag 2ag aig 2a11 12

bol delitelny ¢islom 10. Cifry na parnych a neparnych miestach sa spracovavaju odline — evidentne
tu videt snahu poistif sa i proti susednej zdmene. Nech na dvoch susednych miestach su cifry C, D,

nech C' je na neparnom mieste. Oznacme §(Y) ciferny stucet ¢isla 2Y pre Y =0,1,...,9 . Potom
2Y kY <4
8(Y) = o
2Y -9 akY >4

Hladajme, pre ktoré hodnoty cifier C, D sa kontrolné ¢islica nezmeni. Aby sa kontrolnd ¢islica pri
susednej zadmene cifier nezmenila, musi dat siacet 6(C') + D ten isty zvySok pri deleni desiatimi ako
d(D) + C a teda ich rozdiel musi byt delitelny desiatimi.

20+D—-2D—-C=C-D akC<4aD<A4
2C—-9+D-2D-C=C—-D-9 akC>5aD<4
2C+D—-2D+9-C=C—-D+9 akC<4aD>5
204+9+D—-2D-9-C=C-D akC>5aD>5

5(C)+D —6(D)—C =

V prvom a $tvrtom pripade rozdiel C' — D je delitelny desiatimi prave vtedy, ked C' = D, z ¢oho
vyplyva, Ze kéd rozpozna kazdt susednii zamenu takych cifier, Ze si obe menSie nez 5 alebo obe
vacsie nez 4.

V druhom pripade ak C' > 5 a sucasne D < 4 potom 1 < (C' — D) <9. Vyraz §(C)+ D — §(D) — C
je v tomto pripade rovny (C' — D) — 9. Posledny vyray moze byt delitelny desiatimi len vtedy, ked
C — D =9 ¢o mdze nastat len pre dvojicu C =9, D = 0.

V trefom pripadeak C <4aD >5je0—-9=-9<(C—-D) <4-5=—1.Vyraz §(C)+D—-46(D)—-C
je v tomto pripade rovny (C' — D) + 9. Posledny vyraz moze byt delitelny desiatimi len vtedy, ked
C — D = —9 ¢o moze nastat len pre dvojicu C =0, D = 9. Vidime, Ze rovnica

5(C)+ D —46(D)—C=0 mod 10

m3 len dve riesenie C =0, D =9 a C =9, D = 0. Kédovanie voziov teda objavi jednu jednoduchu
chybu alebo jednu susednti zdmenu dvojice znakov roznej od 09 a 90. Ak sa v ¢isle voziia kdekolvek
zameni dvojica 09 za 90, resp. 90 za 09, kontrolna ¢islica sa nezmeni a teda kéd takito chybu nezisti.
Objavovanie ktorejkolvek susednej zameny sa vSak konstruktérom tohoto kédu nepodarilo zaistit.

Priklad 1.10. ISBN - International Standrard Book Number je 10 miestne ¢islo pridelovné kazdej
oficidlne vydanej knihe, v ktorom prvé Styri znaky aiasasas uréuji krajinu a vydavatlstvo, dalsich
paf znakov asagaragag predstavuje ¢islo knihy v rdmci Specifikovaného vydavatelstva a posledny znak
a19 je kontrolny znak urceny rovnicou

9
a0 = Zz’.ai mod 11 (1.33)
i=1
Posledné rovnica je totozné s
10
Y i.ai= mod 11, (1.34)
i=1
pretoze —aig = —ai1o + 11.a19 = 10.a19 mod 10. Ak a9 = 10, piSe sa na mieste aqg znak X. Toto

je ista nevyhoda ISBN kddovania, pretoze kédova abeceda je 11-prvkova, ale znak X sa vyuziva len
zriedka. ISBN kéd objavuje vSetky jednoduché chyby. Nech sa znak a; zameni znakom a} a nech



1.7. ELEMENTARNE METODY OBJAVOVANIA CHYB 12

i.a; = i.a, mod 11. Potom i.(a; — a}) = 0 mod 11, t.j. i.(a; — a}) je delitelné &slom 11, ¢o je pre
i=1,2,...,10 mozné len ak (a; —a;) = 0.

Skimajme, ¢i ISBN kéd odhali vSetky susedné zameny. Nech z, y je dvojica znakov ktorych
susednt zdmenu na miestach i, i + 1 ISBN kdd neodhali potom z, y st rieSenim rovnice

ix+(i+1)y=iy+(i+1)z mod 1l
Tato rovnicu mozeme dalej upravovat
ix+(+1y—iy—(i+1)z=0 mod 11
y—x =0 mod 11,
¢o je pre x, y z intervalu (0, 10) mozné len ak x = y. ISBN kéd odhaluje susedné zameny.

Priklad 1.11. EAN European Article Number je 13-miestny dekadicky kdéd, ktorym sa jedinecne
oznac¢uju vyrobky v rdmci Eurépy. EAN kdéd byva prevedeny do ¢iarového kédu, ktory je umiestneny
na obale vyrobku. Pri manipuldcii s vyrobkami sa tento kéd snima opticky, ¢im sa znizuje pracnost
pri evidencii, fakturacii, inventarizacii a dalSich operaciach s vyrobkom.

Prvych dvanéast znakov a; az ai2 kédu EAN je vyznamovych, znak ai3 je kontrolny a vypocita
sa z rovnice

a13 = —(l.a; + 3.a2 + l.ag + 3.ag + - - - + L.ag; + 3.a12) mod 11

Kéd EAN odhaluje jednoduché chyby. Pre dvojicu znakov x, y, na dvoch susednych miestach
neparnom a parnom kdéd neodhali susednt zamenu, ak

(x4+3y) — (Bx+y) =0 mod 10
(2y —2x) =0 mod 10
2(y—x)=0 mod 10

Posledné rovnica ma tieto riesenia z, y:

(0,0), (0,5), (1,1), (1,6), (2,2), (2,7), (3,3), (3,8), (4,4), (4,9),
(5,5), (5,0), (6,6), (6,1), (7,7), (7,2), (8,8), (8,3), (9,9), (9,4)

Pre desat dvojic susednych znakov k6d EAN neobjavi susedni zdmenu. Z hladiska poc¢tu neobjave-
nych chyb je na tom horsie ako medzinarodny ¢iselnik voziov, pre ktory je neobjavitelni iba susedné
zamena znakov 0 a 9.

1.7 Elementarne metody objavovania chyb

1.7.1 Kobdy s kontrolnou rovnicou mod 10

Pre dekadické kédy uréime kontrolnu éislicu a,, z rovnice

n—1
an = - wi.a; mod 10. (1.35)
=1

Tento pristup mozno este trochu zovSeobecnit tak, Ze kddové slova tvorené znakmi a; az a, st prave
tie slova, ktoré vyhovuju tzv. kontrolnej rovnici

n
Zwi.ai =c¢ mod 10. (1.36)

=1
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Ak sa v slove aiag...a zmeni a; na a’» bude Tava strana kontrolnej rovnice pre takto zmenené slovo
n 7 R
rovna

n
g wi.a; +wj.a5 — wj.a; = ¢+ wj.(aj —a;) mod 10
i=1

Prislusny kéd neobjavi jednoduchu chybu, ak
wj.(aj —a;) =0 mod 10

Posledné rovnica len rieSenia a;- = a; prave vtedy, ked w; nie je stdelitelné s ¢islo 10. Na miestach
w; mozu byt len ¢isla 1, 3, 7 a 9.

Sktisme zistit, ¢i kéd s kontrolnou rovnicou (1.36) objavuje susedné zameny. Kéd nezisti susednt
zédmenu znakov x, y na miestach i, ¢ + 1 préve vtedy, ked

W;.Y + Wip1.2 — w;.x —w;r1.y =0 mod 10
wi.(y —x) —wiy1.(y —2) =0 mod 10
(wi —wit1)(y —x) =0 mod 10

K tomu, aby posledné rovnica nemala okrem rieseni x = y ziadne dalsie je nutné a staci aby (w; —w;11)
bolo nesudelitelné s 10. Ak mé vSak kéd s kontrolnou rovnicou (1.36) rozoznavat jednoduché chyby,
musi byt w; € {1,3,7,9} a preto je (w; — wit+1) vzdy parne.

Veta 1.6. Nech K je desiatkovyj blokovyj kod dizky n s kontrolnou rovnicou (1.36). Kdd K objavuje
jednoduché chyby prdve vtedy, ked si vsetky w; nesidelitelné s 10, t.j. w; € {1,3,7,9}. Ziaden
desiatkovy blokovy kdd dlzky n s kontrolnou rovnicou (1.36) neobjavuje jednoduché chyby a sicasne
aj susedné zdmeny.

1.7.2 Kontrola modulo 11

Tieto kédy pracuji s kédovou abecedou B U {X}, kde B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}, pricom kédové
slovd maju v8etkych prvych n—1 znakov z abecedy B posledny kontrolny znak a,, z abecedy BU{X}
urceny tak, aby platila nasledujtica kontrolna rovnica

n
Zwi.ai =c¢ mod 11. (1.37)
i=1
Podobne ako v pripade kontroly modulo 10 ukdzeme, ze kéd objavuje jednoduché chyby na mieste j
prave vtedy, ked rovnica

wj.(a —aj) =0 mod 11 (1.38)
nemd okrem a; = a; ziadne iné rieSenia a to je prave vtedy, ked w; je nestdelitelné s 11 na co staci,
aby w; # 0.

Na to, aby kdéd s kontrolou modulo 11 objavoval susedné zameny na miestach i, ¢ + 1 staci, aby
rovnica

(w; —wit1).(y—2) =0 mod 11 (1.39)

okrem rieseni, kde x = y nemala Ziadne iné riesenia. Na to vSak staci, aby w; # w;y1. Prikladom
tohoto kédu je kéd ISBN.
Nakoniec poznamenajme, Ze vlastnost objavovania jednoduchych chyb a susednych zamen sa nestrati
ak dovolime, aby vSetky znaky kédovych slov boli z abecedy B U {X}.

Mnoho dobrych vlastnosti mé tzv. geometricky kéd modulo 11, kde ¢isla w; v kontrolnej
rovnici (1.37) st uréené ako

w; =2 mod 11 (1.40)
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1.8 Koddovanie s kontrolnym znakom nad grupou

Pri kédoch s kontrolnou rovnicou modulo 10 alebo 11 kédy objavovali jednoduché chyby prave vtedy,
ked zobrazenie 0(a;) = R(w;.a; mod 10) (zvySok po deleni ¢isla w;.a; desiatimi) bolo permutéaciou.
Dokonca aj priradenie §(z) = ciferny stcet 2.x v kédovani zelezni¢nych voziiov je permutéciou a tam
sme dosiahli doteraz najlepsi vysledok, co sa tyka zabezpecenia proti susednym zdmendm. Vznika
teda myslienka ¢leny w;.a; kontrolnej rovnice nahradif permutaciami d;(a;).

Priklad 1.12. Medzinarodné cislo vozna je vlastne kéd s permutaciami

5 g s . (0123456789
L= == 0246813579
0123456789
®_4h_'”_5m"_<0123456789)
a s kontrolnou rovnicou
12
Z(Si(ai) =0 mod 10
=1

Priklad 1.13. Kéd nemeckych postovych poukaZok je desatmiestny dekadicky kéd aias ... a1
s kotrolnym znakom a1 s kontrolnou rovnicou

10
Z di(a;) =0 mod 10
i=1
kde
0123456789 0123456789
‘h_54_&'_<1234567890> 02 =05 = % '_(2468013579>
5o s . (0123456789 5 (0123456789
3T \3691470258 10 ~ 0987654321

Ani jeden z uvedenych kédov neobjavuje vSetky susedné zdmeny. Preto dal$im zovSeobecnenim je
nahradenie grupy zvyskovych tried s grupovou operaciou + mod 10 nejakou inou grupou G = (A4, *)
a kontrolna rovnicu formulovat ako

n

[T6i(a:) =¢ (1.41)

i=1
Multiplikativny tvar grupovej operacie * naznacuje, ze grupa G nemusi byt komutativna.

Definicia 1.6. Nech A je abeceda, nech G = (A4, x) je grupa. Nech 41,02, ..., d,, si permutacie na
A. Potom kontrolnou rovnicou (1.41) definovany kéd nazveme kéd s kontrolnym znakom nad
grupou G.

Permutécie st vzajomne jednozna¢né zobrazenia A na A. Preto ku kazdej permutécii ¢ existuje
inverznéa permutacia ozn¢ovana d ! pre ktoru plati

§(a) =z prave vtedy, ked & 1(z) = a.

Ak méme dve permutécie d;, ; potom predpisom 9; (5]-(@)) vznikne permutdcia, ktora budeme znacit
(51‘ o 6]‘, teda

§i0dj(a) =6;(d;j(a)) Vaec A (1.42)
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Veta 1.7. Aby kod K s kontrolngm znakom nad grupou G = (A, *) rozpoznal zdmenu lubovolnych
susednych znakov na miestach i, i + 1 je nevyhnutné a staci, aby

2% 0ip106; 1 (y) # y*dip106; (2) (1.43)

pre vsetky x € A, y € A, x #£ y.

Pre Abelovskii grupu G = (A, +) mozno vztah (1.43) prepisat v tvare z + d;q 0 0; '(y) #
y + 0i41 06, *(z), odkial mame nasledujici dosledok:
Désledok. Kod K s kontrolnym znakom nad Abelovou grupou G = (A,+) objavuje zdmenu lu-
bovolnijch susednych znakov na miestach i, i + 1 prdve vtedy, ked pre lubovolné x, y € A, x # y
plati:

x — 841006, (x) #y — div1006; Hy). (1.44)

Dokaz. Nech kéd K rozpoznava susedni zamenu na miestach i, i + 1. Potom pre Tubovolné a;, a;11
také, ze a; # a;4+1 plati:

di(a;) * 8ir1(aiv1) # Gi(ait1) * diva1(as) (1.45)

Pre lubovolné x € A existuje nejaké a; € A také, ze , potom a; = (5;1(x). Podobne pre Tubovolné
y € A existuje nejaké a;41 € A také, ze , potom a;11 = 5;1(y). Dosadme do (1.45) najprv x za d0;(a;)
a y za ;(a;+1), potom (5;1(x) za a; a 5;1(y) za a;11. Dostaneme

T * 0ip1(aiv1) # Y * 0ipa(ai)
z % 0i41(8; 1 (y)) # y* i1 (6 (2))
7% 0ip106; 1 (y) # y*dip106; (v)

Nech plati (1.45) pre vSetky =, y € A, x # y. Potom (1.45) plati aj pre z = 0;(a;), y = di(ai+1),
kde a;, a;y1 € A, a; # a;y1.

8i(ai) * 8iy1 005 (8i(ait1)) # di(ait1) * Siv1 0 6; *(6i(a;))
di(a;) * 5i+1(5i_1(5i(ai+1)) ) # di(aip1) * 5¢+1<5Z~_1 (6i(as)) )

Ai+1 a;

di(a;) * 0ip1(aiv1) # di(air1) * dir1(a;)

z ¢oho vyplyva, ze kéd K objavuje susednti zamenu na miestach 4, 7 + 1. ]
Viimnime si vzfah (1.44). Ten hovori, ze priradenie  — (z — 841 0 6; *()) je prosté — je tiez
permutaciou.

Definicia 1.7. Permutacia § (multiplikativnej) grupy G = (A, %) sa nazyva aplnym zobrazenim,
ak

n(z) =x * () (1.46)
je zase permutécia. Permutécia 0 (aditivnej ) grupy G = (A, +) sa nazyva iplnym zobrazenim, ak

n(x) =z + d(x) (1.47)
je zase permutécia.

Veta 1.8. Kdd K s kontrolngm znakom nad Abelovou grupou G = (A, +) objavujici jednoduché
chyby a susedné zdmeny existuje prdve vtedy, ked existuje uplné zobrazenie grupy G.
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Dokaz. Definujme zobrazenie y : A — A predpisom u(x) = —x. Zobrazenie p je prosté - je to
permutacia. Pre lubovolni permuticiu 6 mnoziny A je zobrazenie x +— —d(z) = p o d(x) zase
permutaciou.

Nech K objavuje susedné zameny, potom podla dosledku vety 1.7 je zobrazenie x +— (m — i1 0

6;!(z)) permutdciou. Ale

T — 84100, H(x) =x+podip0d; z) =1z +d(z)

5(x)

Permutécia ¢ definovand predpisom § = 10 9;11 09, ! je hladanym uplnym zobrazenim.
Nech existuje uplné zobrazenie § grupy G. Definujme

8 = (nod). (1.48)
Potom
z =006 (@) =2 — (nod)*o(uod)(z) =z — (uod)(z) =z +d(z),

z Coho vyplyva, Ze x — ;11 00, () je permutécia. Podla dosledku vety 1.7 kéd s kontrolnym znakom
nad grupou G s permutaciami §; definovanymi v (1.48) objavuje susedné zameny. O

Veta 1.9. Nech G je Abelova koneénd grupa. Potom plati:

a) Ak je G grupa nepdrneho radu, potom je identita na G dplnym zobrazenim.
b) Grupa G rddu r = 2.m, kde m je nepdrne ¢islo, nemd Ziadne uplné zobrazenie

¢) Nech G = (A, +) je Abelova grupa pdrneho radu. Potom na G ezistuje uplné zobrazenie prdve
vtedy, ked grupa obsahuje aspon dve rozne involucie, t.j. také proky g € A, Z2eg#0,ag+g =0

Dokaz. Dokaz tejto vety patri do tedrie koneénych grup, presahuje zamery tejto publikacie, preto
vetu uvadzame bez dokazu.

Ak mame abecedu A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} na ktorej definujeme grupovi operaciu @ pred-
pisom a @ b = (a +b) mod 10, mozno vsetky kédy s kontrolnou cifrou modulo 10 interpretovat ako
kédy s kontrolnym znakom nad Abelovou grupou G = (A4, @). Tato grupa je radu r = 2.5 a preto v
nej neexistuje uplné zobrazenie.

Déosledok. Neexistuje ziaden dekadicky kéd s kontrolnym znakom nad Abelovou grupou G = (A, @),
kde A =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, ktory by objavoval jednoduché chyby a susedné zameny.

Jedina Sanca na zostrojenie dekadického kédu, ktory by objavoval jednoduché chyby a susedné
zameny je skusit kéd s kontrolnym znakom nad nekomutativnou grupou.

Definicia 1.8. Diederovska grupa D,, j kone¢na grupa radu 2.n tvaru

{l,a,aQ,...,a”_l,b, ab,a’.b,. .. ,a"_lb}, (1.49)
Kde plati
a"=1 (a"#1prei=1,2,...,n—1 (1.50)
P=1 (b#£1) (1.51)
ba=a""1b (1.52)

Diederovu grupu D, budem znaéit
Dy, = {a,b | a" =1="b* ba=a""'b) (1.53)
Diedrovskt grupu ID,, mozno interpretovat ako grupu symetrii pravidelného n-uholnika — a ako

rotaciu okolo stredu o uhol 27/n, b ako osovi sumernost. Pre D3 1 = (ABC), a = (CAB),
a? = (BCA), b = (ACB), ab = (BAC), a*b = (CBA).
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Veta 1.10. Nech D,, = <a, b ‘ a" =1=1"b% ba=a"" 1b> je Diedorva grupa nepdrneho radu n, n > 3.
Definujme permutdciu 6 : D,, — D, predpisom

§al)=a" 1 o 8(a'b)=aib Vi=1,2,...,n—1 (1.54)

Potom pre permutdciu 0 plati:

z.0(y) #y.0(x) Va,y €D, také, Ze v # y. (1.55)

Dokaz. Prv nez sa pustime do samotného dékazu uvedomme si jednu skutoc¢nost. Podla definicie

Diederovej grupy je b.a = a" 'b. Kedze a" '.a =1, je a® ! = a~!, a preto plati ba = a~'b. Nech k

je Tubovoné prirodzené &islo. Potom b.a® = a1ba*~! = a=2ba*~2 = --- = a=*b. Pre Tubovolné celé
Cislo plati

b.a* = a=*b. (1.56)

Lahko sa overi, Ze 0 je prosté zobrazenie — permutécia. Aby sme overili (1.55), budeme rozoznavat
tri pripady.
1. pripad: = a’, y = a’, kde i # j, 0 < i,j < n — 1. Keby platilo z.6(y) = y.6(z), potom by
at.a" 17 = al.a" 1, z Goho vyplyva a? % = ¢2(-9) = 1. Cislo 2(i—7) musi byt delidelné naparnym
&islom n, keby totiz 2(i—j) = kn+r, kde 1 < r < n—1, potom by a0~ 7) = gt = gFram = 10" # 1.
Ak mé neparne n delit 2(i—j), musi byt (i—j) delitelné ¢islom n, ¢o moze nastat len tak, ze (i—j) = 0,
lebo 0 <45 <n-—1.
2. pripad: * = a', y = a’b, 0 < i,j <n — 1. Nech z.6(y) = y.0(x), t.j. a’a’b = a’ba™ 17t Pouzitim
(1.56) mame a**7b = a’.a’*'b odkial postupne dostaneme a'*/ = a7+ 1 = a. V definicii Diederovej
grupy D,, pre n > 3 vSak a # 1.

3. pripad: x = a’b, y = a/b, 0 < 4,7 < n — 1. Nech 2.6(y) = y.0(x) ¢o v tomto pripade znamen3

a‘b.a’b = a’ba’b. S vyuzitim (1.56) mame a’bb.a™7 = a’bba~". Pretoze b.b = b> = 1 méa posledna

rovnica tvar a' ™7 = @77, &ze a2(-9) = 1. Pri rieSeni 1. pripadu sme vSak ukézali, Ze je to mozné len
ak i =j.

Veta 1.11. Nech D,, = <a, b ’ a"=1="0% ba= a”_lb> je Diedorva grupa nepdrneho radun, n > 3.
Nech permutdcia 6 : D, — D, je definovand predpisom (1.54). Definugme permutdcie 6; = §" pre
i=1,2,...,m. Potom blokovy kod dlzky m s kontrolngm znakom nad grupou I, objavuje jednoduché
chyby a susedné zdmeny.

Dokaz. Podla vety (1.7) staci ukazat, ze pre x # y
T %831 008; ' (y) # y* i1 06, ' ()

Keby pre nejaké x # y v poslednej vztahu platila rovnost, dosadenim za &; = 8%, §;41 = §'*! by sme
dostali

zx 6T o7 (y) =y x 67 o 8l (x)

x*0(y) =yx*o(x)
¢o by bolo v spore s vlastnostami permutécie 4. ]
Poznamka 1.2. Definiciu(1.54) mozno zovseobecnif nasledovne: Definujme ¢ : D,, — D), predpisom
5(a) =ae a §(a'h)=d"T Vi=1,2,...,n—1 (1.57)

n—1

2

Potom definicia (1.54) je Specidlnym pripadom (1.57) pre ¢ = d =

Priklad 1.14. Diederova grupa D5 = <a, b | a®=1="0% ba = a4b>. Prvky grupy D5 mozno priradit
dekadickym znakom nasledovne:
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1‘@‘@2‘613‘a4‘b‘ab‘a2b‘a3b‘a4b
of1|2[3|4[5]6] 7|89

Pre grupovi operéciu ¢ * j bud platit nasledovna schéma

[+ [ o<j<i | s5<i<o ]
0<i<4 (i+J) mod 5 5+ [(i+j) mod 5]
5<i<9 || 54+[(@i—7j) mod 5] (i—j) mod5
z ktorej dostaneme tabulku pre operaciu *
J
*x10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 2 3 4 0 6 7 8 9 5
212 3 4 01 7 8 9 5 6
3/!3 4 01 2 8 9 5 6 7
414 0 1 2 3 9 5 6 7 8
55 9 8 7 6 0 4 3 2 1
6|6 5 9 8 7 1 0 4 3 2
717 6 5 9 8 2 1 0 4 3
8|8 7 6 5 9 3 2 1 0 4
919 8 7 6 5 4 3 2 1 0
1.9 Vseobecna teodria kédov opravujucich ¢ jednoduchych chyb
Majme abecedu A = {ai,as,...,a,} s r znakmi. V tejto ¢asti budeme skiimat blokové kédy diiky n,

t.j. podmnoziny typu K C A™ z hladiska vSeobecnych mozZnosti objavenia a opravy ¢ jednoduchych

chyb.

Podla definicie 1.5 je Hammingova vzdialenost d(a, b) dvoch slov a, b € A™ rovna po¢tu miest,
na ktorych maju slovd a, b rézne znaky. Minimélna vzdialenost AKX je podla definicie 1.5 rovna
minimu zo vzdialenosti vSetkych dvojic kédu K. Kéd K objavuje t-nasobné jednoduché chyby, ak
pri zmene lubovolnych ¢ znakov slova ¢ vznikne nekddové slovo. Ak teda prijmeme nekédové slovo,

hovorime, ze sme objavili chybu.

Maximum vzdialenosti dvoch slov z A™ moze byt n — to v pripade, ked prislusné slova nemaja

ani na jednom mieste rovnaky znak.

Veta 1.12. Hammingova vzdialenost je metrikou na A™, t.j. plati:

d(a,b) >0, d(a,b)=0 <= a=Db
d(a,b) = d(b,a
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b)

(A™,d) je teda metricky priestor.

Doékaz. Overenie vlastnosti metriky je jednoduché a prenechavame ho ¢itatlovi.

(1.58)
(1.59)
(1.60)
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Definicia 1.9. Gula K;(c) o strede ¢ € A™ a polomere ¢ je mnozina
Ki(c)={x|xe€ A", d(x,c) <t} (1.61)
K (c) je mnozina vsetkych takych slov, ktoré vznikli zo slova ¢ nanajvys t jednoduchymi chybami.
Sktmajme, kolko prvkov obsahuje K;(c). Pocet slov, ktoré sa lisia od ¢ € A™ prave na jednom mieste
je rovny n.(r—1) = 71z .(r — 1), pretoze na kazdom z n miest slova ¢ zmenou pévodného znaku na
niektory iny dostaneme r — 1 roznych slov, ktoré sa lisia od c len na jednom mieste (pripomerime,

ze |A| = r). Pocet slov, ktoré maji od slova c vzdialenost préave 2 je (g) .(r — 1)2, pretoze dvojicu

, (T A . <1 , . . 2
zmenenych znakov slova ¢ mozno vybrat <2> sposobmi a kazdu takato dvojicu mozno nahradit
(r — 1)? sposobmi znakmi réznymi od povodnych. Podobne sa ukaze, Ze pocet slov, ktoré maju

n .
vzdialenost od slova ¢ rovnu i je ( ) .(r —1)". Samotné slovo c je tiez prvkom gule K;(c) a prispieva
i

k poctu jej prvkov ¢éislom 1 = (7(;) (r —1)%. Pocet slov v K¢(c) je teda

K (c)| = zt: (?) (r—1) (1.62)

1=0

Pocet prvkov gule K;(c) nezavisi na tom, aké slovo ¢ sme vybrali za jej stred — vSetky gule o rovnakom
polomere ¢t maji rovnkd mohutnost (1.62).

Definicia 1.10. Hovorime, ze kéd K opravuje t jednoduchych chyb, ak pre slovo y, ktoré
vzniklo z niektorého kédového slova nanajvys ¢t jednoduchymi chybami, existuje jediné slovo x také,
ze d(x,y) <t.

Vsimnime si, ze ak b € K;(cq) N K¢(c2), potom slovo b mohlo vzniknif nanavys ¢ jednoduchymi
chybami z oboch slov cj, co. Ak méa teda kéd K opravovat ¢ chyb, musi byt pre Tubovolna dvojicu
c1, co roznych kédovych slov

Kt(cl) N Kt(Cg) =0 (163)

Predpokladajme, ze kéd K C A™ opravuje ¢ jednoduchych chyb. Kedze |A™| = r™, pre pocet
kédovych slov | K| vzhladom na (1.62) a (1.63) plati

i (?)-(T -k <" (1.64)

=0

Pri nédvrhu kédu opravujuceho ¢ jednoduchych chyb sa snazime ¢o najlepsie vyuzit priestor (A", d).
Idedlne by bolo, keby sme dostali taky systém disjunktnych guli o polomere ¢, ktory by pokryval celi
mnozinu A", t.j. keby v (1.64) platila rovnost.

Definicia 1.11. Hovorime, ze kéd K C A™ je t-perfektny kéd, ak

Va, be A", a#b Ki(a)NnKi(b)=10 (1.65)
|J Ki(a) = A" (1.66)
ack

Veta 1.13. Kod K opravuje t-ndsobné chyby prdve vtedy, ked
A(K) > 2t+1, (1.67)

kde A(K) = mina pex{d(a,b)}.
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Dokaz. Nech plati (1.67). Keby existovali a € K b € K také, ze Ki(a) N K¢(b) # 0, vezmeme
c € Ki(a) N K (b). Podla trojuholnikovej nerovnosti plati

d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) < 2t,
——  N——
<t <t

¢o je v spore s prepokladom, ze AK > 2t + 1.
Nech kéd K C A™ opravuje t jednoduchych chyb. Potom pre lubovolné a, b € K je K;(a)NK;(b) =
(. Keby d(a,b) = s < 2t, vytvorme postupnost

a07a17a27"‘7a8 (168)

tak, Ze polozime ag = a a ked uz mame definované a;, definujeme a;,; nasledovne: Postupne
prechddzame znakmi slova a; a porovndvame ich so znakmi slova b na rovnakej pozicii. Ked
poprvykrat natrafime na znak slova a; na pozicii k, ktory sa nezhoduje s rovnako polozenym znakom
slova b, definujeme slovo a;y; ako slovo a; so zamenenym znakom na pozicii £ k-tym znakom
slova b. Postupnost (1.68) predstavuje jeden z moznych sposobov, ako sa postupne pésobenim jednej
jednoduchej chyby za druhou transformovalo slovo a na slovo b.

Vidime, 7ze as = b, d(a,a;) = i a d(a;,b) = s —i pre i = 1,2,...,s. Preto d(a,a;) = ¢
a; € Ky(a) a tiez d(a;,b) = s —t <2t —t =t, a teda a; € K;(b), ¢o je v spore s predpokladom, Ze
Kt(a) N Kt(b) = 0. ]

Priklad 1.15. Majme abecedu A = {a1,as,...,a,}. Opakovaci kéd dizky k je blokovy kéd, ktorého
kédové slova pozostavaju z k rovnakych znakov, t.j. K = {aja;...a1, agas...a2, ... aray...ap}.
Minimalna vzdialenost opakovacieho kédu dizky & je AK = k a takyto kéd opravuje t-nasobné chyby
pre t < k/2. Pre k neparne, t.j. k = 2t + 1 je opakovaci kéd t-perfektny.

Priklad 1.16. Kéd s kontrolou parity (pozri priklad 1.6) mé& minimalnu vzdialenost 2 a preto
neopravuje ani jednu jednoducht chybu.

Priklad 1.17. K6d dvojrozmernej kontroly parity. Je to binarny kéd, pri ktorom informacné
znaky zapiSeme do matice typu (p,q). Potom ku kazdému riadku priddme jeden symbol kontroly
parity riadku a ku kazdému stlpcu pridame jeden symbol kontroly parity stipca — oba kontrolné znaky
tak, aby sme dosiahli parnu paritu riadkov i stipcov a nakoniec priddame znak ,kontroly kontrol“ tak,
aby aj parita vyslednej matice bola parna. Tento kdd opravi jednu jednoduchii chybu — takato chyba
zmeni paritu prave jedného riadku i a prave jedného stipca j potom chybny znak je na mieste (i, 5).
Priklad kédového slova pre p =3, ¢ = T7:

101 | 1 « kontrola parity riadku
000 | O
001 |1
010 | 1
111 | 1
111 | 1
000 | O
kontroly parity stlpcov — 110 | 0

+ celkova kontrola parity

Majme kéd K, ktory opravuje ¢ chyb. Ak sme uz prijali nejaké slovo a (¢i uz s chybami, alebo
bez nich), potrebujeme predpis, ako zo slova a dostat povodné vyslené slovo bez chyb.

Definicia 1.12. Dekdédovanie kédu K je Tubovolné zobrazenie ¢ , ktorého definié¢ny obor D(4) je
podmnozinou mnoziny A™ vietkych slov dlzky n, obsahuje K a pre lubovolné a € K je §(a) = a. Ak
D(0) = a™, hovorime, ze dekédovanie § je Gplné, inak hovorime, ze dekédovanie ¢ je Ciasto¢né.
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Pri definicii pojmu,dekédovanie“ prichddza trochu k nasledujicemu terminologickému problému:
Ak je zobrazenie K kédovanie, potom dekédovanim by malo byt inverzné zobrazenie K ~!. Lenze pri
problematike kédov opravujucich ¢ chyb nezavisi ani tak na tvare kédovania K, ako na vlastnostiach
mnoziny kédovych slov. Preto do itvah o objavovani a opravovani chyb ani konkrétny tvar kédovania
nezahfiiame. Ak chceme pri prenose slov s chybami zistit, aky znak x bol zakddovany a poslany,
ked sme prijali slovo a, identifikujeme znak = ako 2 = K ! o §(a). Uréit tvar inverzného zobrazenia
k vzdjomne jednoznacnému zobrazeniu K nebyva tazké, problémom vsak byva urdif zobrazenie 0.
Aby sme ani do dalSich ivah nemuseli zavadzat konkrétny tvar kédovania K, dohodneme sa, Ze
pod dekédovanim budeme rozumiet zobrazenie § podla definicie 1.12 tak, ako ho pouziva i vii¢Sina
literatiry o kédovani.

U niektorych kédov mozeme rozlisit jednotlivé znaky na informac¢né a kontrolné. Kontrolné znaky
st Gplne uréené informa¢nymi znakmi. Napriklad dvandstmiestne medzindrodné ¢islo vagénu mé
prvych jedenast znakov informacénych a jeden — posledny dvanésty znak kontrolny. Podobne je to s
ISBN ¢&islom knihy, ¢ EAN kédom tovar atd. Kéd s kontrolou parity dizky 8 mé 7 informaéngych
znakov a jeden kontrolny znak.

Ak vieme, ako st definované jednotlivé polozky resp. znaky kédovych slov, nie je problém rozdelit
znaky na informacéné a kontrolné. Ako to v8ak urobif pre kéd K C A™, ked pozname len to, ako vyzera
mnozina kédovych slov? Odpoved déva nasledujica definicia:

Definicia 1.13. Nech K C A" je blokovy kéd dizky n. Hovorime, ze kéd K ma k informaénych a
n — k kontrolnych znakov, ak existuje vzajomne jednozna¢né zobrazenie ¢ : A¥ — K. Zobrazenie
¢ nazveme kédovanie informac¢nych znakov.

Priklad 1.18. Opakovaci kéd dizky 5 s abecedou A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mé jeden informacny
znak a 4 znaky kontrolné, pretoze zobrazenie ¢ definované

$(0) =00000 (1) =11111  ¢(2) = 22222  ¢(3) = 33333  ¢(4) = 44444
d(5) = 55555 (6) = 66666  ¢(7) = TTTTT  H(8) = 88888  (9) = 99999

je vzajomne jednozna¢né zobrazenie ¢ : Al « K.

Priklad 1.19. Zdvojovaci kéd dizky 2n ma n informaénych a n kontrolnjch znakov. Kédovanie
informaénych znakov ¢ : A™ < K definujeme predpisom

¢(araz...a,) = ajarasas . .. anay

Priklad 1.20. Kéd dva z piatich (pozri priklad 1.5) vobec nemé oddelené informacéné a kontrolné
znaky. Pocet kédovych slov tohoto kédu je 10 — nie je mocninou &isla 2, a preto nemoze existovat
vzdjomne jednozna¢né zobracenie mnoziny {0, 1} na mnozinu kédovych slov mohutnosti 10.

V mnohych prikladoch sme videli, Ze kontrolna ¢islica bola poslednym znakom kédového slova.
Podobne by sme si priali, aby aj pri kédoch s k informa¢nymi a n — k kontrolnymi znakmi najprv v
kédovom slove vystupovali informacéné a az potom kontrolné znaky. Takéto kédovanie informacnych
znakov nazyvame systematické. Presne tento pojem urc¢uje nasledujica definicia:

Definicia 1.14. Blokovy kéd K je systematicky, ak pre kazdé slovo ajas . ..a; € AF existuje prave
jedno kédové slovo a € K také, ze

a=aiaz...0a,0k4+1---0n

Priklad 1.21. Opakovaci kéd je systematicky s & = 1. Kéd s kontrolou parity dlzky 8 je systematicky
s k = 7. Kéd medzinarodného c¢isla vozna je systematicky s & = 11.

Priklad 1.22. Zdvojovaci kéd s dlzkou 2n vidsou ako 2 nie je systematicky.
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Veta 1.14. Nech K je systematicky kod s k informacnymi a n — k kontrolnymi znakmi. Potom pre
minimdlnu vzdialenost AK plati

AK<n—k+1 (1.69)

Dokaz. Zvolme dve slovd a = ajas...ap_1a; € AF, @ = ajas...ap_1a, € A lisiace sa len v
poslednom k-tom znaku. Pretoze kéd IC je systematicky, ku kazdému z takjchto slov existuje prave
jedno slovo b resp. b kédu I, také, ze a je prefixom b, resp. a je prefixom b.

b= a1ag ... 100K+ - - - Qp

b =ajay...a,_10,0%+1 ... Gy
Kedze sa slova b, E zhoduju na k — 1 miestach moézu sa nezhodovaf najviacnan—(k—1) =n—k+1
miestach. Je d(b,b) <n —k+1ateda AK <n—k+1. O

. n—=k
Désledok Kéd K s k informaénymi a n — k kontrolnymi znakmi méze opravovat najviac [T]

chyb (kde [z] je cela cast ¢isla x).
Priklad 1.23. Pre zdvojovaci kéd dlzky n = 2t je k = t, n—k = t, ale minimalna vzdialenost tohoto

kédu je 2, ¢o je pre velké ¢ hlboko pod odhadom (1.69), ktory pre nas pripad dava AKX <2t—t+1=
t+ 1.

Definicia 1.15. Nech K je kéd s k informaénymi a n — k kontrolnymi znakmi. Pomer

k
R=- 1.70
- (1.70)

nazveme informaény pomer.

Pri navrhovani samoopravnych kddov sa snazime zabezpecit sa proti ¢o najvicSiemu pocétu chyb
¢o vedie k zvySovaniu poc¢tu kontrolnych znakov. Druhou prirodzenou poziadavkou je dosiahnut ¢o
najvacsi informacény pomer, ¢o je v rozpore so zvySovanim poctu kontrolnych znakov. Naviac na
priklade 1.23 vidime, Ze nie kazdé zvySovanie po¢tu kontrolnych znakov musi viest k zvii¢Sovaniu
minimélnej vzdialenosti kédu.

1.10 Pripomenutie niektorych algebraickych Struktar

Grupa je mnozina G spolu s binadrnou operaciou . priradujicou kazdym dvom prvkom a € G, b € G
prvok a.b (kratko len ab) tak, ze plati:

(i) Va,be Gabe G
(ii) Ya,b,c € G (ab)c=a(bc) — asociativny zakon
(iii) 31 € GVa € G 1la = al = a — existenica neutralneho prvku
(iv)
Grupa G ke komutativna, ak plati Va,b € Gab = ba. V tomto pripade sa zvykne grupova operacia

zapisovat aditivne, t.j. a + b namiesto a.b a neutralny prvok sa pri aditivnom zépise oznac¢uje ako 0.
Inverzny prvok k prvku a sa v komutativnom pripade nazyva opacny prvok a oznacuje sa —a.

v) Vac€ G Ja ' € G aa!=a"! =1 - pre kazdy prvok grupy existuje inverzny prvok.

Teleso je mnozina 7" obsahujtca (okrem inych prvkov) prvky 0 a 1 spolu s operaciami + a . takymi,
ze plati:

(i) Mnozina T spolu s operédciou + je komutativna grupa s neutrdlnym prvkom 0.
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(ii) Mnozina T'— {0} spolu s operaciou . je komutativna grupa s neutralnym prvkom 1.
(iii) Ya,b,c € G a(b+ c) = ab+ ac — plati distributivny zédkon

Vlastnosti telesa si mozno lepSei uvedomime, ak (i), (ii), (iii) definicie rozpiSeme na jednotlivé
konkrétne podmienky, ktoré musi teleso spliiat:
Teleso je mnozina 7' také, ze prvky 0 € T a 1 € T spolu s operaciami + a . takymi, ze plati:

(T1) Ya,beT a+beT,abeT.

T2) Va,b,c€ T a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢, a(bc) = (ab)c — platia asociativne zakony.
T3) Va,b€ T a+b=>b+ a, ab = ba — platia komutativne zdkony.
T4) Va,b,c € T a(b+ c¢) = ab+ ac — platia distributivne zakony.

T5) Va € T a+0 = a, a.1 = a— 0 je neutralny prvok vzhladom k operacii ,+“, 1 je neutralny prvok
vzhladom k operacii ,,..

(T2)
(T3)
(T4)
(T5)

(T6) Vae T I(—a) € T a+ (—a) =0 — ku kazdému prvku T existuje opaény prvok.

(T7) YVa € T,a#03a ' € T a.a™! =1 - ku kazdému prvku T réznemu od nuly existuje inverzny
prvok.

Komutativny okruh s jednotkou je mnozina R takd, ze 0 € R, 1 € R spolu s operaciami + a .,
v ktorej platia (T1) az (T6).

Priklad 1.24. Mnozina celych ¢isel spolu s operaciami + a . je komutativnym okruhom s jednotkou.

Faktorovy okruh modulo p. Majme mnozinu Z, = {0,1,2,...,p — 1}. Na mnozine Z, definujeme
operacie @, ® nasledujicim spésobom

a®b=(a+b) modp a®b=(ab) mod p, (1.71)

kde n mod p je zvySok po celo¢iselnom deleni ¢isla n ¢islom p. Lahko sa da ukézat, ze pre Tubovolné
prirodzené ¢islo p > 1 je Zj, spolu s operaciami @, ® komutativnym okruhom s jednotkou, t.j. spliia
poziadavky (T1) az (T6).

Na Z, sa mozeme pozerat i s nasledujiceho hladiska. Triedou modulo p nazveme podmnozinu
okruhu Z celych ¢isel tak, Ze rozdiel jej Tubovolnych dvoch prvkov je delitelny ¢islom p. Triedu ozna-
¢ujeme jej lubovolnym reprezentanto v hranatej zatvorke. MoZeme teda triedu modulo p obsahujicu
celé ¢islo a definovat nasledovne:

la] ={a+pk|k=0+1-1,42,-2,...} (1.72)
Lahko sa ukaze, ze ak dve triedy [a], [b] majt aspon jeden spoloény prvok, potom [a] = [b]. Dalej je
vidiet, ze vSetky triedy okruhu Z modulo p sua [0], [1],...,[p — 1].

Ak dva prvky a, @’ maja tu isti triedu modulo p, budeme pisat
a=d modp (1.73)

a hovorit, Ze prvky a, a’ st kongruentné modulo p.
Ozna¢me Z, mnozinu vsetkych tried modulo p, t.j. Z, = {[0],[1],...,[p — 1]}. Na Z, definujeme
operacie + a . predpisom:

[a] 4+ [b] = [a + b] [a].[b] = [ab] (1.74)

Ukazuje sa, ze takto definované operacie sCitania a nasobenia su korektne definované — t.j. nezavisi
na vybere reprezentanta triedy. Mnozina Z, s takto definovanymi operdciami + a . je znovu
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komutativnym okruhom s jednotkou a nazyvame ju faktorovym okruhom okruhu celych éisel
7Z modulo p alebo len faktorovym okruhom modulo p.

Obiddve reprezentacie Z, = {0,1,2,...,p — 1}, Z, = {[0],[1],...,[p — 1]} st ekvivalentné, pre
Tubovolné a,b,c € {0,1,2,...,p—1} je a® b = ¢ préave vtedy, ked [a] + [b] = [¢], a®@b = ¢ prave vtedy,
ked [a].[b] = [c]; rozdiel je len v oznaceni prvkov a operacii. Budeme preto pouzivat jednoduchsiu

prvu reprezentaciu, kde naviac budeme namiesto & a ® pouzivat + a . ked neddjde k nedorozumeniu.

Priklad 1.25. Okruh Zg bude maft nasledujtce tabulky pre operacie s¢itania a nisobenia:

U W N~ O+
TUb W N = oo
O T W N |
— O Ul W NN
N~ O Ol W W
W N — O Ut
T W N = O wl
T W N = Of-
eNoNoNoNoNol ol
CU R W N = Ol
BN O R NN O
N O WO WO W
N RO N R O
— N W Ol O ot

Podla vyssie uvedenych tabuliek je 5.5 = 1, t.j. inverznym prvkom prvku 5 je prvok 5. Prvky 2, 3, 4
vobec nemaju inverzny prvok. Podmienka (T7) v Zg nie je splnend — Zg nie je telesom.

Pre potreby kédovania budi vyhodné také faktorové okruhy Z, ktoré s telesami. Je teraz pred
nami otazka, kedy je Z, telesom. Odpoved déva nasledujtca veta.

Veta 1.15. Fuaktorovy okruh Z, je telesom prdve vtedy, ked p je prvocislo.

Linearne priestory nad telesom T. Nech T je teleso. Linedrnym priestorom nad telesom T je
mnozina £ spolu s bindrnou operaciou + (s¢itanie) a skaldrnou operaciou . (skalarne nasobenie)
takymi, zZe plati

Ll) VuyveLaVteT u+vel, tuel.

L2) Yu,v,w e L ut(v+w)=(u+v)+w.

L3) Vu,ve L u+b=b+u

L4) doe L také,ze Yue L u+o=u

Vvae L FJ(—u)e L také, ze u+(—u)=o

L7) Yue LaVs,t €T (s.t)u=s.(t.u)

L8

(

(

(

(
(L5
(

(

( Vvae LaVs,teT (s+t)u=su+tu
(

)
)
)
)
L6) Vu,ve LaVteT t(u+v)=tu+tv
)
)
)

L9) Vue L 1lu=u.

Poziadavky (L1) az (L5) st ekvivalentné s poziadavku, aby (£,+) bola komutativna grupa s
neutrdlnym prvkom o. Pre linedrne priestory sa pouZiva synonymum vektorové priestory, ich
prvky sa volaju vektory.

Vektory up,ug,...,u, sa nazyvaji linearne nezavislé, ak zo vztahu > ! ; t;u; = o vyplyva
t;=0prei=1,2,...,n. Hovorime, Ze linedrny priestor £ je koneéne dimenzionalny, ak existuje
také prirodzené ¢islo k, ze kazda k + 1 prvkova mnozina vektorov z L je linedrne zavisla. V konecne
dimenzionalnom priestore maji vSetky maximalne nezavislé mnoziny vektorov rovnakt mohutnost.
Mohutnost n maximélnej linedrne nezavislej podmnoziny £ sa nazyva dimenzia lineadrneho priestoru
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Z — v tomto pripade hovorime, Ze priestor je n-dimenzionilny. Baza konecne dimenzionilneho
)

linedrneho priestoru je Tubovolnd maximélne nezivisla mnozina jeho vektorov.

Linearny priestor T" je priestor n-prvkovych postupnosti typu u = wjus ... u,, kde u; € T a kde

b
je sCitanie a skalarne nasobenie definované nasledovne:
Nech u = wqug ... up, v=2010s...0,, t € T. Potom
b b

u+v=(u+vi)(uz+v2)...(u,+vy) tu = (tur)(tug) ... (tuy). (1.75)
Skalarny suéin vektorov u, v je definovany nasledovne
U* V= 1ujv] + Uy + -+ + upvy (1.76)

Hovorime, Ze vektory u, v st ortogonalne, ak u*x v = 0.
Dolezitost priestoru 7™ vzplyva z nasledujtcej vety:

Veta 1.16. Kazdy n-dimenziondlny vektorovy priestor nad telesom T je izomorfny s priestorom T™.

V tedrii linedrnych kédov sa vychadza z toho, Ze na kédovej abecede st dané opernacie + a .
s ktorymi je tato abeceda koneénym telesom. Potom sa na mnozinu vSetkych n-znakovych slov v
kédovej abcede mozno pozerat ako na n-dimenzionalny linedrny priestor. Videli sme uz, ze faktorové
okruhy Z, pre p prvocislo st telesami. Okrem toho existuju kone¢né telesa o p™ prvkoch (pozor, nie
st to vSak okruhy Z,»). Mohutnost kédovej abecedy je pre takéto tivahy obmedzend na ¢isla typu
p", kde p je prvocislo, t.j. 2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17 ... , ale nemdze byt 6,10,12,14,15 lebo tieto ¢isla
nie s mocninami prvocisiel. Tieto obmedzenia vSak nie st tragické, pretoze najdolezitejSou kédovou
abecedou je binarna abeceda, pre abecedy s vic¢sim poctom znakov pouZzijeme najblizSie teleso s

.....

1.11 Linearne koédy

V tejto Casti budeme predpokladaf, ze kédova abeceda A = {a1,as,...,a,} ma p prvkov, kde p je
pvoéislo. Dalej predpokladdme, Ze na abecede A st definované operacie s¢itania + a saéinu . , s
ktorymi A vytvare teleso. Mnozinu A™ n-znakovych slov pokladdme za linedrny priestor s obvykle
definovanym suc¢tom a skaldrnym nasobkom vektorov.

Definicia 1.16. Kéd K sa nazyva linearny (n, k)-kéd, ak je podpriestorom dimenzie k linedrneho
priestoru A", t.j. ak dim(K) = k, a pre [ubovolné a,b € K a [ubovolné c € A je

a+bek, cacek (1.77)

Linearny (n, k)-kéd ako k-dimenzionalny podpriestor priestoru A” musi mat k-prvkovi bazu

B = {by,by,...,bs}. Potom kazdé kédové slovo a € A™ méa jednozna¢né vyjadrenie

a=aiby + asby + - + aiby, (1.78)
kde aj,aq,...,a, st suradnice vektora a v baze B. Ak |A| = p, potom na mieste kazdého a; moze
stat p roznych &isel, z Goho vyplyva, ze existuje p* roznych k-tic a1, ag, . . ., ai, dosadenim ktorych do

(1.78) dostaneme p* roznych kédovych slov kédu K. Linearny (n, k)-kéd ma teda p* slov.
Viimnime si priradenie ¢ : A¥ — A™ definované

V(aray...an) ¢(araz...ay) = aiby + agby + - - + agby.

Zobrazenie ¢ je vzajomne jednoznaéné zobrazenie A* « K a teda podla definicie 1.13 m4 linearny
(n, k)-kéd K k informaénych a n — k kontrolnych znakov. Zobrazenie ¢ je kédovanie informac¢nych
znakov.
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Definicia 1.17. Nech K je linedrny (n, k)-kéd, nech B = {by, ba, ..., by} je lubovolna béza kédu K.
Nech b; = (b1 bi2...bin)T pre i =1,2,..., k. Potom maticu

b7 b bz ... by
G— bg _ bo1 bay ... boy, (1.79)
b7 b1 bk bikn

typu (k X n) sa nazyva generujuca matica kédu K.

Poznamka 1.3. Podla definicie 1.17 je generujticou maticou kédu K kazdé matica, ktorej
a) kazdy riadok je kédovym slovom
b) riadky st linearne nezavislé, takze hodnost matice G je rovna k.
c¢) kazdé kédové slovo je linedrnou kombinaciou riadkov matice

Ak teda z matice G vytvorime ekvivalentnymi riadkovymi tipravami ekvivalentni maticu G’, potom
aj matica G’ je generujicou maticou kédu K.

Poznamka 1.4. Casto bude vyhodné vyuzivat maticové zapisy, v ktorych vektory buda vystupovat
ako jednoriadkové alebo jednostipcové matice. Dohodneme sa, Ze slova - t.j. vektory a € A"
budeme v maticovych zapisoch vidy povazovat za stipcové matice, t.j. ak a = ajas...as
sa vyskytne v maticovom zapise, budeme predpokladat, Ze

a
a2

Qg
Ak budeme potrebovaf vektor a v tvare jednoriadkovej matice, zapiSeme ho ako a’’, t.j.
T

a:[al az ... ak].

Skalarny stéin dvoch vektorov u, v € A" mézeme povazovat za siéin matic a zapisat ako u’.v.

Poznamka 1.5. Nech mé linedrny (n,k)-kéd pre badzu B = {bj,bg,..., by} generujicu maticu
(1.79). Ak ma slovo a = ajas .. .ay suradnice uj, us,...,u; v baze B, potom
by
b
aT:ulb{—i—qug—i—---—i—ukbf:[ul Uy ... uk] 2
T
by,
skratene:
bi1 b2 bin
_ ba1  b22 bap,
[al ay ... an]—[ul ug ... uk]
br1  bio bkn

¢o v maticovom tvare mozeme napisat

al =ul.G (1.80)
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Priklad 1.26. Priklady linearnych kédov.
a) Binarny kéd dizky 4 s kontrolou parity — linearny (4, 3)-kéd:
Kc A, A={0,1}: 0000, 00011, 0101, 0110
1001, 10010, 1100, 1111
Baza: B = {0011,0101,1001}.

Generujuca matica G =

= o O
— = O
S O =
o=

b) Ternarny opakovaci kéd dlzky 5 — linearny (5,1)-kéd :
Kc A5, A=1{0,1,2}:  00000,11111,22222
Béaza: {11111}.

Generujica matica G = [ 1111 1]

¢) Binarny zdvojovaci kéd dlzky 6 — linearny (6,3)-kéd :
KcAS, A={0,1}: 000000, 000011, 001100, 001111

110000, 110011, 111100, 111111
Béza: {000011, 001100, 110000} .

000011
Generujuca matica G=]0 0 1 1 0 O
1100 00

d) Dekadicky kéd dizky n s kontrolnou é&slicou modulo 10 nie je lineArnym kédom, lebo neexistuje
konecné teleso s poc¢tom prvkov 10.

Definicia 1.18. Hovorime, #e dva blokové kédy K, K’ dizky n st ekvivalentné, ak existuje
permutacia 7 mnoziny {1,2,...,n} takd, ze plati

aiaz . ..an € K prave vtedy, ked ar1)arjg -Gz €K (1.81)

Podla definicie 1.14 je blokovy kéd K s k informaénymi a n — k kontrolnymi znakmi systematicky,
ak ku kazdému ajas . ..a, € A* existuje prave jedno slovo a € A" s prefixom ajas . ..a; € AF. Ako
sme uz ukézali, linedrny (n, k)-kéd je kédom s k informaénymi a n — k kontrolnymi znakmi, avsak
nemusi byt systematicky. Zdvojovaci kéd je dlzky n = 2k linedrny kéd, ktory nie je systematicky.
Sta¢i vSak zmenit poradie znakov v slove ajas,...a, dat najprv znaky na neparnych miestach a
potom znaky na parnych miestach a takto ziskany novy kéd je uz systematicky. Toto sa d4 urobit s
kazdym linedrnym (n, k)-kédom.

Veta 1.17. Linedrny (n,k)-kod K je systematicky prdve vtedy, ked k memu ezistuje generujica
matica G typu:
0 b11 b2 ... hipk
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Dokaz. Nech (1.82) je generujiicou maticou pre kéd K. Nech u = wy,ug,. .. u; su stradnice slova
a=ajas...a, € K v baze, ktort tvoria riadky generujicej matice G. Potom podla pozndmky 1.5 je
a’ = b’ .G. Specialne pre u = ajas...a; je

1 00 ... 0 by bz ... bipi
uT.G:[al az ... ak]- 010 ... 0 b21 b22 bgn_k _
000 ....... 1bk1bk2 ........ A kn_k
:[al ay ... ak Vg1 --- Un],

kde vp1; je jednoznacéne urcéené vztahom:

ka:[al as ... ak].

Pre kazdé ajay...a; € AF existuje prave jedno slovo kédu K s prefixom ajas...ar. Kéd K je teda
systematicky.

Nech je kéd K systematicky. Ak st prvé k stipce generujicej matice G linedrne nezavislé,
riadkovymi ekvivalentnymi Gpravami ju mozeme previest na ekvivalentni maticu G’ v tvare G’ =
[ E ’ B ], ktora je tiez generujicou maticou kédu K.

Nech teda prvé k stlpce generujtcej matice G systematického kédu K nie st linedrne zavislé.
Potom ju modzeme ekvivalentnymi riadkovymi tipravami transformovat na ekvivalentny tvar

di1 d12 diz ... dig ‘ di(k+1) dikr2)y - din
do1 da2 da3 dog do(k+1) do(ky2)  ---  don
G = | o (1.83)
dgp-11 dx-12 dx-1)3 -+ A0k | de-1)(k+1) dE-1)(k+2) - d—1)n
0 0 0 ... 0 ey Bupa) - i

Matica G’ ma hodnost k, pretoZe je ekvivalentnd s maticou G, ktora mala k linedrne nezavislych
riadkov. Pre u, v € A* také, ze u # v je ul .G’ # vT.G’. Viimnime si, ze prvych k stradnic vektora
u’".G nezavisi na k-tej stiradnici vektora u, z ¢oho vyplyva, Ze existuje niekolko kédovych slov kédu
C s rovnakym prefixom a teda kéd KC nie je systematicky. Z predpokladu, Ze prvé k stipce generujicej
matice su zavislé, sme dostali spor. O

Déosledok. Linearny (n, k)-kéd K je systematicky préve vtedy, ked jeho lubovolna generujica matica
G ma prvé k stlpce linedrne nezavislé.

Veta 1.18. Kazdy linedrny (n, k)-kdd KC je ekvivalentny so systematickym linedrnym kodom.

Dokaz. Nech G je generujica matica (n, k) kédu K. Matica G mé k linedrne nezavislych riadkov a
preto musi mat (apori jednu) k-ticu linedrne nezavislych stipcov. Ak prvych k stipcov matice G je
lindrne nezédvislych, podla doésledku vety 1.17 je kéd K systematicky.

Ak st prvé k stlpce linearne zavislé, urobime taka permutéciu 7 stipcov, aby prvé k stipce boli
lineadrne nezavislé. Potom uZ prislusny kéd K’, ktory dostaneme rovnakou permutdciou 7 znakov
kédu K bude systematicky. O

Existuje i iny sposob charakterizécie linedrneho (n, k)-kédu a to tak, ze vlastnosti kédovych slov
charakterizujem stistavou linedrnych rovnic, ktoré musia vsetky kédové slovéa spliiovat. Tak napriklad
binarny kéd dlzky n s kontrolou parity charakterizujeme rovnicou:

rT1+r2+-+x, =0
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Zdvojovaci kéd dlzky n = 2k charakterizujeme ststavou rovnic:
T1—x2=0
T3 — T4 — 0
Tp_1—Tp =20
Stistava rovnic pre opakovaci kéd dizky n bude:
r1 — T = 0
Tr1 — T3 = 0
1 — T, =0

Definicia 1.19. Kontrolna matica linearneho kédu K je takd matica H prvkov kdédovej abecedy
A, pre ktort plati: Slovo v = v1vs ... v, je kédové prave vtedy, ked

hi1  hi2 hin U1 0
Hy— | M2t P22 hee e 00 (1.84)
himi hma homn Un 0

Strucénejsie: v € K prave vtedy, ked H.v = o.

Majme linedrny (n, k)-kéd K s generujicou maticou

b7 bir  bi2 bin
G— bg _ bo1 bag ... bo, (185)
b7 br1  br2 bin

typu (k x n). Akd ma byt kontrolnd matica kédu K t.j matica H takd, ze H.u = o préave vtedy, ked
u € K? Prvé, ¢o o matici H vieme povedat, je, Ze ma mat n stipcov (uz len preto, aby H.u bolo
definované pre u € A™). Mnozina vSetkych u € A™ takych, ze H.u = o je podpriestor priestoru A"
dimenzie rovnej n — dim(H) = dim(K) = k, odkial dim(H) = n — k. Staci teda hladat maticu H ako
maticu typu ((n — k) x n) s n — k linedrne nezévislymi riadkami. Nech h” je riadok matice H. Potom
pre kazdé kédové slovo u € K musi byt

u’ h = uihy +ughy + -+ uphy = 0. (1.86)

Mohli by sme teda zostavif sastavu p* = |K| linedrnych rovnic typu (1.86), kde by u prebiehalo
vSetky kédové slova kédu K. Takyto systém lineadrnych rovnic by vSak obsahoval prili§ vela linearne
zavislych rovnic. Staci totiz, aby (1.86) platilo pre vSetky prvky bézy podpriestoru K, potom bude
(1.86) platit aj pre vSetky prvky podpriestoru K. Pre h moZno zostavit tto sustavu linearnych

rovnic:
blh = 0
by.h = 0 (1.87)
bTh =0

¢o sa d& v maticovom tvare zapisaft

G.h=o. (1.88)
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Kedze dimenzia matice G je k, mnozina vSetkych rieSeni ststavy (1.88) je podpriestor dimenzie
(n — k) a preto mozno najst (n — k) linedrne nezavislych rieseni sustavy (1.88) hi,hy,... h,_; ,
ktoré budu riadkami hladanej kontrolnej matice H, t.j

h{
H = hy (1.89)
b,
Vsimnime si, ze
bl 0 0 0
GH' = sz IR bk o = | ; (1.90)
bl |, 00 ... 0], p

Majme maticu H typu ((n—k) xn) dimenzie dim(H) = (n—k) pre ktort plati G.H” = Oy (),
kde Oy (n—) je nulovd matica typu (k x (n—k)). Ozna¢me N’ C A™ priestor vietkych rieSeni rovnice
Hu = o. KedZe pre vSetky prvky bazy kédu K plati H.b; = 0, i = 1,2, ...k, plati aj pre lubovolné
kédové slovo u € K, u = Zle u;b;:

k k k k
H.u=H. 221leZ = ZH(u’b’) = Zuz(Hbz) = Zui.o =0
i=1 i=1 i=1 i=1

Méame teda K C N. Pretoze dim(H) = (n — k), je dim(N') rovnd n — dim(H) = k. Kedze K C N je
baza by, bo, ..., by bazou priestoru NV, a teda K = N.
Prave dokézané skuto¢nosti mozeme sformulovat do nasledujtcej vety.

Veta 1.19. Nech K je linedrny (n, k)-kod s generujicou maticou G typu (k x n) . Potom matica H
typu ((n — k) x n) je kontrolnou maticou kddu K prdve vtedy, ked

dim(H) = (n—k) o GH" = Oy (). (1.91)
kde Opyx (n—k) je nulovd matica typu (k x (n — k)).
Pre systematické kédy je situédcie jednoduchsia, ako hovori nasledujica veta.

Veta 1.20. Linedrny (n,k)-kdd K s generujicou maticou G = [ E«k ’ B ] md kontrolnd maticu
H=[ -B" [Eq pyx@-n |-

Dokaz. Ozna¢me m = n — k. Potom moZeme matice G, H rozpisat nasledovne:

b7 [ 1 0 ... 0 ... 0|byx bz ... by ... bim |
b7 0 1 ... 0 ... O[by by ... big ... bom
G=|,r =] o 1.92
bl 0 0 ... 1 ... O|bp bpa ... bpg ... bpm (1.92)
bl ] L0 0 ... 0 ..o 1 |bg bro ooe brg oo b
bl ] [ b b ... —bp ... b |1 0 ... 0 ... 0]
h? —bia —byp ... —bpp ... —bg |0 1 ... 0 ... 0
"= hI | 7| —big —bag ..o —bpg .. b |00 ... 1 ... 0 (1.93)
_h%_ __blm _b2m _bpm _bk;m 0o 0 ... 0o ... ]__
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Pre b,, h, plati

bg =1 0 0 ... 1 ... 0 by by ... byg oo bpm |
h! = [ —byy —byy ... —bpg ... —bg O O ... 1 ... 0 ]

a preto je bg.hq = (—bpg + bpg) = 0 pre kazdé p, q € {1,2,...,n}, z ¢oho
G.H" = Oy (1) (1.94)

Kedze matica H s m = n — k riadkami obsahuje jednotkovti podmaticu E,_p)x (n—k), je dim(H) =
n — k. Podla vety je 1.19 je H kontrolnou maticou kédu K.

Definicia 1.20. Nech K C A" je linearny (n, k) kéd. Dudlny kéd K+ kédu K definujeme ako
Kt={v|av=0VacKk}. (1.95)

Veta 1.21. Nech K C A" je linedrny (n,k)-kod s generujicou maticou G a kontrolnou maticou
H. Potom dudlny kod K+ kddu K je linedrny (n,n — k)-kod s generujiicou maticou H a kontrolnou
maticou G.

Dokaz. Plati v € K+ préave vtedy, ked
G.v=o. (1.96)

Pretoze Kt je mnozinou rieseni rovnice (1.96) a dim(G) = k, je Kt (n — k)-dimenzionalnym
podpriestorom A™ — t.j. linearnym (n, (n — k))-kédom s kontrolnou maticou G.
Pretore H.GT = ((G7)T H?)" = (G.HT)" = OF -0 je kazdy riadok matice H
. . . kx (n—k) (n—k)xk> J y
ortogonalny s podpriestorom K a teda kédovym slovo kédu K+. Pretoze dim(H) = (n — k), generuji
riadky matice H celj priestor I, t.j. matica H je generujticou maticou kédu K+t.

Priklad 1.27. Dualny kéd binarneho opakovacieho kédu K dlzky 5 je kéd obsahujici vietky binarne
slova vive . .. v, také, ze

Ul+1)2+U3+U4+U5:0.

Kéd K+ je kéd kontroly paritou.

Priklad 1.28. Dualny kéd k bindrnemu zdvojovaciemu kédu K je samotny kéd K, teda K+ = K.
Ten mé totiz generujiicu maticu

110000
G=[001100 (1.97)
000011

Lahko sa presvedéime, ze G.GT = Q343 — generujiica matica binarneho zdvojovacieho kédu K je
zaroven i jeho kontrolnou maticou.

1.12 Linearne kody a objavovanie chyb

V casti 1.6 v definicii 1.5 sme vSeobecne definovali, ¢o to znamend, Ze kéd objavuje niekolkonasobné
chyby — totiz k6d K objavuje t-nasobné jednoduché chyby, ak pri zmene Tubovolnych ¢ znakov
Iubovolného kédového slova u vznikne nekédové slovo.

Teéria linedrnych kédov ndm umoziuje podrobnejsie modelovat mechanizmus vzniku niekolkoné-
sobnej chyby a to tak, ako keby sa k vyslanému slovu v = vyvs ... v, behom prenosu pripocitalo slovo
e = ejes...e,. Potom namiesto slova v prijmeme slovo w = wyws ... w, pre ktoré plati w = v + e.
Slovo e nazyvame chybové slovo.
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Definicia 1.21. Hovorime, Ze linedrny kéd K objavuje chybové slovo e, ak pre kazdé kédové
slovo v je slovo v + e nekédovym slovom.

Definicia 1.22. Hammingova véha ||a|| slova a € A" je pocet nenulovych znakov slova a.

Kazdy bindrny linedrny kdd obsahuje bud len slovd parnej vahy, alebo mé rovnaky pocet slov
parnej a neparnej vahy. Skutoc¢ne, ak existuje koédové slovo v neparnej vahy, fixujme ho a definujme
zobrazenie f : I — I predpisom

f(w)=w+v.

Je ihned vidiet, Ze f je vzajomne jednozna¢né zobrazenie K na K priradujice kazdému slovu parnej
vahy slovo neparnej vahy a naopak. Z toho uz vyplyva, ze pocet slov parnej vahy je rovny poctu slov
neparnej vahy.

V&imnime si, Ze linedrny kéd objavuje t-ndsobné chyby préve vtedy, ked objavuje vSetky chybové
slovda Hammingovej vahy mensej alebo rovnej t.

Pre objavovanie a opravovanie chyb ma podstatny vyznam minimélna vzdialenost A(K) blokového
kédu K, ktord bola v definici 1.5 definovana ako minimum z Hammingovych vzdialenosti vsetkych
dvojic slov kédu K. Ak totiz d = A(K), kéd K objavuje vSetky (d — 1)-ndsobné chyby a opravuje

d
vSetky t-nasobné chyby pre t < 5 (pozri vetu 1.13).

Pre linearny kéd sa A(K) urdi este jednoduchsie.

Veta 1.22. Pre linedrny kod K je minimdlna vzdialenost kddu A(K) rovnd minimum z Hammingo-
vych vah vsetkych nenulovych slov kodu K, t.j.

A(K) = ain, {ull} (1.98)

Doékaz. 1. Majme u, v € K také, ze d(u,v) = A(K). Nech w = u — v. Slovo w m4 préave tolko
nenulovych znakov, v kolkych znakoch sa liSia slova u, v, preto je

Jnin, {lull} < [wl = d(uv) = A(K) (1.99)

2. Vezmime w € K také, ze ||w| = minyek uzof|[ul|}. Potom

AK) <d = < i 1.100
() < do.v) = [[wl| < _min, {|lul} (1.100)

Vztahy (1.99) a (1.100) uz davaju tvrdenie vety. O

Definicia 1.23. Nech H je kontrolnd matica linedrneho kédu K, nech v = vjvy...v, € A™ je
Tubovolné slovo abecedy A dlzky n. Syndrom slova v je slovo s = s159. .. sy, pre ktoré plati

V1 S1
U2 S2 .

H. = , skratene H.v =s. (1.101)
Up, Sn

Ak teda prijmeme slovo w, vypocitame jeho syndrom s = Hw a ak s # o, vieme, Ze doslo k chybe.
Naviac vieme, ze syndrom prijatého slova w = v + e je rovnaky, ako syndrom chybového slova e.
Je totiz

Hw = H(v+e) = Hv + He = 0 + He = He.

Kedze kéd K je podpriestor prave vSetkych rieSeni rovnice H = o, rovnica He = s m4 mnozinu
vSetkych rieSeni v tvare e + a, kde k € K. Tto mnozinu budeme v dalSom oznacovat ako e + K.
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Veta 1.23. Nech K je linedrny kod s kontrolnou maticou H. Nech d je minimum z poctu linedrne
zdvisljch stlpcov kontrolnej matice H. Potom pre minimdlnu vzdialenost A(K) kodu K plati

d=A(K). (1.102)

Doékaz. Podla vety 1.22 je A(K) rovné minimélnej vahe nenulového kdédového slova. Nech d je
minimum poétu linedrne zévisljch stipcov kontrolnej matice H.

Ozna¢me ci, Ca, . .., C, stipce kontrolnej matice H, t.j.
H:[cl cy ... cn]
Nech u € K je nenulové slovo s najmensou Hammingovou véhou ||u|| = ¢. Slovo u mé miestach
11,12, - . ., 4 znaky u;, , Uiy, . .., U;, & na ostatnych miestach znak 0, t.j.
u'=[00 ... 0wy O ... 0 w, O ... ... 0w, O ... 0 0]

Pretozu u je kédové slovo, je Hv = o, t.j.

n
Hu = Z U;.C; = Uj; Cj; + Uiy Cigy e oo, Uj Uy, = O (1103)
i=1
Pretoze vSetky koeficienty w;; st nenulové, s stlpce ¢;,, Ciy, . . ., C;, linedrne zavislé a preto
d < A(K). (1.104)
Majme d linearne zavisljch stipcov Ci;, Ciy, - - -, Cj,. Potom existuju ¢isla w;,, wi,, . . ., u;, také, ze
Uiy iy + UiyCiy, - . ., Uiy W;, = O, z ktorych aspon jedno je nenulové. Definume slovo u také, Ze na
miestach i1, 72, . .., ig bude maft znaky u;,, u;,, ..., u;, a na ostatnych miestach znak 0, t.j.
T _
uw=[00..0wu 0 .. 0w 0 .. ... 0w O0.. 00]
Potom
n
Hu = Zulcl = U, Cj; + UiyCiy,y - - -, U, Ui, = O (1.105)
i=1

a teda u je nenulovym kédovym slovom, pre ktorého Hammingovu vahu plati ||ul| < d a teda
A(K) <d. (1.106)
Posledna nerovnost spolu s (1.104) uz dava pozadované tvrdenie vety. O

Veta 1.24. Linedrny kod objavuje t-ndsobné chyby prdve vtedy, ked kaZdych t stipcov kontrolnej
matice je linedrne nezdvisljch.

Dokaz. Oznac¢me d = A(K). Podla predchadzajicej vety 1.23 existuje v kontrolnej matici H kédu K
d linearne zavislych stlpcov, a pre kazdé ¢t < d je Tubovolnych ¢ stipcov matice H line4rne nezavislych.
Ak kéd K objavuje t-nasobné chyby, potom musi byt ¢ < d a podla vety 1.23 je kazdych ¢ stIpcov
matice H linedrne nezavislych.
Ak je kazdych t stipcov matice H linearne nezavisljch, potom podla vety 1.23 je t < d a preto
kéd K objavuje t chyb.
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1.13 Standardné dekédovanie

V predchadzajucej Casti sme ukazali, ako uréime najvacési pocet jednoduchych chyb, ktoré je kéd K
schopny objavit a akym sposobom zistime, ¢i nastalo niekolko jednoduchych chyb (pochopitelne za
predpokladu, Ze ich je najviac t). Ak uz prijmeme nekédové slovo, chceme mu priradit kédové slovo,
ktorého pokazenim toto slovo pravdepodobne vzniklo (za predpokladov, Ze pocet chyb neprekroéil
hodnotu t). Na to sltzi dekédovanie ¢ definované v ¢asti 1.9 v definicii 1.12 ako funkcia, ktord ma
za definiény obor A™ alebo jeho ¢ast obsahujicu kéd K a ktord kazdému slovu zo svojho defini¢ného
oboru priraduje kédové slovo, pri¢om je § na K identitou — kédovému slovu a priraduje é(a) = a.

Ak bolo vyslané slovo v a doslo k chybe vyjadrenej slovom e, prijmeme slovo e + v. Ak (e +v) =
v, dekddovali sme spravne.

Definicia 1.24. Hovorime, Ze linearny kéd K pri dekédovani § opravuje chybové slovo e,
ak pre vsetky v € K plati:

d(u+v)=v. (1.107)

Definicia 1.25. Nech £ C A" je linedrny kéd s kédovou abecedou A. Pre kazdé slovo e € A"
definujeme

e+K={e+v]|vek} (1.108)
MnoZina e + K sa vola trieda slova e podla kédu K.

Veta 1.25. Nech K C A" je linedrny (n, k)-kdd s kddovou abecedou A, |A| = p. Pre lubovolné slovd
e, e € A" plati

(i) Ak e — €' je kddové slovo, potom e + K =€’ + K.
(11) Ak e — €' nie je kodové slovo, potom e + K, € + K s disjunktné.

(i4i) Pocet slov kaZdej triedy je rovnyj poctu kodovijch slov, t.j. |e + K| = |K| = p* a pocet vietkijch
tried je p™ k.

Dokaz. (i) Nech (e —€') € K, nech v € K a teda (e+v) € (e + K). Polozme u=v + (e — €).
Pretoze K je linedrny priestor a (e —€') € K, je aj u € K a teda (¢/+u) € (¢ + K). Ale
€+u=e+v+(e—¢€)=e+v. Pretoje (e+v) € (¢ + K). Ukézali sme, ze (e + K) C (¢ + K).
Analogicky sa ukéze aj opacnd inkluzia, a teda (e + K) = (e/ + K).

(i) Nech (e — €’) ¢ K. Keby existovalo w € (e+/K)N (e’ +K), museli by existovat slova v, v € K
také, ze

w=e+V

w=¢e +V,

odkial méme e + v = € + v/ a dalej e — e’ = v/ — v € K lebo obe slova v, v’ boli prvkami lindrneho
priestoru K. Z predpokladu, ze (e + K) N (e’ + K) # () sme dostali (e — €') € K — ¢o je spor.

(iii) V tvahach bezprostredne po definicii 1.16 (str. 25) sme ukézali, Ze linedrny (n, k)-kdéd s p-
prvkovou abecedou mé p* prvkov. Chceme ukazat, Ze |e + K| = |K| = p*. Na to staci ukazat, ze
ak u, w € K, u # b, potom e + u # e + w. Keby vSak e + u = e + w, potom by (po od¢itani e od
oboch stran rovnice) u = w. Vietky triedy slov podla kédu K maji rovnaky pocet prvkov p¥. Kedze
zjadnotenie vietkych tried slov podla kédu K je A™ a |A™| = p* je

’An’ pn n—k

Pocet vSetkych roznych tried podla kédu K = K] =—==p
p
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Definicia 1.26. Standardné dekédovanie. Definujeme tplné dekédovanie § : A" — K nasle-
dovne: Z kazdej triedy podla K vyberieme jedného reprezentanta triedy tak, aby jeho véha bola
v danej triede minimalna. (Vyber reprezentanta podla kritéria minimélnej vahy nemusi byt jedno-
znaény — v tom pripade sa musime rozhodnut pre jedného s minimélnou vahou). Potom kazdé prijaté
slovo w € A™ dekédujeme ako v = w — e, kde chybové slovo e je reprezentantom triedy slova w,
teda

d(w) = w — [reprezentant triedy (w + K)]. (1.109)
Priklad 1.29. Binarny (4, 3)-kdéd K celkovej parity ma dve triedy

0000 + £ = {0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111}
0001 + £ = {0001 0010 0100 0111 1000 1011 1101 1110}

Trieda 0000 + K mé jednoznacného reprezentanta — slovo 0000. Trieda 0001 + K modze mat za
reprezentanta fubovolné zo slov 0001, 0010, 0100, 1000. PodTa toho, ktoré z tjchto slov vyberieme za
reprezentantov, Standardné dekédovanie opravi jednu chybu, ktora vznikne na prvom, resp. druhom,
trefom alebo Stvrtom mieste. Ak vznikne chyba na inom mieste, Standartné dekédovanie nedekéduje
spravne. Pre nés to nie je prekvapujice zistenie, lebo vieme, ze kéd celkovej parity ma minimalnu
vzdialenost rovnu 2, a preto nemoze opravovat ani vSetky jednoduché chyby.

Veta 1.26. Standardné dekodovanie § opravuje prdve tie chybové slovd, ktoré si reprezentantmi
tried, t.j.

d(v+e)=0d(v)
prave vtedy, ked e je reprezentantom niektorej triedy podla kddu K.

Dokaz. Ak je e reprezentantom svojej triedy a v € K, potom slovo v + e padne do triedy e + K
a dekdéduje sa ako d(e +v) = e + v —e = v — podla definicie 1.24 dekédovanie § opravuje chybové
slovo e.

Nech €’ nie je reprezentantom svojej triedy, ktord mé za reprezentanta slovo e # €'. Je (e — €') €
K. Nech v € K, potom slovo v + € padne do triedy e + K a dekdduje sa ako d(v+e€') =
v + € — e # v. Ak € nie je reprezentantom svojej triedy, standardné dekédovanie neopravuje slovo €.

Veta 1.27. Standardné dekddovanie § je optimdlne v tom zmysle, Ze neezistuje dekddovanie §*, ktoré
by opravovalo tie isté chybové slovd ako & a naviac este niektoré dalsie.

Dokaz. Vezmime € € (e + K) nech e je reprezentantom triedy e + K, nech e # €’. Slovov=¢€' — e
je kédové a nenulové. Ak vySleme slovo v a vznikne chyba posobenim chybového slova e, prijmeme
slovo v+e=¢€ —e+e=¢'. KedZze 0 opravuje vsetky slova, ktoré s reprezentantami tried je
d(v+e)=0(e') =v. Kedze §* opravuje vietky slova, ktoré opravuje 9, je aj 6*(e') = v.

Moze dekédovanie 6* opravovat slovo €'? Keby 4no, potom by muselo byt §*(o + €’) = o, ¢o je v
spore s tym, ze 0*(e) = v # o. O
Veta 1.28. Ak je d = A(K) minimdlna vzdialenost linedrneho kod IC, potom Standardné dekodovanie

d
opravi vsetky t-ndasobné chyby pre t < 3
" . , d
Dokaz. Nech e je slovo véhy t < 3 Nech v e (e+K), ve, v=e+u,uc K. Je ||ul| > d,

d
lle| =t < 7 Preto pocet nenulovych znakov slova v = e 4+ u je aspon d—t — t.j. ||v|| > d—t > t. Preto

je kazdé slovo e s Hammingovou vahou mensou nez — reprezentantom niektorej triedy slov podla

kédu K. Kedze standardné dekddovanie opravuje vSetky chybové slova, ktoré st reprezentantami
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: o . , . , y cd . L
tried, opravuje vSetky chybové slova s Hammingovou vahou mensou nez 3 ¢o je ekvivalentné s tym,

ze Standartné dekédovanie opravi vSetky ¢-nasobné chyby. O

Principom Standartného dekédovania je uréenie, v ktorej triede slov podla kédu K sa dekédované
slovo vyskytuje. Na to by prislusny dekédovaci algoritmus musel prezriet tzv. Slepianovu tabulku
vietkych slov dlzky n abecedy A. Je to tabulka, ktora ma tolko stipcov, kolko je tried podla kédu K
- p"~* a tolko riadkov, kolko je kédovych slov — p*. V kazdom stlpci tabulky st vSetky slova jednej
triedy, v prvom riadku tabulky je reprezentant triedy. Po urceni, v ktorom stlpci sa dekédované
slovo w nachadza dekédujeme tak, Ze od neho odé¢itame slovo v prvom riadku prislusného stipca.

Trieda Trieda Trieda
el + K e+ K en+K
reprezentant || ey =e; +o|ex=€ex+0|... |€n =€y +O
e +uy ez + up em + ug
er + uz e2+tuz |...| em+tuz (1.110)
prvky
tried
e; + ug es + ug em + Ug

Slepianova tabulka, m = p" %, s = |K| = pF.

Slepianova tabulka mé p” prvkov, ktoré v najhorSom pripade musime prehladat vsetky. Pre
bezne pouzivané binarne kédy dlzky 64 by to znamenalo v najhorsom pripade 264 > 10! prehladani.
Sikovnou implementaciou mozno tiplné prehladavanie nahradit bindrnym prehladavanim, ktoré by v
tomto pripade potrebovalo len 64 pristupov do tabulky, ale naroky na prislusné udajové struktiry
ostavaju enormné.

Problém mozno znac¢ne zredukovat, ak si uvedomime, Ze vSetky prvky triedy e + K maji rovnaky
syndrom ako jej reprezentant e. Je to preto, lebo pre v € K a kontrolnt maticu H kédu IC plati:

H.(e+v)=He+Hv=He+o=H.e.

Preto namiesto Slepianovej tabulky stac¢i tabulka s dvoma riadkami, kde v prvom riadku st

reprezentanti tried ey, ea, . .., em, m = p" ¥ a v druhom riadku st prislusné syndromy s1,ss, . .., Sm.
reprezentant [ ey [es | ... | ey ( 111 1)
syndrom || s1 | S2 | ... | S;n )

Teraz mozno Standardny dekddovaci algoritmus preformulovat nasledovne: Pre prijaté slovo w
vypocitame jeho syndrom s = H.w. V tabulke (1.111) najdeme reprezentanta e triedy s rovnakym
syndromom s a dekédujeme §(w) = w — e.

Tabulka (1.111) ma p"~* stlpcov a len dva riadky — jej rozsah je podstatne mensi ako rozsah
Slepianovej tabulky. Naviac mozno ocakéavat, Zze ani pri velkej dlzke n kédu K sa nebude &slo n — k
prili§ zvySovat, pretoze znamend tiez pocet kontrolnych znakov kédu, a ten sa z hladiska udrzania
dobrého informac¢ného pomeru snazime zbyto¢ne nezvysovat.

1.14 Hammingové kody

Veta 1.29. p-znakovy linedrny kdd opravuje jednoduché chyby prdve vtedy, ked Ziaden stlpec jeho
kontrolnej matice nie je skaldrnym ndsobkom iného stlpca.

Specidlne bindrny linedrny kdd opravuje jednoduché chyby prdve vtedy, ked stlpce jeho kontrolnej
matice st nenulové a navzdjom rozne.
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Dokaz. Vieme, ze kéd K opravuje jednoduché chyby prave vtedy, ked A(K) > 3, ¢o podla vety 1.23
(str.33) nastava prave vtedy, ked Tubovolné dva stipce kontrolnej matice H st linedrne nezavislé.
Vo vSeobecnom pripade st dva vektory u, v lineadrne nezavislé prave vtedy, ked jeden nie je
skalarnym nasobkom druhého, ¢o v pripade binarnej abecedy je prave vtedy, ked st oba vektory
u, v nenulové a rézne. O

Definicia 1.27. Binédrny linearny (n, k)-kéd sa nazyva Hammingov kéd, ak jeho kontrolnd matica
H mé za stlpce vietky nenulové binarne slova dizky n — k, pricom kazdé z nich sa ako stlpec matice
H vyskytuje prave raz.

Ak sa maji v matici H vSetky nenulové binérne slova dizky n — k vyskytovaf prave raz, musi byt
pocet stipcov v tejto matici rovny n = 2(n=k) _1. Preto mozu existovat len Hammingov (n, k)-kéd pre
(n,k) = (3,2), (7,4), (15,11), (31,26),...(2™—1,2" —m—1),.... VSimnime si eSte, Ze informacény
pomer (1.70) (str.22) s rasticim m rychlo rastie k 1. Napr. pre m = 6 Hammingov (63, 57)-kéd ma

informaény pomer 53 > 0.9.

Definicia 1.28. Dekédovanie Hammingovho kédu. Predpokladajme, Ze stipce kontrolnej ma-
tice H st usporiadané tak, Ze tvoria binarne rozvoje &isel 1,2, ...,2™ 1. Prijmeme vektor w a vzpo-
¢itame jeho syndrom s = Hw. Ak s = o slovo w nemenime. Slovo s je bindrnym rozvojom ¢isla i a
my zmenime i-ty znak prijatého slova w, presnejsie

w, aks=o
6(w) = L N (1.112)
w — e, ak s je bindrnym rozvojom d¢isla 4,

kde e; je slovo s jednotkou na mieste i.

Veta 1.30. Dekddovanie ¢ definované v (1.112) opravuje jednoduché chyby. Presnejsie: Ak sa slovo
w [isi od niektorého kddového slova v nanajvys v jednom znaku, potom 6(w) = v.

Dokaz. Ak w = v, potom aj w je kédové slovo a plati Hw = Hv = o, a v tom pripade 6(w) =
w=vV.

Nech sa slovA v, w lisia prave v jednom znaku, +t.j. w=v+e;. Potom
Hw = H(v + e;) = Hv + He; = He;. Ale He; je i-ty stipec matice H a ten je rozvojom ¢isla i. Ak
budeme dekédovat predpisom §(w) = w — e; = v, budeme dekédovat spravne. O

Medzi kédmi opravujicimi ¢ chyb st najekonomickejsie tzv. perfektné kédy. Podla definicie 1.11
(str. 19) je blokovy kéd K dizky n t-perfektny, ak mnozina guli {K;(a) | a € K} tvori disjunknty
rozklad mnoziny A" vsetkych slov dlzky n.

Veta 1.31. Linedrny kdd je t-perfekiny prdve vtedy, ked mnozina vsetkych slov vdhy mensej alebo
rovnej nez t tvori systém vsetkych reprezentantov vsetkych tried slov podla kodu K.

Dokaz. Prv, nez zacneme dokazovat tvrdenie vety, si viimneme Ze Tubovolné slovo a € A™ moze byt
reprezentantom niektorej triedy kédu IC — totiz triedy a 4+ K. Na to, aby sme dokézali, Ze mnozina
vsetkych slov vahy mensej alebo rovnej nez ¢ tvori systém vsetkych reprezentantov vSetkych tried
slov podla kédu K stadi ukazat dve skutocnosti a to ze

e kazdé trieda mé reprezentanta s vAhou mensou alebo rovnou ¢

e ak e1, ez st dve slova také, ze ||e1]| < t, ||ez|| < ¢, potom e; + K, e; + K st dve rozne triedy,
t.j. e2 ¢ (e1 + K)

1. Nech je linearny kéd t-perfektny — t.j. pre kazdé slovo a € A™ existuje prave jedno kédové slovo
b € K také, ze vzdialenost slov a, b je mensia lebo rovna ¢, t.j. d(a, b) < ¢t. Oznacme e = a — b.
Pretoze Hammingova vzdialenost slov a, b je mensia lebo rovna t, je ||e|| < ¢t. Potom je a =e + b.
Kazda trieda a + K ma reprezentanta e s vihou mensou alebo rovnou ¢.
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Keby existovali dve slova e;, eg také, ze ||le1]| <1, |le2]| <taez € (e1+K), potomez —e1 € KL a
|le2 — e1|| < 2t. Z poslednej nerovnosti vyplyva pre minimélnu vzdialenost A(K) kédu K A(K) < 2t,
¢o je v spore s predpokladom, ze K opravuje ¢t chyb. Podla vety 1.13 (str. 19) totiz kéd K opravuje ¢
chyb prave vtedy, ked A(K) > 2t + 1.

2. Nech mnozina vSetkych slov vahy mensej alebo rovnej nez t tvori systém vsetkych reprezen-
tantov vSetkych tried slov podla kédu K. Najprv ukazeme, ze A(K) > 2t 4+ 1. Keby totiz existovalo
a € K také, ze ||a|| < 2t + 1, bolo by mozné vyjadrit a = e1 — ez, kde |le1]| < ¢, ||e2|| <t a e1 # e2.
Podla (i) vety 1.25 (str. 34) by potom (e; + K) = (e2 + K) ¢o by bolo v spore s predpokladom, zZe
e1, ez su reprezentantmi roznych tried. Ak je teda A(K) > 2t + 1, vSetky gule {K;(a) | a € £} st
po dvoch disjunktné.

Teraz ukazeme, ze pre kazdé a € A" existuje gula K;(b), b € K takd, ze a € K;(b). Podla
predpokladu existuje e € A", ||e|| < t také, ze a € (e + K). D4 sa teda pisat a = e + b pre nejaké
b € K. Odtial a—b =e a preto d(a,b) = |[(a—Db)|| = |le] < t a teda a € K;(b). Systém guli
{K(a) | a € K} tvori disjunknty rozklad mnoziny A", a preto je kéd K t-perfektny. O

Veta 1.32. Hammingové bindrne kddy su 1-perfektné. KazZdy 1-perfektny bindrny linedrny kod je
Hammingov.

Dékaz. Hammingov kéd dizky 2™ — 1 ma m kontrolnych znakov a podla tvrdenia (iii) vety 1.25

(str. 34) ma 2™ tried. Ozna¢me ey = o — nulové slovo dizky 2" — 1. Dalej oznaéme pre i =
1,2,...,2m —1

ee=[00 ... 01 0... 0],
t.j. vektor e; mé vsade nuly okrem miesta ¢, na ktorom ma znak 1. Vsetky e; pre¢ =1,2,...,2" —1

su nekoédové slova.

Skiimajme triedy e; + K pre ¢t =0,1,2,...,2" — 1. Trieda ey + K je totozna s mnozinou kédovych
slov K a je preto rozna s ostatnymi triedami. Keby boli dve triedy e; + K, e; + K totozné pre i # j,
potom by e; —e; € K, ¢o by znamenalo linedrnu zavislost i-teho a j-teho stIpca kontrolnej matice
kédu K, (¢o je v pripade bindrneho kédu rovnost prislusngch stipcov). Hammingov kéd mé viak
kontrolnti maticu, v ktorej Ziadne dva stipce nie st rovnaké.

Pretoze Hammingov kéd K ma 2™ tried a my sme ukazali, ze vSetky triedy typu e; + K pre
i=0,1,2,...,2™ —1 st rozne (a je ich 2™), nemdze existovat ziadna dalsia trieda. Mnozina vsetkych
slov dlzky < 1 tvori systém reprezentantov vSetkych tried Hammingovho kédu K a preto je tento
kéd 1-perfektny.

Majme binarny linedrny kéd K s m kontrolnymi znakmi, ktory je 1 perfektny. Podla tvrdenia (iii)
vety 1.25 (str. 34) ma kéd K 2™ tried. Nech mé tento kéd kontrolntt maticu H typu n x m. Podla
vety 1.29 musia byt vietky stipce matice H nenulové a rézne. Preto pre pocet stipcov matice H plati
n < 2™ — 1. Pretoze je kéd K perfektny, podla vety 1.31 (str. 37) st vetky binarne slova dlzky n s
véhou nula alebo jedna prave vsetci reprezentanti tried. Takychto slov je n+ 1 (nulové slovo a vsetky
slova typu e; s prave jednou jednotkou na i-tom mieste). Je preto

n+1=2"

n=2"—-1.

Kontrolna matica kédu K je matica typu (27 — 1) x m a jej stipce st prave vSetky rozne binirne
nenulové slova dizky m. K je teda Hammingovym kédom. ]

Definicia 1.29. Rozsireny Hammingov binarny kdéd je binarny kéd, ktory vznikne rozsirenim
Hammingovho kédu o znak celkovej kontroly parity.

Rozsireny Hammingov kéd je (2™,2™ — m — 1)-kéd vsetkych slov v = vjvy...vam takych, ze
V1V3 ... v9m_1 je kédové slovo Hammingovho kédu a vy + vg + - -+ 4+ vgm = 0. Jeho miniméalna vaha
je 4. Tento kéd opravuje jednoduché chyby a objavuje trojndsobné chyby.
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Poznamka 1.6. Veta 1.29 déva navod, ako definovat p-znakovy Hammingov kéd. Je to kéd s
kontrolnou maticou H takou, Ze

(i) Ziaden stlpec nie je skalarnym nisobkom iného stipca

(ii) kazdé nenulové slovo je skalarnym nasobkom niektorého stipca matice H.
Maticu H mozeme zostavit napriklad zo vsetkych stipcov rovnakej dizky takych, ktoré maju prvy
nenulovy znak rovny 1. D4 sa ukdzat, ze p-znakové Hammingové kédy maji mnohé vlastnosti rovnaké

resp. analogické ako bindrne Hammingové kédy. Tak napriklad vsSetky Hammingové kédy st 1-
perfektné.

1.15 Golayov kod

Oznac¢me B stvorcova maticu typu 11 x 11, ktorej prvy riadok obsahuje binarne slovo 11011100010
a ostatné riadky vzniknl pravymi rotaciami prvého riadku, t.j.

11 1 11 1
11 1 11 1
1 11 1 11

B = 1 11 111 (1.113)
1 1 11 11
11 1 11 1
111 1 11
111 1 11
1 111 11

Binarne slovo 11011100010 mé na mieste ¢ jednotku préve vtedy, ked je @ — 1 $tvorcom modulo 11,
t.j.aki—1=02 12,22 32 42 =5 a 52 = 3. V celej casti 1.15 budeme predpokladat, Zze matica B
je dana vztahom (1.113).

Definicia 1.30. Golayov kéd Gas je systematicky binarny kéd dizky 23 s generujiicou maticou Gog
definovanou

B
Goz = Ei2x12 o ; (1.114)
11...11

kde E12x12 je jednotkova matica typu 12 x 12, B11x11 je Stvorcova matica typu 11 x 11 definovana
v (1.113).

Golayov kéd Gy je systematicky binarny kéd dizky 24 s generujiicou maticou Gy, ktora vznikne
z matice Gog pridanim stipca 11...10, t.j.

—_

Goy = E12x12 Biix1 (1.115)

—

11...11

(e}
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[ 1 11 111 1 1]
1 11 111 11
1 1 11 111 1
1 1 11 111 1

1 1 11 111 1

1 1 11 1111

1 1 1 11 111

1 11 1 11 11

1 111 1 11 1

1 111 1 111

1 1 111 1 11
111111111111

Generujuca matica Golayovho kédu Goy.

Vlastnosti kédov Gay, Gos.

e Pocet informacnych znakov kédu Goy je 12, pocet kontrolnych znakov je tiez 12.

e Kéd Gay je samodudlny — jeho kontrolnd matica je aj jeho generujicou maticou (na to staci
overit, ze skalarny sucin lubovolnych dvoch riadkov matice Gog je rovny 0).

e Minimélna vzdialenost kédu Goy je 8
e Ko6d Gos je (23,12)-kdd, ktory je 3-perfektny.
Veta 1.33. Tietidvidinen, Van Lint. Jediné netrividlne perfektné bindrne kody su tieto:
a) Hammingove kddy pre jednoduché chyby,
b) Golayov kod Gas pre trojndsobné chyby a kody s nim ekvivalentné,

¢) opakovacie kody dizky 2t + 1 pre t-ndsobné chyby, kde t = 1,2,3,....

Dokaz vlastnosti Golayovych kédov i poslednej vety presahuju ramec tejto publikacie, preto ich
neuvadzame. Na zaver tejto kapitoly eSte uvedme, Ze existuje perfektny Golayov ternarny (11, 6)-kéd
opravujuci trojnasobné chyby. Jeho generujtica matica je v tvare

D
G = E6 6 oo , (1.116)

11...11

kde Egxg je jednotkova matica typu 6 x 6 a kde Ds«5 je matica, ktorej riadky tvoria vSetky cyklické
pravé rotacie slova 01221. Okrem tohoto kédu (a kédov s nim ekvivalentnych) st jediné perfektné
ternarne netrividlne kédy Hammingove a opakovacie kédy dizky 2t + 1 .

V pripade abecedy s viac ako troma znakmi st jediné perfektné netrividlne kédy Hammingove a
opakovacie kédy dlzky 2t + 1.

Na zaver kapitoly o kédovani treba povedaf, Ze jej napli tvori iba tvod do tedrie a praxe
kédovania. Mnozstvo metdd a kédov sa do tejto kapitoly nevoslo nielen z priestorovych dévodov, ale
aj preto, lebo st zalozené na pojmoch konecnej algebry ako boolovsky polynom, okruhy plynémov,
konecené telesa atd. Takymi st Reedove-Mullerove kédy, cyklické kédy, BCH kédy atd. Citatel
vSak tUto problematiku moéze néjst v pouzitej literattre a znalost tejto kapitoly mu znaéne pomoze
orientovat sa v problematike kédovania.
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